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SUR LES EXTENSIONS INTERMEDIAIRES DES
SYSTEMES LOCAUX D’HARRIS-TAYLOR

par

Boyer Pascal

Résumé. — Dans le contexte des variétés de Shimura unitaires simples étudiées par Har-
ris et Taylor, nous avons construit dans [5] deux filtrations du faisceau pervers des cycles
évanescents. Les gradués de la premiere sont les p-extensions intermédiaires de certains
systémes locaux dits d’Harris-Taylor tandis que ceux de la seconde, obtenue par dualité,
sont les p+-extensions intermédiaires. Dans ce papier nous décrivons la différence entre ces
p et p+ extensions intermédiaires. Précisément nous montrons que lorsque le systéme local
d’Harris-Taylor est associé a une représentation irréductible cuspidale dont la réduction mo-
dulo [ est supercuspidale, ces extensions intermédiaires sont les mémes. Dans le cas ou la
réduction modulo [ n’est que cuspidale nous décrivons la [-torsion de leur différence.

Abstract (On intermediate extensions of Harrris-Taylor’s local systems)

In the geometric situation of some simple unitary Shimura varieties studied by Harris and
Taylor, we have built in [5] two filtrations of the perverse sheaf of vanishing cycles. The gra-
duate of the first are the p-intermediate extension of some local Harris-Taylor’s local systems,
while for the second, obtained by duality, they are the p+-intermediate extensions. In this
work, we describe the difference between these p and p+ intermediate extension. Precisely,
we show, in the case where the local system is associated to an irreducible cuspidal represen-
tation whose reduction modulo [ is supercuspidal, that the two intermediate extensions are
the same. Otherwise, if the reduction modulo [ is just cuspidal, we describe the [-torsion of
their difference.

Introduction

Cet article s’inscrit dans un programme visant a prouver le lemme d’Thara pour U(n, 1).
Avant d’en décrire les résultats principaux, détaillons la stratégie de ce programme dont le
lecteur trouvera plus de détails dans cf. [4].

Classification mathématique par sujets (2010). — 14G22, 14G35, 11G09, 11G35,
11R39, 14105, 11G45, 11Fxx.

Mots clefs. — Variétés de Shimura, modules formels, correspondances de Langlands, correspon-
dances de Jacquet-Langlands, faisceaux pervers, cycles évanescents, filtration de monodromie, conjecture
de monodromie-poids.
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— La premiere étape consiste a traduire 1’énoncé du lemme d’Thara en un énoncé simi-
laire portant sur la cohomologie d’une variété de Shimura unitaire de type Kottwitz-
Harris-Taylor.

— Pour étudier la Z;-cohomologie de ces variétés de Shimura, on utilise la suite spectrale
des cycles évanescents en une place p # [. Le faisceau pervers des cycles évanescents
est découpé sur Z; en termes de versions entiéres des extensions intermédiaires des
systemes locaux d’Harris-Taylor. On est alors amené a controler la torsion dans la
cohomologie de ces Z;-systémes locaux d’Harris-Taylor.

— La torsion de la cohomologie de toute la variété de Shimura est plus facilement
controlable car on peut la calculer en utilisant une place annexe quelconque, en
particulier ou il y a bonne réduction. Quitte a localiser en un idéal maximal bien
choisi d’une algebre de Hecke, on montre dans [7] que la cohomologie est concentrée
en degré médian et sans torsion.

— Dans [5] nous avons construit deux filtrations du faisceau pervers des cycles
évanescents, les gradués de la premiere s’identifiant aux p-extensions intermédiaires
des systemes locaux d’Harris-Taylor alors que ceux de la seconde, obtenue par
dualité, sont les p+-extensions intermédiaires.

— En utilisant que les strates de Newton sont affines et que la cohomologie de la variété
de Shimura, apres localisation, est sans torsion, il n’est pas trop difficile de controler
la cohomologie de ces p-extensions intermédiaires avant le degré médian. La dualité de
Verdier permet alors d’obtenir que la cohomologie des p+-extensions intermédiaires
est aussi sans torsion en degré supérieur au degré médian, de sorte que, dans le cas
ol les p et p+ extensions intermédiaires coincident, on obtient la nullité de la torsion
en tout degré.

Le but de ce travail est ainsi de comprendre la différence entre ces deux versions p et
p+ des faisceaux pervers d’Harris-Taylor. Le résultat principal donné au théoreme [1.3.3
est qu’elles sont égales lorsque la représentation irréductible cuspidale associée au systeéme
local possede une réduction modulo [ qui est supercuspidale. En revanche dans le cas ou
cette réduction modulo [ est simplement cuspidale, ces deux extensions intermédiaires sont
distinctes et on en décrit la [-torsion de leur quotient au §3| a I'aide de la description de la
réduction modulo [ des représentations de Steinberg décrites dans [3]. Nous verrons dans
[4] que cette description est suffisante pour controler la torsion en tout degré.

En ce qui concerne l'organisation du papier, on commence par des rappels sur la
géométrie et sur les systemes locaux d’Harris-Taylor, §1.2 puis on énonce le résultat
principal, théoreme [1.3.3] Pour simplifier la démonstration, on commence, proposition
2.2.1, par découper U7 selon les Fj-représentations irréductibles supercuspidales dun
GLy(F,) pour 1 < g <d, cf. la déﬁnitionet le théorémede I’appendice. Au
nous étudions enfin le cas non supercuspidal en décrivant, proposition la [-torsion
du quotient entre les p+ et p versions des faisceaux pervers d’Harris-Taylor. Nous finissons
en décrivant les faisceaux de cohomologie de la réduction modulo [ d’un faisceau pervers
d’Harris-Taylor, lesquels sont connus d’apres le résultat principal de [5] : en effet dans le
cas non supercuspidal, la filtration de stratification exhaustice de celui-ci, donnée par la
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proposition [3.2.4] fournit une suite spectrale reflétée par les complexes dits d’induction du

3.3
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1. Faisceaux pervers d’Harris-Taylor entiers
1.1. Rappels sur quelques variétés de Shimura unitaires. — Soit ' = FTEF un

corps CM avec E/Q quadratique imaginaire, dont on fixe un plongement réel 7 : F't — R.

1.1.1. Notation. — Pour toute place finie w de F', on note F,, le complété de F' en cette
place, O, son anneau des entiers d’idéal maximal P, et de corps résiduel k(w).

Soit B une algébre & division centrale sur F' de dimension d? telle quen toute place
x de F, B, est soit décomposée soit une algebre a division et on suppose B munie d'une
involution de seconde espece * telle que * | est la conjugaison complexe c. Pour 8 € B*=1
on note fz linvolution x — x% = Bx*3~1 et G/Q le groupe de similitudes, noté G, dans
[10], défini pour toute Q-algebre R par

G(R) ~ {(\, g) € R* x (B? ®g R)* tel que gg** = A}

avec B = B ®p,. F. Dans [10], les auteurs justifient I'existence de G comme ci-dessus tel
qu’en outre
— les signatures de G(R) sont (1,d — 1) pour le plongement 7 et (0,d) pour les autres ;
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— pour p = uu décomposé dans F,

G(Qy) = (@) x [[(BY)”
i=1
ou v = wvy,vy, -,V sont les places de F' au dessus de la place u de E.
Pour tout sous-groupe compact U? de G(A>?) et m = (mq,--- ,m,) € Z%,, on pose

UP(m) = UP x 2 x [[ Ker(OF, — (Op, [PI)¥)
=1

1.1.2. Notation. — On note I l’ensemble des sous-groupes compacts ouverts UP(m) tels
qu’il existe une place x pour laquelle la projection de UP sur G(Q,) ne contienne aucun
élément d’ordre fini autre que lidentité, cf. [10] bas de la page 90. Pour m comme ci-dessus,
on a une application

my:Z — N.

1.1.3. Définition. — Pour tout I € Z, on note X; — Spec O, < la variété de Shimura
associée a G > construite dans [10] et X7 = (X[)er le schéma de Hecke relativement au
groupe G(A*), au sens de [2]

Remarque : les morphismes de restriction du niveau r;; : X; — X sont finis et plats. et
méme étales quand my(J) = mq(1).

1.1.4. Notations. — (cf. [2] §1.3) Pour I € Z, on note :
— Xr.5 la fibre spéciale de X1 et X;5:= X4 X SpecF, la fibre spéciale géométrique.
— Pour tout 1 < h < d, XIZS@ (resp. X7') désigne la strate fermée (resp. ouverte)
de Newton de hauteur h, i.e. le sous-schéma dont la partie connexe du groupe de
Barsotti-Tate en chacun de ses points géométriques est de rang > h (resp. égal a h).
— On notera ausst Xﬁg = X7.

Remarque : pour tout 1 < h < d, la strate de Newton de hauteur h est de pure dimension

d — h; le systeme projectif associé définit alors un schéma de Hecke XIZ;L (resp. XI:;’) pour
G = G(A>), cf. [10] II1.4.4, lisse dans le cas de bonne réduction, i.e. quand m; = 0.

1.1.5. Notations. — Nous utiliserons les notations suivantes :
h . y>h >1 >h . y=h >h
i Xz,s‘, — ng, J=" XLg — Xlg

ainsi que j=" = " o j2".
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1.2. Systemes locaux d’Harris-Taylor. —

1.2.1. Notation. — Pour tout h > 1, on note D, lalgébre a division centrale sur F,
d’invariant 1/h.

1.2.2. Définition. — Pour m, une représentation irréductible cuspidale de GL,(F),) et
t > 1, on note m,[t|p la représentation de D, associée a St;(m,) par la correspondance de
Jacquet-Langlands.

Remarque : toute représentation irréductible de D, est de la forme 7, [t]p pour h = tg.

1.2.3. Définition. — Dans [10], les auteurs, via les variétés d’Igusa de premiere et se-
conde espece, associent a toute représentation p, de l'ordre maximal D, de D, un
systeme local L(p,) sur X772

1.2.4. Notation. — Pour 7, une Q;-représentation irréductible cuspidale de GL4(F,) et

t > 1, on note L(m,,t) le Q;-systéme local sur X;tgg associé a la restriction de m,[t]p d

X

vig- O1 I est un réseau stable de m,[t]p, on notera

ﬁp (7Tv7 t)
le Zy-systéme local associé.

1.2.5. Définition. — Un Z;-systéme local £ sur X" sera dit de type o, pour ¢ une F;-
représentation irréductible supercuspidale de GL,(F,) avec g|h, si L est libre et £ Q7 Q,
est une somme directe de systemes locaux L(p,) ott p, est une Q-représentation de D),

de type o au sens de la définition [A.3.7]

Rappelons, cf. [2], qu'un systéme local d’Harris-Taylor £ sur XI:;L est induit, i.e.
£ = ,Cl XPh,d(Fv) GLd(Fv),

ol
— X7, est une réunion de composantes irréductibles de X7 munie d'une action du
parabolique standard P, 4(F,) de Levi GLy(F,) X GLa-n(F,),
— Ly est la restriction de £ & la strate XZ7 .
Le systeme local £, est muni, cf. [2] §1.4.2, d’'une action de G(A*P) x P, 4(F,) X Z tel
que le sous-groupe unipotent de P}, 4(F,) agit trivialement alors que l'action du facteur
GLy(F,) de son Levi agit via valodet : GL,(F,) — Z.

1.2.6. Notation. — Pour Il; une représentation de GLy(F,), on introduit alors

tg—

HT(,, 1) (n) := L(m,, t)[d — tg] © T, © 2% ® L(m,)

ou 1LV est la correspondance Langlands sur F,,

X

1 —

[1]
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est définie par Z(3) = ¢'/* et
— GLu(F,) agit diagonalement sur Il; et sur L(m,,t) ® =95 via son quotient
GLh(Fv) i Z,
tg—d+n

— le groupe de Weil W, en v agit diagonalement sur L(m,) et le facteur = = wia

Papplication deg : W, — Z qui envoie les frobenius géométriques sur 1.
Une Z;-version entiére sera notée HTp(m,, I1;)(n) ou T désigne un réseau stable, par
forcément sous la forme d’un produit tensoriel.

Remarque : on rappelle que 7 est inertiellement équivalente a m, si et seulement s’il
existe un caractere ¢ : Z — @lx tel que 7/, ~ m, ® (( o valodet). Les faisceaux pervers
HT (7, I1;)(n) ne dépendent que de la classe d’équivalence inertielle de 7, et sont de la
forme

HT(m,,TL)(n) = en, HT (0, IL,)(n)

ou HT (my,,I1;)(n) est un faisceau pervers irréductible.

1.3. Enoncé dans le cas supercuspidal. — Rappelons que pour X un [F,-schéma et
A = Q,,7Z;,Fy, 1a t-structure usuelle sur la catégorie dérivée D?(X, A) est définie par :

AePD(X,\) & Vo € X, HFi*A=0, Yk > —dim {z}

AePDX N) & Vre X, HNN'A=0, Vk < —dim {x}
oll i, : Speck(z) — X et H* désigne le k-itme faisceau de cohomologie. On note alors
PC(X,A) le coeur de cette t-structure : c’est une catégorie abélienne noethérienne et A-
linéaire.
1.3.1. Notation. — Les foncteurs cohomologiques associés a la t-structure perverse ci-
avant seront notés PH!.

Pour A un corps, cette t-structure est autoduale pour la dualité de Verdier. Pour A = 7Z;,
on peut munir la catégorie abélienne Z;-linéaire PC(X, A) d’une théorie de torsion (7, F)
ou T (resp. F) est la sous-catégorie pleine des objets de torsion T (resp. libres F') , i.e. tels
que V17 est nul pour N assez grand (resp. [.1p est un monomorphisme).

1.3.2. Définition. — Soit

PADS0(X 7)) = {A € PDSY (X, 7)) : PHY(A) € T}

PED20(X 7)) = {A € PD=%(X,Z)) : PHO(A) € F}
la t-structure duale de coeur PTC(X,Z;) muni de sa théorie de torsion (F,7T[—1])
< duale > de celle de PC(X,Z;).
Remarque : d’apres [6] §1.3, la sous-catégorie pleine F de PC(X, A) est quasi-abélienne, i.e.
elle admet des noyaux, images, conoyaux et coimages mais la fleche naturelle

Coimg f — Img f
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de la coimage vers I'image, n’est pas nécessairement un isomorphisme : si c’est le cas on
dit que le morphisme f est strict. Pour j : U < X une immersion ouverte, on dispose en
outre de deux notions d’extensions intermédiaires

p+j!*.

Le résultat principal que nous allons montrer est donné par le théoréeme suivant.

pj!* et

1.3.3. Théoréme. — Soit m, une représentation irréductible cuspidale de GL4(F,) telle
que sa réduction modulo | est supercuspidale alors pour tout 1 <t < s = ng , et pour tout
réseau stable T' de m,[t]p, on a

Pjt? Lo (my, t)[d — tg) ~ P*jE" Lo (m,, )[d — tg).

Remarque : comme la réduction modulo [ de 7,[t|p est irréductible, I'indépendance relati-
vement au réseau ' considéré est immédiate. Cependant la preuve de ce résultat passe par
un énoncé similaire portant sur les systemes locaux HTr(m,, I1;)(n) ou le réseau est donné
par le faisceau pervers des cycles évanescents. Précisément nous prouverons la proposition

suivante.
1.3.4. Proposition. — Soit 7, une représentation irréductible cuspidale de GLg4(F),)
telle que sa réduction modulo | est supercuspidale. Alors pour tout 1 < t < s = ng

il existe une représentation 11, de GLyy(F,), un entier n ainsi qu’un réseau stable I' de

HT (7, I1;) (n) tel que
pj!:tgHTF(an Ht)( ) ~ P¥ _tgHTF(,/Tw )(n)
Le théoreme découle alors du lemme suivant en considérant le réseau produit tensoriel,

i.e. la propriété de la proposition précédente, ne dépend pas de II; ou de n mais seulement
d’une structure entiere quelconque du systeme local L£(m,,1).

1.3.5. Lemme. — S’il existe un réseau stable I' de HT (m,,I1;)(n) tel que la proposi-
tion précédente est wvalable, alors le résultat est valable pour tout réseau stable TV de

HT (7, 1L;) (n).

Démonstration. — On raisonne par récurrence sur t de d a s. Le cas t = s découle des
égalités

P H T o (o, ) (n) = Gy HT oo (0, ) (n) = 571 T o (w0, T ) (n) = P75 1T o (0, T ) ().
Supposons alors le résultat acquis jusqu’au rang ¢ + 1. D’apres [11], on a les triangles
distingués

Pi U1 T e (o, o) (n) — PG H T o (0, TL) () — 9P Hy,, ' 79 H T e (0, 1) () 1]~

ainsi que pour le foncteur F := — ®L F,

i HT r(m, L) (n) — ji “FHT v (s, Th) () — PHOF(i9PHY,, 07 7 H T 1 (w0, T (n) ) ~
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de sorte que l'égalité des extensions intermédiaires pour I revient a demander que
FPj " HT v (1, IL) (n) ~ 5. “FHT (7, 10,)(n). Rappelons la suite exacte courte

0 — i9PH 19 TR T (7, 1) (n) — jir “FHT o (m, L) (n) — 4 “FHT (7, L) (n) — 0.

=9 sont exacts tout comme '9* et /%9, Ainsi

*

Comme ;=% est affine, les foncteurs j, 7, j
le foncteur F commute avec ceux-ci et comme la torsion de PH'9* jZ9H T (r,, I1;)(n) est
nulle alors

iing—litg,*jftgFHTva’ I,) (n) ~ IF(iingilitg’*j*:tgHTF('ﬁm 1) (n)) '

Comme PH1it9*j=t0 = PH1i19* =19 ot que ji.“FHT p(m,, II;)(n) est semi-simple en tant
que faisceau, on en déduit que, dans le groupe de Grothendieck, {iigp’z’-[_litg’* JIYEHT (7, Ht)(n)}

ne dépend pas du réseau I'. Du diagramme

F (oMt 9 T o (o, L) (n) ) = F (7 H T (0, L) (n) ) — F (i "H T o (0, ) ()

itOPH it jFH T 1o (my, 1) (n) = G FH T 1o (0, ) () ) —— jFHT o (m,, 1) (n))

on remarque qu’il suffit alors de montrer que

]F(iing_litg’*jftgﬂTp (7o, Ht)(n))} ne
dépend pas de I".

D’apres [2] le faisceau pervers libre i9PH 1'% j=9H T/ (m,, I1;)(n) est, sur Q;, exten-
sion de faisceaux pervers de la forme j;tlg”HT(m,Ht/)(n’ ), lesquels sur Z;, d’aprés 'hy-
pothese de récurrence, ne possedent qu’'une notion d’extension intermédiaire. Ainsi donc
leur image par F est j;t/gFHT(m,Ht/)(n’ ) qui ne dépend pas, dans le groupe de Gro-
thendieck, du réseau stable associé. Moralité 'image dans le groupe de Grothendieck de
F(ifkngflitg’*jftgHTp (70, Ht)(n)) est indépendante de I, d’ou le résultat.

O

2. Sur le faisceau pervers des cycles proches

2.1. Rappels. — Pour A = Q,,7Z,;,F; et pour tout I € Z, les faisceaux pervers des cycles
évanescents RV, 1(A)[d—1](%?}) sur X, ; définissent un W,-faisceau pervers de Hecke, au
sens de la définition 1.3.6 de [2], que 'on note Wz 4.

Remarque : dans le cas ou A = Z;, on notera simplement W7.

Rappelons, cf. [2] §2.4, que la restriction (\IlLA) . du faisceau pervers des cycles
|XZh

proches a la strate X7, est munie d’une action de (D;,)° := Ker <val orn : Dy — Z>

et de @’ que I'on voit plongé dans F* C DJ,,.
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2.1.1. Proposition. — (cf. [10] proposition 1V.2.2 et le §2.4 de [2])
On a un isomorphisme G(A*") x Py, 4_p(F,) X Wv-équivariant
. DX d—i 1

=h i
IXZ 5 7eRg, (h)

ot Lz (ULY') est le systéme local de la définition m associé a la Dih—représentation

Uy = lim U2, ou U2, est le T-facteur isotypique de la D, -représentation admissible
) 4) 7 ) 2
Uy = H'(MZ/T{F;;,Z) obtenue comme la cohomologie de la fibre générique géométrique
h/F, s B
ML/T};@ = MLT,h,n®FngU
du schéma formel de Lubin-Tate représentant les classes d’isomorphismes des déformations
par quasi-isogénies du O,-module formel de hauteur h et de dimension 1.

2.1.2. Notation. — Pour T € Rg,(h), on notera Lz (T) pour Lz, (Ug&l).

2.1.3. Définition. — Soit p une F;-représentation irréductible supercuspidale de
GL4(F,). On note alors Loc(p) le plus petit ensemble de systemes locaux sur les strates
de Newton ouvertes X;’;g pour 1 < tg < d tel que

— pour tout T € R, (h, 0), Loc(o) contient les L7 (7);

— il est stable par le processus suivant : pour £ € Loc(g) un systéme local sur ng‘
et un épimorphisme strict ji"L[d — h] — F de noyau P, les systémes locaux de la
filtration de stratification exhaustive de Pr appartiennent a Loc(p).

— si L € Loc(p) alors tout réseau stable de £ ®7 Q; appartient aussi & Loc(o).

Remarque : en particulier Loc(g) contient tous les systémes locaux d’Harris-Taylor entiers

Lr(my,t) ou, cf. |[A.3.10, m, € Scusp;(p) avec —1 < i < s(p) = ﬁ.

2.1.4. Proposition. — ( cf. [5] proposition 2.3.7)
Soit L € Loc(o) d support dans X" et soit Py le noyau de ji="L[d — h] — Pj7"L[d — h].
On note ' minimal tel que j7=""*P, est non nul alors le morphisme d’adjonction

G P — P
est surjectif dans PC.
On note X!Sh = X2 — X2htl ot jish . X1 sh <y X221 On définit alors
0 = Fil)(V7) C Fil{ (¥7) C --- C Fil{(¥7) = ¥y

1. Noter le décalage [d — 1] dans la définition de ¥ 7 .
2. La correspondance entre le systéme indexé par Z et N est donnée par I'application m; de
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la filtration de stratification de Wz au sens de [6], ou pour L est un faisceau pervers libre
on note, pour tout 1 < h < d,

Fil}(L) := Im;( tyishisher, L>
autrement dit Fil!'(L)/ Fil} (L) est 'image dans F du morphisme d’adjonction
9 h*(L/ Fil}~ 1L)) — L/ Fill~ (L)

Le résultat principal de [5], rappelé dans la proposition suivante, est que, pour L = Wz,
ces images dans F sont égales aux mémes coimages.

2.1.5. Proposition. — (cf. [B] proposition 2.4.5)
La filtration de stratification de V7 est saturée, i.e. pour tout 1 < h < d, le conoyau du
morphisme d’adjonction

Gihg=hor (\112 / Filp— (\112)) — Fill(Vz;)/ Fil} (V7 7)
est libre.

Remarque : selon [6], on peut considérer la cofiltration de stratification
\I/I = COFﬂ*’dOI/I) - COFil*7d_1(\IfI) Ot COF11*71(\I/I) - COF11*70(\I/I) =0

ou, cf. [6] proposition 2.2.5, pour tout faisceau pervers libre L et 1 < h < d, on note

CoFil, (L) = Cmm;(L — j1<hj1<h*L>
autrement dit Ker (CoFil*,h(L) — CoFil*ﬁ_l(L)) est le noyau dans F de

Ker(L —» CoFil*7h,1(L)> N M (Ker(L —» CoFil!,hl(L))).

Le dual de la proposition précédente est que, pour L = ¥z, ce noyau dans PC est aussi un
noyau dans ?*C.

2.2. Décomposition supercuspidale. — D’apres le théoreme , toute IFj-
représentation irréductible de D, est associée a une Fi-représentation irréductible
supercuspidale o de GL4(F,) pour g un diviseur de d = sg. Ainsi la décomposition de la
proposition [2.1.1] se raffine en une décomposition, cf. la formule

ind 5 oz (Hh ’ \I[I,Zz> ~P D D Lz

=h
XT5 glh  0€Scuspp, (9) ?ERﬁl(h,g)

Le but de ce paragraphe est de montrer le résultat suivant.
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2.2.1. Proposition. — Il existe une décomposition

\IJI ~ @ @ \I/I,Q

1<g<d p€Scuspp, (9)

ou pour tout o € Scuspy, (g9), le facteur direct W1, est de type o au sens de la définition
[L2Z3.

Démonstration. — On reprend la filtration de stratification de Wz
0 = Fil} (¥7) C Fil} (V1) C --- C Fil{(¥7) = ¥y

et on raisonne par récurrence sur r de 0 a d en supposant qu'une telle décomposition existe
pour Filj(¥7). Le cas de r = 0 étant clair, supposons le résultat acquis pour r — 1 et
montrons le pour r. On note grf (¥7) le quotient Filj(¥7)/Fil[~'(¥z) dont on rappelle
que d’apres [5] il est isomorphe a PH%™*Wz. D’apres la proposition , le morphisme
d’adjonction

g i e (W) — grf (V)

est surjectif dans PC avec

g e (Vr) ~ EB EB Lo

glr 0€Scuspy, (g)
ou L, , est un systeme local sur la strate X77 de type ¢ au sens de [1.2.5. On peut ainsi
écrire
g (V) =P D e, (V1)
glr e€Scuspg, (9)
avec Ji "Ly old — 1] = gr (VYz) dans PC. En outre d’apres la proposition m, gri (V)
admet une filtration dont les gradués sont des Pji;" extensions intermédiaires de certains

systemes locaux de type g au sens de i.e. grf ,(¥z) est un faisceau pervers de type o.

2.2.2. Lemme. — Soient
— des F;-représentations irréductibles supercuspidales non isomorphes o et o,
— 7 et 7' des F;-représentations irréductibles respectivement de type o et o au sens de

la définition et

— P un p-faisceau pervers sans torsion tel que

0—A—P—A—=0

— il existe h et h' ainsi que deux systéemes locaux L et L' sur respectivement XI:’Si‘ et
X;g‘/, respectivement de type o et o, tels que
— A (resp. A') est isomorphe a Pj"Lld — h]; (resp. P L[d — 1))
Alors P~ A® A'.
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Démonstration. — Le cas h = h'/ découle de la proposition[A.3.4] Supposons pour commen-
cer que h > h' de sorte que XIZIE1 - X%];l et traitons tout d’abord le cas ou les coefficients
sont Q. La fleche d’adjonction
P — jch = p

a, d’apres [2], pour image A’ d’ou le résultat. Revenons aux coefficients Z; et considérons
la t-structure p obtenue en recollant

— la t structure usuelle p, cf. le début du , sur l'ouvert Xf X avec

— la t-structure p[—1] sur XIZQ ou p est encore la t-structure usuelle.
Notons alors que A[—1] est p-pervers ainsi que A’ puisque

p >h El[d h] p h<h<p hwhﬁ/[d h/])

ol
GUSh L XFY - XZh e XZE et MM XZM o X2V - XFh
Ainsi P deﬁmt une ﬂeche A[— ] — A’ de p-faisceaux pervers dont 'image est, d’apres

le cas de @, contenue dans la torsion de 4" pjh <h( Plih Ll d — h’]> laquelle est donc a

support dans X%ZH On conclut en notant que toute fleche de ?j; hﬁ[d h] dans un faisceau

>h+1

pervers a support dans X7 est nulle.

Considérons a présent le cas h < I'. Pour les coefficients Q;, I'image du morphisme
d’adjonction
gt P — P
est, d’apres [2], isomorphe & A d’ou le résultat. Pour les coeflicients Z;, considérons la
t-structure p obtenue en recollant celle usuelle p sur XZZ;L — XIZ”S-I/ avec la t-structure p[1]

sur Xzzgl ou p est encore la t-structure usuelle. L’extension P définit alors une fleche entre
p faisceaux pervers A — A’[1] on

A PiEhLld — B RV (p I Lld — h])

est un faisceau pervers sans torsion. Ainsi la nullité de cette fleche découle du cas des
coefficients QQ; traité précédemment. ]

Considérons alors
0 Fil; 1 (W7) Fil] (V1) — g1 (V1) —=0
! T
0—— @1§ggd @gEScuSpv(g) Fﬂi;(‘PI) p‘go - gryr,go (‘I’Z) —0

D’apres les propositions et 2.1.5) gr{ , (¥z) admet une filtration dont les gradués sont
sans torsion et isomorphes a des p-extensions intermédiaires de systemes locaux de type op.

De méme pour tout p, le faisceau pervers Fil{;l(\llz) admet une filtration dont les gradués
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sont sans torsion et isomorphes a des p-extensions intermédiaires de systemes locaux de
type o. Il résulte alors du lemme précédent que P, s’écrit comme une somme directe

PQO ~ Fll, QO \IJI @ @ Fll \I]I)

0% 20
En répétant le raisonnement précédent pour tous les p, on en déduit le résultat. O
2.3. Preuve de la proposition [1.3.4. — Commencons par le lemme suivant.

2.3.1. Lemme. — Pour tout 1 < h < d et pour tout o, les p et p+ extensions in-
termédiaires de j'S"*Wz , sont les mémes, i.e.

1<h 1<h
p] -1<h, *\I/ p+]* -1<h, *\IJ

I

Démonstration. — Rappelons que le morphisme d’adjonction

p+:1<h ~1§h,*\:[l

T J T.0 — V1,

a pour image dans PC, le faisceau pervers Fil]"(¥z ,) et pour conoyau PH%" W ,. D’apres
[5] ce dernier est libre ce qui nous fournit une surjection

Filf (Wz,0) — P~ =0,

puisque le noyau du morphisme d’adjonction précédent est a support dans X%g“. Soit
alors le poussé en avant P

00— Fﬂ!h(\Ing) Uz, — ‘IJI,Q/ Fﬂ!h<\IjI,Q) 0
\
| ¢
0— > p]'1<hj1<h Wy,--->P——>Ug,/ Fil,h(\lfz,g) —0.
Notons que j'Sh*W7 , ~ jI1Sh*P et comme le noyau de Wz, — P est & support dans

X>th1 alors pour tout 0>0ona

. ! . !
pﬂalhﬂ,.qu’g ~ PYIIHLIP.

Rappelons, cf. par exemple [6], que pour tout faisceau pervers @) sans torsion, le conoyau
du morphisme d’adjonction Q — ,5*Q est isomorphe a PH'i'Q. On en déduit ainsi que

j*<h]1<h*P 1<hjl<h*qj To et

— les conoyaux des morphismes d’adjonction
P _>J*<hj1<h*P et \IJI”Q _>]*<h]1<h *\Ij

sont isomorphes.
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On obtient ainsi une surjection dans PC
P — COFﬂ!,h(\I/Lg),

ou on rappelle que CoFil, (Vz,) est la cofiltration de stratification de ¥z, de la fin du

= . . A >ht1
. Comme le socle de P®z Q; ne contient aucun faisceau pervers a support dans X7 +

S ?

on en déduit que la surjection précédente est aussi injective et donc

P~ COFil]’h(‘I/Lg).
Or dans PC(Xzs,7;), la surjection Fil'(Wz,) —» P4 ="j'<h*W; . se dualise dans
P*C(Xz3,7Z;) en une injection

ptjishiishag, s CoFily,(Wz,)

1%

i.e. en une injection dans PC(Xz 5, Z;) dont le conoyau est sans torsion. On se retrouve alors
dans la situation suivante :

0—— pjllfhjlfhv*\llzg —— CoFily,(Vz,) —= Z ——0

0 —— PHjshjishs g, CoFily,(V7,) —= 2/ —0

. . N >h+1 :

ot Z et Z' sont des faisceaux pervers sans torsion a support dans X7.''. Comme il n’y a
s A<h . . N

pas de fleche non nulle entre P75, =" j!S"*W7 , et un faisceau pervers sans torsion a support

>h+l : .
dans X7 2", on obtient alors une fleche de

+ 1<h 1<h,* -1<h 1<h,*
P =gy — P =,

*

lesquels sont alors isomorphes comme annoncé. O

Revenons a présent a la preuve de la proposition [1.3.4) Pour p fixé, g := g(p) est 'indice
¢’ minimal tel que j=9*Wz , est non nul. Avec la notation [2.1.2, on a alors
]‘297*\11179 ®Z Ql = @ E@l (7_—)

Les gradués de la filtration de stratification exhaustive de Fil{ (¥z ,) sont, d’apres les propo-
sitions et et avec les notations de la fin du , de la forme ?j- " H T (m,, 1) (n)
ou
— m, est une Q,-représentation irréductible cuspidale entiére de type p,
—tvariedelé?
— et
— II, est une représentation de G Ly, (F,),
— n est un entier,
— I' est un réseau stable
qu’il est, d’apres le lemme [1.3.5] inutile ici de préciser.
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Pour 1 <t < g fixé, on peut ainsi écrire
0— A,(t) — Fil/(Vz,) — B,y(t) = 0

olt A,(t)®7z, Q rassemble les constituants irréductibles de Filf (¥z,-) ®7 Q; a support dans
XZ%’;:"H. En particulier, avec la notationm il existe, avec les notations précédentes, I1;, n

dépendant de m,, tels que

D "RHT (10, IL)(n) < B,(t) @z, Q

Ty EScusp(p)

et dont le quotient est & support dans X729~ On note B,(= t) (vesp. Pj, “HT(m,, II;)(n))
le réseau de la somme directe précédente découpé par B,(t), i.e. les tirés en arriere

pj!jtgHT(/]Tva Ht)(”)(—> @ﬂ'UESCuSp(Q) pj!jtgHT<7Tv7 Ht)(n)(—> Bg(t) ®Zl @l
A
[

C - >
(G

J
pj:tg/HTF(Ww M)(n)s------~ =By(=t) - --------~ = B,(t).

Les monomorphismes de la ligne du bas sont alors stricts, i.e. les conoyaux sont libres. On
a alors le diagramme commutatif suivant

0 —— A,(t) — Fil/(Vz,) B,(t)

| |

0 — A,(t) — Fil{? (V7 ) — Pj.=9j1<t929, > ()

| |

F Q

Pour tout m, € Scusp(p), en composant les inclusions de ?*C
Pi U HT e (o, ) (n) = By(t) < Pjp=" 5 =17z,
on obtient un monomorphisme strict de F
p;=tg p;1<tg -1<tg,x
e HT r (e, ) (n) = 75,7 Yz,

i.e. le conoyau est sans torsion. Or par ailleurs, comme le terme de droite de cette inclusion

PS N A<tg - . .
est aussi égal a P15, ="j159*U7 . on a une monomorphisme strict

P H T o (0, TL) (n) < P =559, (2.32)
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pour un certain réseau stable. En résumé, on a

P T HT v (my, 1) (n)

kd

—

- .
-~ strict

—

(/ —
p+j;tgHTF, (7TU7 Ht)(n)C—> pj!l*ﬁtgjlgtg,*\pI’Q

strict

N i

Q
Par ailleurs sur @, d’apres [2], la multiplicité de »j=9HT (r,, II;)(n) dans 75, =959 0,

Ix

est égale a 1 et donc, est nulle dans @ de sorte que, cf. la proposition 1.1.8 de [12], le
monomorphisme strict (2.3.2)) se factorise en un monomorphisme strict

P H T o (o, 1) () <= PG H T o (o, 1) ().
En appliquant j=%*, on obtient en particulier IV = I" puis comme le composé
P HT e, T (n) <= P H T o (my, 1) (n) = P 5. H T r(my, 1) (n)

est un isomorphisme, on obtient bien ?j;." HTy(m,, I1,)(n) ~ P, HTy(m,, I1,) (n).

3. Extensions intermédiaires : cas non supercuspidal

Soit o une [Fj-représentation irréductible supercuspidale de GL,(F,) et 7,; la
représentation de D;,, de type p associée a la F-représentation superSpeh Speh, (o),
cf. le théoreme [A.3.6

Pour tout Q-représentation irréductible entiere 7, de 7,-type —1, d’apres le théoreme
, pour tout réseau stable I' de 7,, le systeme local Lr(7,) n’admet qu'une seule exten-
sion intermédiaire, i.e.

P59 Lr(T)[d — tg] ~ P Lo () [d — tg].
En utilisant le triangle distingué, cf. [11] 2.42-2.46,

Pji O Lr(1)ld = tg] — P Lo(r,)[d — tg] —

piig+1Hgorsitg+l7*jEtg£F(Tv) [d - tg] ~

la torsion de Pit9T1HOit9 15219 £ (7,)[d — tg] est nulle. Le but de ce paragraphe est d’ex-
pliciter la [-torsion de ce dernier dans le cas ou 7, est de 7,,-type ¢ > 0.

3.1. Réseaux d’induction d’aprés [3]. — Pour 7 une représentation irréductible cus-
pidale entiere de GL,(K), comme, d’apres , sa réduction modulo [, notée o, est
irréductible, on en déduit qu’a isomorphismes pres, m possede un unique réseau stable,
cf. par exemple [1] proposition 3.3.2 et la remarque qui suit.
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8.1.1. Définition. — (cf. [3]) Etant donné un réseau de St,(7), la surjection (resp. l'in-
jection)
— .
Ste(m) X — Styyr(m), i
induit un réseau de St11(7) de sorte que par récurrence on dispose d'un réseau Rlz _(,t)
que 'on qualifie de réseau d’induction. On note alors

R[E,— (7T, t) = RIZ’_(W, t) ®Z Fl,

3.1.2. Proposition. — (cf. [3] propositions 3.2.2 et 3.2.7) Pour tout 0 < k <lg,(s), i
existe une sous-représentation V, _(s; k) de longueur k de Rl5 _(m,s)

(0) = Vo (5:0) & Vo (s51) & -+ & Vou(s;18,(s)) = Rl _(, s),
définie de sorte que l'image de V, _(s; k) dans le groupe de Grothendieck est telle que tous

ses constituants irréductibles sont de o-niveau strictement plus grand que n’importe quel

constituant irréductible de W, _(s; k) :=V, _(s;1g,(5))/ Vo~ (s; k).

3.1.3. Notation. — Une représentation irréductible o étant fixée ainsi qu’un entier s,

pour k > 0 tel que m(o)l* < s, on note :

— 0, =(0,---,0,1,0,---) € Zy(s) et

— pour tout t tel que m(o)l*t < s, V,_(s,> t.04) le sous-espace V,_(s,1g,(s)) défini
ci-dessus tel que tous les constituants irréductibles de V, _(s,1g,(s)) sont de o-niveau
plus grand ou égal a t.dy.

3.2. Réduction modulo [ d’un faisceau pervers d’Harris-Taylor. — Pour étudier
la [-torsion de Pit9t1HOgt9+1x 5249 (7, )[d — tg], nous utiliserons le foncteur de réduction
modulaire

F(-) = F &% (-).
Rappelons que ce dernier ne commute pas aux foncteurs de troncations et que d’apres les
équations 2.54-2.61 de [11], on a

FPjy, — PjF — HFPLPHY %5, [1] ~

tors

L5 F — FPYh, — HYFPLPHY i, ~

tors
En revanche, dans le cas ot Pj, = PT7, i.e. en utilisant
Pjr = g = P H gt (1]~
quand Pi, H~1i*j, est libre, alors le triangle distingué
FPj, — PiF — H'FPi,PH, ) 0% 5. [2] ~

nous donne que F et Pj; commutent. Nous allons utiliser cette propriété avec les j=%9.
Rappelons les notations du :

— 0 := p_; désignera une F;-représentation irréductible supercuspidale de GL,(F,) et

on notera aussi g_i := g.
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— Pour tout u > 0, selon les notations de on note o, = Sty yw(0-1) la
représentation irréductible cuspidale de GL,, (F,) avec g, = gm(o_1)I".

— Pour tout u > —1, on se fixe une représentation irréductible cuspidale m,, de GL,, (F,)
dont la réduction modulo [ est isomorphe a g, et

— enfin on notera s, := LQ%J.

3.2.1. Notation. — Pour toutt > 1, on note
7_-Qu,t =T (Wu[t]D)

Remarque : on rappelle, cf. le §A.3] que 7, _, ; est irréductible.

3.2.2. Proposition. — (cf. la proposition
Pour uw > 0, on a l’égalité suivante dans le groupe de Grothendieck

m(o0)—1

7_—Qu,t =1" Z 7_—g,tm(g)lul/i- (323)

Remarque : dans le cas ou, avec les notations de [A.2.1] €(p) = 1, la formule (3.2.3)) s’écrit

— . 17
= [tz ,

3.2.4. Proposition. — Avec les notations de la proposition[3.1.9, dans le groupe de Gro-
thendieck des Fj-faisceauz pervers équivariants sur Xzz, on a l'égalité

s—tm(o)l™

( Ji gu%T<7TmHt)) =m(o)l* Y. rjptoetre

r=0

HT(Q; Tz(Ht)?Vg,l (r+tm(o_1)l*, < %)) Q=T

Remarque : dans le groupe de Grothendieck, I'induite rl(Ht)?Vg_l(r + tm(o_1)l*, < dy)
n’intervient que par sa semi-simplifiée. Pour les mémes raisons, il est inutile de préciser les
réseaux stables utilisés pour les systeémes locaux de la formule précédente.

Démonstration. — Les cas tg, > d étant triviaux, on raisonne par récurrence en supposant

le résultat acquis pour tout t < t' et on traite le cas de t. L’idée est de partir de la
commutation entre F et les j&% :

F(2 T (m 1)) = Y F (72 % T (my T X St () @ 54

t'=t

)
et, en posant t(u) = tm(o)l*
o e ) -

¢ —t(w)(g_1—1)
2 .

[1]

Z IF( >tlg_ IHT(W_l,Ht)?Stt/ft(U)(ﬂ—l)) (%9

t'=t(u

(3.2.5)
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Or on a vu que
Fje O HT () = 7 FHT (7, T) = mi(o)1 57 FHT (w1, 1)
et d’apres I’hypothese de récurrence, on a

_ (=) (gu—1)
2

3 F(pj,zt’guHT(wu, HtQStt,_t(m))) ®=

t=t+1
s(u) ’
, (' —t(u)) (g1 -1)
= X UTHT(on(M) XV, (f — (), 2 8)) 82 T (3:26)
t'=t(u)+1
En soustrayant (3.2.6)) a (3.2.5]), on obtient le résultat. O

Remarque : la surjection
Pj!Zt/guFIHT(Wu, Ht/) — [FP .Et/gurHT(ﬂ_u’ Ht’)

nous donne en outre que la suite des dimensions des gradués de la filtration de stratification
exhaustive est strictement croissante ce qui fixe complétement cette filtration.

Ainsi la [-torsion du quotient des p+ faisceaux pervers d’Harris-Taylor par leur p version,
est completement décrit par la combinatoire de la réduction modulo [ des représentations
de GL4(F,) et de Dy, L’étude de la torsion d'ordre supérieure découlerait selon le
méme schéma de démonstration, de I’étude de la réduction modulo I des représentations
irréductibles de GLy(F,) et D;;.

3.3. Complexes d’induction des représentations de Steinberg. — La filtration
de stratification du faisceau pervers F(pjitg“HT(m, Ht)> dont les gradués sont d’apres la
remarque de la fin du paragraphe précédent, les faisceaux pervers de la proposition |3.2.4
pris dans 'ordre inverse de la dimension de leur support (le sous-espace est donné par le
faisceau pervers dont le support est de dimension minimale), fournit une suite spectrale qui
calcule ses faisceaux de cohomologie. Le but de ce paragraphe est de décrire la combinatoire

de cette suite spectrale.

3.3.1. Notation. — Pour tout s > 1, on note K, (s)* le compleze

Kr(s)' = {

0 st1>0out < —s
RI; _(m,s+i)X Speh_,(r) pour —s<i<0

Remarque : d’apres la définition rappelée au des réseaux d’induction szh_(ﬂ, s+1),
la cohomologie de K, (s)* est nulle.
En notant o la réduction modulo [ de 7, on définit aussi

K,y(5)* = Kr(s)* @z, F,

dont la cohomologie est nulle.
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3.8.2. Définition. — Pour tout k,t > 0, tels que m(o)l*t < s, avec les notations de
3.1.3 on définit
— K,(s,> t.05)* le sous-complexe de K,(s) défini, pour —s < i < 0 par

K5, > t.0;)' = V(s +1i,> £.0,) X Speh_(0);
— K,(s, < t.0;)* le quotient de K,(s)® par K,(s, > t.0;)°.

3.3.3. Proposition. — La cohomologie H'K (s, < 8;) du compleze Ky(s, < t.0;)® est :

— nulle si m(o)I* ne divise pas s ;

— pour s = dm(p)l*, elle est nulle sii # —0 et pour i = —3 isomorphe a Speh;(py).

Démonstration. — On raisonne par récurrence sur s quel que soit g; l'initialisation étant
triviale supposons donc le résultat acquis jusqu’'au rang s — 1 et traitons le cas de s.

Soit u tel que m(p)l* < s < m(o)l***; pour tout 0 < k < u, on note t, > 1 tel que
tem(o)lF < s < (tx + 1)m(0)I* et on consideére la filtration suivante de K,(s)*® :

K,(s,> t,0,)° C Ky(s,> (ty, —1)6,)* C -+ C K,y(s,> 04)°
C KQ(S, > tu_1£>. c.--C KQ<S, > 5u—1>.
s C Kp(s,> t0g)® C -+ C Kpy(s,> d0)® C K,(s)* (3.3.3)

On a alors les propriétés suivantes :
— pour 1 <k <w, Ky(8,> t)_1.0-1)%/K,(s,> ;)* est le complexe

- - o
Sttk—l (pk—l) X KQ(S - tk‘—lm(g)lk 17 < @) ’

dont la cohomologie est, d’apres I'hypothese de récurrence, nulle sauf si s =
tx—1m(0)l*~1 auquel cas H° est le seul H* non nul, et alors isomorphe & St;, , (px—1);
— pour 0 <k <wetl<t<t, lecomplexe K,(s,> t.05)*/K,(s,> (t +1).05)° est le
complexe

= k .

Stu(p) X K o(s — tm(o)lF, < 00)",
dont la cohomologie est, d’apres ’hypothese de récurrence, nulle sauf si s = t,m(o)
auquel cas H'™ est le seul ' non nul, et alors isomorphe a St;(px) X Speh,, _,(px).-

lk

Considérons alors la suite spectrale de cohomologie Ey? = Hitigr_; = E7 associée A la
filtration , dont on rappelle que I'aboutissement EI" est nul.
— D’apres les propriétés précédentes les Ei] sont connus par récurrence pour tout ¢ > 0.
Précisément, pour 0 < k < u tel que s = m(0)I*, il existe iy < iy < -+ < 4y, tels
que pour 1 < r < g,

by, —te—lp+T =
By = Sto(pr) X Spehy, . (pr), 0 € I, (r).

. s ey —tp—i i1, —t—i 1 .
— Par ailleurs comme les floches Ej %7 — pr+v=% =0 # 7 gont induites par

celles de K,(s)®, on en déduit, en utilisant I’hypothese de récurrence, que E? T st
isomorphe a Speh, (px), d’ou le résultat.
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O
Appendice A
Rappels sur les représentations
A.1. de GL,(K) a coefficients dans Q,. — Dans la suite K désigne un corps local

non archimédien dont le corps résiduel est de cardinal ¢ une puissance de p et on rappelle
quelques notations de [2] sur sur les représentations admissibles de GL,,(K) a coefficients
dans Q; olt [ un nombre premier distinct de p.

A.1.1. Notation. — Une racine carrée q% de q dans Q, étant fizrée, pour k € %Z, nous
noterons m{k} la représentation tordue de w de sorte que l’action d’un élément g € GL,(K)
est donnée par w(g)v(g9)* avec v : g € GL,(K) s g~ val(deta),

A.1.2. Définitions. — — Soit P = MN wun parabolique de GL, de Lévi M et de
radical unipotent N. On note dp : P(K) — R* lapplication définie par

dp(h) = | det(ad(h)Lien)| ™

— Pour (m, Vi) et (m,Va) des R-représentations de respectivement GL,, (K) et
GLyu,(K), et P un parabolique de G Ly, 1y, de Levi M = GL,, x GL,, et de radical
unipotent N,

T X p Ty
désigne 'induite parabolique normalisée de P(K) d G Ly, 1n,(K) de m ® mo c’est a
dire Uespace des fonctions f : GLp, 10y (K) — V1 ® Va telles que

flnmg) = 0" (m) (1 & m)(m) (£(g) ). Vn € N, Vim € M, Vg € GLa,ena(K).

Remarque : en particulier si P est standard alors m X pmo est l'induite < classique > de
7r1{n2/2} ® 7T2{—TL1/2}.

— Foncteurs de Jacquet : pour m une R-représentation admissible de GL,(K), l’espace
des vecteurs N (K )-coinvariants est stable sous 'action de M(K) ~ P(K)/N(K).

On notera Jp(m) cette représentation tordue par 5;1/2.

A.1.3. Notations. — Dans le cas ou le parabolique est standard de Levi GL,, x GL,, %

-+ x GL,,, on le notera P, .. . et x désignera Xp.

k

A.1.4. Définitions. — Une représentation m de GL,(K) est dite cuspidale si elle n’est
pas un sous-quotient d’une induite parabolique propre.

Soient g un diviseur de d = sg et ™ une représentation cuspidale irréductible de GL,(K).
L’induite parabolique

1—s

3—5 s—1
5 }xw{T}xu-xw{

{ }
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possede
— un unique quotient irréductible noté Stg(m) ; c’est une représentation de Steinberg
généralisée.
— une unique sous-représentation irréductible notée Speh,(m) ; c¢’est une représentation
de Speh généralisée.

Afin d’éviter d’avoir a écrire systématiquement toutes ces torsions, on introduit les no-
tations suivantes.

A.1.5. Notations. — Un entier g > 1 étant fixé, pour m et my des représentations de
respectivement G Ly, ,(K) et GLy,,(K), on notera

— t t
T X Ty = 7T1{—§2} X 7T2{§1}

A.2. de GLy(K) mod [. — On rappelle que [ et p désignent des nombres premiers
distincts et que g est une puissance de p. On note ¢;(¢) 'ordre de I'image de ¢ dans F} .
Afin de simplifier la lecture, dans la suite on utilisera la lettre 7 pour désigner une Q-
représentation entiére et les lettres o et p pour des F;-représentations.

A.2.1. Définition. — Une représentation o de GL,(K) est dite
— cuspidale si pour tout sous-groupe parabolique propre P de GL,(K), Jp(0) est nul.
— Elle sera dite supercuspidale si elle n’est pas un sous-quotient d'une induite parabo-
lique propre.

A.2.2. Proposition. — (cf. [13] I11.5.10) La réduction modulo | d'une Q,-représentation
irréductible cuspidale entiére de GL,(K) est irréductible cuspidale.

A.2.3. Proposition. — [9] §2.2.3
Soit ™ une représentation irréductible cuspidale entiere. Alors pour tout s > 1, la réduction
modulo | de Speh,(m) est irréductible.

A.2.4. Définition. — Une Fj-représentation irréductible est dite [-Speh (resp. I-
superSpeh) si c’est la réduction modulo I d’une Q;-représentation entiére Speh,(w) pour 7
irréductible cuspidale (resp. et dont la réduction modulo [ de 7 est supercuspidale).

A.2.5. Notation. — On notera €(p) le cardinal de la droite de Zelevinski de o, i.e. de
Uensemble des classes d’équivalence {o{i} / i € Z}. On pose alors cf. [15] p.51

(o) :{ e(o), sie(o) > 1;

[, stnon.

Remarque : €(p) est un diviseur de ¢;(q).



FAISCEAUX PERVERS ENTIERS D’HARRIS-TAYLOR 23

A.2.6. Définition. — Etant donné un multi-ensemble s = {p1*,---, pl} de représentations
cuspidales, on note d’apres [I5] V.7, St(s) 'unique représentation non dégénérée de l'in-
duite

ni Ny

—_—~ —_—~
p(§) =P X X P X X P X X Py

Remarque : d’apres [15] V.7, toutes les représentations non dégénérées sont de cette forme.

A.2.7. Notation. — Pour p une représentation irréductible cuspidale et s > 1, on note
s(p) le multi-segment {p, p{1},--- ,p{s —1}} et comme dans [15] V.4, Sts(p) := St(s(p)).

A.2.8. Proposition. — [15] V.4 Soit o une représentation irréductible cuspidale. La
représentation non dégénérée Sty(o) est cuspidale si et seulement s = 1 ou m(o)I* pour
k> 0.

Remarque : d’apres [13] 111-3.15 et 5.14, toute représentation irréductible cuspidale est de
la forme St,(0) pour p irréductible supercuspidale et s = 1 ou de la forme m(g)l*
k> 0.

avec

A.2.9. Notation. — Soit ¢ une représentation irréductible cuspidale de GL4(K); on
note o_y = o et pour tout i > 0, 0; = Sty (0).

A.2.10. Définition. — On dira d'une Q,-représentation irréductible cuspidale entiére
qu’elle est de type p si, a torsion par un caractére non ramifié pres, sa réduction modulo [
est de la forme p; pour ¢ > —1.

A.2.11. Notation. — Soit s > 1 un entier et p une représentation irréductible cuspidale
de GLy(K). Soit T,(s) l'ensemble des suites (m_1,mg,---) a valeurs dans N telles que

400
s=m_1+m(o) Z mplk.
k=0
On notera 1g,(s) le cardinal de Z,(s).
A.2.12. Définition. — Pour i = (i_y,i9,---) € Z,(s), on définit
Stz(g) = Sti:1<g_1) X Stzg (Qo) X e X Sti(gu)
ou i = 0 pour tout k& > u et ou les p; sont définis en[A.2.9

A.2.13. Théoréme. — Soit © une Q,-représentation irréductible cuspidale entiére de
GL,(K) et g sa réduction modulo l. Dans le groupe de Grothendieck des F;-représentations
de GLsy(K), on a légalité suivante :

n(sum) = ¥ sulo).

1€T(s)
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Par ailleurs pour tout i € Z,(s) et pour tout parabolique P, Jp (Sti(g)) est égal da la somme

des constituants irréductibles de o-niveau i de rl<Jp(Sts(7r))).

Remarque : pour s < m(p), la réduction modulo [ de Sty(7) est irréductible.
A.2.14. Définition. — On dira que [ est banal pour GL4(K) si e/(q) > d.

Remarque : dans le cas banal toute représentation cuspidale est supercuspidale, i.e. m(g) <
s avec les notations précédentes.

A.3. de Dy, a coefficients dans F, et leurs relévements. — Soit 7 une Q-
représentation irréductible de D[X(,d que l'on suppose [-entiere, i.e. de caracteére central
[-entier. Quitte a tordre ce caractere central par un caractere non ramifié, on le suppose
trivial sur I'uniformisante @ et donc 7 est une représentation de Dj ;/@”. On note P g4
le radical de Dk 4 et soit

14+ PxaC 'D[X(,d C Déd/wz
la filtration de quotients successifs F; et Z/dZ.
On choisit alors un facteur irréductible ¢ de 7j14p, ,; on note N le normalisateur de sa
classe d’isomorphisme dans Dy ;/ w? et soit ¢ son prolongement & N¢ ten effet 1 4 Pg 4

étant un pro-p-groupe, la dimension de ( est une puissance de p de sorte que, un p-Sylow
de N¢/(1+4 Pgaq) étant cyclique, ¢ admet un prolongement a N¢, cf. [14] lemme 1.19.

A.3.1. Proposition. — (cf. [9] proposition 2.5.2)
1l existe un caractere x tel que

T o indl‘])ﬁ’d/wZ (C~|J ® X)a

ou J est un sous-groupe de ngd/wZ contenant 1 4+ Pk 4 la forme N N Ny, pour N, est le
normalisateur de x vérifiant les points suivants :

— J contient N N Dg 4 ;

— il existe des entiers f',d', e’ de produit égal a d tels que

J) (U + Prca) = Ty x mZJe'dZ,

ot le générateur de Z/e'd'Z agit par le Frobenius relatif a F ; et m est un diviseur
de d' tel que
fim = [DIX(,d/wZ : DfngJ]
est le cardinal e, de la classe d’équivalence inertielle de 7.
— L’abélianisé de J/(1+Prq) s’identifie via le morphisme norme, d IFqX i XML d 7.
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— La réduction modulo | de T est de cardinal
r, = [NC N er(x) : J]
et de la forme
(7] + [r] 4+ [T
pour 7 une Fy-représentation irréductible de D 4 et v le caractére g — ¢*1°N™ 4.
— Une représentation 7" a méme réduction modulo | si et seulement si J' = J et
ri(x'), 11(x) sont conjugués sous N¢ N Ny, ().

— Le nombre n(7) de représentations irréductibles strictement congrues a T est donnée

n(x)
par la formule NN, o]

a(r) = L(g —1).

Remarque : le diviseur ¢’ de d correspond au diviseur s de d tel que 7 est de la forme
7[s]p, i.e. correspond par la correspondance de Jacquet-Langlands a la représentation de
Steinberg généralisée St,(m) ol 7 est une représentation irréductible cuspidale de GL,(K)
avec d = sg.

ot n(x) est égal d la plus grande puissance de | qui divise

A.3.2. Notations. — Suivant la proposition précédente, on notera
— m(7) = [Ny N Ny 2 ],
— s(7) la plus grande puissance de | divisant m,
—ga(T)=g(T) =G = fd et ,
— pour 0 < i < 5(7), g:(T) = m(7T)l'g(T).

Remarque : pour r(T), rappelons que comme rl(C~| 7) est irréductible, r;(7) est de longueur
[Ne N Ny : Ne NN, ]. En particulier r;(7) est irréductible si et seulement si Ny, = Ny, (y).

A.3.3. Définition. — Soit 7 une Fj-représentation irréductible de Dy ; dont le caractére
central est trivial sur w” C K*. On définit

Cz C Rep%og“" (Dx.a)

la sous-catégorie pleine formée des Z}"-représentations de Dy , dont tous les Z"" Dy ,-sous-
quotients irréductibles sont isomorphes a un sous-quotient de Tpx -
K,d

A.3.4. Proposition. — (cf. [8] §B.2)
Soit P-o une enveloppe projective de 7° dans Rep%?w (Dfx(’d). Alors la sous-catégorie Cx est

DX
facteur direct dans Rep%T(DIX( 1) pro-engendrée par Uinduite Py := ind " (Pro).
’ K,d

A.3.5. Notation. — Pourtoutd > 1, on note Ry, (d) l’ensemble des classes d’équivalence

des Fj-représentations irréductibles de Dy, dont le caractére central est trivial sur
w? C K*.
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Ainsi toute Zj"-représentation Vzpr de Dg ; se décompose en une somme directe

7eRg, (d)

ou Vzpr est un objet de Cz, i.e. tous ses sous-quotients irréductibles sont isomorphes a un
5T
sous-quotient de Tjpx .
K,d

A.3.6. Théoréme. — (cf. [9] 3.1.4)
1l existe une bijection

{Fl—représentations superspeh de GLd(K)} o~ {Fl—représentations irréductibles de Dlxﬂd}

compatible da la réduction modulo | au sens suivant :

— soit o une F;-représentation irréductible supercuspidale de GL,(K) avec d = sg ;

— soit m un Q;-relévement de o.
Alors la réduction modulo | de w[s|p, notée T,:, est irréductible et correspond via la bijection
ci-dessus d la superspeh Speh,(o).

Remarque : avec les notations précédentes, g(T) est égal au g du o dans le théoréme ci-avant
ou p € Scusp_, (7).

A.3.7. Définition. — On dira d'une Fj-représentation de Dy , (resp. de Dj ;) qu’elle
est de type p si tous ses constituants irréductibles sont, via la bijection précédente, image
d’une superSpeh Speh, (o ® x o det) ou x est un caractére non ramifié de K*.

A.3.8. Notation. — On notera alors Ry, (h, 0) le sous-ensemble de R, (h) constitué des
T de type o ainsi que
RF[(Q) = H Rﬁl<h7 Q)'

h=tg(eo)
Remarque : si h n’est pas divisible par g(g) alors Ry (o) est vide.
A.3.9. Notation. — Pour 1 < g, on notera Scuspg(g) ['ensemble des classes

d’équivalences inertielles des F)-représentation irréductibles supercuspidales de GLy(K).
Pour 7 € Rz,(9(0), 0), on notera aussi

Scuspg (T) = Scuspg (o).

Remarque : on notera aussi que 7 € RE(h) possede exactement un type, i.e.
R =11 I Rgho. (A.3.9)
glh  o€Scuspy (g)

Ezemple : soit o une F;-représentation irréductible supercuspidale de G Ly(o) (Fy). Pour tout
1 > —1, on consideére m; un relevement de p;. Soit alors ¢t > 1 et 7 la réduction modulo [ de
7_1[t]p laquelle est irréductible. Pour ¢ > 0 et ¢; tel que t;9;(0) = tg(p), la représentation



FAISCEAUX PERVERS ENTIERS D’HARRIS-TAYLOR 27

mi[t:]p (resp. tout sous-quotient irréductible de la réduction modulo ! de 7;[t;| p) appartient
a C. Réciproquement pour tout 7 € C; une Q,-représentation irréductible entiére, il existe
i > —1 et une représentation irréductible cuspidale 7; de GLg,)(K) dont le support
supercuspidal de sa réduction modulo [ est un segment de Zelevinsky-Vignéras de longueur

i I~ 2
m(o)l* et telle que 7' ~ Wz[gi(g)]p.

A.3.10. Définition. — Suivant la discussion précédente, on dira d’une Q,-représentation
irréductible 7 € C; qu’elle est de T-type i. On notera aussi Scusp, (7) I'ensemble des classes
d’équivalence de ces représentations m; et Scusp(7) = U;>_1 Scusp;(7).
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