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Laboratoire des Signaux et Systèmes

De la quantification classique...

– Signal continu s ∈ S := [0, 1] de densité p(·)
approximé par

– Un ensemble discret de représentants
ŝ := (ŝm)m=1,··· ,M , M < ∞

– Sur des cellules de quantification
Sm := [sm−1, sm] , s := (sm)m=1,··· ,M+1

Distorsion

D(s, ŝ) :=

M
∑

m=1

∫ sm

sm−1

(ŝm − s)2 p(s) ds (1)

Quantificateur optimal

(s∗, ŝ∗) ∈ argmin
(s,ŝ)∈SM+1×SM

D (2)

Algorithme (itératif) de Lloyd-Max :

– fixer s
(k), ŝ(k+1) ∈ argmin

ŝ∈SM

D(s(k), ŝ)

– fixer ŝ
(k+1), s(k+1) ∈ argmin

s∈SM+1

D(s, ŝ(k+1))

– itérer k = k + 1 jusqu’à un critère d’arrêt.

à la quantification stratégique

– Besoin en énergie d’un consommateur C, s ∈
S de densité p(·)

– Canal de communication C → A à observation
parfaite : message m ∈ M := {1, · · · ,M}
= « mon besoin est dans Sm »

– Énergie effectivement allouée par un agréga-
teur A pour chaque message reçu : am ∈ S

Consommateur C

Besoin s et
utilité uC(s, a)

Agrégateur A

Utilité
uA(s, a; b)

1. Signal /
message m

2. Action am

Jeu de quantification stratégique GM,b [1] :

1. Joueurs : C et A

2. Actions/stratégies s ∈ SM+1 et a ∈ SM

3. Utilités : pour ǫ ≥ 0 et b ≥ 0

U ǫ
C(s,a) = −

M
∑

m=1

∫ sm

sm−1

(am−(s+ǫ))2 p(s)ds

UA(s,a; b) = −

M
∑

m=1

∫ sm

sm−1

[

(am − s)2

+ bc(am)] p(s)ds

b > 0 : intérêts divergents / b = 0 : quantifica-

tion classique, m gratuit = cheap-talk [2]

Équilibre de Nash (s∗,a∗)

∀s ∈ SM+1, U ǫ
C(s

∗,a∗) ≥ U ǫ
C(s,a

∗)
∀a ∈ SM , UA(s

∗,a∗) ≥ UA(s
∗,a)

(3)

Dynamique de meilleure réponse :

– fixer s
(k), a(k+1) ∈ argmax

a∈SM

UA(s
(k),a; b)

– fixer a
(k+1), s(k+1) ∈ argmax

s∈SM+1

U ǫ
C(s,a)

– itérer k = k + 1...

Quantification stratégique : quelques différences fondamentales

I. Ne pas utiliser toutes les ressources de communication

Proposition 1. Supposons ǫ > 0 et
c′(ǫ) > 0. Alors il existe M b ≥ 1 tel que
M ∈ {1, · · · ,Mb} équivaut à l’existence
d’un équilibre de Nash dans GM,b .

H
H
H
H
H

b

ǫ
10−7 10−5 10−3 10−1

10−2 60 38 15 2
10−1 22 16 8 2
0.5 11 9 5 2

Table 1: Mb pour c(a) = a2

II. Le biais b conditionne la quantité d’information échangée
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b = 0.001
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b = 2

Figure 1: Partitions d’équilibre de quantification stratégique. ǫ = 0, M = 5, p ∼ U([0, 1]), c(a) = a2 et

b ∈ {0.001, 0.1, 2}. Les M + 1 tirets sont les sm choisis par C, les M cercles gris les am choisis par A.

Différence mesurée avec l’entropie H(s) = −
∑M

m=1(sm − sm−1) log2(sm − sm−1) . Pour b =
0.001, 0.1 et 2, H = 2.04, 1.94 et 0.52. La quantité d’information échangée diminue avec b.

III. Utilisation d’intervalles extrêmes de probabilité nulle

Soit 0 < s < 1, [0, s] est dit extrême et supposé de probabilité nulle :
p|[0,s] = 0 et p|[s,1] =

1
1−s .

Proposition 2. Soit ǫ = 0 et c(a) = a2.
∀ b > 0, ∃Mb ≥ 1 tel que A utilise [0, s],
i.e. 0 ≤ a1 < s si et seulement si M ≥ Mb .
De plus, Mb décroît avec b.
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Figure 2: M
b
, pour c(a) = a2.

IV. Convergence de la dynamique de meilleure réponse (MR) pour le calcul des parti-
tions d’équilibre

Proposition 3. Si p(.) > 0, alors la dyna-
mique de meilleure réponse converge a et le
point de convergence (s∗, a∗) est un équilibre
du jeu de quantification stratégique GM,b .

Proposition 4. Si p ∼ U([0, 1]), c(a) = a2

et le critère d’arrêt de la dynamique de MR
est ||a(k

STOP) − a
(kSTOP−1)||2 ≤ η, alors

kSTOP ≤ 1 + ⌈ 1/2 log(M)−log(η)
log(4(1+b))−1/2 log(15)⌉.

a. Extension du résultat de [3] pour l’algorithme
de Lloyd-Max (quantification classique).
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p(.) ~ N(0.3,0.1), n moyen avant convergence
p(.) ~ U([0,1]), n moyen avant convergence
p(.) ~ U([0,1]), borne théorique (Cor. 6)

1 000 points initiaux de
la dynamique de MR a (0),

η = 0.05, M = 5

Quantification
classique

Figure 3: Vitesse de convergence de la dynamique

de meilleure réponse

Extensions intéressantes

Signal vectoriel : s ∈ R
T , plusieurs consommateurs envoient simultanément des signaux, échange

répété du signal...
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