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Résumé – La détection d’anomalie magnétique désigne une méthode utilisée dans le cadre de la lutte anti-sous-marine afin de révéler la présence
d’une masse magnétique, classiquement modélisée par un dipôle. Afin d’obtenir une description plus précise de l’anomalie, nous proposons une
généralisation de cette méthode basée sur une modélisation multipolaire de la cible. Ce modèle est alors utilisé pour réévaluer la stratégie de
détection ainsi que les performances des détecteurs utilisés. L’apport de notre généralisation est illustré sur plusieurs scénarios, qui montrent une
amélioration des performances de détection par rapport à l’approche dipolaire classique.

Abstract – Magnetic anomaly detection is a method used for anti-submarine warfare in order to reveal a hidden magnetic mass, which is
classically represented as a dipole. In order to characterize the anomaly more precisely, we propose a generalization of this approach based on a
multipolar target model. The detection strategy is then redefined in this multipolar case. The relevance of our generalization is demonstrated on
several scenarios that show a clear gain of performance over the dipolar approach.

1 Introduction

Dans un contexte de lutte anti-sous-marine, des avions de
patrouille ou des hélicoptères équipés d’un magnétomètre sont
amenés à survoler des zones maritimes afin de révéler la pré-
sence éventuelle de sous-marins cachés. Pour cela, ces systèmes
aéroportés ont recours à la détection d’anomalie magnétique
(notée MAD, pour magnetic anomaly detection). Cette méthode
est basée sur le fait qu’un sous-marin, en tant qu’énorme masse
d’acier, altère le champ magnétique terrestre dans son environ-
nement proche et provoque ainsi une anomalie qui peut être
suffisamment significative pour être détectée.

Une telle détection par mesure magnétique fut déjà tentée
dès la Seconde Guerre mondiale. Mais ce n’est qu’au début
des années 1980 qu’une approche statistique fut proposée, en
particulier grâce à plusieurs contributions notables ayant établi
une modélisation mathématique de l’anomalie en considérant
la cible à détecter comme un dipôle magnétique [1–3]. Cette
approche suscite beaucoup d’intérêt encore aujourd’hui [4–6].

L’hypothèse dipolaire se justifie lorsque la distance cible-
capteur est grande devant la taille de la cible, et conduit ainsi
à une description commode, mais qui peut être partielle, de
l’anomalie. Notre objectif est d’outrepasser les limites imposées
par cette approximation afin de généraliser le domaine d’appli-
cation de MAD. Dans ce but, nous avons développé un modèle

multipolaire donnant une description plus précise de l’anoma-
lie de la cible (section 2). La stratégie de détection (section 3) et
ses performances (section 4) sont réévaluées en conséquence à
partir de ce modèle. Enfin, différents scénarios illustrent le gain
obtenu grâce à cette généralisation (section 5).

2 Anomalie magnétique multipolaire

2.1 Du dipôle au multipôle
Préférablement au modèle dipolaire, nous proposons ici une

approche générale reposant sur le développement en harmo-
niques sphériques de l’anomalie, communément utilisé dans
plusieurs domaines dès lors qu’il est question de modéliser
précisément une source inconnue [7–10]. Ce développement
est obtenu en résolvant, en coordonnées sphériques (r, θ, φ),
l’équation de Laplace vérifiée par le potentiel scalaire magnéti-
que. Ceci conduit à l’expression suivante de l’anomalie H (vec-
teur de taille 3 × 1) en tout point de l’espace (l’origine du
système est au centre de la cible) [7, 11] :

H(r, θ, φ) = −grad

( ∞∑
n=1

1

rn+1

n∑
m=0

(an,m cosmφ

+bn,m sinmφ)Pmn (cos θ)

)
.

(1)



Les entiers n et m désignent respectivement un ordre du dé-
veloppement et son degré associé. Les coefficients harmoniques
an,m et bn,m sont caractéristiques des propriétés magnétiques
inhérentes à la cible. Les termes Pmn désignent les polynômes
de Legendre associés. L’expression (1) prend en compte non
seulement le moment dipolaire (terme du premier ordre), mais
également les moments d’ordres supérieurs (quadrupôle, oc-
tupôle, etc.). En pratique, la somme infinie dans (1) est tronquée
à un ordre arbitraire L, car l’influence des ordres les plus élevés
décroı̂t comme 1/rn+2 et devient négligeable loin des sources.

Dans un scénario MAD habituel, on suppose que le capteur
suit une trajectoire rectiligne à vitesse V et à altitude constantes,
tandis que la cible est immobile (le scénario opposé est tout
à fait analogue). Le capteur atteint une position particulière à
l’instant noté t0 lorsqu’il est au plus près de la cible. On note
D la distance source-capteur correspondante. À tout instant t,
la position du capteur peut être spécifiée par la variable sans di-
mension u = (t−t0)V

D . Plusieurs considérations mathématiques
impliquant les Pmn et l’opérateur gradient (voir [12, 13]), nous
conduisent à réécrire (1) en tout point de la trajectoire :

H(u) =

L∑
n=1

n+1∑
i=0

cn,i
ui

(1 + u2)n+
3
2

. (2)

Les coefficients vectoriels cn,i dépendent des coefficients an,m
et bn,m et sont indépendants du temps. Les fonctions fn,i(u) =

ui/(1+u2)n+
3
2 étant uniquement paramétrées par u, les consi-

dérations dues à la trajectoire du capteur sont ainsi séparées
des propriétés magnétiques de la cible. L’hypothèse dipolaire
est une approximation au premier ordre qui consiste à choisir
L = 1, ce qui conduit au modèle étudié dans [2, 5]. De ce
point de vue, notre résultat (2) inclut et généralise l’approche
classique.

2.2 Fonctions de base orthonormale
Dans (2), les L(L + 5)/2 fonctions fn,i sont linéairement

dépendantes si L > 1. On peut toutefois réduire cela à une fa-
mille de 2L+1 fonctions linéairement indépendantes constituée
de f0,0 à laquelle deux autres fonctions fn,0 et fn,1 sont ajoutées
pour chaque ordre de décomposition n = (1, . . . , L) considéré.
Par orthonormalisation de cette famille, on construit un jeu de
fonctions de base orthonormale (FBO) (ei)i∈[[0,2L]]. En notant
ai les coefficients caractéristiques du multipôle dans cette nou-
velle base, (2) s’écrit sous la forme :

H(u) =

2L∑
i=0

aiei(u). (3)

3 Détection de multipôles

3.1 Problème de détection
Le problème MAD consiste à décider à partir de N échantil-

lons si une anomalie magnétique est présente ou si les observa-
tions ne contiennent que du bruit. On note s la matrice de taille

3×N construite en concaténantN échantillons de l’anomalie :

s = ALEL, (4)

où AL est la matrice de coefficients de taille 3× (2L+ 1) telle
que AL = [a0, . . . ,a2L], et EL est de taille (2L + 1) × N et
contient N échantillons de chaque FBO. Détecter le signal s
dans un bruit w à partir d’observations x se résume comme un
test d’hypothèse binaire bien connu [14] :{

H0 (cible absente) : x = w

H1 (cible présente) : x = s + w
(5)

On note PD = Pr (H1|H1) et PFA = Pr (H1|H0) respecti-
vement les probabilités de détection et de fausse alarme. Par la
suite, le signal de la cible est toujours considéré déterministe,
et le bruit est aléatoire, gaussien, isotrope et blanc (hypothèse
discutée en section 6). La matrice w suit ainsi une loi nor-
male de moyenne nulle et de matrice de covariance σ2I3N ,
où σ2 est la variance spatio-temporelle de chaque échantillon
du bruit. On notera cela alternativement sous la forme w ∼
N3,N (0, σ2I3N ). La fonction de densité de probabilité de w
est donc [15] :

p(w) =
(
2πσ2

)− 3N
2 exp

(
− trace (wtw)

2σ2

)
. (6)

Suivant l’approche de Neyman-Pearson, notre objectif est de
maximiser PD sous contrainte de PFA fixée.

3.2 Stratégie de détection
En pratique, il est très rare d’avoir la moindre information

sur les propriétés magnétiques de la cible dans un contexte
MAD. Par conséquent, nous supposons dans un premier temps
que nous connaissons EL mais non AL. L’approche consiste
ici en un test de rapport de vraisemblance généralisé [14] :

p(x; ÂL,H1)

p(x;H0)

H1

≷
H0

γ, (7)

où ÂL est l’estimateur de maximum de vraisemblance de AL,
p(x; ÂL,H1) et p(x;H0) désignent les densités de probabilité
de x sous chaque hypothèse, et γ est le seuil de décision. Dans
le cas du bruit blanc gaussien, calculer ÂL revient à projeter x
sur la base EL [5, 16] :

ÂL = xEtL. (8)

En injectant (8) et (6) dans (7), on obtient :

ΛFBO-L(x) = trace (Ât
LÂL) = ‖ÂL‖2, (9)

qui sera désigné par la suite comme le récepteur basé sur les
FBO d’ordre L. Notons que (9) correspond également à l’éner-
gie de la projection. L’approche dipolaire classique conduisait
déjà à ΛFBO-1, et nous avons maintenant également accès à tout
une gamme de récepteurs ΛFBO-L pouvant être appliqués sur
des cibles plus complexes qu’un dipôle.



4 Performances des détecteurs
L’objectif est d’exprimer analytiquement les performances

des détecteurs basés sur les FBO. Toutefois, en pratique EL
n’est pas directement connue car elle dépend de t0, D et L. Le
paramètre t0 n’est pas un problème dans une situation en temps
réel car des fenêtres du signal observé sont projetées sur des
FBO centrées (voir section 5). Le cas de D a été traité dans [2]
en considérant un banc de récepteurs pour plusieurs valeurs de
D possibles, et plus tard dans [5] en utilisant un algorithme
génétique. Dans le cadre de cette étude, on se focalise donc sur
l’influence de L, paramètre introduit par notre généralisation.

4.1 Ordre multipolaire quelconque
On considère le cas d’une cible représentée par un multipôle

d’ordre l que l’on cherche à révéler avec un détecteur d’ordre
L (L pouvant être égal ou non à l). Projeter les observations sur
la base EL nous donne, sous l’hypothèseHk (k = 0 ou 1) :

ÂL = ksEtL + wEtL, (10)

et donc ÂL ∼ N3,2L+1(ksEtL, σ
2I3(2L+1)) (voir [15]). Ce qui

implique que :

‖ÂL‖2
σ2

∼


χ2
3(2L+1) sousH0

χ2
3(2L+1)

(‖AlElE
t
L‖2

σ2

)
sousH1

où χ2
ν et χ2

ν(λ) désignent la loi du χ2 avec ν degrés de liberté
et un paramètre de décentrage λ. On note respectivement Fχ2

ν

and Fχ2
ν(λ)

les fonctions de répartition de χ2
ν et χ2

ν(λ). Ainsi,
les performances du détecteur d’ordre L s’écrivent :

PD = 1−Fχ2
3(2L+1)

(‖sEtL‖2/σ2)

(
F−1
χ2
3(2L+1)

(1− PFA)

)
. (11)

On notera que si L = l, le paramètre de décentrage correspond
au rapport de l’énergie du signal de la cible sur la puissance
du bruit. Si L < l, l’énergie du signal de la cible n’est pas
entièrement projetée. Ce qui est corrigé siL > l, mais avec trop
de degrés de liberté cette fois. Ces deux dernières situations
conduisent à une perte de performances (voir section 5).

4.2 Estimation de l’ordre du multipôle
Pour éviter une perte de performances, il est nécessaire de

sélectionner correctement l’ordre L, et donc le modèle de cible
adéquat. On utilise pour cela le critère d’information d’Akaike
(AIC) [17], qui s’avère particulièrement adapté à notre problè-
me car il repose sur la valeur maximale de la fonction de vrai-
semblance du modèle, or ÂL a été spécifiquement choisi pour
maximiser cette fonction. Dans notre cas, le critère s’écrit ainsi :

AICL = 12L+ 6N log(2πσ2) +
‖x‖2 − ‖ÂL‖2

σ2
. (12)

La valeur de L qui minimise AICL correspond au modèle qui
minimise la perte d’information, et donc à l’ordre du multipôle
qui doit décrire la cible au mieux. L’application de ce critère
est illustrée en section 5.

5 Résultats de simulation
Nous présentons ici plusieurs scénarios de détection avec

cibles multipolaires. Dans un contexte MAD, l’essentiel de l’é-
nergie du signal se retrouve dans une fenêtre de durée 10D/V
autour de t0. Le rapport signal sur bruit (RSB) est défini en
ajustant le niveau de bruit dans cette fenêtre. On observe dans
chaque cas un signal de 10000 échantillons, centré autour de t0
et sur une durée de 50D/V . On fixe PFA = 10−2.

5.1 Influence de l’ordre multipolaire

On considère dans un premier temps une cible multipolaire
d’ordre 3 telle que 70% de l’énergie de son signal est due aux
contributions d’ordre 1, 20% à l’ordre 2, et 10% à l’ordre 3.
Sur la figure 1, on représente la première composante de ce
signal et son observation bruitée pour un RSB de −15 dB. On
représente également la sortie du récepteur ΛFBO-3 obtenue en
projetant une fenêtre glissante de l’observation sur des FBO
centrées de durée 10D/V (2000 échantillons).

0 10000
−1.0

1.0

(a) Observation
0 10000

0.0

1.0

(b) Récepteur d’ordre 3

FIGURE 1 – Première composante du signal (blanc) et son ob-
servation bruitée avec RSB = −15 dB (noir) (a), et sortie du
récepteur d’ordre 3 (b).

La figure 2 montre les performances des détecteurs appliqués
à cette cible, calculées de manière théorique à partir du résultat
(11), et vérifiées par simulations Monte-Carlo (MC). À partir
de ces résultats, on peut formuler les remarques suivantes :

— Comme attendu, c’est le détecteur d’ordre 3 qui donne
les meilleures performances pour une telle cible.

— Les détecteurs d’ordres 1 et 5 affichent des performances
plus faibles. Pour le premier, cela s’explique par le fait
que 30% de l’énergie du signal n’est pas prise en compte.
Pour le second, on projette bien 100% de l’énergie, mais
avec trop de degrés de liberté par rapport à l’ordre 3.

— On montre également les performances obtenues en choi-
sissant l’ordre du détecteur à l’aide du critère d’informa-
tion d’Akaike (12). Chaı̂ner de cette manière AIC et la
détection basée sur les FBO donne les mêmes résultats
qu’avec le détecteur d’ordre 3.

5.2 Influence de la répartition d’énergie

Jusque-là, la répartition de l’énergie du signal sur les diffé-
rents ordres était fixée. On considère maintenant successive-
ment plusieurs cibles d’ordre 2, pour lesquelles l’énergie rela-
tive des contributions du second ordre varie de 0 à 100%. Le



RSB est fixé à −20 dB et on observe sur la figure 3 les perfor-
mances des détecteurs en fonction de la répartition d’énergie.
Ce résultat montre qu’il suffit de très peu d’énergie dans l’ordre
2 pour que ΛFBO-2 devienne plus indiqué que ΛFBO-1.

22 16
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FBO-5, MC

AIC+FBO, MC

FIGURE 2 – Performances des détecteurs (PFA = 10−2).
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FIGURE 3 – Influence de la répartition d’énergie pour une cible
d’ordre 2 (RSB = −20 dB, PFA = 10−2).

6 Conclusion et discussions
Dans ce papier, la méthode MAD a été généralisée de façon

originale pour la détection de cibles multipolaires. Tandis que
l’approche classique se restreint aux dipôles, l’approche mul-
tipolaire est applicable à une plus large gamme de cibles, et
elle pourrait par conséquent être utilisée dans des scénarios et
applications autres que le contexte habituel de MAD.

Dans l’approche générale comme dans l’approche dipolaire,
la stratégie de détection repose sur une hypothèse de gaussia-
nité du bruit, et s’avère en pratique robuste au cas non-gaussien
grâce au théorème central limite. La non-gaussianité du bruit
peut toutefois avoir un impact si les paramètres des FBO sont
supposés inconnus. Dans ce cas, une approche similaire peut
être envisagée directement sur le test de rapport de vraisem-
blance en le simplifiant par linéarisation locale (voir [5] pour
une application à MAD). L’approche nécessite également d’être
mise à l’épreuve en pratique, des données réelles permettant
par ailleurs de vérifier l’hypothèse de gaussianité du bruit ou,
le cas échéant, de mieux le modéliser.
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