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Résumé—Les méthodes d’impédance de surface sont parmi les
plus efficaces pour résoudre les problemes de courants de
Foucault a faible profondeur de pénétration (3) en régime
harmonique linéaire. Cependant I’effort de calcul devient con-
sidérable lorsqu’on s’intéresse a une large gamme de fréquen-
ces (ou de conductivités), car chacun des résultats correspond
a la résolution d’un probleme d’éléments finis en valeurs com-
plexes ; de plus, Perreur est en 8 et augmente donc trés vite
avec 8. Nous avions précédemment montré qu’un dévelop-
pement limité permet des paramétrisations en J des solutions,
trés précises pour toutes les valeurs de & comprises entre la
limite conducteur parfait (3—0) et les premiers résultats acces-
sibles par maillage de ’effet de peau (8=0gg), avec un coiit
numérique équivalent a celui de 2 résolutions. Nous compa-
rons ici la précision de deux des méthodes possibles pour
construire un tel développement limité.

I.  INTRODUCTION

La méthode classique des impédances de surface (dite de
Leontovich, notée IBC) permet de résoudre une approxi-
mation du probléeme harmonique des courants induits, pour
des matériaux a comportement linéaire et frontieres régu-
lieres. La précision est en pratique suffisante si la profon-
deur de pénétration 0 reste petite par rapport a la plus petite
dimension caractéristique D du conducteur Q¢ considéré.

Si la frontiere ¥ de ce conducteur est suffisamment
réguliere, on peut en effet calculer le champ électromagné-
tique dans le domaine extérieur en imposant sur ¥ une con-
dition d’impédance de surface (les vecteurs sont en gras,
les grandeurs complexes sont soulignées) :

curlH = !S dans Qo, @))]
nxXE=Zinxmx H)surXZ, 2
Zs = (1+4))/(c9), (3)

ou H est le champ magnétique [A/m], Js la densité de cou-

rant source [A/mz], E le champ électrique [V/m], n la nor-
male extérieure a la surface X de Qo, j I'unité imaginaire et
Zs I’'impédance de surface (qui dépend de la conductivité
électrique G [S/m] et de la profondeur de pénétration §). La
solution est facilement obtenue par éléments finis; par
exemple dans le cas 2D plan (Js perpendiculaire a ce plan),

elle s’exprime a 1’aide d’un potentiel vecteur A avec une
seule composante A orthogonale au plan :

—AA =W ]sdans Qo3 A= 0dd A surX ; a=(G-1)/2. 4)

Si la fréquence ou la conductivité (donc &) sont modifiées,
la résolution doit étre recommencée.

Cette condition d’impédance fait partie d’une hiérarchie
d’approximations de plus en plus précises du probleme de
courants induits [1] : I'ordre O correspond & 1’approxima-
tion du « conducteur parfait » avec une erreur en 9 ; I’ordre
1 est la condition de Leontovich ci-dessus, avec une erreur
en & ; ’ordre 2 prend en plus en compte la courbure de la
surface (erreur en 83) ; pour les ordres supérieurs, un
opérateur différentiel doit étre introduit sur la surface.

II. DEVELOPPEMENT DE LA SOLUTION IBC
Définissons la somme partielle 4, (&) suivante :
An(8) = Ag + a8A; + (a8)?Ay + -+ (@) 4, (5)

ou les coefficients réels A; sont solutions d’une suite récur-
rente de problémes indépendants de J :

—AAo=Wy]s dans Qo ; Ao=0 sur X, (6)
Vi=>1l, —A4;=0 dans Q¢ ; Ai= d,Ai_; sur X. @)

On montre aisément que le développement asymptotique
correspondant (n—oo) est solution de (4).

Ay est la solution « conducteur parfait » ; la condition de
Leontovich correspond a la série compléte pour n infini ;
cependant, la somme partielle 4,(8) est une paramétrisa-
tion d’ordre 1 de la solution physique, dont I’erreur se com-
porte en 82, comme celle de la condition de Leontovich.
Les deux potentiels de base A, et A; sont obtenus facile-
ment en résolvant deux problemes réels (6) et {(7), i=1}
dans le seul domaine extérieur Qg grossierement maillé.

Avec le méme colit numérique qu’une résolution en
impédance de surface, nous avons ainsi obtenu une solution
paramétrée de méme précision. Peut-on faire mieux ?

La poursuite du développement (5) au-dela de n=1 nous
rapprocherait de la solution classique des impédances de
surfaces, mais pas nécessairement de la solution physique ;
de plus, la solution de (7) pour i>3 est numériquement
instable. Nous proposons une autre approche, qui reste
inspirée par le développement (5).

III. DEVELOPPEMENT INTERPOLANT
A. But poursuivi.

On considére la solution par éléments finis Apg du
probléme magnétodynamique harmonique dans le domaine
complet Q=QaUL, obtenu avec le maillage de la région
conductrice Q¢ raffiné de fagon « acceptable » en terme de
colit (dit « maillage grossier »); frz and Oz sont respec-
tivement la fréquence et la profondeur de pénétration
correspondantes (typiquement, Ogg est 15-20% de la taille
caractéristique D de Q¢ et la précision numérique est
garantie en s’assurant qu’il y a 4 a 5 éléments finis du
premier ordre pour Jgg tout le long de X, Fig. 1).

Nous cherchons une solution A(8) telle que, dans Qo :

A®) = A,(8) + 08 et lims5,, AS) = Apg.  (8)

De cette maniere, une bonne précision peut étre attendue
pour toutes les profondeurs de pénétration inférieures a
Ok : la méme précision que la méthode des impédances de
surface pour les petits deltas, une précision améliorée pour
les plus grands deltas, jusqu’a la précision de la solution
précalculée Apg, en Ogg.



B. Développement, et choix possibles pour ses coefficients.

L’idée pour garantir les contraintes (8) est d’utiliser un
développement en puissance de delta comme dans (5). Une
premiere possibilité est d’écrire :

A(6) = 4,(8) + (a8)?4; + (a8)*As ©
A(8pg) = Apg dans Qo, (10

ot 4,(8) est la paramétrisation d’ordre 1 de la section II.,
ce qui avec (10) garantit bien le respect de nos objectifs (8).
Cette expansion reprend pour les termes en & et en & les
arguments des termes complexes du développement (5),
alors que nous ne 1’avons jusqu’ici formellement justifié
que pour la solution en impédance de surface.

On peut s’affranchir de cette contrainte sans faire plus de
calcul, mais on obtient alors un développement A(8) limité
a la puissance 2 de 8, le potentiel 4, cherché étant cette
fois-ci complexe :

A(8) = A,(8) + 824, avec A(Spg) = Apg dans Qo (11)
4, = [Are — A (5rp)] /535 (12)

Pour ces deux méthodes, le colit numérique est iden-
tique : en pré calcul (réalisé une seule fois), deux résolu-
tions en réels dans le domaine extérieur pour déterminer A,
et Ay, et une résolution magnétodynamique en nombres
complexes dans le domaine complet, toutes indépendantes
de 9, et réalisées sur des maillages « grossiers ».

La solution pour une profondeur & quelconque se cons-
truit ensuite comme combinaison linéaire de 4 potentiels
réels (ou 2 réels et un complexe), avec des coefficients qui
sont, eux, fonction de 9.

soit :

III. PREMIERS RESULTATS

Le probleme test (Fig. 1) utilisé pour ce résumé est celui
décrit dans [2] : on force un flux harmonique a 1écher la
surface ¥ d’un angle conducteur arrondi (c’est la géométrie
la plus simple possible qui n’est pas simplement plate ; le
cas des angles vifs conducteurs a fait 1’objet d’autres tra-
vaux [3] par les mémes auteurs, ce n’est pas 1’objet ici).

La Fig. 2 illustre la premiere méthode par les 4 potentiels
Ao, Ay, A, et A, obtenus avec des maillages grossiers.

La Fig. 3 présente quelques résultats d’erreur, en compa-
rant cette premiere méthode, et la solution par impédances
de surfaces sur le méme maillage, avec une solution de
référence du probleme de magnétodynamique complet cal-
culée sur un maillage adapté tres raffiné.

Les premiers tests effectués a partir de (11)—(12) ont
tous conduit a une erreur qui se comporte de la méme ma-
niere dans 1’espace, mais de norme environ double. Ce
résultat sera vérifié d’ici a la Conférence dans des configu-
rations géométriques plus compliquées en 2D et en 3D, et a
partir d’arguments théoriques que nous espérons avoir for-
malisés d’ici la.
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Fig. 3. Erreurs quadratiques comparées :
a gauche : Leontovich ; a droite : méthode (9)-(10).
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