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Vibration transverse argumentaire sous-harmonique
d'une poutre excitée axialement.

D. Cintra, P. Argoul
Universite Paris-Est
Laboratoire Navier (UMR 8205)
CNRS, ENPC, IFSTTAR

- Abstract -

This paper studies the transverse vibration of an axially-excited beam, and shows that this vibration is governed by
an argumental nonlinear equation, which implies that a vibration in the fundamental transverse mode of the beam
can occur when the frequency of the excitation is many times the frequency of the fundamental transverse mode.
Two cases are studied : the articulated-(articulated-guided) case, and the clamped-(clamped-guided) case.

Le present article €tudie la vibration transverse d'une poutre excitée axialement, et montre que cette vibration est
gouvernee par une equation argumentaire. Ceci implique qu'une vibration transverse de la poutre peut se produire
lorsque la frequence de l'excitation est plusieurs fois la fréquence du mode transverse fondamental. L'équation est
non-lin€aire, du type suivant :

2
a ;(;) +2Bd);ﬂ +x(1) +ux’(t) =C, a, x(7) Sin[L T
T

T o,
ou x est la coordonnee d'espace, T est le temps reduit, et
B,u,Cy, a,, Vv, , et C, sont des parametres constants.

+C,,

On étudie le cas le cas articule-(articule-guide) et le cas encastre-(encastre-guide).

Etudions le cas d'une poutre horizontale articulée en S et guidée horizontalement en M, et reliée en M, via un ressort
lincaire, a un point A se déplagant horizontalement selon un mouvement harmonique.



Soient SM la poutre, x,, I'abscisse de M, F la force extérieure subie par la poutre et appliquée en M, x, l'abscisse
de A, et v(x, t) le déplacement de la poutre dans la direction Oy.

\ 4 Expression de x,, .

\ 4 Expression générale de x,,; en fonction de v(x, t).

X

2

Introduisons l'abscisse curviligne s le long de la poutre : s(x, v, t) :J / I+ (W ) du .
u

0
(xxx-52)
Comme la poutre est inextensible, son extremite droite M se deplace le long de 1'axe des x, et I'abscisse
curviligne de M vaut L. De sorte que, si nous notons x,, l'abscisse de M, nous avons :
X
M
2

dv(x, t
s(xM,v,t)=J /1+(%j dv=L.  (xxx-51)

0

Comme nous avons pris 'hypothese des rotations moderees, nous pouvons écrire que <1, et

ov(x,t) ‘
0x
que par suite :

X 2 X 2
s(x, v, 1) :J (1+% (avé—”u’”) ) du=L+%J (avé—”u’”) du. (xxx-54)
0 0

Nous cherchons a exprimer x,, en fonction de la fonction v et de L. Pour cela, nous allons former un

developpement limite de s(x, v, ).
Nous avons, en consequence de (xxx-52) :




ki B dvu ) \2| 1 (avn )
o s(x, v, t) = 1+(—au ) =1+ ) (—)

D'ou, par un deéveloppement limite au premier ordre de s(x , v, ¢)voisinage de x =L :

0
s(x,v,t) =s(L,v,t) + — s(x,v, t) (x—L) =s(L,v,t) + |1+ 1 (M) (x—0L).
0x =1L 2 Ou

En appliquant cette formule enx =x,,, nous obtenons :
2

- 1 (Ov(u 1) _
s(xM,v,t)~s(L,v,t)+ 1+2( 0w )u:L (xM L).

Par suite, en remplagant s(xM, v, t) par son expression (xxx-51):
2

1 ov(u,t) \
L =s(L l+— | —— —L).D'ou:
(Lot |14 o (S | by, D

En faisant x = L dans (xxx-54), il vient :
L
2

L
i 1 ov(u,t) 2 — _ 1 ov(u,t)
s(L,v,t) =L+ 2J (—au ) du, soit L—s(L,v,t) = 2J (—(')u ) du .
0

En reportant cette expression dans (xxx-55), nous obtenons :
2

L
[ (P ) a

2

1

2

l_l_i(@v(u,t))
2 ou u=L

ov(x,t)
Ox

L
L[ (avixn
X, =L > J ( Ox ) dx . (xxx - 4)
0

Et comme nous avons considere que

‘ < 1, nous obtenons finalement :

Remarque : dans le cas ou la poutre est encastrée-guideée en M, nous avons (

av((jz: 1) )

| I'approximation est d'autant meilleure.

V cas articulé-(articulé-guide).
Nous considerons que le mouvement est principalement de la forme v(x, ) =L g ;(2) sin (ﬂ: % ) Nous

avons dans ce cas :




L ) 2 2 2

o7 2L 37
V Cas encastré-(encastré-guidé).
La forme modale du premier mode est [Pecker, chap. 8, p. 169] :
¢(x) =A;sin(ax) +A,cos(ax) +A;sinh(ax) + A4, cosh(a x), avec
A, arbitraire, 4,=-1.01784,, A;=-A4, et A,=-A,

Comparons cette forme modale avec la forme b (1 — cos(

Al :=1:A42:=-1.0178 41 : A3 :=-Al : A4 :=-A2:

4.73
L=1:0a=—:b:=0283:
a I b 0.83

2
Al sin(ax) +A2cos(ax) + A3 sinh(ax) + A4 cosh(ax), b (1 _COS( ]fo ))

plot(

= ["Exact", "Approche" ]j ;

2
ov(x,t) ( I8 ) X ) 2
= L _— _— = _— =
( Oy ) dx q,(1) 3 cos(ﬂ: ) dx g, (1) T cos (n I dx=m ¢, (1)

0 0 0

L

cos (TC —) dx
0
L L
1+cos(2n£) x+Lsin(2ni)
2 2 L 2 27 L
=n g, (1) ) de=m g, () 3 =n g, (1)
0
0
Nous avons alors, d'apres 1'équation (xxx - 4) :
nz
xy,(1) zL(l - qu). (xxx - 25)
L 2
) . . ov(x,t)
Nous aurons besoin plus bas de l'expression de — 3 dx . Nous avons :
of X
0

q | .
y J(awnﬂ) dv= " jﬁ(%%n):%7570bmqﬂ”):%'Wf+4ﬂff
0

j ), ou b est une constante a ajuster.

,x=0..L, legend
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Nous constatons que, si nous prenons b =0.83, les formes des deux courbes sont tres voisines.
Par suite, nous allons considerer que le mouvement est principalement de la forme

v(x, t) =Lq,(1) (1 - cos(Zn i)) Nous avons dans ce cas :

L
L L L
ov(x, 1) 2 2T ? 2 2
ovix, 1) - - : X - 2 2 X - 2
( Oy ) dx (Lq](t) I3 sm(2nL)) dx q, (t) 47 sin (27:L)dx 4m g, (1)
0 0 0
L
sinz(zni) dx
0
L L L
1—cos(4n£) x—4—c0s(4n—
2 2 T L
=4n g/ (1) 5 de=41 g/ (1) 5 =41 g/ 1) >
0
0
=27 Lg (1)

Nous avons alors, d'apres 1'équation (xxx - 4) :




V¥ Conclusion. Formule générale.
En comparant les formules (xxx - 25) et (xxx - 60), nous voyons qu'elles sont analogues, de sorte que nous
pouvons introduire un coefficient 1) pour donner une formule generale englobant les deux cas :

2

T
xy,(1) zL(l - 6112(1) ]
n ) ) ) (xxx - 61)
avec M =1 pour le cas encastre-(encastre-guide)

et M =4 pour le cas articule-(articule-guide).

\ 4 Expression de la force F.

V¥ Cas de 1a liaison par un ressort linéaire.

Nous avons en M une force F telle que

F(xyp 1) =k (x4(2) —x,,(2) —lr) =k (x4(1) — [ —L— (xy(1) —=L)), ()

ou /_est la longueur du ressort au repos.

Soit x ,, I'abscisse moyenne du point A (qui est soumis a un mouvement harmonique en abscisse).

Appelons x,,, 1'abscisse du point M lorsque la poutre est rectiligne. Nous avons x,,,= L. Lorsque la poutre

est rectiligne et que le point A est tel que x,=x,,, nous avons en M une force F, telle que :

F,=k (%40~ Xp10— lr). (b)

D'ou, par soustraction membre a membre entre (a) et (b) :

F(xM, t) —F,=k (xA(t) —x,,(1) — lr) —k (on_xMo_ lr) =k

(xA(t) —x (1) =L —x, 0+ x,,,+ lr) =k (xA(t) —x,,(1) —on-i-xMO) =k (xA(t) —x,,(8) — ZO) =k (l(t)
_ 10)

ou [,=x,,—X,,, estlalongueur du ressort lorsque la poutre est rectiligne et A en sa position moyenne, et ou
(1) =x,(t) —x,,(t) estlalongueur actuelle du ressort.
Nous pouvons €crire : F(xM, t) —F,=k (xA(t) — X0~ (xM(t) —xMO) )

x, (1) —x,

Posons z,(f) = #0 . 1l vient :

F(xypt) =Fy+k (Lzy(1) = (x,(t) = L)) (xxx - 3)

Pour chercher 'ordre de grandeur de k&, considerons le cas ou le ressort est constitue d'une poutre de méme
mtiere et de meéme section que la poutre (SM), et partons de la position rectiligne de la poutre, ou x,,= L.

Faisons F,=0 et appliquons en M un déplacement A/ =x, () — L en faisant z,(¢) =0.

Al . L .
Nous avons d'une part F =6 S=FE 7 S, d'ou Al= %, et d'autre part F=k Al, d'ou
kAl=F=c6S=E % S . Par suite, nous avons : k= TS
En utilisant (xxx-61), nous pouvons obtenir I'expression de F'(¢). Il vient :
2
L
F(oxyp 1) =Fytk (Lzg(6) = (3yy(1) = L)) =Fy+k | Lzy(t) + === (1) | =Fy+k L | z,(0)
n
2
+—q,/ (1)
n
2
Flxypt) =F,+k L |z,(t) + ~ q,2(1)
(%ar 1) =Fy Z4 n 9 ’ (XXX -




x, (1) — x4 3b)
avec z,(t)=————.

V¥ Equation dynamique de la poutre.

\ 4 Equation du mouvement dans le cas du mouvement transverse d'une poutre excitée axialement.
Nous avons ici un resultat classique :

pSV +EIVY +F(q,t)v'+2B' v=f(x,1), (Equ.dim. OK) (xxx-12)

ou f(x, t) est la densite lin€ique de force exterieure dans la direction transverse, et F ( q t) est la force axiale
exercee en M, a l'extrémité droite.

L'équation (xxx-12) n'est a variables se€parables que si F (4p1) =0, f(x,1) =0, et B'=0; c'est alors

l'équation homogene qui sert a trouver les modes propres. Pour trouver les solutions de 1'équation complete
(xxx-12), nous ne pouvons nous contenter de poser v(x, 1) =L ¢q(t) ¢(x), de fagon a adimensionner g et @,
car nous obtiendrions ainsi :

PSLG(t) @(x) +EILOW(x) q(1) +F(qpt)y Lo"(x) q(r) +2 B'Lo(x)q(t) =f(x,1),soit
PSq(t) o(x) +EIo® (x) q(2) +F(qp1) ¢"(x) q(t) +2 B'o(x)q(t)=f(x,1t), (XXX €qu.aux

dimensions OK)
qui n'est pas a variables séparables. Nous allons donc chercher une décomposition sur la base modale des
modes propres de 1'équation homogene.

V cas articulé-(articulé-guidé).
\ 4 Equations aux coordonnées modales.

Les modes propres que nous allons utiliser, (pp(x) =sin ( pT x) , s'obtiennent par resolution de l'equation

dynamique sans force exterieure et sans amortissement : p S v + E [ v =,

+
, . T \ . .
En coordonnees modales, posons v(x, t) =L Z q p(t) s1n( pT x), de fagon a adimensionner g et .

p=1
Reportant cette expression dans (xxx-12), il vient :
+ 00 4
<) sin| 2 pry (Y
pSLpglqp(t) sm( I xj -I—E[L;lqp(t)( I ) sm( I x) LF(ql,
+ o 2 oo
&3 rm . : P
f) p;qp(t)( L )sm( 3 xj-i—ZB anlqp(t) sin| £ x) f(x, 1)
+ + 4
pT pT pT
= pSqup(t) sm(T xj +E1n§:1qp(t) (T) sm(T x) _F(qp
+ o0 2 + o0 .
P [ PT AN N LT N
1) pzlqp(t) ( 3 ) sm( I x) +2B nzlqp(t) sm( I xj Lf(x,t)
. (xxx-15)

Pour obtenir les équations aux coordonnees modales en fonction du temps, on utilise le fait que, d'apres le
theoreme spectral, les modes propres sont orthogonaux vis-a-vis du produit scalaire xxx (intégrale du
produit point par point) et constituent une base des fonctions deformees xxx. Il vient, en prenant le produit

scalaire xxx par sin( an x) des deux membres de I'équation (xxx-15):

L +o0 + o0 4
. [ mT . . [ pTm pT . [ pm B
J sm(—L xj [pSleqp(t) sm(—L xj —I—Elpzlqp(t) (—L ) sm(—L x) F(ql,
0 e )

+ o0
£y 2.4,(1) (T’t) sin(pL—nxj +2P ]Zlqp(t) sin(% x) —%f(x, t)] dx=0




L'orthogonalite des modes se manifeste par le fait que :

L
. [ mT . [ pm _ 1 T
sm(—L x) sm(—L xj dx B3 (cos((m —p) —x

L

0

1 T
=— cos((m—p)—x)—
(m—p) I (m+p) I3
0 m#*petm+*-p
) p

Par suite, les equations aux coordonnees modales qp(t) sont :

4 2

)—cos((m—i—p) %x)) dx

L . T T Lo 1 . T
> (Pqu(t)Jr(T) Elgy0 — (55| 4,0 F(ap1) +28 qpm) +ZJ sn 2% x| 10
0
t)ydx=0, p=1,2,3..
(xxx équ. aux dimensions OK)
Prenons le cas ou f(x,t) = p S g represente le poids lin€ique de la poutre.
Comme
L L T
sin(ﬂxj pSgdc=pSg sin(ﬂxj dx=pSg| sin(pz) (L d)=psgL |82
L L T P 0
0 0 0
_pSgL | 0 ppair
mp -2 p impair
, 1l vient :
L(S"()+(pn)4E1 P (pn)z 0 F +2B.())+pSg 0 ppair
= t — ) —| 5= t 1 gt s
2 (PP L 9 L T (4r1) T np | 2 pimpair
=0, p=1,2,3..
, soit :
Equation a la coordonnée modale qp( t) dans le cas articule-
(articulé-guide) :
4
. 2B . pT El
q (t)+—q(t)+(—) — 9,(1)
)1 4 0 ppair 16)
—(%) —— F(qpt) q,(0) + =5 o
pS npL 1 pimpair
-0, p=1,2,3..
(Equ. dim. OK)

V' Cas du ressort linéaire.

2
T

2
4 q; (t) |. Nous

expressionF(ql, t) =F,+kL|z,(t) +

Nous allons projeter sur le premier mode seul, en faisant p =1 et en remplacant F ( q t) par son

obtenons :



2
(1) o o ross o= ) 2
t) + —— t — | — t)=—F —— )y |F,+k L|z,(t)+ t + .
q,(1) oS q,(1) I qul() 2o q,(t) | F, 4 (1) q, (1) L
Transformons :
4 2
(5] B o o ]2
(1) + ——q,(1) — | — =— —— q,(t) | F,+k L|z,(2) + ||+
9 0S 9 L) ps? 2 oS 91 0 4 91 T
B' i 4EI T 1 TCZ 1 ’
<4, (0 + == q,(0) (—) = ()= —< kL q()
4 “ ( L) ps [* pS 0]6]1 ! pS 4
L 1 4g
=— ——q,(t)k Lz,(t) +
> ps “ 4 Tl
2B 1 = n) k L T 1
&, (1) +—=q,(1) + — ((—)El F) () — === — ¢ (1)
4 s 1 ps 2 \\L 0) U 4 1 psS 4
T L 4g
=— (t) k z,(t) +
I’ pS 1 4 L
2B 1 = n) k T 3
< q,(t) + (1) + — [(—) EI—F) (t) ———— — (1)
4 ps ps 2 \\L 0) 4 4ps LY
m kL 4g
= (1) z,(1) +
I’ pS “ 4 nL
kom
2 2 -
' 1 T 408 L
< q,(1) + QJ(t)+__2 ((_) EI—F()) q,(1) 5 P 5 QJ3(t)
S pS L L 1 T T
— S5 ||7 | EI-F,
pS L L
2
Tk
=— — t) z,(t) +
2B | n) T kL
3
< q,(1) + S ql(t)JrE?[(fj EI—F()] qz(f)_T 2 q; (1)
(I) EI-F,
2
Tk 4g
=— —— q,(t) z,(t) +
L ps W % L
(xxx €qu. aux dimensions OK)
2
El
Introduisons la grandeur /', charge critique de flambage de la poutre. Nous avons Fj = n—z (formule
k

d'Euler), ou L, est la longueur de flambement de la poutre. Ici, nous avons L, = L, puisque nous sommes

en articule-articulé, et 1'équation s'ecrit :
2

2 2
. 2B . 1 = T k L 3 Tk
() +——q,(t) + — — (Fz—F, (6) = = = () | =— ——= q;(t) z,(1)
q; oS q; oS Lz(B 0) | 41 4 F,—F, 4q; L ps q;\t) 24
4g
+
L

C'est une €quation argumentaire portant sur un oscillateur de Duffing. Nous pouvons nous attendre a
mettre en €vidence le phénomene argumentaire.
Nous pouvons ecrire 1'équation sous la forme suivante :

Dans le cas articule-(articule-guide) :
. "o 2
q,(t) +2 % q,(1) +w, (611(f) +Hq13(t)) =Bq,(t) z,(t) +C



2 2 2
n El 2 T T k L (XXX -
avee Fp= s o o (P h) W TR | 167
2
Tk 4 xy(t) =Xy (xxx -
B=—"— ", Cc="%, (=",
L ps L A 3 168)

ES . n o
et k= 7 S le ressort est une poutre de meme matiere et de

meéme section que la poutre etudieée.

Nous voyons que, si le ressort est une poutre de méme maticre et de meéme section que la poutre etudice,

2 2
. _ES ® k ® ES 2 F
nous avons, puisque dans ce cas k=——, B=— ——=— ——=n — —. Comme nous devons
L L ps L pSL pL

avoir par la suite, pour appliquer la méthode de centrage, sup( ‘B q,(t) z,(1) | ) < 1, nous devrons donc

3 % ¢,(1) z,(1)

j < 1. Ainsi, si la poutre est en aluminium, nous devrons avoir

avoir sup(
9
2 7010
n Q1(t) ZA(I)

sup 2
2700 L
valeur de l'ordre de 10> pour g,, soit une fleche de I'ordre de 1 mm pour une poutre d'une longueur de

] < 1, soit sup( ‘ql(t) ZA(t)| ) < 3.910°% Sinous admettons une

l'ordre de 1 m, nous voyons que, si le point A suit un déplacement harmonique, I'amplitude de z, devra

étre petite devant 3.9 107> m.
Si maintenant nous utilisons un ressort metallique de raideur k=10 N/mm=10* N/m, 4 la place du ressort
ES _7010°107*

de nature "poutre" précédent, dont la raideur était 7 = 1 =7 10°, nous aurons une

6
B % =~27107° m=27 mm.

amplitude maximale de z, qui serade 3.9 10

YV cas encastré-(encastré-guide).

V¥ Forme approchée du premier mode.

Les modes propres sont classiquement (voir Pecker, chapitre 8, page 129) :

q)p(x) =4, sin(apx) +4, cos(apx) +4; sinh(apx) +4, cosh(apx), aveca, solution de
cos(apL) cosh(apL) =1.

sin(?»]) — sinh(k])

cosh(?»]) — cos(?»])

Notons A ; la premiere solution non nulle de cos(x) cosh(x) =1 et r, la valeur

Nous avons, pour le pgemier mode :
Solve

cos(z) cosh(z) =1 —= 4.730040745

sin(k]) — sinh(kl)

cosh(%l) — cos(kl)

z :="z": plot([cos(z) cosh(z) — 1, cos(z) ], z=-10..10, legend = [ "Exact", "cos seul" ], view=-0.05
..0.05);

7&1 = 4.730040745 . r; = :r;=-1.017809411




0.04 1

0.02 1

- 0.0

-0.04 1

Exact cos seul

Nous avons 7»1 = 4.730.
a,L=), = 4730040745 , A, arbitraire, A,=r,-A, = -1.0178 A, A;=-A, et A,=-4,.

Nous avons donc pour le premier mode :
(p](x) =4, sin(a]x) +A200s(a1x) +4; sinh(a]x) +A4c0sh(a]x)

7\‘1 7\‘1 7\‘1 }\‘1
=A[sin Tx +r,4,cos Tx —A]sinh Tx —r[A]cosh Tx

ol o ) ] o
=4, | sin Tx +r, cos Tx — sinh Tx —r, cosh Tx .

. \ 2rn
Nous allons voir que cette forme est tres proche de la forme b ( 1 — cos( 2l

) ), avec b repreésentant

une constante, a condition de bien choisir la constante b.
Al ' =1:42:=-1.0178 A1 : A3 :=-Al] : A4 :=-A42:

4.73
Li=1:a:==——:b:=0.83:
4 L

,x=0..L,

Al sin(ax) + A2 cos(ax) + A3 sinh(a x) + A4 cosh(ax), b (1 _COS( sz Jj

plot(

linestyle=["solid", "dash"], labels = ["x","¢ (x)"], legend = ["Forme exacte", "Forme approche'e"]);
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La valeur que nous prenons pour b dans le graphique est 0.83.

) , 2m
Le premier mode propre approche est ¢ ; (x)=1-— cos( A x) .
V¥ Décomposition modale.
Les modes propres (pp(x) s'obtiennent avec une force exterieure nulle et sans amortissement, selon

I'équation p S v + E1v? =0.
—+

En coordonnées modales, posons v(x, t) =L z qp(t) (pp(x), avecq, et (pp sans dimension. Reportant
p=1

cette expression dans (xxx-12), il vient :

pSV +ENY +F(gn ) v +2B v =1(x,1)

+ + o0 4 + o0 + o0
SpS 24, (0 (x)+EI D q 1) (ﬂj O (x) +F(qp1) 24, (1) o2 (x) +2B' D,
p=1 p n=1 L p p=1 p n=1
_1
6,00 0 (1) = f(x.0
. (xxx-15)

Pour obtenir les équations aux coordonnees modales en fonction du temps, on utilise le fait que, d'apres le
théoreme spectral, les modes propres sont orthogonaux vis-a-vis du produit scalaire xxx (intégrale du
produit point par point) et constituent une base des fonctions deéformees xxx. Il vient, en prenant le produit
scalaire xxx des deux membres de l'équation (xxx-15):
+ oo
T

+o0 +oo 4 to
J 9 (x) [pS D0 (1) ¢ (x) +EI 2,q (1) (pT) 0@ (x) +F(qp1) 2,q,(1) 0D (x) +2B D,
" p=1 P n=1 p s P =

0

)4

q,(1) @ (x) —%f(x,t)] dx=0



L.

\ 4 Projection sur le premier mode approché.
Comme les calculs symboliques exacts de projection sont tres lourds dans le cas present, nous allons

2r

projeter sur le premier mode approché (pr (x)=1-— cos( ), en posant m = 1, et en considerant que

"
L
0 p+lep+-1
o (x) o (x)dx={ "
R [ (ot ax  p=
0
0
L L )
% 2 27 3
NousavonsJ ((p1 (x)) dsz (l—cos(Tx)) dx=3L (cf Maple :
0 0
L ) ) X
L ='L'J (l—cos(Tnx)) dx=-—1)
0
L L

Et nous avons en outre : J' (p’k
0

L
Maple : L :='L'IJ' (1 —cos(z—nxj) cos( 2n x) dx= —%L).
0

L

Nous supposons également que : @ (x) = (pl*(x), e (x) = @ (x) et o (x) = ¢ ¥ (x).

2m 2T 2T 2T
. (2) |2 = (4) S adidd
Enfin, nous avons : 9 (x) ( I ) cos I x) et ? (x) ( I ) cos( I x).
Il vient :
‘ 1
% .. 4 2 (™ -
L ¢ (x) (qu,(t) ®,(x) +E1q,(1) o (x) +F(q) 1) q,(1) @2 (x) +2B'q,(1) @ (x) = [ (x,
t)) dr=0
L 4

3L 2w 4t 27 2w ?
PEN quI(t)-T Elq,(1) (T) J (p](x) COS(TX) dx—l—F(ql,t) q,(1) (T)
0
L L

Par suite, 1'équation s'écrit :




4 2
. 3L 2r L 2T L . 3L
p5dy -3 —prg 0 (2F] (-E) +r(gpn a0 (2] (<L) +2Ban- 3L -
L

[[(1=eo 22 ) st -

0

. 3L 2T L 2T L . 3L 1
e pSq ()= '*Eth)fjj) 5-—FX%J)qAﬂ[;7jj - T2Bq, 0 —j;J(l

—COS(% x)] f(x,t) dx=0

4 2
.. 2 2 _
¢$3‘)Sq’U)4_Elth)(_Z?) "Fquf)qﬂf)(—jE) 4‘6B'QA1)—-5%-J (1
0

—cos(% x)j f(x,t) dx=0

2B el (2n) 1 (2= 2
< q,(1) +p—Sq1(t) +3—pS (T) q,(1) _3—pS (Tj F(qpt)q,(t) — L (1

—cos(% xj) f(x,t) dx=0

Equation approchée a la coordonnée modale ¢,(¢) dans le cas

encastre-(encastre-guide) :

4
.. 2B . 2
i+ 2 g+ 2] EL g

I (xxx -
2n ) 2 80)
() st roennin -

—cos(zL—nxJ) f(x,t) dx=0

Dans le cas ou la force linéique f'(x, ¢) est le poids lin€ique de la poutre, nous avons :

flx, 1) = %ﬂ)b’g, d'ou :

L L

J (l—cos(ﬂx)j f(x, 1) dxpSg[ (l—cos(ﬁx))deQSg [x—isin(ﬂx)
L L 2T
0 0

L

L

0
=pSgl
Par suite, l'équation s'ecrit :

2

4
. 2B . 2n\ EI (2w 1 _ 2
q,(t) + oS 91(t)+( I ) 3pS q,(1) ( I ) 3pS F(qpt)q](t) 3Lg 0

Equation approchée a la coordonnée modale ¢,(¢) dans le cas

encastre-(encastre-guide) et ou fest le poids lineique de la poutre :

4
. 2B . 2
g0+ g +(T’°j EL 0 (ox -

3pS 80b)




2
2rn 1 2
‘ _( L) 3ps (@) 4l =3 e=0 ‘ ‘

\ 4 Projection sur le premier mode exact.

A

. . 1
Rappelons que le premier mode exact est, en notant a; pour designer la valeur 7 :

}“1 7‘1 7‘1 7‘1
(pl(x)zsin Tx +r, cos Tx — sinh Tx —r, cosh Tx s

avec 7»1 premiere solution non nulle de cos(x) cosh(x) =1, soit 7»1 =~ 4.730040745, et
sin(?»]) — sinh(kl)
N cosh(?»]) — cos(?»]) '

Nous avons (p(lz)(x) =a12 (—sin(a]x) —r cos(alx) —sinh(a]x) -7 cosh(alx)) et

(p§4) (x) =a14 (sin(a,x) +r;cos(a;x) —sinh(a;x) —r; cosh(a, x)) =a14 ®,(x).
Notons (pf(x) =—sin(a]x) -7 cos(alx) —sinh(alx) -7 cosh(alx).
Nous avons, par projection sur le premier mode exact :

L

[ 0,0 (PS3y(0) 0,(x) +E1q,(0) 0 (x) + F(q1) ,(0) 07 (1) +2B (1) 0, (x)) dr=0
0
L
©J ¢ ,(x) (qu"](t) @ ,(x) +Ela)q,(1) ®,(x) +F(q, 1) q,(0) alz(p;k(x) +2P'q,(1) (p](x)) dx
0
=0
L L
= | 020 (pSd) (0 +Ela q (1) +2B4,(0) &+ | F(apt) a0 a 0,(x) 9] (x) de=0
0 0
L L
= (PS4, (1) +ETaq)(0) +2B,(0) | 02(x) &+ F(qp1) q,(0) 0] [ 9,(x) o7 () dx=0.
0 0
L L
Nous devons calculerJ (plz(x) dx et ,[ ¢, (x) (pf(x) dx .
0 0
L L .
Maple nous donne : J (plz(x) dv=p, L avec W, = 1.035944925, et j @, (x) (pik(x) de=p, L avec
0 0
W = 11134.94256 .
YV calculs via Maple.
L

i () () SO (o2

2

o)

=1.035944925 L

oo () () 2O (o) oo )

0

() o] I (2] )]

=-0.5696452229 L

Par suite, I'équation s'ecrit :



(PSG,(0) +Ela q,(1) +2Bg,()) W, L+F(qp. ) q,(t) a/ n, L=0

. 2B . EI 4 » M
Sq,t)+——4q,(t) +—a t)+a”— — F(q,t 1) =0.
q; oS q, oS ; 4;(1) +a; Y (a51) ;1)
W
Remplagons a; par sa valeur T
4 2 x
.. 2B . [7”1] EI [7‘1) Yo
H+—"—gqg,t)+|—| —qg,t)+|— | — — F(q,t 1) =0
QJ() oS QJ() I oS q]() I 0 oS (q] )CI]()
4 2
. 2B . MBS Mg
< q,(t) +—— (t)—l—(—] — (t)—l—[—j — — F(q,t t)=0
q; oS q; I oS q; I Y (a5 t) q,(2)

Remplacons 7»], W, et |, respectivement par leurs valeurs 4.730040745, 1.035944925 L et
-0.5696452229 L. Nous obtenons :

. 2B . 4730040745 \* E1I
0+ g0 + ) (1
q; oS q; 7 oS q;
4730040745 \* -0.5696452229L 1 _
+( L ) 1.035944925L  p§ F(q,t)q,(t)=0
, soit
. 2B . 500.5639018 EI 22.3732854 1
q,(t) +——q,(t) + q,(t) — ————-0.5498798 — F(q,t) q,(t) =0
! pS ! rt psS ! I? psS ( ! ) !
. 2B . 500.5639018 FE [ 12.3026177 1
e q,(t) +—_q,() + q,(1) — F(q;t) q,(t) =0. (Equ.
! psS ! I pS ! I* pS ( ! ) !
dim. OK).
Ceci est a comparer avec 'équation approchéee que nous avions trouvee en (xxx - 80), soit :
2
. 2B . 2n El 2n 1
(1) +—— (f)+(_) — (t)—(—) —— F(q,,t) q,(¢t) =0, que nous pouvons
q; oS q, I 3qu1 I 3pS (CIJ )ql q p
écrire, en remplagant 7t par sa valeur numerique :
16 7 ar
. 2B . 3 EJ 31 .
q,(t) +——q,(t) + — q,(t) — —— F(q, 1) q,(t) =0, soit :
1 oS 1 Iz oS 1 2 ps (4r1) 49,
. 2B . 519.515152 E1I 13.159472 1
q,() + ——q,(1) + q,(t) — F(qpt)q,(t)=0.
! pS ! I psS ! I? psS ( ! ) !

Nous constatons que les coefficients de 1'équation a la solution exacte et ceux de I'équation a la solution
approchée sont proches les uns des autres.

Comparaison des deux approches.
Cette derniere forme de I'équation a la premiere coordonnée modale est a comparer avec 1'équation
approchée que nous avions trouvée en (xxx - 80), soit :

4 2

.. 2B . 2n EI 27 1

(t) +——q,(t) + (—) — q,(t) — (—) — F(q,,t (¢) =0, que nous pouvons
q oS q, I3 3qu] 17 3pS (QJ )qI q p
ecrire, en remplagant 7t par sa valeur numerique :
167 ar
2B . 3 El 3 1 .

q,(t) + —— q,(1) + — 9,(0) — — F(ap 1) q,(2) =0, soit :

I I Iz oS 1 12 oS (ar1t) 4,

. 2B . 519.515152 EI 13.159472 1
q,(t) + ——q,(t) + q,(t) — F(qpt)q,(t)=0.

! pS ! I psS ! I? psS ( ! ) !

Nous constatons que les coefficients de 1'équation a la solution exacte et ceux de I'équation a la solution



approchée sont proches les uns des autres.

V¥ Cas du ressort linéaire et de la solution symbolique approchée.
Dans (xxx-80), emplagons F ( q; t) par son expression dans le cas du ressort lin€aire : nous avons, avec
2

icin=4: F(q], t) =F,+kL (ZA(I) + TET ql2(z)], Il vient :

2B 27 ! EI 27 ? 1 71;2
7,(t) +—— '(t)-l-(—) — (t)—(—) — (F +kL(z (1) + — 2(t)j] (1)
q; oS q; I 3pS q; I 3pS 0 A 4 1 q;
2 _
30877
2
. 2B 27 EI 27 1
< q,t) +—— (f)+( ) —( ) (1)
1 ps ! L ) 3pS§ L) 3ps'0)
2n ? 1 n2 2rn ? 1 2
3
—|—— | —kL— (t)—(—) ——k Lz, (t)q,(t) — = g=0
(Lj3pS 4 1 L) 3ps AV T8
2 2 2 2
2B 1 2 27 T 27 k L 3
-0 2 L (3 (3 r-n o (32 41
9 Sql 3pS \ L 7 0] 41 4 I 3pS 9
2T k L 2 _
T EI
Introduisons la grandeur F, charge critique de flambage de la poutre. Nous avons Fp=——— (formule
k

\ . L .
d'Euler), ou L, est la longueur de flambement de la poutre. Ici, nous avons L, = EE et par suite, nous

2

4 EI , , , . .
avons Fp= n_2 puisque nous sommes en encastre-encastre, et I'équation s'ecrit :
L
2 2 2
. 2B . 1 27 T (2% k L 3
(1) + = g,(6) + —— (—) Fy—F,) q,(t) — — (—) i T ()
q; oS q; 3p5 \ L (Fs 0) 4q; 4 I 3pS q;
2n\ kL 2
;Fransformons :
2
2n k L
B 1 (2 T ( L ) 3pS ;
(1) + ——q,(1) —(—) Fp—F (1) —— (1)
q; os N 3ps UL (Fs=Fo) | 4 4 1 (ZRJZ i
— | — F,—F
3pS L ( B 0)
2\ kL 2
' 1 2n ) n k L
3
< q,(t) + g (1) 3p8 ( I3 ( B 0) q,(1) 4 F,—F, q; (t)]
(2m k L 2 _
_( I ) 308 ZA(I)QJ(t) 3Lg 0
B 4 T T kL
3
= q,() + (1) +— Fp—F, q,(t) —— q; (1)
1 1 3 pSL2 (Fg—Fy) | 4 4 F,—F, U




4 Tk 2
== 1) q,(t) — = g=0

C'est une €quation argumentaire portant sur un oscillateur de Duffing. Nous pouvons nous attendre a
mettre en €vidence le phénomene argumentaire.
Nous pouvons ecrire 1'équation sous la forme suivante :

Dans le cas encastre-(encastré-guide) :
. "o 2
q,(t) +2 LS q,(1) +w, (611(f) +H6]13(t)) =Bq,(t) z,(t) +C (XXX -
i ’ AT EI 77
2 4 T T
avec = — F,—F), F,= ,
0 3 pSLz (£3 0) B 12 (XXX -
2 2 178)
_n kL g 4wk 2
W F—F,) 3 oS 31 8

\ 4 Equation argumentaire dans le cas du ressort linéaire.

Partant d'une équation argumentaire portant sur un oscillateur de Duffing, nous pouvons nous attendre a
mettre en €vidence le phénomene argumentaire.

Que ce soit dans le cas articule-(articule-guide) ou dans le cas encastre-(encastre-guide), nous avons vu que
pouvons ecrire I'équation sous la forme generale suivante :

.. "o 2
q,(t) +2 % q,(1) + o (q,(1) +uql3(t)) =Bq,(t) z,(1) + C.
dg d &g 2
Puis, en posant T=w, ¢ et x(t) =g,(1), nous obtenons 1_dx ¢t =, dx et ! =0)(2) d z,
dr dr dt dt 47 dt
d'ou :
> dx B! dx = 2 3 2 T 2 .
®,—5 T2 —— 0, +u (x(1) +ux’(1)) ZCO(DOx(‘E) z — C, o, avec C,defini par :
dt pS dt ®,
CO(Di:B et C,; par C, 0)§=C.
Definissons f3 par : B @,= LS Nous obtenons :
2 dzx 2 dx 2 3 2 T 2,
o, ? +2B o, E + o, (x(7) +ux’(7)) =C,) o, x(1) z, ; C; o, soit finalement :
0

2
d—); +2B 95 4 x(x) +u(1) =Cyx(7) ZA[

q +C,, (xxxéqu. aux dimensions OK)
dt T

T
@
4

B wz:(zj EL - _ kL
pS(DO’ pS’ 4E1’

XXXXavec: B= et (xxx équ. aux dimensions OK) XXXX

0L

2
B _m k
— =

0N > pS

et C,= % = i% (xxx €qu. aux dimensions OK ?)

o, anO

C)= , (xxx €qu. aux dimensions OK ?)

) %
Enfin, remplagant z,(¢) para,sin [ — ‘c], nous obtenons :
O
0

Equation argumentaire du mouvement transversal de la poutre €lancée sous excitation
axiale :




2
d i) x(;) +28
dt

dx(r) +x(7) +ux3(’c) =C, a, x(1) sin[i T|+C
(O]
0

avec :
@, = pulsation propre (exprimee vis-a-vis du temps reel #) du mode 1 de la poutre (en

-1
s),
T=w, 7, temps reduit, sans dimension,

x(1) = coordonnée modale selon le premier mode de la poutre, sans dimension,
B'=amortissement exprime dans I'équation d'origine (xxx-12),

= p , representant 'amortissement, sans dimension,
pSo,
Para | Cas articule- | Cas encastre-
metr [ (articule- (encastre- Dimension
e guide) guide)
752 4 7'C2
2
0 — (F - 2
0 | psiI? ("5 13 pS I (ens ™)
—F 0) (F s F 0)
2
F, T EI T EI
B : 12 12 (en N)
(xxx-10)
C, Tk 4 Tk (sans
= 0SL 3 0SL dimension)
C, ig_z _ZLZ (sans
e nLo, 3Lw, dimension)
2
T k L . ) .
n=- a4 F , coefficient de Duffing, xxx ? ---> sans dimension,

a ~amplitude (adimensionnée par L) du mouvement harmonique du point A,

v = pulsation (exprimee vis-a-vis du temps reel £) du mouvement du point A (en s l).
o ES .

Remarque : dans le cas du ressort lineaire, k est de I'ordre de 7 S l'on

considere qu'il y a plein contact pour les déplacements de A ; on a alors

2 ﬂ L 2
T L m ES
4 Fp—F, 4 Fp—F, 0
2
T E , , ,
BTy (cas articule — (articule — guide)
pL
B 2
4 m FE , , s
— —— (casencastre- (encastre- guide)

Exemple dans le cas articule-(articule-guide) : £=70 10° Pa (aluminium), /= 1078w, p=2.7 10° kg m>,
S=10""m’,L=1m,B=310" avec F,=0:



©7010° 108

Fy= . = 6910 N,
) o 6910
®, =5 (Fz—F,) = (3.14)> ——3—— = 2530005 *, dott @, = 5035 ', soit une fréquence
pSL 2710710
Jy =380 Hz.
80
Et pour L =2 m, nous obtenons f, = i3 =5Hz.
. © ES % 7010°107* _ 70 10°
Par ailleurs : uZ—T ﬁ = 6910 = 22 10° ~ 2500 pourL=1m etpn = 10000 pour

L=2m.

Etcomme C,=— — = — ——— = 2.56 108, nous voyons que, pour pouvoir appliquer la methode
e 1 2710

de centrage, il faudra prendre a, tel que Cya,x, . << 1, avec x,_. =valeur maximale attendue de |x(7)],

soita,x, < 03910°".

Si nous prenons x_ . = 107°L , nous obtenons comme condition sura, : a,L < 0.67 10_5, soit

a, << 6Wpour L=1m.

4g 4981
nl %2 - 1-253000
C, < 1 pour l'application de la methode de centrage.

. -5 , . .
Par ailleurs, nous avons : C, = ~ 4.9 10 ~. Nous verifions que nous avons bien

Le coefficient B sera obtenu par identification experimentale.



