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PREFAZIONE

di Silvig Bozzi

Se nessuno oggl pone pil in dubbio 'importanza dell'opera
matematica di Giuseppe Veronese (in patticolare per quanto
riguarda la geometria degli iperspazi-e la creazione di sistemi
non archimedei} lo stesso non si pud certo dire per i suoi con-
tributi al dibattito sui fondamenti della geometria che solo da
alcuni anni sono stati riscoperti per metito di studiosi come
2. Laugwitz, G. Fisher e soprattutto P. Ehrlich. E' questa una
delle ragioni per cui particolarmente benvenuto & questo bel
libro di Pacla Cantd in cui per Ia prima volta questo aspetto
dell'cpera di Veronese & al centro di un'analisi accurata e si-
stematica, ricca di riferitnenti testuali non solo a Veronesg, ma
ai principali protagonisti del dibattiti su guesti temi alla fine
del secolo scorso.

Largamente citati e discussi guando uscirono nel 1891, i Fon-
damenti della Geometria di Veronese ebbero una vasta risonanza
non soio in Italia ma anche all'estero soprattutto dopo che fu-
rono tradotti in tedesco da Schepp riel 1894, Russell utilizza
ampiamente nel suo Essay on the Foundations of Geometry dei
1897 1l panorama storico-critico che Veronese aveva posto in
appendice al suo libro e Peirce non nascondera mai I'interesse
che per Iui rivestiva il tentativo di sviluppare una teoria del
continuo in cui fossero ammessi gli infinitesimi. Ma i riferi-
menti non si limitano certo a questi, Si pud dire che per tutti
gli anni ‘90 sino allaffermarsi della prospettiva assiomatica
inaugurata dai Grundlagen di Hilbert le posizioni di Veronese
furone al centro di discussioni significative ed importanti. La
risposta che in Italia Peano e la sua scuola (con significative
eccezioni, ad es. Rodolfo Bettazzi} dettero ai Fordantenti ¢i mo-
stra. perd, quale sara il destino del lavoro di Veronesa ¢ le
ragioni del suo successivo oblio, La recensione di Peano & di
rara violenza & coinvolge non solo lo stile di Veronese - che




& Giluseppe Veronsse ¢ t jordament! della geonetria

non offre certo esempi di bella prosa - ma pone in discussio]
ne la coerenza logica stessa delle idee alla base del Javoro.
Peano negava sia l'idea che abbia un senso geometrico (nom

solo anaiitico} parlare di iperspazi come faceva vV i
vedll ; ; €ronese, sia
la possibilita logica di un continuo nen archimedeo, sia infine

il medo stesso in cui Veronese affrontava la probiematica sui

fondamenti,

E’ quest'ultimo elemento soprattutto che cf soi :

: _ : ¢i spiega ia sfortu-

na che | opera di Veronese incontrerd pil tardi con l'affermarsi|
della visione assiomatica, Per Peano ~ come sara poi per la.

stragrande maggioranza dei matematici dopo | Grundlagen di

Hilbert — il problema dei fondamenti della geometria & essen-
zialmente un probiema di Ofganizzazione assiomatica, di pulizia'
concettuale_e logica: scegliere i primitivi, individuare un sistema |
coerente ed imidondante di assiomi che per via puramente logica
4 permettano di ottenere i teoremi dovuti e le definizion] ne-
cessarie. Anche se Peano & del tutto convinto che ia geometria §

debba avere un aggancio con Jesperienza pre-matematica, 3
quanc_io sl passa al lavoro matematico in senso proptio tutti |
questi collegamenti devono scomparire e sono i soli nessi lo- |
gicl asiratli che contano, nessi che devono sussistere quale ;
che sia | Interpretazione dei termini assunti come primitivi. Le

interpretazioni cui pensa Peano non sono solo quelie intuiti- ]
ve, concrete ma sono date in termini di quella che per Peano i

era la logica e che per noi oggi 2 la teoria degli insiemi: classi

di elementi {la cui natura specifi irTi i
ele la¢ pecifica & irrilevante) su cui sono
definite relazioni ed operazioni le cui proprieta sono vincolate 3

alla sola condizione di soddisfare gli assiomi.

Non si pud immaginare concezione pi i
) ! pil-lontana da quella di :
Veronese che nei suoi Fondamenti parla del signicisto di Peano |
come di una forma particolarmente perversa di pedanteria che |

pretende dj separare ogni frase in componenti ¢he hahno un

significato univoco indipendente dal contesto. Per Veronese 4
asstoma, principio, legge sono termini che non si riferiscono }
ad enundati con uha specifica strutttira linguistica, ma “fatti”
che si possono esprimere in mille modi e che hanno un loro -

significato logico indipendentemente dalla Joro espressione

linguistica cui i} matematico s riferisce mediante frasi ed 4
) Sono questi
diverse componenti che

;esprtissioni che capiamo in base al contesto.
fattl” che contano e sono le loro

l'indagine sui fondamenti deve poriare alla luce. Nel suo libro,
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Pacla Cantéi- mostra molte bene come Veronese cerca di clas-
sificare questi “fatti” individuandone la diversa poriata ed il
diverso significata: fattuale, intuitivo, concettuale, operativo
et¢. E' un'analisi-complessa che si contrappone allo studio dei
puri rapporti logici formali tra enunciati che ben presto per
gan parie di matematici e logici sarebbero diventati l'unico ogget-
to della ricerca fondazionale, In linea di principio, Veronese non ha
nulla contro I'analisi logica formale, semplicemente non & questa
¢he a fui interessa e soprattutto tiene a sottolineare che il pro-
blema dei rapporti tra geometria e .reaitd non si riduce a
quelto di saper come — data una specifica situazione reale ~
scegliere la geometria astratta da utilizzare. Per Veronese il
prablema & molto. pitt complesso e richiede l'individuazione
deile diverse componenti che compaijono nel discorso geome-
tyico e che vengono appiattite da un'analisi solo formale. E
necessario cosi vedere quali elementi hanno una fondazione
reale, fisica e quali dipendano da obiettivi operativi, quale sia
il dato intuitivo (che trascende quanto @ @ offerto dat sofo date
fisico) e quali le esigenze di una ben articolata organizzazione con-
cettuale, Ogni volta che applichiamo la geometria tutt questi
elementi interagiscono tra loro ¢ 1o scopo del¥indagine fonda-
zionale & appunto quelio di dare a dascuno il suo, analizandone
l'intergioco. Non ¢'a forse esempilificazione pilt bella e concreta di
questa concezione di quel discorso sulla laguna di Venezia che
Veronese tenne nel 1904 ed in cui geografia antropica e fisica,
meccanica e geometria, matematica e filosofia intervengono
ciascuna con un suo ruolo preciso nella comune impresa di
dare realizzazione concreta ad un oblettivo civile.

Per troppo tempo gli studicsi hanno ritenuto questa atten-
zione di Veronese (e non solo di Veronese) per gli aspetti non
strettamente logici- dei fondamenti della geometria come il
frutto di un atteggiamento conservatore che si attarda su una
fase ormai chiusa delia ricerca (quella di Riernann, di Helmholtz)
¢ non vede la vera grande novita, il nuovo che avanza: l'idea
¢he la geometria sfa una costruzione astratta, un predotto
della nostra mente ¢che non ha una realtd esterna cui adeguar-
si. ma solo leggi da imporre (fatta eccezione naturalmente per
{e legei logiche che sono costitutive dell’unico vero demiurgo
‘della situazione, il pensiero umano). Un esempio illuminante
ed autorevole dj questo modo di vedere le cose (che & poi
quello che nei dibattiti epistemologici tiene da lungo tempo
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banco) ¢i @ offerto sul piano storiografico dai lavori che in di-
verse occasioni Hans Freudenthal ha dedicato alla preistoria
dei Grundlagen di Hilbert in cui appunto Pelemento diserimi-
nante & tra coloro che ancora si ostinano a patlate di diversi
tipi di evidenza geometrica e concepiscone la geométria come
fortemente legata alla fisica e coloro invece ¢he hanno visto la
luce, hanno capito che cosa significa fare matematica in senso
modemo. .
Oggi sappiamo che la situazione non & cosi semplice e che
gia lo stesso Hilbert era ben lungj dal pensare che Ja geome-
tria fogse staccata dallo studic de! mondo reale e che anzi &
nel contesto di una progettata analisi assiomatica dalle diver-
se teorie fisiche che si sviluppd ia fondazione della geornetria
dei Grundlagen. Emerge cosi sempre pid netta la necessitd di
separare il discorso sul senso del metodo assiomatico (che &
applicabile a qualunque teotia) da quello sul contenuto della
geometria ponendo in [uce Ja natura sostanzialmente ideclogica
di tutti i tentativi di dedutte dalla possibilitd di una analisi as-
slomatica della geometria ia non esistenza di un suo contenuto
_specifico 0 per lo meno la irrilevanza di questo ai fini dello
sviluppo matematico. '
Sgombiato il terreno da questi equivoci, ritormare su autoti
- Comne Veronese ha sicuramente un effetto corroborante perché
¢i permette di portare alla luce problemi, connessiont e pro-
getti c_he POssOno avere per noi oggl grande interesse, Questo
& particolammaente vero per Veronese in quanto il suo 2 stato
un tentativo di ripensare dalla radice i problemi nen sclo dei
fondamenti delia geometria ma dell'analisi e della aritmetica
a partire da idee base che ron sono quelle insiemistiche che
§i sono poi affermate. I gruppi, gli.elementi, la relazione di
eguagiianza, tutte le idee di partenza di Veronese differiscono
significativamente da quelle di Cantor, di Frege o di Ruseell,
Anche se intiegabilmente pill confuse, non possono essere ridot-
te a pure caricature di queste come per troppo tempo si @ fatto
danqo per scontato che queste dovevano essere le idee giuste. A
corninciare da quegli ordinali che tante volte Veroniese cered
di spiegare non erano quelli di Cantor e di cui si servivano in-
vece tutti 1 suoi rigorosissimi avversari (Cantor stesso, Peano,
Vivanti, etc. etc.) per provare che ovviamente non erano possie
bili gli infinitesimi. Solo pochi, Bettazi ad es. o Peirce, 8i resero
corto che Il per lo meno cera un problema non un errore da

Prefazivie RS

scolaretto e quando nei Grundiagen Hilbert finalmente provd
che era possibile una geometria non archimedea e che essa pos-
sedeva modelli analitici che ne garantivano la coerenza la
reazione generale fu quella di annoverare Veronese t1a 1 precurso-
ri di Hilbert nella dimostrazione della indipendenza dell'assioma di
Archimede dagli altri.

Con questa lettura si compiva un doppio tradimento: da una
parte — come Veronese avrebbe ricordato a Poincaré che era
stato con la sua recensione ai Grurdlegen uno dei principali
diffusori di questa idea ~ st nascondeva il fatto che Hilbert
non aveva provato che l'assioma di Archimede era indipen-
dente da una gualche formulazione della continuitd, ma anzi
aveva dato il suo assioma di completezza presupponendo
l'assioma di Archimede, dall'altra si riduceva l‘'obiettivo di Ve-
ronese che era stato quelio di costruire una teoria non archimedea
del continuo mostrando definitivamente che continuitd € non
esistenza degli infinitesimi sono {atti totalmente distinti. Na-
sceva <osl una teoria genetale delle grandezze che poteva
avere sviluppi tanto in senso archimedeo che non archime-
deo. La storia di questi sviluppi a partire dai lavori di Du Bois-
Reymond, che precorrono quelli di Veronese, e passa per Levi-
Civita, Hahn e giunge al nostri giomni & stata ricostruita in
modo mirabile da-Paul Ehrlich in una serie di articoli che la
Cantl utilizza ampiamente nel suo testo. :

Rimaneva il compito pil ingrato in vista della innegabile
oscuritd di Veronese: cercare di ricostruire 'articolarsi delle
concezion: filosofiche di fonde analizzandone i rapporti con il
pensiero degli autori cui Veronese dichiara di rifarsi € poire
cosl in huce le motivazion] pit profonde del suo lavoro. E

-questo che Paocla Cantli ha cercate di fare nel suo libre pren-
" dendo finalmente sul serio gli aspetti filosofici dei Fondamenti

(e di tutta la produzione scientifica di Veronese) senza d'aitra
parte cedere aila tentazione di accostamenti fantasiosi come
accade in alcuni studi recenti, ma basando sempre il suo di-
scorso sui testi, Come 1l lettore s accorgetda proseguendo
nella lettura, ci sono molte idee ricevute da rivedere per quan-
to riguarda il dibattito sui fondamenti della matematica (e
della logica) sul finire del secolo scorso. Gli storici troppo
spesso hanno fatto da corifel alle idee dominanti cercando di
dar loro 'apparenza di verita storica ¢ol solo tisuitato di na-
scondere spesso motivaziont, programmi e problemi di estremo
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interesse. Oggl sono glhi svifuppi stessi del pensierc matemati=
€0 ¢ logico c¢he ¢i rendono meno sicuri della ineluttabilitd
delle idee che sono risultate vincenti ¢ diviene quindi urgente
riprendere la strada a ritroso e tentare un‘analisi storica su
basi diverse. : :

il libro che il lettore ha in mano & un passo significativo in
questa direzione.,

a liale



INTRODUZIONE

Come un secondo Prometeo sopporterd questo, ¢ anche
ai peggio, pur di riuscire con qualsiasi me2zo @ suscitare
nellinlimo dell umanitd sia Piana che Solida wse spirite
di rivofia contro fa presunziong che vorrebbe limitare fe
nostre Dimiensiont @ Due, 4 Tre 0 a qualsiast numero che

non sia Infinitp,
E. A Abbott

Allievo di Cremona e di Klein, Veronese difese nel 189)
I'esistenza geometrica dell'infiriitesimo attuale Uipotesi di
spazi 2 pit dimensioni, partecipando a un dibattito che avrebbe
coinvolto Cantor, Peano, Hilbert, Poincaré. A lungo trasqurati da-
gli storici della inatematica, gli scritti di Verdnese sono stati
rscoperti soltanto In anni recenti grazie ad alcuni studi che
hanno rivalutato il contributo della geometria non archimedea di
- Veronese alle ricerche sulle strutture algebriche e alla costruzio-

ne di grandeze infinitesime attuali, Attraverso Yanalisi degii

scritti “filosofici” di Veronese, questo saggio ricostruisee il rep-
porto tra riflessioni epistemologiche e risultati teorid, quaii ia
costruzione sintetica del continuo non archimedeo e la possi~
bilita di geotnetrie iperspaziali, @ propone una rivalitazione

complessiva della figura e delfopera di Veronese evidenziando il

suo contiibuto alla filosofia della matematica ottocentesca.

veronese & noto ai maternatici per le opere dedicate agii
studi sugli spazi a pid dimensioni con il metodo per proiezioni

& sezioni di Cremona e per |a costruzione di un primo continug
' non archimedeo che comprende segment infiniti e infinitesimi

attuali. Molto pill trascurati negli studi di storla. e filosofia

deila matematica sono f suoi scritti fondazionali, che:com-

prendono Prefazione ¢ Introduzione ai Fondamenti di geometriq o



16 Gittsgppe Veronese e | fondamenti della geometria

pii dimensioni e & pitt specie di unita rettifines esposti in forma elementare
(1891), diversi articoli pubblicati tra il 1890 e il 1000 o alcuni
passi dei manuali di geomnetria curati per ie scucie. Tra le cay-
se della scarsa fortuna deil'opera di Veronese si cita spesso Ia
complessita del suo testo, il cui stile & indubbiamente difficile e
POCo curate € il cui sviluppo & contorto e talvolta, nei tentativo di
mantenere un livelio estrerno di generalitd, anche confuso. Que-
sta spiegazione & insufficiente per almeno due ragioni. In
primo juogo perché esistono passi comprensibili e chiari dei
Fondamenti che hanno tuttavia dato adito a fraintendimenti:
emblematico ¢ if caso di Poincarég; che vede ne numeri infiniti di
Veronese una mera applicazione geometnca del transfiniti di
Cantor, In secondo fuogo perché non tutt | grandi matematici
fhanno dato una valutazione negativa delle rifiessioni fondazionali
Ci Veronese: se per Peano “glt eror, la mancanza di precisione e
{rigere in tutto il libro (i Fondamenti} tolgono ad esso ogni valore”,
gper Hilbert al contrario esso ha un “valore profondo”. Neppure si
Pud spiegare la mancanza di attenzione per gli scritti sui fon-
damenti della geometra con una generale ignoranza della
tigura di Veronese perché la sua geometyia iperspaziale fu lo-
data anche all'esteio-fin- dalia pubblicazione dellz ‘celebre
emoria - “Behandiung det- projectivischen Verhiitnisse der
Rdume von verschiedenen Dimensionen durch das PrinZip des

Projicirens und Schneidens”, Bullo, atore di una biografia di

€ronese scritta in occasione della sua nomina per meriti scien-
ifici a senatore del Regno nel 1904, scrisse che fin dalle sue

prime pubblicazioni sul’Hexagrammum di Pascal egli era “entrato

. §in carteggio col primi geometri d'Europa e d’America” e dej

Fuoi lavor furona fatte “relazioni ed elogi in diversi periodici ¢

$spedalmente nel Fortschritte der Mathematit di Berlino e nel Bulletin-
e Scignces Mathématigues di Parigl.” I lavori di geometria iperspa-

fell'ambiente matematico europeo, e tedesco in particolare.
Con l'ecoezione di Segre, Hilbert e pit tard] di Natorp, Russell e
pochi altr, 'introduzione ai Fondamenti suseitd prevalentemen-
e critiche. Veronese fu attaccato da Cantor, Peano, Vivanti per
la fede nellesistenza di segmenti infinitamente piccoli, ia cui
possibilitd era considerata incompatibile con il principio di

ontinuitd della retta. La scarsa fortuna di Veronese non dipe-
se perd neppure soltanto da queste obiezioni alia possibilita
deli'esistenza degli infinitesimi atfuali, che pure screditarono

piale di Veronese avevanc dunque suscitato I'apprezzamento .
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inizialmente il su lavoro. La vera ragione dell'oblio nel quale
sono caduti 1 Fordamenti & rintracciabile nella costruzione hilber-
tiana di una geometria non archimedea. Poiché anch'essa
soddisfaceva agli assiomi deila geometria euclidea ma non
all'assioma di Archimede, si ritenne risolta e presentata in ma-
niera pid chiara la questione sollevata da Veronese, A cid si
aggiunse ii conttbuto di Poincaré, # quale, i una relazione
sull'opara di Hilbert scritta in occasione del conferimento del Pre-
mio Lobatschevskij, riconobbe la porfata eccezionale dell'inverzione
della geometria non archimedea, destinata a sconvolgere Ja
nogtra idea di continuo, ma, pur riconoscende in Veronese un
precursore, attribui a Hilbert la priorita dellinvenzione, perché
pilt elegante e semplice giudicava ia sua esposizione, pli
profonde le sue vedute filosofiche, maggiore l_i_pr_c;fltt_o_che
egli traeva da quest'idea fondamentale. Af giudizi di Poincaré,
ripostati anche da George Halsted, matematico americano noto
per 1 suoi lavori sui principi della geomettiz, Veronese rispose
‘CON una memoria presentata all'Accademia dei Lincei nella
quale rivendicava la pricrita deﬂ?é geol?letna non amhl(rintlaldea &
rreggeva alcuni enori di Poincaré nell'interpretazione della sua
gori& Ma le Grundlagen der Geometrie di Hilbert, ove Vindipendenza
del postulato di Archimede dagli aitri assiomi della geometria
elementare era dimostrata attraverso Fesibizione di un ‘modello
numerico, conobbere un'encime fortuna e linteresse si spostd
sulla costruzione compiuta da Tullio Levi-Civita per via puramen-
te aritmetica di una teoria dei numeri infiniti e infi_ni@esml
ottenuti g partire dai numeri reali ordinari, Dai numeti di vario
ordine di Veronese ebbero inizio lo studio delle serie formali e
importanti favori di Hans Hahn sulle propiietd di completezza
di strutture algebriche ordinate non archimedee. In questa di-
rezione di ricer@ fu ripresa e sviluppata I'ntuizione dJ Veronese
sul rappoito tra postulato df continuita e principio di Archi-
mede e rivalutata la differenza tra la sua impostazione e quella
di Hilbert, che considerd il principio di Archimede come un
presupposto dell’assioma di completezza,
- Dall'analisi degli scritti “filosofici” di Veronese emergono
molti risultati matematici originali: la trattazione puramente
sintetica della geometria, la costruzione di una nuove qlasse .-
di numeri infiniti per i quali continuano a vz_llere le usugh pro-
prieta ed operazioni valide per numett reali, la deferminazions
precisa dei rapporti tea il postulato di Atchimede e quelio di continui-
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13 nelia forma datane da Dedekind, la costruzione di spazi & it
dimensioni accessibili alla nostra intuizione geometrica (combi-
nata coll'astrazionej e studiat! con il matodo per proiezioni
sezioni, la scoperta di una geometria non archiredea che con-
tiene come parte quella proposta da Hilbert {nel 1902 Bindoni

mise i humeri di Veronese sotto la forma funzionale di Hilbert -

e dimostrd che la geometria scopeita da qitésti era una parte
di quella costruita fiei Fondamenti). Non meno interessanti per

lo storico € per il filosofo della-matematica sone i contributi’
metodologici e I'analisi concettuale dei principi @ delle nozio-

ni primitive della geometria e delia matematica svolta da
Veronese nei Fordamenti. Da un lato 1'analisi dei concetti di in-
tuizione, di spazio pluridimensicnale, di continuo, di infinito e
di infinitesimo attuale, di grandezza e di numero conduce ad
una soluzione originale al'interno del dibattito sui fondamen-
ti della matemnatica tra 1a fine dell'Ottocento e i primi anni del
Novecento: una sorta di razionalismo critico che conceda alla
matematica la massima libert3 di sviluppo. Dall'altro I'opera
di- Véronese fornisce un contributo essenziale alla ricostruzic-
ne storica di quel periodo grazie alla costante attenzione peril
confronto con leé concezioni di altri matematici, contempora~
nei e predecessori; testimoniata nell'Appendice ai Fondament,
nella quale l'autore per primo affronta uno “studio storico o
¢critico dei principi della geometria”. Proprio 'interesse storico
di Veronese ma ancor pid il suo atteggiamento critico e dialet-
tico nei confronti delle opere di altri matematici permette di
sviluppare un confronto con le idee di Grassmann, Riemann,
Klein, Helmhoitz, Pasch, Cantor, Dedekind, Du Bois-Reymond,
Stolz, Enriques, Peano, Poincaré. Sviluppando questi confronti
il presente volume non intende fornire una presentazione com-
pleta delle idee matematiche e filosofiche degli autor citati ma
soltanto individuare, sulla scorta delie indicazioni di Veronese, i
punti di contatto e di divergenza relativi agli aspetti epistemolo-
gict e metodologici generali © a particolari concetti matematici
quali quelli di continuo, infinito, infinitesimo.

li volume & suddiviso in due parti autonome. La prima paite,

pill tecnica (capitoli | e H), & dedicata all'esposizione e al-

commento dell'Introduzione ai Fordamenti: essa indaga “i prin~
¢lpl e le operazioni logiche comuni” sulle quali si fondano ia
matematica e Ia geometria e presenta in dettaglio la costnuzione
'del continuo non archimedeo: La seconda parte, pitt flosofica

Introduzione I

{capitoli Ill e IV), affronta il rapporto tra geometria e spazio e
propone un'interpretazione della concezione epistemologica
di Veronese. | testi ai quali ¢i fa principale riferimento sono-la
Prefazione. ai Fordament {1891), Il continuo rettilineo e assioma
V di Archimede”™ (1889), “Osservazioni sul principii della geome-
tria” (1893-4), Prefazione e Appendice a Blementi di Geometria
(1895-7), “Les postulats de la Géoimnétrie dans I'enseignement”
(1902), “La geomettia non-Archimedea. Una questione di prio-
7itd" (1905), H vero nefla matematica (1906), “La geomefria non-
Archimedea” (1909). .

II primo capitolo (Una tegria generale delle forme) spiega la deri~
vazione delle nozioni primitive della matematica (prima, poi,
unitd, pluralitd, gruppo, serie) dalle leggi e dalle operazioni
del pensiero: il concetto di gruppo, sul guale si fondano sia la
nozione di nurnero sia quella di grandezza geometrica, & ana-
lizzate attraverso il confronto con le definizioni di Bolzano,
Cantor, Dedekind. Tra | primi teoremi derivati dai principi lo-
gici vi & la legge della continuita del pensiero, essenziale sia
per la costruzione di segmenti infiniti e infinitesimi attuali sia
per Ia determinazione deli‘esistenza di spazt a pid di tre dimen-
sioni: essa afferma la possibilita di pensare, dato un gruppo di
enti, un aitro ente non contenuto in esso. Grandezze materna-
tiche o forme (& evidente l'influenza di Grassmann) sono tutti
gli oggetti che possono essere confrontati secondo i contras-
segni: tutto, parte, ordine e modo di posizione. il concetto di
grandema & introdotto senza riferimento a coordinate numeri-
che per permettere una trattazione sintetica della geometria
che non sia fondata sulle proprietd dei numer reali. La rela-
zione di uguaglianza tra oggetti & definita in base all'uguaglianza
dei rigpettivi concetti: essa & telativa se & riferita ad uno o ad al-
cuni contrassegni delle grandezze (equivalenza), assoluta se &
riferita a tuttl i contrassegni delle grandezze (identitd). il numero
(la definizione riechegsia un passo cantoriane) & un grippo
ordinato di unita oftenuto per astrazione da un gruppo ordi-
nato di oggetti. La possibilitd di distinguere le unitd che
compongono il numero & determinata dalla differenza di posi-
Zone all'intemo della successione temporale delle cose pensate;
I'uguaglianza tra numeri & introdotta mediante la comrispon-
denza biunivaca e nelio stesso ordine tra i rispettivi gruppi di

oggétit.
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Il s_econdo capitolo (Il continuo non archimedeo) affronta la co-
struzione della forma fondamentale, ossia di un sistema di
g_randem‘non archimedee e continue. Essa & costituita da uh
sisterna di elementi ad una dimensione e identico neila posi-
zione deIl_e sue parti. | segmenti sonc parti del sistema
contenenti almer_uo due elementi distintl. Le operaziont di ad-
dizione e sottrazione tra segmenti sono.definite in conformita
con le leggi che governano l'associazione e la separazione
dellg cose nel pensiero. La forma fondamentale & caratterizzata
mediante due ipotesi di esistenza e di costruzione di segmenti
infiniti attug]:.- dato un segmento come unitd, esiste almeno un
segmento infinito rispetto ad esso e in particolare ne esistono
mfu_up;_ noR esiste Un pAmo segrmento infinito rispetto all'unita
(qui risiede Ja fondamentale differenza rispetto ai transfiniti di
Cantor} ed & possibile costruire una gerarchia di segment; in-

- finitl, A tali segmenti Veronese associa numer infiniti di vario

ordine, costrendo una nuova classe di numeri che ¢ i
proprieta analoghe a quelie della classe dei numerigf?gi??c'}‘f;
lg ipotesi della forma fondamentale non compare il principio
di Arc_hlmede_che vieta Vesistenza di grandezze infinitesime
attuali- Tuttavia & possibile dimostrare un principio pid gene-
rale, il quale afferma che dati due segmenti esiste sempre ui
multiplo dell'uno che supera l'altro: tale multiplo & inteso secon-
do il numero 7 delia nuova classe numerica anziché secondo un
numero naturale «, Poiché il postulato di continuitd di Dedekind
implica il principlo di Archimede, Veronese i trova di fronte
ad un‘alternativa: o ammette che il nuovo sistermna & disconti-
nuo perché in esso non vale il principio di Archimede oppure

* deve fornire un nuovo pringipio di continuita che NION ne presup-

ponga la vahdit_é. Scegliendo questa seconda strada, Veronese
introduce per ipotesi la continuita relativa e assoluta della
forma' fondamentale. L4 prima, detta anche continuita rispetto
ad un'unitk di misura, 2 analoga aila continuit} ordinaria nel
senso di Dedekind e sussiste all'interno di ciascuna scala deiia
forma fondamentale (una scala & una serie di segmenti uguali
all'unitd e consecutivi a ciascuno dei quali corrisponde un ntimero
hiaturale). La continuitd assoluta invece @ riferita all'intera forma
fondamentale, la quale non & continua nel senso d Dedekind,
perché data una seziohe non sempre esiste un. massimo delia
prima classe 6 un minimo della seconda,
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Un'ampia parte del secondo capitolo & dedicata al concstto
matematico astratto di infinitesimo attuale e aile ragioni per
le gquali Veronese ha csato introdurre questa nozione, ritenuta
paradossale sia dai filosofi sia da molti maternatici. Brevi cefini
storici sull'utilizzo degli infinitesimi in matematica permettono
di comprendere alcune ragioni a favore e contro I'esistenza
dell'infinitesimo attuale. La risposta di Veronese aile obiezioni
di Cantor, Vivanti, Peano & perd esclusivamente matematica:
essa riposa sulla comprensione della dipendenza iogica tra
postulate di Dedekind € principio di Archimede. Poiché 1 numeri
reali sono archimedei, ogni tentative di fondare la continuita
geometrica -sulla continuita analitica & incompatibile con
I'esistenza di-grandezze infinitesime attuali, Se al contrario si
attribuisce al continuo geometrico il compito di descrivere il
continuo infuitivo sensibile e si adotta un metodo sintetico
anziché presupporre le proprietd del continuo analitico, una
forma di collegamento continuo tra le parti pud sussistere an-
che tra grandezze non archimedee. Veronese fu il primo a
costruire un gontinuo gecmetrico non archimedeo ma non fu
l'unico, negli ultimi decenni del'Ottocento, ad affermare la
possibilitd di grandezze infinitesime attuali: nell’ultimo para-
grafo del capitolo sono citati i lavori di Du Bois-Reymond,
Rettazzi, Levi-Civita, - Hahn, Hilbert, Poincaré. Pur senza fare
- riferimento a numen infiniti attuall, Du Bois-Reymond intro-
dusse nel 187! un ¢riterio per confrontare l'infinitd di certe
funzioni e determinare tra di esse una relazione d'erdine ana-
loga 2 quella dei numeri reali. Convinto assertore della reaita
di grandezze infinitamente grandi-e piccole, egli formuld un
argomento a favore dell'infinitesimo assoluto e dimostrd il

teorema per il quale, data una successione infinita numerabile

di funzioni crescenti, esiste una funzione che & maggiore di

tutte le funzion] date ma non appartiene a tale successione.

Raodolfo Bettazzi formuid nel 1891 (indipendentemente da Ve-

ronese) una teoria generale delle grandezze che affrontava lo

studie di classi a n dimensioni, nelle quali non vale il princi-
pic di Archimede benché sia possibile determinare delie
sottoclassi continue nel senso erdinario. Tullio Levi-Civita, al-
lieve di Veronese, propose la prima dimostrazione della non
contraddittorietd deila geometria non archimedea: egli costrui
un campo non archimedeo di numer reali e dimostrd la validi-
13 delle consuete operazioni dell'aritretica nel caso dei numeri
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questt ultimi hanno proprieta anal i i
: ] oghe ai sistem imedei
?éi’;bedr:m costm;] g:l I}_S%Q un cinodello di geometria ;grncg?higni
(dimostra Indipendenza del postulato di i
dagli assiomi di coil I orchi o i conamede
egamento, di ordinamento, dj
e dali‘assioma delle paraliele: eol; ri e il prigo e
_ : _ : egli riconobbe che il pri -
(t:anvo_ di costruzione di una geometria non aréhgggg;e?u
elc_:erzz;?t)u;g -c‘ji:l \::irotzilese. Poincaré analizzo il procedimento di
: ninuo matematico suggerito dall’ i
del continyo fisico e accennd lia ot g e perienza
del terzo ordine detenninab?!e . _possrb;hta ety
el teizo ordj mediante Vintroduz di infi
nitesimr di diverso ordine nel contin i ey,
ST 4 ‘ 4o dei numeri reali;
continuo no e
oo & It arch:medeo gli apparve perd matematicamente
Il terze capitolo (Geometria ¢ spasi i
ZC Cap spezin) analizza e comme
:ﬁ?r?tz‘ﬁ?z?; ;!; \;’g.raoz?;se!suna natura defia geometria innrt:plp?o?tsc;
es €. Innanzi tutto si affronta la classificay:
ne delle scierize che Veronese m PR
nze ch utua. dall’ i
Grasstoann: Janalisi- delie premesse ¢ degii min:g::gtwﬁg

enti geometridi (in parte nozioni ideaii '
i ! ATt €ali prodotte per astrazione
3 e oo F et o e O
riali, empiriche, semiempi tte, pratiche, 1o Tate-
» émpitiche, piriche, asttatte, pratiche. La distinzii
dei vari tipi di premesse geometriche serve a oomp;:tng‘:;: l}g

astratti che non hanno Ia stessa eviden np
_ _ evidenza empiri i og-
gg;té j(z:fiil'lg 3?enze‘§p}enmentali. & necessatio i?:trr}g?iuireflégige
1! Ol possibilita per le ipotesi che déscri .
prietd di tali enti. Non contraddittoriets e indipegdenzawqm slgﬁ%r?;

.condlzioni richieste rer la possibilita matetnatica delle ipotesi

Un'ulteriore condizione @ T )
‘ © necessaria . nel caso d i i
geometriche: la conformita ali'intuizione Spazi.:!e. %!t?e;?:tg
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conda condizicne, introdetta perché la geometria & ancorz
concepita come scienza dello spazio, differenzia la geometria
dalla matematica pura: la teoria non arguesiana di Hilbert e
quella delliperboloide ad una falda di Poincaré non sono
*geoinetrie” ma teorie matematiche astratte perché negano le
proprieta elementari di certi oggetti fisici che conosciamo per
intuizione. : :

Nel secondo paragrafo si espongone alcune osservazioni di
Yeronese sull'assiomatica, inquadrandole in riferimento a Eu-
clide, Pasch, Peano, Hilbert. Per poter presentare in forma
assiomatica una teoria occorre determinare i concetti primiti-
vi, escludere il ricorso all'intuizione dalle dimostrazioni,
attribuire un valore definitorio agli assiomi, accordare un vale-
re puramente nominale alle definizioni-di punto, retta, piano.
Veronese non rageiunge risultati particolarmente originali
nello studio delle proprietd. metateoriche delie teorie e non
approfondisce lo studio dell'indipendenza e della non contrad-
dittorietd dei postulati sviluppato invece nelle scuole di Peano e
di Hilbert. Tuttavia egli ha un'intuizione metodologica felice
guando suggerisce che la finalita degli studi sull'indipendenza
dei postulati consiste neila costruzione di nuove teorie me-
diante la sostituzione di un'ipotesi con la sua negazione: proprie
secondo questo procedimento ha origine la geometria non ar-
chimedea. L .

L'ultimo paragrafo del terzo capitolo & dedicato allanalisi del
concetto di intuizione spaziale. Dalla lettura di 2lcuni testi di Ve-
ronese, Heimholtz e Klein emerge la distinzione tza intuizione
empitica € intuizione geometrica. Mentre Ja prima & immediata
e accompagna la percezione sensibile degli oggetti fisici, la
seconda & mediata e permette di cogliere gli oggetti geometii-
ci astratti. Klein distingue tra un'intuizione geometrica naive
che si sviluppa grazie ad esperienze meccaniche e visive ed
un'intuizione raffinata che si sviluppa dalla familiaritad con og--
getti puramente ideali. Veronese estende questa intuizione
fino ad affermare la possibilita, grazie ai metodi di proiezione’
e sezione propii della geotnetria proiettiva, di intuire una
quarta dimensione, Per legittimare la possibilita delle geomne-
trie iperspaziali Veronese introduce una particolare nozione di
spazio geometrico astratto (0 spazio generale) ad un numero
indeterminato di dimensioni. Una. distinzione tra spazio fisico,
intuitivo e geometrico & presentata negli stessi anni da Helmholtz
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¢ da Poincaré. 1} primo distingue spazic fisico, descritto dalla

geometria euclidez, e Spazio intuitive, compatibile con le geome-

trie guc_l:de*_a: iperbolica e riemanniana. Pojché per Helmholtz lo
asgfaszf:?remmmvo ha ngcessanament_e tre dimensioni, o non pud

ere una geometria a Quattro dimensioni (e questa & la sua
convinzione) o la géometria non descrive io spazio intuitive
Poincars sostiene questa seqonda ipotesi: lo spazio geometri;

ii}fatti intuire la quarta dimensione come § idi
sionale si int_uisce la profondita degli gége;? qlfiﬁut?;iiﬁzegj
Veropes;e ha il duplice scopo di legittirnare Io studio delie <go.=.'c>-1
metrie 1pexsp§zia!1 (compatibiii con Io Spezio infuitivo) e di.
escludere dalj ambito geometrico alcupe teorie astratte incom-
patibili con I:u_m_tmzione (2d es. le geometrie di Hilbert e di
Pg{n;:g:é di cuj Silé detto sopra). .o :
uitimo capitolo {1 fordament) presenta al i ioni
filosofia delly Matematica di Veronese, ji ;r%nb?e?;{:ss]e?flo?él:

rosa di assiomi e dirnostrazioni, le ind ini sull'indi
| gg]rilacontrac_{%xtt_oneta d?i postuiaty; alﬁaglﬁloscﬁa gp;p?tg%?ﬁe?g
nazior?:ncf:!i! X ?:a ﬁ?;%tzgi c:;.: tglmnct!s;n della scienza e ja determi-
: tells Ira ¢ Mmatematici. Questa i
éi;_: cl:ampj d qtdagu_le_nmpgzdisce che una teoria matesrigiglggrf
hi la propna-fegltt_lmaznone in un‘srgomentazione - filosofica
piuttosto che nella dim_osrrazione di non contraddittoriets e di-
mlnuxso?r i nsr§11o_dell'mﬂgenza vincolante della metafisica, che
!siegsog rena z!_ 11berq sw{uppo della. matematica m‘ticéndo
oduzione c? BUOVL enii o principi: Poiche j] riffuto della
pos&bﬂ:ﬁé dell'infinito e dellinfinitesimo attuale restringe la
matematica in confini inaccettabili, & piuttosts 1a filos:a%ia a

Nonostante questa critica ali'ontojesi itis -
! _ Ogla empirista v
un convinto sostenitore dells genesi empleica degeI}.oggeg:ttéi
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geometrici: da un [ato essa rende ragione della richiesta di
conformitd all'infuizione spaziale introdotta come condizione
per la possibilith geometrica; dall'altro essa evita gli svantaggi
dell'apriorismo, che ritenendo innati i concetti geometrici ii
considera fissi e immutabili. In contrasto con la scelta di Pea-
no di costruire un linguaggio simbolico per 'esposizione dei
principi della geometria, Veronese adotta il linguaggio comu-
ne, che ha il vantaggio di essere pit semplice, pid familiare e
soprattutto conforme all'intuizione spaziale. Le ambiguita del
linguaggio comune non pregiudicano la comprensione degli
assiomi, perché punto, retta piano hanno un'interpretazione fis-
sata, determinata dal riferimento intuitivo dei termini. Le citiche al -
linguaggio simbolico si intrecciano con le obiezioni masse aila tratta-
zione apalitica della geometria. Riaprende una polemica tra
sostenitori del metodo analitico e sostenitori del metodo sin-

- tetico nello studio della geometria, polemica che Grassmann,

Klein e Segre avevano ormai considerato conclusa auspicando
un approccio combinato dei due metodi, Veronese non forni-
sce rigide prescrizioni ma non cela la propria preferenza per il
metodo sintetico. Esso @ pid semplice e pidl adatto allanalisi
dei fondamenti della geometria perché & basato sullintuizione
spaziale. 1! metodo analitico al contrario non permette la
comprensione dei singoli passi delle dimostrazioni e trasfor-
ma la geometria in uno sviluppo meccarico di formule. Non
solo, permettendo ur'interpretazione generale e indetermina~
ta dei simboli, esso conduce allattribuzione di possibilita
geometrica a teorie matematiche contrarie allintuizione spa-
ziale.

Nel quarto paragrafo senc presentate alcune affermazioni
sulla veritd della matematica tratte da un discorse inaugurale
dell'anno accademico letto a Padova nel 1905. La veritd della
meatematica & assoluta perché, come in tutte ie scienze forma-
i, dipende dall'accordo tra pensiero e pensiero e non tra
pensiero ¢ realta. L'esistenza di una segreta ammonia tra pen-
siero ¢ natura permette d'aitra parte che la verita della
maternatica trovi conferma nell’applicazione alla reaita: le leg-
gl matetnatiche, infatti, esprimono ie leggi del pexsiero, che a
loro volta corrispondono alle leggi del reale. Veronese instay-
ta un rapporto di dipendenza tra matematica e logica intesa
come scienza delle leggi del pensiero: i principi, le operazioni
e 1 concetti primitivi della matematica hanno infatti origine
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dai principi e dalle operazioni del iperidenza
( pensiero. Tal
della matematica dalla logica & genetica e nonahz iltﬂ?: g che

matica dalle leggi del pensiero & finalizzta alla chianificazione dei
- - g = . . . ﬁ
concett primitivi € 4lla verifica delia loro non contraddittorieth piﬂf—i

tosto che allindagine della mente umana (compito attribuito al -

filosofo e non al matematiceo), Veronese ha poco i
anche con gli psicologisti. Intervenendo in unz ;gt;npg?:lnﬁ:
ira Segre e Peano sulla poessibilita delle geometrie iperspaziaii
e sul rigore in matematica, Veronese precisa che la ricerca
della verita e della dimostrazione di non contraddittorieta
delle teotie non va confusa ¢on Ia pretesa di un rigore assol
tOL'd;E frena lo sviluppo di nuove ricerche. -
uiimo paragrafo & dedicato all'anaiisi della ologi
degli enti dei]; geomettia e ad una valutazione bﬂgf};a;g;ﬁg%gexﬁ:
Sencezione epistemologica di Veronese, Gli oggetti geometrici
sono enti ideali COStrliti o per astrazione da certi oggetti fisici c;
gorqe puni prod_ot_tl _del pensiero. Gli enti ideali di questo secon-
o tiPD sono privi di un comispettivo concreto ma hanno tuttavia
reaita: essi hanno un'esistenza astratta distinita dail'esistenza’
con_c:ret:d degii oggetti fisict perché esistono nei pensiero. Ve-
ronese cafatteriza la propria posizione come razionalismo o]
idealismo, benché non in senso filosofico. Per comprendere
questa sua afteriazione occorre fare riferimento al dialogo tra
.empl_r{sta_ e ;deahsta _intrqdotto da Du Bois-Reymond nella
Alge temgumacrmieﬁra L'empirista ¢ mateialista, ritiene che gli en-
ate nc'g SN0 oggelll concreti e ammette solo Finfinjto
potenziale; lzdeapgta al contrario ammette esistenza di tutti
gli enti matematici purché essi siano rappresentabili nel pen-
stero: egli ammette dunque V'esistenza del limite dell‘infinito
at_tuajlt?. Veronmt_a € razionalista o'idealista perché afferma che
gli enti ma?emati‘ci esistono nella mente umana come prodot-
It: del pensiero: ['unica ¢ondizione dj esistenz degli enti & Ia
dc_:ro possibilita iogrqa € NOh Ja rappresentability o lesistenza
S;é Un oggetto empitico corrispondente. Non' @ perd un ideali.
: in seinso filosefico, perché non sostiene che tali ent] esistano
SO0 nel pensiero. La concezione epistemnologica di Veronese
s:SE; e;icra;i ;tn:?arpretatfi co}mbe una forma di razionalismo perché
_ ! i€ 1a Massima libertd delia ragione di intesrare i da.
ti dell esperienza mo]_trandosi oifre i caaspo oss:;\i:%'fféeﬁ!n?:o
senza tema di cadere in paradossi & antinomie iresolubili. 1] ra-
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zionalismo di Veronese si fonda suli'opposizione all'empirismo e
ad ogni filosoBia finitista ¢he rifiutl [a possibilita del passaggio dal
limitato ail'illimitato, la legge di generalizzazione che permette
Iinduzione completa, I'esistenza del limite e deil'infinito at-
tuale, la legge deila continuita del pensiero. Tale razionalismo
& fondato sulla critica ai fondamenti, sullz critica ad altye conce-
zioni filosofiche, su di una critica storico-genetica dei concetti
primitivi delle scienze e sul confronto con le posizioni di altri
matematici. Per tali ragioni Veronese accetterebbe probabilmen-
te il titolo di razionalista critico, a patto perd di non confondere la
sua concezione epistemologica né con il razionalismo secentesco
né.con quelle sperimentale di Enriques né con l'epistemoclogia
popperiana. :
L'assenza di riferimenti bibliografici cospicul relativi all'opera di
Veronese ¢ soprattutte Ja mancanza di studi rivelti specifica-
mente all'interpretazione delia sua concezione epistermologica
{unica eccezione un testo di Paolo Bussotti del 1997) e
all‘analisi dei rapporti con altrl matematici hanno reso neces-
sario un lungo lavoro di ricerca condotto sui testi, dei quali
sone stati citati ampi brani per rendere pid comprensibile lo
sviluppo del discorse e per promuovere {a conoscenza € lo
studio diretto dei lavori di Veronese, A tal fine riportiamo al-
cuni cenni biografici che delineano la sua molteplice attivita
di matematico, professore, politico. Giuseppe Veronese nacgue a
Chioggia il 7 maggio 1854 da Giovanni Antonio Veronese, pittore
decoratore e M. Elisabetta Ottavia Duse, ¢cugina della grande at-
trice Eleonora Duse. Fin da piccolo dimostrd una grande
inclinazione per {a pittura ma a causa delle condizioni econo-
miche modeste della famiglia, dell'opposizione del padre e
della mancanza di buoni maestyi a Chioggia, rinuncid a dedi-
carsi all’arte. Frequentd i primi anni di scuola nel Semirario di
Chioggia quindi si trasfer? alle Scucle Tecniche per poi prose-
guire ghi studi all'lstituto Tecnico di Venezia. Qui ebbe come
maestro il matematico Pietro Cassani, autore di ricerche sul
metodo della proiezione stereoscopica (estensibile a tutti gli
spazi inear) e sulla geometria “pura” euclidea a » dimensioni.
Veronese si mantenne agli studi lavorando come ¢copista e
dando iezioni; nel 1872, aill'esame di licenza, fu classificato ec-
cellente in quasi tutte le materie tranne ché in matematica, di
cui falli la prova sctitta riparandela perd poi brillantemente
nella prova d'appello. Grazie al ptofessor Busoni ottenne un



Aan b

28 Giuseppe Verongse ¢ i foudament; della geometria

lavoro ben retribuito a Vienna come iinpiegato nell'impresa
“Castor et Couvreux” per la regolazione del Danubio; nel frat.

tempo Javord anche come disegnatore per l'esposizione -

mondiale di Vienna del 1873, nelia quale rappresentava la sua
cittd: Chioggia. Poco dopo abbandonad jl favoro per iscriversi
al Politecnico di Zurigo, ove i mantenuto agli studi dal conte
Papadopoli. Nel 1873 si iscrisse alla Sezione meccaiica ma
due anni dopo, SCoperto i suo interesse prevalente per Ia ma-
tematica pura {come testimonia. il suo .primo lavéro scritto
all'etd di vent'anni “Tedremi e costnizioni dj Geometiia projet-
tiva’}, ottenne il trasferimento nelia Sezione matematica, dove
studid geometria sintetica proiettiva con Fiedler, Nel 1876, al
teIzZo anno di corso, Veronese scrigse PEr ung conferenza da
tenere nel Mathematisches Seminar diretto da Fiedler e Frobanius
uft lavoro nel quale risolveva negativamente la questione di

‘Hesse e di Schréter, che consisteva nel ricercare se |a COrYi~ |

spondenza TIeCiproca tra certe rette e certi punti di una
particolare configurazione oltenuta dall’Hexagrammum mysti-
cum di Pascal provenisse da una polaritd. Nell'estate delio

rea il Javore sopra citato. Grande b l'apprezzamento di Cremaona
e di Battaglini per i “Nuov teoremi suH‘Ha(agrammmn mysticum”,
pu_bb]ioati lanno successivo nelle Mempﬁe dell'Accademia dei Lin-

der Raume von verschiedenen Dimensionen durch das Prinzip
des Proijcirens und Schneidens”, pubblicata' ne! 1882 nei
Mathematische Annalen, neila quale la georetria projettiva
degli spazi a piit dimension; "2 per )a prima volta organizata
sisternaticamente, come scienza geometrica, € RON Come una
specie di analisi travestita®. Nei 1881, vinto il concorso perla
cattedra di geometria analitica sia nell'university gj Catanig
sia in quella di Padova, si trasferi-a Padova, ove successe a
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Bellavitis ottenendo contemporaneamente in afféggn;lenrt: E
cattedra di .geometri]a superiore, 'l‘}'a léil %8}11 c?ggi al 8 dall ] é)s .

me Consigliere comunale i 1882 .
§2§: p?gsigente di ?Jn'Assodazione per curare l? nc}tl)str_uzlc%?ﬁ
del Magistrato Veneto delle Acque (ufficio statale C <—.;[ si U
pava delle opere d'ingegneria idraulica in materia di a?qj
pubbliche). Nel 1885 Veronese sposd la baronessa Bgai_recr:
Bartolini, dalla quale ebbe otto figli. Dal 1899 fu consig It o
comunale a Padova eletto nel blocco dei partiti democral 1;:1_,
I'Unione popolare, formato da radicali, rept_:bbl;can; e spga l
sti; dal 1897 al 1900 fu deputato del collegio di _C_hiog_glat._fr_lei
1964 fu nominato senatore del regno per meriti scien ucé
Provato da gravi disturbi circolatori, Mol iTnprovvisamente
Padova, per attacco cardiaco, il 17 luglio 1917.

| i ingraziare Silvio Bozzi per il gsostegno che mi ha
d?tis Is{ij: r(?urrgllg;; la preparazione della tesi di Iafurea sia dur?lf:;
te la stesura di questo volume e soprattutto per | entysiasmo he
.mi ha frasmesso a lezione. Ringrazio anche anad?l Mlang_lo i
che mi ha infrodotto allo studio della storia clie a hoglciaha
della filosofia della ratematica, € Renato Pettoello, che m

. offerto la possibilita di pubblicare questo libro e ha sostenuto

questo progetto con un impegno generoso & continuo. Un in-

- . graziamento speciale va a Santuzza Baldassarri Ghezo e ai-

i i vegno di Storia della Matematica di Rende
;Weg]?gnpi??gsceo?ggg?in partimlarfe ad Aldo I_Brggagl;a. Paple_:
Freguglia e Massimo Gajuzzi. A tutti sono debitrice di pFI‘EZlOtSl
consigh ¢ suggerimenti. Voglio ricordare, infine, Clelia e ausjo
per laffetto ¢ 1a generosita con cui mi hanno accompagnato in

tuttl questi anni.



. UNA TEQRIA GENERALE DELLE FORME

L'Introduzione ai Fondamenti di geometria si apre con alcuni capi-
toli dedicati allanalist dei prindpl logici necessari alla co-
struzione di una teoria generale delle forme fondata sui concetti
di ordine, serie, gruppo € sulle relazioni di uguaglianza e corri~
spondenza. Poiché sussiste un nesso preciso (mna non adegua-~
tamente sottolineato nella letteratura su Veronese) tra queste
analisi logico-filosofiche sui fondamenti della matematica e la
costruzione del continuo non archimedeo, commenteremo in-
nanzi tutte i capitoli (-IV dell'Introduzione per evidénziare il
ruolo centrale svolto in tale contesto dalle nezieni di gruppo,
uguaglianza, grandezza o forma matematica.

.l.] { CONCETR PRIMIIVE DELLE SCIENZE

Un'indagine sui fondamenti della geometria. componta per
Veronese |'individuaziong di un gruppo di assiomi non con-
traddittori e indipendent? dai quali derivare per via puramente
logica tutti i teoremi; @ssa comporta per¢ anche l'analisi dei
concetti matematici primitivi comuni a tutte le scienze e aven-
ti la propria origine nelle operazioni del pensiero. Nel I capi-
tolo dell'Introduzione Veronese ptesenta percid alcune idee fon-
damentali per la costruzione delle scienze: unitd, pluralitd, prima,
poi, Tali coneetti, introdotti come aspetti essenziali dell'attivita
del pensiero, sono primitivi perché sono armnmessi senza defini-
zione, vale a dite senza una spiegazione del loro significato in
funzione di altri concetti pilr seraplici. [l pensiero & governato
dalle leggi logiche di identitd, ¢contraddizione e terzo esciuso,
leggi che regolane ogni discorso significante e costitulscono
I'unico vincelo alla libera attivitd- pensante del soggetto. Le
operazion] del pensiero sono il porre, il togliere, Iunire e il para-
gonare. Fondamentale & Fintreduzione del concetto di gruppo,
inteso come sinonimo di aggregato, molteplicita, sistema e non
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nel significato a nol consueto di ! .
_ _ gruppo algebrico, Un icola-
‘r;,; I;r;t?!rjiistg t;j;egtej la definizione def!’uguaglianmptarranizlsae

‘ -IULE A€l rispettivi concefti: attrave: i

3one dd_el contrassegni rilevanti in dascun c(r;?r;itgegsrranma:
Vaette:_ ;ndazféuég;:ne;e ula‘u%u(;adgiiarm assoluta e uguaglianza reg“ji—
: Ongu_ fine l'introduzione espiicita, come t i
un particolare prncipio (che chiameremo della mn?x?\r:irtgaﬁgll

111 Le operazion del pensinro

Poiché gl oggetti matematici crea
; (1 gono enti ideali as i i
?l;ri d;;ir:;;eéoa:ﬁaroneie ritiene opportunod che m?:t;iact;;ca Sut;
: a4 matematica inizi con Fanalisi dellatte
bensare e del principi che 16 regolanc. I peris;ier: ézt;?ngg
pensiero di qualcosa (pensare nessuna cosa significa non

. pensare), & inscindibile da un oggetto, sussiste £olo in con- |

cosa e poi ad un‘altra cosa - indicans il sieni i
Sa € poi ad 1 : ignificato dej i
gééﬁff;gﬁ ::iemtntaéjz?ratlindaf pIIma e poi, grazie ai qual; si Ezr;tcgln
: vati di gruppo, ordine e serie.! Per :
o idea © Mppresentazione mentale di una cosa s‘inte%?ilc?gg

definizioni che servono '

definizi ] a rendere comprensibile il lega

g;zzirg; 1!1?1 sngecr“elr;?? t:d:a il tsigni_ficato dei termini del ﬁigmgr'nu:g‘f
c > QUEUS den tetmini maternatic ii

tecnico.? Una distinzione m i piella s oo
_ Z oite interessante & quelia

date O poste al pensiers e cose date o poste dal Iq;ensiérté? Fose

- 52 penso una ¢osa dico-che Ia
0sa & dala © posia dal :
se penso ad una cosa dico che 1a cosa @ datg gos posta :i g:ﬁ:;::g'
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[...] La costruzione di un gludizio & una cosa posta dal pensie-
7o Catlo uomo  una cosa data al pensiero.®

L'esser dato o pasto al pensiero e l'esser dafe o posto dal pén-
siero, ove la differenza di preposizione rivela la distinzione tra
un attivita quasi passiva ed una essenzialmente attiva del
pensiero, nioh detertninand una separazione rigida tra le cose:
non esistono categorie di oggettl che sone sempre dati al pen-
siero; piuttosto Veronese dimostra ¢che “una cosa posta dal
pensiero st pud considerars pol come data al pensiero, e in-
versamente ™ Questa affermazione contiene in sé il principio
dell'autoriflessione del penslero; dato un pensieroc & sempre
possibile pensare tale pensiero, ossia, nel linguaggio di Vero-
nese, e sempie possibile che ¢id che @ posto dal pensiero sia
poi considerato come dato al pensiero, Un giudizio, ad esem-
pio, & qualcosa di posto dal pensiero, ma non appena voglia-
mo giudicame l'esattezza, lo consideriamo come qualcosa di
dato al pensiero; cest ad un oggatto concreto del mondo esterno,
dato al penslero, cortisponde un concetto, che, in quanto risulta-
to di un‘operazione mentale, pud essere considerato ¢come posto
dal pensiero. La terminologia di Veronese timanda a quelia in-
trodotta da Grassmann nella prefazione alla Ausdeinungslehre del

1844, ove si afferma che prerogativa delle scienze formali 2 di
avere per oggetto unh essere posto dal pensiero stesso:

1l pensiero st da soltanto nella retazione ad un essere che gli
sta di fronte e che @ rappresentato dal pensiero; questo essere
f...) nelle scienze formali 2 pasto dal pensiero sigsse, che ora g sua
volia si pore come essere di fronte ad un secondo atto di pensiero.’

i'essere al quale la matematica si rivolge & posto da un pre-
cedente atto del pensiero: cid che il pensiero ha poste diventa
I'esseré che sta di fronte al pensiero, il dato di un nuovo atto
del pensare, Una cosa data al pensiero & un punto di partenza
del ragicnamento, ## dato al guale si applica un'operazione

FG,p.2.31,n.6

*FG.p.7.35.0. 18,
* Grassmeann, {1844). p. 22. Per i test in lingua stmniers si & fatto riferimento

alia traduzione itiizna quenda possibile; se |n bibliografia non & citata alcuna
edizione itzllana, sl dave intendere ¢che la traduxione 2 deli’'autore e il rifedimen
to di paglna ® af W@ato originale.
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eslstono verits o una qualunque aitra che i

Sl o nd[

Siziohe espressa dalle parole “A & vera” & di'.'e?:aog:

ewdent_emente unaltre o rispetto a quella. Ml suo SogRetto, ciod, @ 'inte

pmpos::!one A Seoo.ndo Stesca legge con la quale ' ‘ I

propostzione A quest'altra proposizione diversa chie chiame B, cos! deriviamo da

E una terza izl i o
oy propazizione C e cosT via senzy ﬂne.. Bokano. [185]], D13 [trad. it

‘ Bolzano, 11851, op. 13-[4 {tradd it . 12),
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mentale. Poiché il risultato pu® 2 sua volta

Stessa operazione, & passibile iterare ad mﬁmetsus;r?! oggprmoetto dzl::a!
pensieto, anche a partire da un solo, primo oggetto al quale esso
& rivolto. Il principie dell'autoriflessione del pensiero & matarma.
ticamente rilevante perché postyla che un oggetto ottenuto. co-

me risultato di urvoperazione PAssa & sua volta essere il dato al -

qpale applicare la stessa o un‘altra io ‘insi '
djffei:gnm e sull‘intercambiabiiita tm 3:&&?;?5?:? zuﬁ
Pensiero & tanto Pili Interessante se confrontata con | riferimenti
di Dedekind, e prima ancora di Bolzano, ail‘autoriflessivity del
pensiero come condizione di possibility dell'esistenza di in.
siemi infiniti. Data una qualunque verita espressa in una pro-
posizione, afferma:_mqo che tale proposizione & vera si ottiene
una rguova_p_roposmone; affertnando che quest'ultima & vera
;xeggx;::ej #;1 altradproposizip{:ef procedendo all'infinito si ot-
kil L8 I:iaime:se: proposizioni che & pit grande dj ogni ifi-

L'aggregato di turte queste proposizioni &
legata alla precedente dalla relazione testé Ogennuél:cg?éled?:zgrs
ome propric soggetto la stessa propoesizione preoédente €
COME PrOprio contenuto la asserzione che tale proposizione &
verd, comprende un insieme di elementi {proposiziond) che 2
maggiore di ogni insierhs finite,” "

Riprendendo questa ditnostrazione di Bolzan
sodc!xsfacente perché presuppone Vesistenza de? ncﬁ;;for;i
(Trfgnail (e dunque di un insieme infinito, che & quanto si vorrebbe
du;nostmre]. Dedelqnd‘m setve del principio dellautoriflessione

<t Pensiero per garantire l'esistenza di un insieme infinito costi-
tuito dalla totelitd delle cose pensabili. ia dimostrazione
benché non circolare (ricorre infatti ad una definizione di in.
steme infinito che non dipende dall'insieme dej numeri natu-

.| quande nai congideriame una

abbiama derivato dalla
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. 1ali), @ anch'essa difettosa, perché, come Dedekind stesso ri-

conoscera in seguito ad alcune critiche di Cantot, la totalita
delle cose pensabili non & un insieme. Diversa 2 la posizione
di Veronese: la possibilitd di pensare pilt cose insieme e di
pensare cose sernpre diverse da quelie gia pensate non garan-
tisce la pensabilitd del tutto delle cose possibili; benché le
cose che possiameo pensare siano illimitate, non & possibile
pensare una totalitd che le comprenda tutte. Veronese ricorre
all‘auteriflessione per mostrare che un tutto posto dal pensie-
ro pud a sua voita esser dato al pensiero corne parte da unire
¢on altre in un nuovo tutto e ditmostrare cost che, dato un
gruppo di cose pensate ¢ qualota non sia stabilito che esso con-
tiene tutte le cose possibili, si pud sempre ottenere un'altra cosa
pensata distinta dalle prime.* Veronese dunque, anziché af-
fetmare con Dedekind e Bolzano Fesistenza di una totalita di
cose pensabili, dimestra ai contrario un principio che permet-
te. dato un tutto, di postulare sempre |'esistenza di qualcosa
che stia al di fuori di esso.

Al porre, definito come 'atto del pensare una cosa, si con-
trappone il togliere, che & il non pensare ad una cosa precedente-
mente data o posta dal pensiero insieme ad altre: togliere una
cosa & fare astrazione da essa, vale a dire non pensarla pid.*
La terza operazione fondamentale del pensiero 2 il paragonare,
che consiste nell'applicazione alle cose dei principi logici
d'identita, di diversita, di contraddizione e del terzo escluso; il
risultato di tale operazione & una relazione stabilita fra pildl co-
se.'® 1] termmine operazione @ usato per significare una generica
attivita della mente piuttosto che un procedimento matemati-
co chie a partire da due o pili enti costruisce un terzo ente co-
me tisultato. Veronese ricerca 'origine del significato tecnico
dei termini nel significato generale e intuitivo che essi hanno
nel linguaggio comune: iitiene che da esso derivi per raffina-
zioni successive il significato dei termint nel linguaggio ma-
tematico. :

ARG, pp. 13-14, § 9. n. 37.

‘FG.p. 2,807
4L 11 comeetto A 2 1] conestio A (prineipio d'identitd). IL H concelto A ron 2 i woncello B
tprincipio di diversita che & la negazione di quello &'[dentith). JiL [ conzetio A A e

#on & non-A (prindipio di contraddizione). V. 11 concetto A 2 0 non & i concelta B (prin-
vipio del mezzo estiuso fra { contraddittor (). FG, p. 2.6 2. n3. )
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Una cosa pud essere paragonata con ‘altre in base :
DIt conoett_: _detf:i contrassegni, E possibile considemre-:oﬁggtg
UNG O tutti i contragsegni delle coge: Conseguentemente dal
CONfTonto scaturiry un giudizio relativo ad un solo aspetto delle
cose o'alle case nel lore complesso. i Contrassegni di un con-
cetto cortispondente nel pensiero ad una cosa non SONO COR-
f:'ettz individuali che lo rappresentanc ma generi nei quali

oggetio & sussunto o propriet di cui gode (ad es. ‘vomo” &
uno dei contrassegni di Caio). La definizione dell'operazione

di paragone tra cose per mezzo del confronto ra e COrfispori-

denti fappresentazioni concettuali fisponde allo scopo di in-
trodgrre una doppia relazione di uguraglianza: relativa se sj
cpnmderano soltanto alcuni: contrassegni, assoluta se si con-
siderano rutti i contrassegni delle cose. :

1.1.2 W gruppo e lg serig

Con il termine gruppo Veronese indica il risultato deil’ i
del peitare insierse PIU cose date che non s contraddioo:?ge f:zzigr:g
e tali che togliendo ciascuna di esse non s tolga alcun‘aitra
cosa. Le condizioni alle quali & possibile pensare il gruppo AB
(ottenuto pensando insieme le cose A ¢ B) sono dunque due:
0 primo luogoe A deve essere non contraddittoria rispettoa B
in secondo luo_go_se & tolta A non deve essere tolta B e vicever-
s2. 1l gruppo & i nisultate di un'operazione che unisce certe cose
;i;tie én un tutto: {unire. Tale operazione & a senso unico (il risulta-
d !e]: eterminato univocamente dalle condizioni iniziali), sode
leeca prgpneta assodativa e deterning un tutto che cof'ntiene
primos.e ate e nesstin‘aitra cosa, nemmeno se derivabile daile

I L'stto semplice del considersre insi e pil ¢ einun
: _ nsieme pill ¢¢se date in

dato ordi i j 5o
dato ¢ neo !nd1pend§ntemenFe dal loro ordine 2 a senso
{1. Pensando insieme o no pi i un d ine i

> pill cose in un dato ordine o indi-
pendgntemente da questo ording non si pensa alcuns coss cd}:e '
non sia una delle cose date,

HE Unire 'oggetro C all'osgetto B unito all'oggetto A, significa

3 Ritomere.mah.m $u tale relyzi . & sull’ ' '
da Ja detnera b ggr:ndem mr: az:o?el 3§ J..Z perché sulfuguaglianza < fon-
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unire l'oggetto € al tutto ottenuto dall'uniore di B ad A, owere
significa unire il tutto dato dall'unione di C a B coll’oggetto A
(principio di associazione). ABC =(AB)C ABC =A(BC)W .

il termine grippo indica una molteplicitd generica, all'intemo
della quate non occorre che le cose siano legate da proprieta
comuni. L'gnione pud essere applicata a cose qualunque: essa
@ “I'operazione del pensare o cousiderare insiemeé hella sya
espressione pil semplice”, 2 un atto del pensiero pitttosto che
un'operazione nel senso matematico del termine.? Nell'edizione
tedesca dei Fondamenti il termine ‘unione’  tradotto con Verkuiipfung,
che compare - come nota Veronese - anche nélle Verlesungen
uber allgemeine Arithmetik di Otto Stolz, ma in un‘accezione di-
versa:

Alcuni autor indicano coll'unire un‘operazione generale, men-
tre per noi ha qui un senso particelare ben determinato. Ad es.
Stolz per eindeutige Verkniipfung {che si pud tradurre per combina-
zione od unione a senso unico) delle grandezze abe... di un
dato sistema {ntende una regola secondo 1a quale & ciascuno
appure ad alcuni gruppi af corisponde soltanto una grandezza
¢ di questo o di un altro sistema. [...)* -

Veronese intende sottolineare che l'unire non va inteso co-
me un’operaziong matematica c¢he ad un gruppo di due og-
gettl fa cortispondere un altro oggetto: & phuttosto l'atte che il
pensiero compie guando, pensando pill cose come un tutto, for-
ma un gruppo. Alla Verkniipfung di Stolz Veronese fara corri-
spondere 'operazione matematica di unione, indicata con il
termine somma e definita solo tra forme © grandezze matema-
tiche, ' ' :

Allunire corrisponde un‘operazione inversa che dal tutto
conduce alle parti: scomporre una cosa data X determina delle
paiti A, B, C, D,..., N ché insieme unite danrio il tutto X."”
L'unire e lo scomporre, cosl definiti, rimandano alle operazio-
ni fondamentali del pensiero: la sintesi, che mediante 'unione
collega arbitrariamente i concetti, e Fanalisi, che attraverso la

EG, p. 10, § 7. n, 29 [in grassetto nel testol.

YEG, p.6. 64, 0. 13, neta L D

“EG, p 10,6 7. n, 29, nota 2. Cfr. Stolz, [[88%5-86], L. p. 2.
“FG, p. 11,638, n. 30,
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Scomposizione isola le parti di un tutte. Dalle definizion
dell‘atto dell'unire e del suo risultato emergono due caratter;.
stiche rilevanti de] concetto di gruppo. Richiedere che tolta
una cosa del gruppo non ne risulti tolta aicuna altra equivale
ad imporre la condizione che ie pani del gruppo sianc tutte
distinte e separate le une dalje altre, escludendo che i) EUpPO
possa essere parte di se stesso.”” Richiedere che nel gruppo
RON 81 pensi alcuna cosa che non sia una di quelle date Fiba-
disce 'impossibilita che le parti deile parti siano parti del tut.
to e vieta di considerare come parte di uit gruppo ¢ié che & de-.
rivabile dalle parti dello stesso. ™ Ne risulta una nozione di-
Screta e apparentemente finitista di gruppo: le cose che unite
insieme formano un gruppo sono separate e semplici;” se tut.-
te Ie cose fossero date in anticipo al pensiero, esse sarebbero
inoltre in numers finito (Veronese dimostrer3 a} COntiario an-
che l'esistenza dj gruppi ilimitati). Le cose pensate ihsieme
per formare un gruppo corrispondono, nella tecria classica
degli insiemi, agli elementi di un insieme e sono distinte ¢ai
sottogruppi di un gruppo (sottoinsiemi di un insieme). Dati
due gruppi (A) e (B). Veronese introduce e relazioni di appar-
i€nenza, esser parte ed esser fuori, che corrispondons rispet-
tivamente all'inciusione, allinclusione propria e alig non in-
clusioneé (disgiunzione o intersezione) tra insiemi: se tytti gli
“Gggetti di (A) sono oggetti di (B}, (A) appartiene a (B); se inoltre
hon tutti gli oggetti dj ( B) sono oggetti di (A), allora (A) € parte
© & sottogruppe di (B): (A) & invece fuoni rispetto a (B) quando (A)
O una parte di (A) non appartiene a (B). Il concetto di fuari —
precisa Veronese — non Presuppone o contiene in g& quelio

* "Ad ogini concetto generale & PUS pervenire per due strade: o attraverse un
collegamente atbitrario dei concettt, oppure isolando quelie ohoscenze che so-
no state chiarite por suddivislone Kant, |1764). p. 219.

T “Delle cose date non pud esser una contenuta neli'sltes e tanto meno il grup-
PC pu essere una delle cose dato, Se dd fosse, facendo asirazione do esss &j fa-
rebbe astrazione da un'aitea cosa data o dalle altre cose date FG,p.6,84,n. |3,
(a8

" "In questo rodo @ evitato <che nel gruppe ordinato o non_ o nefla gerie di cose
date si considering anche cose che conseguona dalie prime sacondo certi prin-
Cipi." PG, p. 10, & 7, n.29, nota 2. B :

* Ci> non sigifica che siano semplici: esse possana avere parti. ma tali parti ton
£0nHC prese in considerazione nelt’atta dell'unire ¢ pertanto non 8ON0 Costituenti
del grippo, )
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i io, anche se i termine rimanda ai]‘i_ntuizmne di un luo-
gtlasi?nai?t(;tb e di cio che sta oltre, al di la di esso. I ﬁmn_ é'ott;
nuto come semplice negazione dell'appartenere ed ¢ legittima
dall'assunzione del principio del terzo escluso, dail'applicazione
del quale otteniamo che o [A]_ap_pam_%ne 2 (B) o (A) non ap_pi:;
tiene a (B), vale a dire € fuori di (B).* Questa ca\ratte.nzza‘z‘mt ;
restrittiva della nozione di gruppo presenta alcunt aspetti Itn e-
ressanti; esclude il caso di insiemi che slano parte di se s efstm
e vieta I'identificazione tfa un oggetto ¢ il suo singleton; avita
1 paradossi dellautoriferimento esglug!endo che un g_rgppo
possa essere parte di se stesso; la richlesta che le parti di un
gruppo siano semplici ¢ disgiunte esclude infine certi grlfppf
indesiderabili costituiti da Catene_dll appartenenza (m.?_ie!n_l 1;1
clusi 'uno nellaltro). Le carattenstl'che di quest?l_de inizio 2
di gruppo dipendono dal ricorso d} Veronese ail'operazion
del "pensare insieme o considerare insieme ne]lg su? espres-
sione pit semplice” ma sono anche il frutto di un'esigenza
m\?éfgzt;;aintroduce un‘altra _c:ondi_zione perché, date cegltz
cose, sia possibile pensarle insieme in un gruppo: occorre he
le cose siano tra loro non contradditiorie. Bussott proplcia.a-
una spiegazione metateorica di guesta COI]dIZIOI‘Ie:l se :;t ildi
miamo gruppo insieme degli assiomi di una teoria, 3 g‘a di
questo gruppo non possono essere tra loro contrad 12tltir;e
perché altrimenti non avremmo un modello_ del-Ia teo?a._ f ttE
che se Veronese ha in mente questa applicazione (fa én a !
spesso riferimento a gruppi di assiomi e ipotesi), & per tprgﬂ
babile che I'esigenza di introdur're la clausola di non con rad_
dittorictd derivi dalla scelta di caratterizzare la noziong 1 ;
gruppe come risultato deli'_ope;azuone del pensare 1115[_6!?&, 2
quaie & fondata sui principio di ncp_contraddmppe. I:k: g-_r(ei:
sante asservare anche che tale condizione, assente in Defh n He
Cantor, & invece esplidtamente intredotta da Schroder, che sulla

i fupri i di spazle, poiché se

Sl di fupri non include necassanamen_te .queiio :
no:!l :ﬁ:‘ooelszist,eﬁ!za formale di un oggetto Fuari di un gruppo f- determmatg
e e Gl B e G e s

iusti Ancipla stesso del m ddittor,
1?::2}!2 g:::ftg];:c:c?pailoaon a?(rebbe vigore se non v fassero cose Bfuoridi A, ©
cose A fuorl dI B FG, p, 6, § 4, h, V3. nota 3.
2 Bussotti, 11997). pp. 28-29.
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scia di Boole costruisce un i i
p%nzfriel“o o le sup s algebra della logica che-descriva il
e alle rélazion; frg gruppi (a
_ gn ppartenere, esser -
ser fuor;] Verongzse definisce una relazione d’ordﬁ’na;t %: egs!i

iggg A Ne poi B. Considerare le coge ABCD_..N... nell'ordine

b e[quwale a considerare la successione o serie di cose

aABCtti o .- 12 quale, comspondendo alla successione degli
' pensiero, rispecchia la temporalita del pensare;

La successione deile nostta i i
1€ Gelle nas e¢, o il poter considerare pit
Se una dopo laltra, ci fa intylre qualche cosa senza la ;eugi: i?g;

hon potremmo svolsere §
c0sa & 1 tmpo 2 gere il nostro pansiero, e questa qualche

ngn:e gs;r;g ifct:ir:i;q;rpemgzme all'uso di Veronese utilizzerémo
ANl Sefie e successione come sinonin
essere formata anche da un Fipetito. puLis
€ formata ai O STESSD concetto ripetut

PeI-ripetizioni diverse si usip | divers:, in modn o
€ : o vocaboli div i

P : arsl, in modo da
1fferenznar¢ le cose date secondo I'ordine nel quaie si succe~

]oariigg f_‘edisdt_inta da quelia dei posti che ciascuna OS2 occupa:
- p;nn;e i;l gottsjtgéjjlpozlzione df una cosa in una successio.
: aall'erdine, ossia da un rapporto di pri
sgtlza'ttrtaofh ;c;;se. P&insa_ € poj, Iiaenché introdupc:no u!npggiig
Manca sia a quello spaziale tra i
temporale tra le nostre im foni 8, non oreeio
: _ HIPression! sensoriali, non -
pongono n‘é il concetto di spazio né quello i tempo.grgsgﬁi

2FG, p. 7,55, n. 19, nota 3,

25 . . -

o ;s:;f;: {J-L gopz;zciego E('g p;sstoéosdi‘pggizrfzzrt\: ?simt[ta non include necasséfamen—
©.rGp. 8, ¢ 5 n. 20, . L'altres coneerio

gumdeenfe qquliilr?odée f}sm' Ma i concatta del prima e ded m?mna}niltﬁéziimmssanese

tempo. vale a dire che non £€ De posss fare astrazione,” FG'
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relazione spaziale tra segmenti o relazione temporale tra idee.
Data una serie, e quindi un ordine nel quale pili cose sono
disposte, & possibile definire le relazioni di precedere o essere
prima e di seguire © essere dopo: 1a prima cosa della serie non ha
cose che la precedono, 'ultima & definita come quella che non
ha cose che la seguono. Da questa relazione d'ordine dipende
V'essere compreso fra: se X precede Y e Z segue Y in una data serie,
sidicecheY & compresafraX e Z e che X e Z sono separate da ¥
[X<Y<Z]* La relazione d'appartenenza o essere parte, gia de-
finita per i gruppi, & introdotta analogamente per le serie ag-
giungendo un‘uiteriore condizione aila relazione di esser con-
tenuto. Una serie 4 si dice contenuta in una serie @ quando gii og-
getti di fsono gli oggetti di o € quando gli oggetti che prece-
dono o seguono ogni oggetto X in 4 precedono o seguono
l'oggetto X in o [se x<y in Sallora <y in o e se x>y in fallora
x>y in &}.” Questa definizione della relazione di indusione tra
serie @ analoga a quella di inclusione tra gruppi ma poiché le
serie sono caratterizzate da un ordine richiede che Ia serie «
mantenga, almeno per le cose comuni a entrambe le serie, la
relazione d'ordine (precedenza} che le caratterizzava nella se-
rie 8. Nessuna condizione & imposta sugli eventuali elementi
di « che non appartengond a £ essi possono essere compresi
fra le cose di g purché non ne modifichine l'ordine. La relazio-
ne di esser parte @ un'inclusione propria che rispetta
un‘ulteriore relazione tra gli elementi, la consecutivita: consg-
cutiva seguente o antecedente di una cosa di una data serie @
la prima cosa che la segue o 1a precede. Una serie £, contenu-
ta in una serie e, & parte di ¢, $e in & vi sono oggetti che non
appartengono a § e se gl oggetti consecutivi in 5 sono anche
consecutivi in . Se ad esempio ¢ & data da A,B,CD.EFGH.I,...
e g data da BDF,H,..., possiamo affermare soltanto che g2
contenuto in ¢, ma non che ne & parte, perché non & rispettata
la consecutivitd. Al contrario se prendiamo g data da A B,C,D.E
possiamo dire che essa ¢ contenutia in ¢ € ne & anche parte ™

%FG, p. 8, § 5, h. 23.Si veda la definizione della relazione siae fra In Pasch [1884),
, 67, . .

gpl'-‘(‘i. p-8.85 n.23.

¥k FG, p. 8, 6 5.5, 24,
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‘haturale: questultimo 2 il risulrato

sieme le cose successive di i
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prima specie),? o

* Nel testo manca una defi

il termine ‘gruppo naturale’ si rifert
s e gL po le* 5l riferisce ad un Bruppo
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é\;;gg&ese d}I;stingue _ie serie in limitate e illimitate. Una serie
o ?‘ 5€ & un primo e un ultimo oggetto, mentre & iffimi-
5 negli aétn tre casi possibili: se non
€ ION ne ha un ultimo, se non ha Fos '
¢ Htimo, NE un primo né un uijti
gﬁrgneitttc; La poss_xbxhté matematica dell'esistenza di una ;xer:;:
ata e garantita dal principio dj nen contraddizione:

Il concetto df syecessi i '
; one di cose date & indipendentea d
. v . - = aI
che quests serie sia o no hm_i_tata. @ quindi j contrassegni ga:t!tg

mitato & illimitata non SORo In contraddizione col concetto di

. oS:I;e_ntqmm!e 0 limitata di prima Specte & ina serie limitata cﬁe

nor S{ér;' ;egﬁecc;n;: ;::zr]:?_aicur;? serie Iﬂiimitata; serie Sefgpffce g
: Iene alcun elemento rpetus

qyalupgue sefie pud essere considerata semplice peprghé “‘:;;sezgg

c 4 1 ! ]
O dai precedenti, L) supgonendo che la cosa ripetyta rap-

presenti piy cose distinte” ® A

inte”. questo punto meglio si -
;Cnéf:gﬁzlpe_rm?é Veronese abbia definito il ccm::e.*ttgg d'aggrec;zr?o
come f;terizifvgato del C;;}enséare Insiéme pill cose non necessy-
_ 7s¢: ancheé due cose identiche infatti
essere distinte considerando la dj ions all e 2t
_ ! a diversa posizione ali’i i
un ordine sériale. Dalla definisi  serie limitata, o

_ _ . rione di serfe limitata, illimi
u C ) . Ulimitata,
aturale deriva queila di €Iuppo ordinato limitato, iliimitato

dell'unire o pensare as-
e naturale (o limitata di

Il-concetto di grupps ordinato deriva dal concetto dj sefie me-

diante I’a_ppiica'zione deli'operazione dellunire: esso 2 i risultato

w PGP 12,89, 1 3233,

- FG.p. 12,389,122 nota |

S FG.P. 13,89 n 35.36,
PG.!p. 15.59.n.%6.

nizione di gruppo ordinate naturale, ma ¢ chiaro che
ottenuto a pertire da yna
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dell'unire o pensare insieme successivamente le cose di una se-
rie nell'ordine int cui le une sesuono alle altre. Mentre nefla de-
finizione di gruppo non si fa riferimente all'ording in cul sl ese-
gue V'operazione deil'unire, il gruppo ordinato & invece ottenuto
attraverso I'applicazione successiva dell'operazione dell‘unire te-
nendo conto deli’ordine secondo il quale le cose sono unite Je
une alle altre. Nel primo caso 'operazione dell‘unire & com-
mutativa perché si fa astrazione dall’ordine in cui si sono avu-
te le idee, mentre nel secondo caso non lo & perché si tiene
conto deli’ordine: (AB)C & diverso da {AC)B. In una definizione
successiva Veronese precisa che il gruppo ordinato si compo-
ne o & f'insieme degli oggetti dati nell’'srdine stabilito. Il termi-
ne insieme & introdotto soltanto ora per denctare una moite-
plicita ordinata di cose e non un semplice aggregato di ogget-
ti; per indicare il concetto geherale di gruppo Veronese usa al-
i sinonimi, quali aggregato, molteplicita o sistema. Tra i gruppi
ordinati sono definite le consuete relazioni di appartenere e-di
esser parte; dallanalisi di tali relazioni emerge uno stretto le-
game tra gruppo ordinato e serie: la seconda si differenzia
dal primo per il sol¢ fatto che in essa manca I'operazione
dell'unire.” Legata al concetto di gruppo & anche I'operazione
che, attraverso il confronto, pone in comrispondenza gli oggetti
di due gruppi, associandoli gualora essi stiano tra loro in una
relazione data. Pill precisamente due gruppi si corrispondonoe sg-
condo una data relazione quando & possibile stabilire tale relazio-
ne tra un qualunque élemerito del primo gruppo & uno © pid
elementi del secondo™ La comispondenza si dice univoca €

* vpate le cose A € B nell'ordine AB, si consideri insieme B con A, ¢ come divs
mo anche si unie B ad A; @ pid generalinente, dats una serle qualunque di cose
seconde la condizione delia def. .13 si applichi ¢ si intenda compiuta guecta
cperazione per le cose successive della serle; il risultato di questa operazione
chiamasi gruppe o tutto ordinate.” FG, p. 9. § &, n. 26. La definizione a cui sj Ea rife-
rimento nel brano dtate & quella di gruppe, dhe richiede che le cose non sl con-~
traddicano fra joro e che, tofta una di esse, non ne rsoltf tolta nessun‘altra. Cfr.
FG,p.6,§4,n 13 .
PG, p. 10, § 6. . 28. _

* -Quando tra gli elementt Ae ¥, Be Y, Ca Z ecc., che appattengono rispettiva-
mente 2i gruppt (A} € (A') esiste o si stabilisce tna refazlone qualsias] comune e
tzle che dato un elemento del primo gruppe qualunque sussista questa relazio-
ne rispetto ad uno o pil elerenti del secondo gruppe. si dird che § gruppt sf cor-
ispondonn secondo 1a relazione suddetta.” FG. p. 20, § 4. n. 42, Def. 1.
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reciproca o pil) semplicemente univoca
<a o bijettiva®) quando ad un elemento del
risponde un solo elemento del secondo (os
denza & una funzione) e ad ogni elemento del
cortisponde lo stesso elemento dej primoeq

sii ;&i r%%ni_eéirin:gggngode]_ pé'imo gn']:ppo' corisponde un solo

! : 00, € ad ogni elemento A’ di quest -

Tisponde 1o stesso elemento A de) i oo, st dn

che gli elementi de; gr I 5t Corfisponione o, &1 dice
ppi dati si corfispondo

e e e ali st cor NG univocamen-

il Trspondenza st chiama anivoca ¢ reciproca @ soltanto

uesto solo:

11 concetto di corrispondenza p

vé quando: 1. gli elementi corrispondenti sono compresi fra

elementi corrispondenti: 2. ; du Ippi
menti _ S 2.1 due gnippi sono limitati e asli
:}I:ment} che precedono un dato elémento corrispondonoagjl;
menti che precedono Felemento corrispondente 3

mentai¢ per la dimostrazio i '
tale per la ¢ ‘ ne della possibilitd logica desi;
:??-i,l giqua_ttro dimenszoni'— che esprime [a rcapacitégt dei p?e%!i
BI¢ pensare SeMpre un'aitia césa al di Fuori di un tutto da-

to:

Data una cosq A determinata, se non & stabilito che A & it gruﬁpo di lutle I

cose - possibilt che vogliame considerare, possiamo pensarne ur'altra non

Contenuia in A (vale  dire fuorl di A) e indipendente dg A%

sie?oueéStg' principio, c;he chiameremo legge della continuitd del pen-
i, & imostrato Ieorrendo all'infinita ripetibilira degli atti
PeRsiero: in una serie una cosa ripetuta non colncide maj

i} )
Seguendo I'uso di Veron i i ivocs dererm

1no Grpon e pe voisae. mn.JI ternine univoen Inten o d'orz In poj

- FG. . 20,3 4.n, 42, Def. 1),

m.FG' P-21,44,n 42, Oz, 1.

unl;G. Pp. 13-14, 49, p. 37. In una breve rece

s b:nc.é?"r;;;:auli:idpnndplo delta continuita de) penziero, il quale significhe-

e Sontiine rae | asse A, £¢ ess8 non contiene tutti #li oggetti, allora essa

sumendo la verid de]I 'anteigdeﬂ?eq;esiteet::t;‘g:zoﬁh ool a'JJoza $lori
. 8 a verit3 dej o

regola logica det madus ponens, perché la possibilitd che A nen sianrsna:il-lf:nc:lisp:er E

tuttt gli ogzetti non & di 'inltio de
Prang (1 1 !44:3 dtmostrata. ma postuista all'inlzio delargomentazione.

nsione ai Fondement! Peono muove

{oggi dj_remmo biunivo-
primo gruppo cor-
sia la -corrispon-
secondo gruppo

forore ok { ud essere esteso aj t or-
diniati; si parla in questo caso di corrispondenza nel medisr:’n?opzr%f
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con la cosa posta prima. perché se si considera come contras-
segno 'ordine due cose identiche sono diverse almeno per la
lore posizione e dungue sono distinte. Oltre che per la costru-
ziohe degli spazi a quattro dimensioni (immaginando che esi-
sta un punto al di fuer del tutte costituito dailo spazio ordi-
nario) ® il principio della continuiti del pensiero & essenziale
per la determinazione dei segmentt limitati infiniti ¢ infinite-
simi attuali sulla forma fondamentale ossia per la costruzione
del continuo non archimedeo. Veronese non attribuisce alcun
nome particolare a questo principio: noi 1o abbiamo chiamato
legge della continuity del pensiero, intendendo riferirei alla
capacitd attribuita al pensiero umano di oltrepassare conti-
nuamente ogni limite ponendo sempre qualcosa oltre a cid
che prima era stato posto come un tutto. La scelta del termine
“legge della continuita del pensiero” richiama alla mente la
continuitd intesa da Cohen come una legge del pensiero gra~
zie alla quale “tutti gli elementi del pensiero, nella misura in
cui & lecito considerarli elementi della conoscenza, sone pro-
dotti a partire dall’origine”” vale a dire dall'infinjtesimale,
considerato come origine della dinamica del pensiero mate-
matico. Il principio di Veronese presenta in effetti una cornpo-
nente genetica e dinamica riscontrabile anche nellidea di
continuita della scuola di Marburgo. Mentre per Cohen il prin-
cipio matematico del continuo trova il suo fondamento in una
legge del pensiero, perché i pensiero stesso origing il suo
contenuto ricavandolo daila propria attivita, ¢ per Natorp il
continue non & intuito © percepito nella sensazione ma di-
pende da una legge del pensiero,* Veronese afferma al contra-
rio ¢he il continuo geometrico si fonda suli'intuizione, perché
& la mppresentazione dei continuo intuitive a fomnire le indi-
cazioni per la costruzione di quello matematico.*® La continui-

# “Dato lo spazio intuitiva 5, separanda T'idea de! punto da quella dello spazio
s2 non si dice che lo spazio intuitivo contiene totti | punti possibili, possiamo
pensare un altra punto fuad di S, vale & dire vpuale aghi altti punt ma distintd
da es5i; oppure un altro spazio $' jntuitive ugoale 2 S ma distinta da 5.7 FG, p.
|4.89. 0. 37.

® Cohen, | 19021, p. 92,

' Natorp, {19215}, p. 183. )

4 por Natorp al contrario “f...] Mintuizionc non pud affatto fondare ia eontinoltd,
nemmeno per lo spazio o il tempo. La continuitd pub essere introdotte seltanto
mediante un cancatte.” Natom, [ 19215). pp. 175-176. Natorp epprezza entusiasti-
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ta non & una legge del pensiero na una proprietd dello spazio

che ol & suggerita dall'intuizione. |a legge della continuita del.

PENSIEro permette di costruire un continuo astratto che rap-

g;edsa'egra adeguatamente il continuo intuitivo ma non )o fop-
- PEI Un confronto tra lidea di continyo d; Veronese e

quella di Natorp si veda Varticolo di Pfej
| I Pleiffer-Reuter “L'infini
relatif che._z Veronese et Natorp”, nal quale l'autore si pmpo:?;

taffmzi;;a_re i pi;ob_lema del continuo. i pensiero sarebbe in en-
! Tambi i casi Cnientato verso il divenire piutiosto che VErso
pfststir;oviiso i dinamismo deila costruzione progressiva
o crg vergt:o [2 conternplazione degli Ogeetti statici” ¢
gerlica propria el pensiers ol amecol 2,18 Componente
4 continuo di -
Egzn(i?fge;a z;ix(fﬂfelr]enfa rispetto ailg posizion;tirt?;egfbaaﬁi
. ella ioro manijera di v 2 gia i -
nelillo_ro concetto di base: Finsieme di %iirt%ré rg;aprté::gt;nﬂe;:
rii;taet:ci}r?e di oggetti stabile e ben delimitata; la sequenza ilii-
onitat ﬁnem"‘s a da Ve_r-:_)nese & il simbolo di una progressione
oz fine. Coetm‘ endo il CONtinuo & pertire dall'intuizione di yn
~LUINEO considerato corte una totalita ali'interno del quai
g;ais;atrﬁg od{gtér‘lgtqetre S}?HEI partl, Veronese procede da]?ide:
at ndistin 6 che la matematica determiner -
gfi\{grso un sistema d} punti fissati in esso con i pizti?e?é
i erdfeuter tenta di mostrare che ¢on un “fenomenao di ri-
sonanza” senza contatti dirett] questa pratica scientifica di Ve-
rﬁnese si accorda con la teoria epistemologica di P«IatorpI ai?—
che se ficonosce la differenza fondamentale tra g fondaz'ione
miultiva dei continuo dj Veronese e 1! tentativo opposte di

cq:;n:?; !SJ‘S!:VO{)CI:{?E] rgemnese_ ¢he ha raggivnto a suo dire ja Mmassima precisione
bheme oo o otene <on Mezi puramente raatematici pella salwzione del pro-
Vo def contindo, d}:mp:]'ip perché Is costruzione della forma fordatmentale di
s e 0 . su ffJ Jmpsssibile tentativo di produrre i continua dal i~
: i ool ngz:: jo Ea ema deils <ontinuita {'assoluto andare oftre oghi di~
"‘mSE W:da bt € Infinite volte mﬁ:jlto". Natorp, [192),), p. i86.

nche 1 8 2.3.1 net quale eltiamo un Passo di Verongse che chiadese

ia nezign J -
Ci e de” zigne de fas) Ih“uo eQmat 0 deva Calynm Y d{‘,‘l nt
. g T d scatun dﬂH &same conte

“ Pfeiffer-Reuter [t989]
_ . ' - 96,
7 Pfalfer-Reutsr, {1 va9), p. 97.
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Natomp di eliminare da esso ogni traccia di intuizione, estra-
nea al puro pensiero. Pill che di un accordo vero e proprio con
la teoria epistemoiogica di Natorp sarebbe opportuné pariare
di una convergenza tra i due autori sull'idea della rappresen-
tazione de! continuo come totalita indistinta anteriore ad ogni
determinazione puntuale. L'epistemologia di Veronese, in-
scindibile dalla sua pratica scientifica, & infatti molto lontana
da gquella di Natorp: non & il pensiero a determinare le relazioni
spazio-temporali; esso fomisce piluttosto una descrizione astratta
di certe verita imprescindibili che derivano dail'esperienza e
dail'intuizione sensibile. il richiamo all‘infuizione non & interpre-
tabile in Verohese come una ricaduta nell’esperienza all'interno di
un programma che derivi dal pensiero tutte le conoscenze ma-~
tematiche (come sembra credere Natorp quando afferma che
“nel richiamo all'intuizione si nasconde [...) la giusta idea di
una nuova capacita del pensiero non ancora concepita chia-
ramente come tale"): esso & piuttosto legato alla ricerca di
una giustificazione del criterio con il quale il matematico sta-
bilisce I postulati fondamentali di una teoria geometrica.
Poiché I'operazione grazie alla guale & possibile porre una
cosa fuori di un'aitra data non ha limite, Veronese costruisce
una serie iflimitata “ponendo una cosa B fuori di un'aitra A, una
cosa C fuori del gruppo AB, € cost via”.* Una serie illimitata
che ha un primo elemento & ilinmitaia di prima specie se le sue
parti limitate aventi per primo elemento quello deila serie da-
ta sono di prima specie, cio non contengono come parte al-
cuna serie illimitata. La sefie (1} 1,2,3,4,5.6... dei numeri natu-~
rall & un esempio di serie illimitata di 1° specie. Ogni serie li-
mitata di una serie illimitata di prima specie & di prima specie
{che abbia 0 no come primo elemento queilo della serie di
partenza): dungue una serié illimitata di prima specie & una
serie tale che ogni sua parie limitata non contiene alcuna se-
rie illimitata,” Le parti illimitate di una serie filimitata di pri-
fha specie sono sempre serie illimitate di pritna specie; cio@
ogni [oro parte limitata nhon contiene parti illimitate.
Come conseguenza delle proprieta di una serie iliimitata di
prima specie e in virtd del concetto di consecutivitd Veronese

“FG,p. 14,89, 0, 37.4.
TEG 7.62,n.35

 p. 12,
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dimostra il princigio di induzione. ch i

_ . che afferma che se una propri
lté vale per la prima forma della serie e, data una fornﬁaoggae:
unque della serie, vale per la consecutiva seguente, allora la
proprieta vale per tutte ie forme della serie; '

Data una serie iimitata (o illimitdta) di 1* ¢p
_ nits specie ABCD...LM ..
per d]énaostra_re che una propriets P vale per tutte le forme della
‘s.;erge ’ stha dimostrare: 1. ¢he P vale per Iz prima forma A della
erllle - €€ SUPPOSto valga per una forma X scelta ad arbitrio
nelia serle vale anche per la consecutiva seguente,* :

I teorema di induzione co il cui '
_ mpieta (il cui nome ~ osserva Ve-
;onese_cxtando una memoria di Benno Erdmann del 1887 — 2
impreciso perché la dimostrazione che si svolge secondo tale

PIINCIpiQ, & perfettamente dedutti : ol At
tivo & induttivo}® ttiva, anchie se il eriterio diret-

l...] & una conseguenza immediata dell inizioni
ool : Q0TS : e definizioni della ser.
ia‘mxtata_ Ie J}ilmltata di I specie. Nef nostro ordine di idee, iﬂ:

<l pare jl pid natt_:rale_ nella costruzione deile prime setie, limi-

tate ¢ illimitate, il principio suddetto deriva da questa ct':stru-

zione come proprieta speciaie di queste serie,® :

.ﬁgn avarizag eI’esig’ema_ delIa giustificazione rigorosa dell applicazione
ari Ztl?a del princigio di induzione completa, che permette nei
E?fge rteg rriltlrzr:n:ion:jturah di estendere una proprieta valida per

‘ SuC successivo, furono imi-
A : C , Per primi Freoe e
Dedekind® A questo Proposito, corne pill in generale in rielazfgone

ali‘crigine dei ntimeri e all'individuazicne delie proprietd che lica-

Rtterizzano, faremo riferimento soitanto a Dedekind, i i

(rjuttio perché Ven::nese non ¢onosce l'opera di F?:géfj}r:nsﬁgﬁ-

I;3 uogo perché & dal sageio di Dedekind Was sind und was sol-
n die Zahlen? che Veronese'céer!iva presumibiimente la propria
1e : €! principio di induzi

I_:dea F:he I numeri non siano de‘i} sem?aiic?ls;gi%?iogfen:;gﬁ

;iatno"ll. caicolo ma dei concetti le cisf proprieta vanno subordi-
ale "a quel concetti generali ¢ a quelle attivit dell'intelletto

:F D. :g, §2,n, 3291

G, '
FG.p. 18.8 2,0, 39, notz 1. )] testo cita di
SylIogims prd dor to gt t::i to di Benng Erdmann & “Zur Theorie das
:’FG WP e  pubblicate in A VY., | 18871.;35:_. 197-233,

Cér, Mangfone- Boezj, 1993, @p. I, specialmente PR, 261-269 e 2690-301,
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senza Je quali in assoluto non & possibile alcun pensiero™. il
principic di induzione complets, essenziale per la definizione
delle operazioni di somma e sottrazione tra numeri, nonché
per [a dimostrazione di molti teoremi aritmetici, & introdotic
da Dedekind come una proprietd del numeri naturali deriva-
hile da un teorema pil generale che concerne le catene, ossia
quei particolari insiemi che rispetto ad una data rappresenta-
zione contengono la propria immagine:

Teorema di induzione completa, Per dimostrare che la catena A, [is
catena di A, ossia la comunione di tutte le catene di cul il si-
stema A & parte] & parte di un gualsivoglia sistema I (sla esso
parte di S ¢ no jove S & un sistema di elementi del quale A &
parte}), basta mostrare che A @ parte di 2 e che I'immagine di
ogni elemento comune di A, e £ & anch'essa elemento di 21

La forrulazione di Veronese st differenzia da quella di Dedekind
perché non fa cenno esplicito a gruppi ¢ sistemi o insiemni di
oggetti, hensi ricotre al concetto di serie illimitate di prima
specie di cose. 1] problema della determinazione precisa della
funzione di successore, risolto brillantemente da Dedekind
mediante il concetto di catena, resta in Veronese soltanto sulle
sfondo, perché egli continua a mucoversi, non senza qualche ambi-
guitd, st un pianoe logico che precede Fintroduzione delle forine
matematiche vere e proprie. Poiché il concetto di setie & intui-
tivo & molto generale (esso non & ancora stato definito rigoro-
samente da un punto di vista matematice, dato che & un con-
cefto derivate immediatamente dai concetti primitivi del pen-
siero, prima ¢ poi), generale & anche 'enunciato del principio
di induzione: cld risponde all'intenzione e agli scopl di Vero-
nese, il quale vuole mostrare che una delle proprietd essen-
ziali dei nuineri non vale necessariamente solo per i numeri
ma per tutte le cose che formano una serie illimitata di [* spe-
cle {in questo senso si richiama ali'idea di Dedekind dj cercare
le proprieta valide in generale per tutte le catene).

Dopo aver introdotto 1 concetti di serie limitata e illimitata
di primna specie, Veronese dimostra che ogni gruppo ordinato

* Dedekind, Lettera a Keferstein def 27 febbrato 1830, trad. it. in Dedekind, {1982), p. .

54, . :
% Dedekind, {1885), p. 97 [per esigerce tipogmilche ebbiamn sestituits ad alcun

simboli del testo un'esprassione linguistical.



serie natyrale e dunque & limitato) i J
[ pud essere posto in -

;ijond:r?a univoca e nel!_o stesso ordine con yn solo sf%g-
ppo di un STuppo ordinate quaiunqgue illimitato di prima

specie, facendo corrispondere al primo elemento dei prima

Is;ltc;tisogtogmpp? dfi Ul gruppo illimitato i cuj sottogruppi i-
e s}}?;;?i tt:tt;ti \frh prima sapecie, ¢iog non contengano sotio.-
M o nitall. veronese dimostma poi che due i i
nati Hlimitati di prima specie {ossi ol e
T ta due gruppi tali ch i
ét;rfo gjs_g;tggrggt%osggmégarq avente per primo efemento :u%glrol
o : 1L PIma specie) possono sem
g;::zi;tg sct?;r:sp?'lndshnza univoca e neilo stesso ordinir?raes]z?;e
_ iin - anche cne € possibtie porre in corr -
grgppo o;‘d_mego illimitato dj prima s;:}ec:'e cc;;s%%i?'egnrzapgg
ordinato i“!mlt&rf) contenuto in eseo finfarti questq ‘sard un
E;ur%%(t:t l:;._)rl_dmatt:'» ']I;I:rhiméit?ito di prima specie}. Queato teorema
"€ 12 possibilit2 di stabilire una cotrispond biuni
.Voca tra un insieme infinito ed yna sua pa ontro § -
- : - rt ’ i --‘
pio che afferma che il tutto & maggiore dglla gag;ro W prin

1.1.3 ¥ concetro di gruppo

Tra ie ragioni che hanno :
_ S rag 2 PEIMEesso a Veronese |3 costrizi
S:) nugticngjmuo non archimedeo vi & ia detenninaziofurauczfliois
« gt; ! n?emﬁger;gearto adegua;{to alla descrizione deije grandez-
.o el comprendeme fa peculiarita 2 uti 5
tﬁ;)l?;t% con le qéij&aszl?m di alcuni autor che tanno of?etritl'g 32 g
) eesenziale alla nascita della teoria desti insiernt y
Dedekind, Cantor Diversi sono j I usati S vsiem. oo,
4, Cantor. O 1 ot usati neli'Ottocento per d
notare gli insiemi; ja variety della termi ia ri 5 une
pluralitd di prospettive non anc  conuirg g opecdhia uns
| ' di v ora confluite in una reori
£anica; J'odierna teoria degli insiemi si 2 j i ittt acln
2 degl et 81 & infatti costitui
nel Novecento come disciplina autonoma aiI‘intemoldua:Ffa sn?;(-)

4

Pochf anri prima dells pubblicazio i

' ri ne dei Fordamenti tale tteristi ii
sﬁ;;;:] J{:ff;;% gﬁnrﬂtg adottata da Dedekind nel gia citato sa?g?o Wr’:lz‘: ;?:dd:frillzz;
e, waneﬂ;ﬁmmcieu?: dc;‘ﬁgigzéznde f?sj;hra dellinfinito, vale a dire ¢ome
. 2 i I
invece sempre maggiore della patte. Dedeﬁ%ﬁcflggg]aﬁkséo o quale o ®
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tematica. Senza pretendere di affrontare qui Finteressante ma
vasta questione delle relazioni sussistenti tra I diversi concetti
di insieme ¢ molteplicitd emersi nello sviluppo defla matema-
tica oftocentesca, fiteniamo comunque interessante accenna-
re brevemente ad alcune differenze terminologiche tra Bolzano,
Dedekind, Cantor per individuare Uorigine dei concetti di
gruppo @ serie in Veronese. Bolzano utilizza i} termine Inbegriff
come concetto generale di aggregato, quindi introduce termini
patticolati quali Menge, Vielhieit, Summe, Reifie per denotare in-,
slemi con particolari proprieta. Dedekind utilizza il termine
System come sinonimo di complesso, molteplicita, totalitd di
cose distinte riunite insieme dallo spirito che le considera sot-
to un punto di vista comune. Un sistema 2 a sua volta una cosa
in quanto oggetto del nostro pensiero ed & completamente de-
terminato quando per ogni cosa sia determinato se essa & o non
& un elemento del sistema. Cantor adotta inizialmente Mannigfal-
tigheit © Menge come sinonimi, ma in una lettera a Dedekind del
1899 distingue Vielfieiten (Systeme, Inbegriffe) consistenti di co-
se e Viglheiten inconsistenti: solo le prime sono propriamente
Menge in guanto possono essere a loro volta concepite come
oggettl.” Veronese utilizza il termine gruppo come sinonimo di
aggregato, molteplicita, sistema ¢ il termine somma per indica-
re {'operazione di unione tra grandezze matematiche
Analizzando in maggiore dettaglio le definizioni di aggrega-
to, sistema, molteplicita, pluralita, gruppo & possihile cogliere
alcune risonanze e differenze teoricamente rilevanti tra il testo
dei Fondamenti di geometria e le opere di Bolzano, Dedekind,
Canter. Un -aggregato {inbegriff) di certe cose & per Bolzanc
una congiunzione © una riunione di queste cose, un sssere
unite delle stesse, un tutto nel guale esse compaiono come
parti, senza che sia determinato se ssista € quale sia Fordine
nel quale le cose sono considerate insieme ™ Si introduce
un‘analogia tra I'operazione unificante del pensiero e la con-
giunzione linguistica delle parole: a fondamento della con-

* Cantor, |1899. p. 443,
* Nell'edizione tedesca dei Fondamenti || temine "aggragata” & tradotte con Ag-
gregat e nonr con Inbegrlff: non si ha dungque identita terminologica tra Veroness

© e Boizano.
 Bolzana. | 1837, §. 82. pp. 393-394, p. 366
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giunzione ¢ sta infatti il concetto dij
St _ ) UN aggregato di cos i
Un tutto che si compone di partj Veronese ‘;%an fa riferi;e?'trde:

“Ho ad es. lidea A poi l'idea B: ¢ .
] 3 A, B: dunque ho avito iy i

cc!{%é A i B. (._‘.g;mderapdg POl insieme gueste idezuhg ﬁlgrlizde%

eeAeB: Se_la rtunone di pitt cose & spiegata dg Dedek%d

rpentree_ nel terzo-si ingiste sopratty : itz '
isga;r;}?: costruire coliezioni di%ggetttgoa?anuairzaggcét;ggtﬁ S:g-
ad una condions o o someg At PUIh Soddiotng
_ ! : 1€t recipr

n es;?ep:;;iglz‘a?o t;:he per Verongse l'ordine noﬁ gcin compo-
ponte pensarzti : de! concetto dj aggregato o dj gruppo. Per
oo e sieme c_iegh Oggetti & necessario per Boizans
3 successione; Pordine ROnN appartiene tyttayia

i{?gnrdﬁ;odgflgggﬁaf: ;u(iieis d_eterrginato sedisige quaie sia
or parti, one di esse: 'ardine &

f;z; 3;1:&;3@:;?145 Si diano je I2ppreseniazioni pe;gntz 3 gsrgg:é
sentazionc?'f en;e ™a non pertiene essenzialmente ajle rappre-
e tajn sd‘. {&nghe Veronese distingue €rUppo e gruppo
ords ben‘id a?i 1stinzione non dipende pero dalla natura delle
e nsi a scelta convenzionale dj tenere o non tenere con.

ordine considerato come un contrassegno de]!'operam%):e

* Bolzano, 1851
, L p. 2.
PFG.p 6,641 13 [caps
P.5, 84, n, Vo mloj,
® Dedekind, 118371, p, 87, Canbofi 11833, p. 127
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di unione.® Mentre per Bolzano la successione [Reihe} & un
particolare tipo di Inbegriff, per Veronése essa & distinta dal
gruppo ordinato perché non contiene il concetto di unione:®
in cid Veronese si differenzia anche da Cantor, ¢he definisce ia
successione |Folge] come una pluralita ben ordinata, tale ciog
che ogni sua parte abbia un primo elemento®
Una formulazione generale del concetto di aggregato si trova
in Bolzano. che in base alle diverse proprieti degli elementi
determina diverse nozioni di totality. Un ageregato che sia
considerato facendo astrazione dalla struttura e dalle relazioni
d'ordine che sussistono tra gli elementi & un insieme IMénge]:
un insieme i cui elementi sono considerati come urita di un
certo tipo A (0 come oggetti omogenei che cadono sotto uno
stesso concetto A) & detto pluralitd di A (Vielheit von AL Gli
aggregatl che senza alcuha alterazione essenziale possono es-
sere considerati dal punto di vista per cui le parti delle parti
sono parti del-tutto si chiamano somnie [Summen| e godono
della proprieta associativa.”” Un aggrégato nel quale sia defini-
ta una legge uniforme che permetta, per ogni elemento, di de-
terminare un successore (o un predecessore) di tale elemento
& una suceessione |Reihe] di termini.* Un aggregato non pud es-
sere costituito da pit elementi uguali fra loro, mentre una se-
rie pud contenere anche elementi ripetut!: essi sono distin-
guibili perché sono costituiti dalle nostre rappresentazioni
degli oggetti.*” La definizione di aggregato proposta da Bolzano
presenta tratti comuni sia con ia definizione di Cantor che con
queila di Veronese:

[...[ qualurque cggetto arbitratio A pud venire runito in un
aggregate |(nbegniff] con tutti gli aiti oggetti arbitrar B,C.D,....
ovverc {espiimendosi in modo ancor pill rigorose) affermando

S O FG, 0.9, § 6, 0. 26,
*? Come si & gid detto nel § 1.1.2, Veronese utilizza spasso il termine seric come

sinenimo dl successione: In ogni caso non intende Fare riferimento ell'unione di
?it: aggetti ma solo all'ordine ne| quate essi si susssguonc.

¥ Cantor, 1899, p. 444,

* Bolzang. {1851, p. 4. Cfr. anche Bolzzno, [1837], L, § &4, pp. 392-40H, § 86, p.

407.
¥ Bolzane, [1851], p. 4.

“ Bolzanc, [[831], p. 5. Cir. anche Bolzano, [1837}, 1. § 85, pp. 401-406.
 Bolzano, [1837], L. § 85, p. 404. Cit. anche Bolzno., {1251}, 5 2.
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_che Quest! oggetti formano, gia df per se stesst, un aggregato
intorno al quale si possono enunciare numercse verita, pid o
IMENo Importanti, aila sala condizione che OgnEno dei simbolj
ABLCD.... rappresent reaimente un oggetto diverss [anderen Ge-
genstand; cioe alia sola condizione che non $ia vera nessuna
delle DTOpasLzZioni: A & identico 2 B, A 2 identico a E. B & identi-
<0 a C, e cosl via, Infatt, se A fosse identico, per esémpio. aB,

sarebbe ovviamente assurdo .
- arlare di un aggr
dalle cose A ¢ B.* P un aggregato composto

Benché la terminologia di Veronese ricaI;::hi
delmente qL!eIla proposta da Bolzano, ie dige ;e}?ibna;?gﬁ?api
(sientano PEro una differenza rilevante: per Boizano gli oggetti
‘&VOno essere tra loro diversi (solo nel rispetto di questa condi-
i_uone & possibile enunciare delle verita intorno all'aggregato), per
e;]oneee possono anche essere tra loro uguaii. Mentre it primo
richiede che gli elementi di yn AZRregalo siano considerati
clascuna una sola voita (questa caratteristica & rimasta attra-
verso | efabo_razaone cantoriana, a connotare il nostro co'ncetto'
di insieme), il secondo ammette che un ageregalo possa esse-
1@ composta dalle cose A ¢ B anche se sono identiche: & sem-
Flyre pcl)ss_1b11e. infatti, considerare I'atto dei pensiero rﬂediante
; quale jj concatto A ¢ stato ripetuto per ottenere la diversita
rahe 1.:5 npetzzrone‘ di A, Per Veronsse & sufficiente che gli
ggf?erti slano separati e distinti piuttosto che diversi Un'altra
Gitterenza tra Bolzano e Veronese concerne Vesistenza di earti
nsiemi particolari che non hanno aleun elemento o ne hanno
une solo. Poiché un aggregato & una runione di cose, Bolzano
esdude che abbia senso pariare di un insieme che 'contiene
meno di due elementi: non esistono né I'insieme vuoto né in-
stemi & un solo e_h-::mgnto.“ Veronese al contrario ammette la
go”s§1b1;1té sia di mglemi costituitl da uri soio oggetto sia
ellinsieme viuoto: Finsieme VIOLO € un nome introdotto per

convenzione per designare il risultato dell" -
i ell‘a .
gliere tutte le parti di un tutto, Pezione del to

Per evitate talvoita distinziont inutil; dannose, anzlché dire:

® Bolzano. (1851}, p. 223 {trad. [t., pp. 2-3),

E
nu?noé‘z?r;ryass?], L &84, n 400. Bolzano ton ammette nemimenc o zero tra 3
o - REIO ammette concatt singolari che hanna estensioni & un'solo elem:

€ QORCettt yuoti che non haino estensiona, o
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un oggetto (cosa), diremo anche: un gruppe di un solo oggelto.
f...1Per esprimere che togliendo tutte l¢ parti del tutte non vi &
alcuna patte rimanente, diremo che nulla rimane. Per evitare di-,
stinzioni inutili, o che facendole complicano le questioni, di-
remc anche che si ottiene in tal caso un gruppe aufie. [...] In
questo caso il nulia si considera per convenzione come qualche
cosa, vale a dire come unt gruppo di nessuna cosa. ™

Le condizioni che i vari autori impongono sugli elementi di
un insieme sono differenti e diversi sono anche i concetti di
aggregato che ne derivano: Veronese, come Schidder, richiede.
che gli elementi di un gruppo siano tra loro non contradditto-
ri: tale condizione di natura essenzialmente logica & assente
sia in Dedekind sia in Cantor, che consideranc inizialmente
insiemi di oggetti omogenei, quali punti o ttumeri. E proprio
Iintroduzione del concetto di gruppo o aggregato come risul-

“tato di un’operazione mentale di pensare insieme cose qual-

siasi che rende nrecessario esplicitare la condizione di non
contraddittorietd. Essa & comunque implicitamente contenuta
nel collegamento mentale che deve sussistera tra le cose per-
ché si dia un sistema nel senso di Dedekind. Cantor non af-
fronta il problema perché la sua nozione di insierne & pil ri-
stretta di quella di Veronese: dalla definizione del 1883 si rica-
va ¢he nella nozione di moltepiicitd o insieme & inclusa
l'esistenza di una legge per mezzo della quale un Inbegiiff di
elementi determinati pud essere collegato in un tutto;” nei .
Beitrdge si precisa che gli oggetti devono essere dei tutto diver-
si tra loro, senza elementi comuni.™ Veronese non impone que-
sta condizione: a differenza degli insiemi cantoriani i gruppi pos-
sono contenere anche elementi ripetuti. Poiché il gruppo &
definito come risultato di un’operazione del pensiero e poiché
il pensiero pud ripetere un concetto A ottenendo il concetto
A. non & possibile postulare che tutti gli oggetti che il pensie-
o riunisce in un gruppo stano distinti. GJi oggetti di un grup-
po pessone anche essere npetuti un c¢erto numero di volte:
essi saranno tra Joro distinguibili in base alia posizione. Per
posizione hon si deve perd intendere neozssariamente Fordine,

TRG.p.6.84. 013, Def. Hlep £1,$38. n3k Def.lenota L.
¥ Cantor, |1965). p. 204, Tr, it. in Cantor, |1882), p. 127
7 cantot, [189547]. p. 282.
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ossia il posto indicato in una successione da un numero ordi-
nale: Vgroa_'lese infatti introduce i concetti dj molteplicith e di
gruppo indipendenternente dal concetto di numero per rivendica-
7e la piena autonoria della geometria dalianalisi. La nozione di
grhuppo_ costitujsce il concetto primitivo comune tanto ali‘una
che all‘altra disciplina: da essa derivano sia il concetto i nu-
mero sia quello di grandezza geometrica. Il numero & un grup-
po ord_mato di unita oftenuto per astrazione da un gruppo di
Oggetil; una forrha geometrica & un sistema deteminato da
eIementl_ 7agd una dimensione ‘e identico nella posizione delle
sue parti.” Il concetto di numero non mtetviene nella deter-
minazione de} concetto di grandezza geometrica e il concetto

di grandezza geometrica non serve a determinare quello di

numero, Grazie a questa definizione dj grippo che non richie- .

de che gii elementi siano semplici, le grandezze geometriche

- continue sono introdotte come insiemn] di parti e non come

insieri di punti. Gli elementi di un sisterna geometrico (1
segmenti di Una retta) possono essere a 1oro volta sistent di
parti (insiemi di puntj), a condizione che le parti delle parti (i
punti} non sianc parti dej tutto (la rétta). Vedremo nei $ 2.1
ch_e questa gondizione_é rispettata perché i punti sono pa&i
dei segmenti ma non parte della retta. Mediante questa defi~
nizione dj gruppo il continyoe & determinata come un sisterna
di parti continue ciascuna delle quali pud essere a sua volta
_sg:ornpom_b;ie in patti. La considerazione della retta oome un
grs}'ema c_ii segmenti anziché come un insieme dj punti contri-

wisce a indirizzare Veronese verso una soluzione originale del
problema della continuity dellaretta. - : g ®

1.2 UGUAGLIANZA E GRANDm

Osservando che ne! testo di Euclide manca una definizione
dei concetto di grandezza,™ che pure riveste un ruole centrale
nel problema dei fondamenti dells maternatica, Veronese si
assume il compito di determinare in modo univoco il signifi-
cato del termine, propenende una definizione astratta che

T ig§lsenl,

7‘FGp.I5§in38notx2'Eudide iega | :
b »@ 1.0, 33, \ hon spiiega in ness i
mentt I concetto df grandezza, come del resto ngﬁ ne spieeg nne:o;:;gr;iﬁ ?"I Fuot Bl
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non pretende di essere applicabile allintero ambito di studic

deila scienza matematica, ma soltanto agli enti studiati nei

Fondamenti di geometria: .
Questa definizione delle forme matematiche astratte vale cer-
tarmente per tutio quello che noi considereremo, ma non in-

tendiamo perd che questa definizione debba essere assoluta e
quindi circoscrivere fin d'ora il ampo delta matematica.™

Il termine forma era stato sostituito a quelio meno ampie di
grandezza gia. da Grassmann nella Ausdehnungsiehrz, ove per
forma del pensiere s'intende 'essere paticolare posto dal
pensiero, ogeetto della matematica pura:

Di conseguenza Ja matematica pura & la scienza deliessere par-
ticolare in quanto divenuto ad opera del pensiero. Chiamiamo
Pessete particolare, inteso in questo senso, una forma di pensiers
o semplicernente una forma. Cosi la matematica pura & la teoria
delle forme.,”

La teotfia generale delle forme, ché comprende anche
taritmetica e la teoria combinatoria (aghi oggetti delle quali il
termine grandezza poco o nulla si attaglia) & costituite da una
serie di verita. che suppongeno soltanto i.concettl generali
d'uguaglianza, diversita, unjione ¢ separazione. Le forme ma-
tematiche sono cose che devono poter essere poste uguali o di-
suguali ad altre cose, ossia enti analizzabili nella loro relaziéne
con altri enti.” Discutendo questa definizione di Grassthann, Ve-
ronese analizza e definisce innanzi tutto la relazione di ugua-

glianza tya cose. '

PEG. p 15,3 1.0 28 nota 2,
™ Grassmann, [1844], p. 23. Grassmann riprende un'idea presentata gid nel 1810

da Bolzano in Bewtrige zu einer begriindeteren Darsteflung der Arithimetik, ove si defini-
soe la matematica "come une scierza che trtta delie legai geveralf (forme) aile quail sl de-
oo confernare e cose nella foro esistenza”. Bolzano, (1810, p. 11,

7 Anche qui & Intemssante confrottare il testo citato di Bolzano, il quale afferma
che [2 consueta definizions di matematica come scienzs dalle grendezza "8 tiggpo
angusta, pecché la grandezza @ considerats per sf e in astratly soltanto nebla purs
mathiests gexerale, clod nella oglstica o pell'aritmetica, me non esaurisoe neppure il
contenuio di questa sdenza, fnfatti in mnolti prablemt &i teoria ombinataria |...] i)
concetto di grandezza o di numero non compare neanche vna volte.” Bolzano,

§1810}. p. 4. :
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1.2.1 La relazione di uguaglianza

Una cosa A & u uale ad tuna cosa B i di
_ : ( quando i} concetto di A &
il concetto dj B.?_‘ T@lg_ relazione gode deile proprietd riflessivg
{enunciata nei PRACIPIO stesso d'identita: 1a cosa A & uguale a
se ste_gs_a. %erché il concetto di A & il concetto dj A), simmetrica
& transiliva, Una_ formulazione chiara e precisa delle tre pro-
grie;a c:_;e_dgscnyo:}c? la relazione d'uguaglianza si trova gia
n:Ig]IISASS- nn;jences prucpia nova methedo exposita, pubblicati da Peanc
il CSSMIta, simImetria e transitivits dell'uguaglianza sono
re celienove propriet che Peano introduce come assiomi della
teoria dei numeri naturali. Veronese precisa che queste tre
g:ggrgegéé ?or_: rha.g_uar'dano soltanto | numeri ma song piuttosto
vpTieta i0giche generall, la prima delle guali coine: i
pinqpio iiche ger P delle guali coincide con i
. Accanto alla relazione di uguaglianza Ver fntre
0 alla onese inirodu
quella di diversitd fra cose, riconducendola aila diversita r‘r::

concetto della cosa B, La relazione di diversita

propﬂeté\snmmetrica e di un‘aitra pmpzieté.efa Qu;ﬁ:d:ff:r?i}:
chs? seAR tguale a B e A & diverso da C, allora B & diverso da
C.” Le relazioni di uguaglianza e di diversith risultano ben de-
finite quando sono definite le propiietd semplici delle cose;
391_0 dai confronto tra i contrassegni delle cose, infatti. & os-
Sl_b!ie stabilire I_'idenﬁté tra i rispettivi concetti. Ammétteido
di poter determinare in modo non ambiguo tutti i contrasse-
gni'delle cose che vogiiamo confrontare e ammettendo inoltre
che ciascuno di esst descriva una proprieta semplice deila co-
$a {Veronese non insiste sy questa condizione che costituisce
perd un PrEsupposto essenziale detia sua definizione di ugua-
glianza}, d{remp che dué cose A e B distinie SONO ugualt in senso
asso!ut_o (O tdentiche) quando sono uguali rispetto a tutti i lorg

: fﬂc ;?tjs. 8 czi. n. 8, Dek. vt : :
uitirne due propriets affarmang rispettivamente che
SeAd; -

g';: r? Cﬁ_:g::l; zd eéﬂugo crf:: xiﬁl & ugugleda gei Bauvguaie s & auo:fffuagférzna

i S prncipio d'identitd (se A 2 0 i
strz che B & il concotto A mentre sc Al  coneten o s
mostTy cha A & i] concatto Cl.FG.p. 3 2, n?gnge':to B"e 8 é fsstesio .l
" FG.p 25.82.n. 46, pota 1, R

PG, p. 2,82, n. 8 Def Vi, gh.
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contrassegni che consideriamo fe scriveremo A=B), mentre di-
remo che sono uguali in senso relative (o equivalenti) quando sono
uguall rispetto ad alcuni dei contrassegni che consideriamo
(scriveremo A=B). Ad esempio Tizio e Caio sono uguali in sen-
50 relativo perché sono uguali dispetto al contrassegno uomo,
mentre potrebbero essere diversi rispetto ad altii contrasse-
gni. quali il colore dei capelii, I'etd, la forma del viso. Due uni-
ta, invece, sono uguali in senso assoluto. perché sono uguali
rispetto al contrassegno essere una anziché piit cose, che & Yunico
rilevante: in questo caso uguaglianza assoluta e uguaglianza
relativa coincidono.® : :
Corme & perd possibile che due cose distinte siano vguali?
Se 'uguaglianza & relativa non si ha contraddizione, perché le
cose possono differire secondo 1 contrassegni dai quali si @
fatta astrazione, Se ['uguaglianza & intesa in senso assoluto, si
pud osservare che i contrassegni rilevanti nel confronto sono
le proprieta intrinseche deil'oggetto e non quelle relazionali:
perché due cose siano distinte eppure identiche non 2 possi-
bile che esse siano uguali rispetto a tutti i contrassegni, ma &
sufficiente che lo siano rispette a tutti i contrassegni che le
caratterizzano in se stesse.™ Cid che distingue due cose iden-
tiche & la posizione, ossia una proprieta che concetne le cose
nel loro rapporti reciproci. Due cose pansate (e in patticolare
gii oggetti matematici astratti) sono sempre distinte per il fat-
to di essere poste prima una e poi laltra nel pensiero: data
una cosa A ¢ ripetendo A si ottiene una cosa distinta-dalla
prima ma ad essa identica. La posizione non 2 una nota carat-
teristica delle cose ma rignarda le relazioni reciproche tra co-
se: pud esgere assunta come contrassegno per differenziare gli
element] di una successione, ma non & propria di nessuno di

R & interessante osservara che gid Bolzano eveva introdotio Ja esnslderazione di
proprigta degll aggetti sotto un certo aspelto {in gewisser Rilcksicht|: in parten-
lare aveva osservato che @ quas] qualunque oggette si pud atiribuire units sotto
urt certo aspetto, clod in relazione ad una certe mppresentazicne sotto la quale
esso cade come oggetto, anche se si pud benissimo concedere che sotto altri
aspett (clok in relszione ad altre rmppresentazioni) tale oggetto non abbia unitd,
Cir. Bolzano, WL. § 86, p. 407,

PG, p. 15, bote 2:7|...] due coze & possono dire identiche od uguali gquando I}
coneatto dell’'una & | concetto delt'altra considerata ciascuna in 2é e non in rela-
zione di posizione con aitre cose * .
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€ssi. Se cosi non fosse, il principio leibniziano di identits i
;ndlscemblh_ (se A e B sono uguali sotto tutti gli aSpetttzii sgﬁg
o stmsp ente} o imporrebbe di considerare relativa e non as-
soluta ! ugugghar}za di-due cose distinte. Veronesa puod affer-
]mare !:denntép di cose distinte perché non tiene conto delia
oro d:versita‘: Se si tenesse conto della loro diversita, ad una
ccga Anon si potrebbe sostituire nessun’altra cosa distinta da
A. i Solo Pprescindendo dalia diversita di posizione tra due co-
5e @ possibile affermame Iidentitd e sostituirle Funa allaltra
nei fagionamento. L'uguaglianza assoluta fra due cose in
quanto identita tra i concetti corrispondenti implica che ad
entrambe le cose corrisponda -una stessa rappresentazione

mentale rispetto atla quale Je coge POsSON0 essere sastituite -

I'una allaitra:

Quando A e B sono uguali hanno la stessa fappresentazione
mentale neila relazione di uguaglianza, e quindi pensare ad A &
come se st pansasse alla cosa B; diciatmo perdd che le possia-
Mo sosttuire una all'alira nel lora concetto o nella loro determni-
Razione, o che si possono scambiars fra foro.% o

Se le cose sono uguali in senso assoluto, allora {
cambjablh._mgn_tre_ $& sono uguali in senso reIativsooggg:Io
eesere sostituite 'una allaitra soltanto rispetto aj contrasse-
Sl comuni. L'intercambiabilita di due cose tguaii altro non &
che | 1den_tzté_ leibniziana, definita come sostitiibility salva ve-
gm_ta A & identico a B quando la sostituzione di A con B, 0 vi-

eversa, conserva la verita degli enunciati che concernono A o
B. ‘Vempes‘e nprende tale idea di uguaglianza dal Learbisch der
Arithmelik di Grassmann, al qualé fa fiferimento commentando

alcune affermazioni di Stolz:

L'_uguagiianza - afferma Gragsmanpn — € un coﬁcetto sempli-

P-4.¢42,n.9
¥R, p.3,62,0.8.

.58, nota 2 1l i i 3 tiferiment ) i
I pMnst&r:m | tesio di Stolz cui Veronese fg riferimento & Vordaungen dber

1. Una teorig generale defle forme 6i

ce, determinato in base alla possibilita di sostituire recipro-
camente due cose in ogni giudizio.” Benché Veronese non
menzioni questo fatto, I'idea della possibilit2 di concepire.in
molti modi 'uguale & presente nel testo di Grassmann: due li-
nee limitate, ad esempic, possono essere confrontate in base
alla lunghezza o alla direzione, ¢ alia posizione, o alla lun-
ghezza ed essere uguali secondo un aspetto, diverse secondo
un altro. Questo non significa che, dati due oggetti, esistano
tra essi diverse relazioni di uguaglianza o che la relazione di
identita sia mutevole o multiforme; ¢id che varia, infatti, non 2
la refazione stessa ma le cose alle quali & applicato i} confron-
to, poiché esse non sono pit gli ogeetti dati (determinati da
un complesso di note caratteristiche), ma singoli aspetti o no-
te di essi. Benché due linee uguali solo per la lunghezza non
siano identiche o uguali in modo assoiuto, le rispettive lun-
ghezze sono identiche e dunque la relazione di uguaglianza &
assoluta: : :
In effetti noi non possiamo dire di due rette deila stessa lun-
ghezza che esse sono ugusli in quanto tali, ma solamente che
fe loto lunghezze sono uguali, & per parte sua tale lunghezza &
atlora nella relazione assoluta d'uguaglianza®

Affermare l'uguaglianza di due linee della stessa lunghezza
anziché Fuguaglianza delié loro lunghezze & un modo impreci-
so di esprimersi, che ingenera 'errata ¢redenza che esistano
diverse relazioni di uguaglianza {che @ invece propric quanto
Veronese afferma): ¢id ¢he in questo caso & identico o uguale
in senso assoluto non sono le linee ma le Ioro lunghezze. La
definizione di uguagiianza comé sostituibilit2 in ogni giudizio
implica che quando due aggetti sono uguaii sussista una rela-
zione d'identitd tra totti i contrassegni degli oggetti. Pur mu-
tuando da Grassmann 'uso del termine forma per inidicare
una grandezza matematica, Veronese rifiuta il concetto di
uguaglianza che serve a definirla: esso @ troppo ristretto per-
¢heé postula la sostituibilita degli enti in agni giudizlo, senza
tenere conto del fatto che in giudizi diversi potrebbere essere

..l uguale & cid di cui si pud sempre dire Je stessa cosa o, in sensa pl gene-
rale, vgusle & ¢id che pud essare sostitnite reciprocamente in ogni giudizio.”
CGrassmann, {1844), p 32,

® Grzesmann. [1844). p. 33,




DR

WE PRI

62 Giuseppe Veronese ¢ | fondamenti detla geometrin

differenti i contrassegni da conside: i i
rare rilevanti: Je stesse cose
gcssonri essere talvolta uguali, talvoita diverss, Lo definizione
Chuéguafo agtr_tza diVGmmm & anché troppo indeterrninata, per-
e =~ (ontinua Veronese - non precisa j i'ri
al quali le cose devono essere cciifrontaltf;o niassegeil rispetto

Eﬁr%qtersi determinare nef loro stati onde si rendano suscetti-
i a1 confronto le loro modificazion;., Per noi questi contras-
SegNI sono titto e parte ordine e modo dj posizione ¥

L'obiezione di Veronese a valid ‘definizi -
‘ _ a se per definizione di ugus-
glzanz_a tra due cose si accetta Fidentita tra i rispettivi é:ongetii
e s;i Si ammette che il concetto di una cosa sia una somma di
I ;c ogae&eegnma (; L?it loro mdl%endenti @ separati che determinano
- <& questo punto di vista Fuguaglianza & v '
comprende in sé differenti tipi di relazioni oo ok
: ditfer azioni, determinabili sol-
lanto se sono definiti, in base i \izio,
, alla loro rilevanza nel iudizio, i
- . . . m
i<i1otrr1<1;’:('3ajsseg_n1 deile cose che sono confrontate. Percib?feron:éel
oy %zes :;.] aﬁogc:jr;o f?1 tr‘egram:ie]zza determinando i contrasse-
uali efiettuare il confronto tra le .
parte, ordine '@ modo di posizione. Si Giverso ol
arte, ¢ _ - oI ottengono diverse rela.
SZ;:ST rSIl{ ;vgaupagz!]ﬂmfii d;§ grandezze possono essere ugnali in
© di essere entrambe parti di un tutto
fsagr;hfdl;angé !ut:::r :tessohzrdine 0 perché sono poste nelio stés{Zf
, Perché sono uguali secondo due di '
contrassegni; le stesse grandezze i g i s
gni; r SONe invece uguali in
assoluto O identiche quando siano uguali rispetto agtutti i ?;)nrs:
trfgsegnl suddeti. ' '
Insistenza di Veronese sullimportanza della riceres 45
inst _ ella ricerca di
;ieflmzuone Precisa e appropriata di forma e di uguainanZauS:
c%r;ne‘(s&.ﬂia quale si fong!i la possibility del confronto tra le
2) € determinata dall'insoddisfazione per I'assenza di unpa

Y FG. p. 1516, nota 2.
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definizione precisa di grandezza nel testo euclideo ¢ dall'uso
di definizioni oscure ¢ insufficienti negli scritti di altri mate-
matict e geometri dell'Ottocento, Uno degli obiettivi polemici
di Veronese & Bernhard Riemann, che nel saggio Uber die
Hypothesen, welche der Geometrie 2u Grunde liegen costruisce “il con~
cetto di granderza pluriestesa a partire da concetti generali di
grandezza” e introduce lo spazio come “un caso particolare di
grandezza triestesa ™™ La critica di Veronese alla definizione
riemanniana di grandezza va inquadrata all'intemo di una pro-
fonda differenza reiativa alla natura e al metodo della geome-
tria (che per Riemann & una scienza empirica). Pur riconoscen-
do che Riemann & stato il primo a fornire una “discussione
profonda sui principl della geometria”’ Veronesa ne critica
I'impostazione analitica e in particolare la definizione di gran-
dezza, che & oscura come oscuro @ il rapporto che lega tale
concetto a quello di varietd pluriestesa. Anche volendo assu-
mere questultimo come determinazione del concetto di gran-
dezza matematica, €580 resta, per Veronese, poco Tigoroso,
perché Riemann si avvale di termini non ben definiti, il cui si-
gnificate intuitivo ritnanda all'ambjente spaziale tridimensio-.
nale in cui viviamo: _ . =
La "einfache ausgedehnte Mannigfaltigkeit" (varietd semplice-
mente éstesa) & distinta dal fatto che da un-elemento (punto) &
possibile un avanzamento (Fortgang) continuo e secondo due
vers] {Seiten), avanti e indietro. Come si vade questa non @
astrattamente una defirizione ben determinata, perché manca
la definizione di versi, o di avanti (vorwins) e indietse (riic-
kwirts) e del continuo.®

Un aitro neo rilevante del saggio di Riemann & per Veronese
la definizione di uguaglianza come sovrapponibilita, che, pre-
supponendo il principio del libero movimento dei corpi rigidi,
vale soltanto negli spazi tridimensionali a curvatura cestante @
non in generale per ogni tipo di grandezza astratta:

Riemann & oscuro nella definizione del concetto di grandezza,
Egli parta di “Aufeinanderlegen der zu vergleichenden Grassen”

* Riemann, [1354]. p. 3.
9 PG, p. 574,
2 £G, pp. 574-575,
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per t_rasporta_re una. gran-
Qui siccome non da altra
movimento dej corpi rigidi

dezza quale scala su di up‘altea),
- Splegazione, adopera il concatto del
in varietd puramente astratte @

1.2.2 [ contrassegnl delle grandzzze matematiche

Veronese dedica ampi¢ spazi i i
: _ pazio alla discussione della relazio.
ne di uguaglz:anza perché vuole definire ]'uguag!ianzaax;;?ez'gv
gure geometriche senza fare ricorso al metod

{ lare ricors O Per sovrapposi-
zione, che presuppone il principio dei libera movimenlt?g%{ei

<orpi rigidi. La definizione duguaglianza d'Euel; '
i . Euclid
coincidono sono uguak) — afferma Veronese — él p%égogﬁiacge
2;2 g?gox;a Necessariamente interpretata nej senso del princi'
_ rapposizione poiché essa riguarda * .
ed & introdotta tra le “nozioni C i o mitoaunaue
omuni”. Euclide, inolt -
do pud (ad es. nel caso delia dij fone delluguaglians,
di due triangoli aventi un lat lmostrazzon‘e iaeusglianza
due.trian © & due angoli adiacenti i
evita di ricorrere al principio de! mavi leforaa,
‘ di rice ] i avimento senza deforma-
éliog:?ﬁ &GD;féni;cjio cf;%rl;asghangadﬁine il risuitato di un'operazior?e
i front segni @ cose @ possibile affe
l'identitd di due segmenti in bas ATIone i oo
@ di due segmen e alla sola applicazione ai
concetti dei principi di identita diversita, ggnza postiiaalr!;ig

posgibilith de] t i i
poseib rasporto senza deformazione delle figure neiilo

E dai suddetti principi di identita e di
seguito quellf per le forme matematic
de]iq geometria, senza bisogno di
COrpi senza deformazione.

diversita ;:he trarremo in
iChe astratts e per le figure
noorrere al movimento dej

:2 FG, p. 974,
. FG. p. 617 hota |, -

- N - e o-9- de t t .

::ﬁg?egt?o queliz (éle so\'ra%pombjilté delle figure, Vemf:s'fiﬁf!ﬂig?ﬁfﬁ
senza deformezione pres i i

[ogo ad un cincolo vizosa: i giud%zioﬁ?;: oggg?ﬁeidmmbbe el v

%0 . L movimenta
sl deforma significa.che i o nella pesizione A & identico al gorp:a ntla[aizgi?

ziene B. i giudizio che nol esprimi i
icne B RIMIEmO |...| si appogg : ingipi
d'identitd, f...] Secondo queste medo di s;:ijegare{:l il m;&;ﬂﬁ?ﬁﬁ:ﬂ g:f:cr;g;o
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La definizione di uguaglianza propesta da Veronese intende
essere pili generale rispetto a quella della sovrappoenibilita
delle figure e testimonia l'interesse per la determinazione di
concetti e relazioni applicabili anche alla geometria plutidi-
mensionale.

Cosl si restringe 1! concetto defl'uguaglianza facendolo dipen-
dere dalle dimensioni dello spazio in cui le figure sono conte-
nute, mentre ricomendo ad uno spazio di una dimensione in
pid si possone far evincidere <ol suddetto principio.®

Veronese propone l'esempio di due figure simili che in uno
spazio a due dimensioni hon possONo essere sovrapposte ma
in uno spazio a tre dimensioni, grazie ad una rotazione, pos-

" sono coincidere: cosl “la mano destra si dice uguale alla sini-

stra e la immagine di un oggetto in uno specchio & geometri-
camente uguale all'oggetto stesso”™ 1j punto di vista di Vero-
nese & quello del geometra proiettivo che cerca di dare una
definizione generale dei concetti e deile relazioni fondamen-
tali che comprenda in s€ le altre definizioni pib specifiche ¢o-
me casi particolari: la definizione di uguaglianza non deve es-
sere valida soltanto nello spazio a tre dimensioni ¢ in uno
spazio a curvatura costante nel quale valga il principic del li-
bero movimento dei corpi rigidi bensi anche nello spazio se-
nerale, ¢he non ha un numero detenminato di dimensioni.™ In
quest‘aspirazione a conferire la massima generalita ai principi
emerge la modemit2 di Veronese, che sulla scia di Kiein e di
Pasch cerca di stabilire una fondazione comune per la geome-
tria proiettiva e per quella metrica.

In tale prospettiva egli individua un altro difetto del testo di
Riemann: l'esistenza del concetto di varietd dipende da quello
di varietd numerica che & necessario per determinare la pri-
ma.” La definizione di sistema a pid dimensioni che Veronese

Zione, e non oe condstiarna né sappiamo immaginame altd, vi @ uha petizione
dl prinelpio nella proposizione che due compi sono uguali quatde si pessono so-
vrapporre senza deformazione.”

% 3G, p. 616.

7RG, p. 616, nota 1.

# St veda il § 3.3.

¥ L4 definlziona di Riemann & cos) riessunta da Vetoness: “Data bra varletd in
¢cui Melemento di hatura qualsiasi viene determinato da » quantiti variabili indl-
pendenti, e viceversa (colla debita restrizione indicata da Cantor), essa si chiama
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presenta neli'lntro;!uzione ai Fondamenti e della quale ci occy-
p?remo a lungo nei prossimi capitoli intende essers pidl gene-
fale e soprattufto indipendente dal concetto dj numero:

Il punto di vista della nost izt i '
pun ; 72 definizione dei sistern] ad

szu dzmens_iom de_!Ia nostra intreduzione & pid generale u;:rﬁz
a essa nol deduciamo anche Je variety numeriche,®

m{tvegso in mente la determinazione di up- continuo geome-

Vergn esz rg:: c;f:fsﬂl:fpdinga queilo aritmetico dei numeri reali
! !¢ costruire un sistema di grandezze le cu

Proprieta possano essere descritte senza l'ausi gt nate
: za |'ausilio di coordinat

numneriche. I contrassegni scelti come ri i o tra

: e rilevanti nel confro
ie forrpe matematiche sono i concetti di tutto € paite d?tgrtdr'a
ne e di modo di posizione- ' ’

se si fa astrazione da aléani dei suddetti contrassegni.'®

Oltre alle relazioni di esser parte e di ordine che caratteriz- -

zano tutti I gruppi di oggetti Yeronese introduce altre possibiii

- relazioni tra grandezze:

L'ordire di assicura quando .
_ ¢ 2 una cosa @ posta prima o.do i
sui;o?z!etriir er i::a;n ngyarda invece le aitre relaztonl possibili i?pfj
poniame esist i
P N ano € nen siano contenute nel

Tali relazioni sono indipendenti '
i _ enti dal ¢oneetto di spazio
;?)eg;os: un tnodo di posizione & lintervallo di te‘mpga}ﬂrezf:%?:
ue aiti mentali con i gquali ripetiamo una stessa cosa A

prima posta. Vefonese cita un esempio estranec alla gaome-

varietd ad r dimensloni, Quando i
! loni, quests varietd & ass t

:pﬁlp?wor;]ﬁr;arlo. i]ncﬁ pendgnremenue dalie dimensfoni, mcii:ka !:5?; Mde[lp
!'ossewaziongoch z erento.” FG, p. 611, La restrizione indicata da Cantor 2
. detzgrn ?:;ii:zzirﬁ';& va:;[et& ad » dimensioni non 2 sufficien-

THA e enta per megzo df n
;J;BSI:: ms!nmc_m ]Ja continuitk della comispondenza fra gli eleme"nsim dré%:m;nx Dc]
EIgA 6}{? ort del continu {x,, ,.. x,). : ©
" FG. p. 15,

{oorsive mig) FG, p. IS,
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tria proprio per evitare “il sospetto che il mode con cui sono
poste Je parti nel tutto <¢ia necessariamente dipendente
dallidea di spazio”.'® Un altro esempio di modo di posizione
¢ dato dal colore delle tessere di un mosaico che, diversamen-

te disposte, formano disegni diversi:

Colle stesse pletre di un mosaico di colore diverso e supposte
uguali rispetto agli altri loro contrassegni si possong formare
diversi mosaici. Possono zssere poste neilo stesso ordine -
spetto alla lore successione € in modo differente (formanda di-
segni diversi); o nelle stessc modo (formando IO stesso dise-

gno) e in ordine differente, ™

Ma anche la direzione delle figure rientra sotto il concetto di
modo di posizione perché unendo insieme “i pezzi di un bic-
chiere rofto” si otterra il bicchiere primitivo soltanto a condi-
zione di ricostruire sia 'ordine del pezzi sia la loro orientazio-
ne:

Coi pezzl di un bicchiere rotto unendoli insieme in un date or-
dine e in un dato modo si ottiene il bicchiere primitivo (fatta

astrazione dalle Jeggi fisiche), ma unendoli altrimenti si ottiene
in generale un aitro tutto non identico al bicchiere dato,'®

E interessante osservare che un esempio analogo, introdot-
to per 10 stesso motivo (0ssia per mostrare che la riunione di
pill parti in un tutto pud avvenire in diversi- modi) compare nei
Paradoxien des Unendlichen di Bolzano, al guale Veronese fa rife~

rimento nell'Appendice ai Fordamenti:

Esistono aggregati che, sebbene cotengano ghi stessi elementi
A, B; C, D, ..., tuttavia, secondo il punto di vista (it concetto) da
cui i consideriame, si presentano come divers! (chiamiamo es-
serzisle tale tipo di diversitd); per esempio, un bicchiere intero
e un bicchiere rotto in pill pezzi, considerato come recipients .
per bere. Chiamiamo ¢id su ¢ui si fonda tale distinzione tra ag-
gregati di questo genere, 1o modalita di collegamente, © 13 disposizio-

0¥ “Prysra Pidea A, ripsto I'idea A e poi ancora I'idea A Se si tlen conto del tempa
trascorso in ogni Tipetizione si ha una relazione di posizione non comprese nel
cancetto di semplice successione e di ordine, poiché il tempo trescorséd nella
prima iipetlzione pud essere differante da quells trascorso nella seconda.” FG, p.
15. :

ol ~'e ) p.-20.§3.n. 4]
TSRG, p. 20,33, 0. 4).
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ne delle loro parti %

. Concludendo: _|I modo dj posizione & una relazione astratta
ra grandezze interpretabile come distanza spaziale tra due
COTPL come intervallo temporale tra die istanti come distan-
Za tra due suoni {determinata daila differenza E:leI timbro) If
concetto di grandezza definito da Veronése richiama Fidea
modemg d{ struttura sigebrica: esso & determinato da coge
zpii?mseagj? Lnsuame. in un tutte (gruppo di elementi), da una reja-
ot mlazfgggrégnenza dl‘ queste cose gi tutto (inclusione), da
o relazio I stare prima o poi {ordine] e da una relazione
Mmodo di posizione (una gererica altra relazione tra gli ele-
menti). L'interesse del procedimento un PO confuse e sicu-
ramente tortuoso di Veronese risiede proprio neila sua estre-
gwaa;ﬁigzrﬁgéj _norfaf. € necessario descrivers gli enti dj cui si sta
Na e gyiriciente ammettere che essi
;g:gﬁ?mg;l tréa _lioro secondo certe relazion?.s%igocf;: ?rggel?:girg
€ < 1l tentativo di Veronese di costruire u teori

generale delle forme che non valga soltanto per | randene
geometriche. La forma di Veronese (e prima sﬁf—.ofagmdm
Géassmanpj & concepita come un ente definito dalle ?;?ziiacg;
che e550 intrattiene con altri enti e non pit come ) genere

‘astratto sotto il quale rientrano vari Oggetti concreti. Ben di-

;ear;i ;{: .szg !ii‘%?giggtiimi gragdem,dche si riferiva pritha-
ort” di grandezza (cio le figure)-
izall‘?rrl?grimo dd{i:ggl}!eezszia}.j;?rghezz% profondita) era wn ienegé
TRC evano distinguete diverse specie di
oggetti: linee, superfici, solidi." Non esi Y orec
_ . . esisieva presso i graci
;:in a;:once;?to di grandezza _ qomp[etamente astratto dagli oggger-
quall essa era attribuita: si affermava ad esempio che le
aree di due figure erano uguali ma non identiche, perché le fi-
feuriaiﬁrg?eq:?fsre aree s;essg. mentre per noj & assolutamen-
€Imare che due figure vguali relati
ail’area hanno aree identich INISCE i e
: che. Veronese fornisce un cone
ﬁengefr;ii glmatgranefnmaﬁéaf&ané ar cato ]daJI'oggetto chelopud incameatrt;
Qualungue énte astratto che
e$sere confrontato con alfri enti secondo 1 contrassegni ggtiia

% Bolzane, 11a51] Ep. 24 (trad, §
"’Stem.iw%].pp. 16446%_ e
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tutto, ordine e modo di posizione.
E interessante porre in relazione il concetto astratto di gran-
dezza che occoire in Veronese con la sua trattazione sintetica
della geometria € con la costruzione del continuo non archi-
medeo, la determinazione del quale non sarebbe stata possi-
bile senza la definizione di un concetto generale di forma del
quale il numere sia soltanto un caso particolare. Solo la defi-
nizione di un ente astratto le cul proprieta fossero indipen-
denti da quelle dei numeri reali poteva infatti permettere Ia
negazione del postulate di Archimede, implicato nella defini-
zione dedekindiana di numero reale. La rifigssione di Verone-
se sul cortcetto di grandezza & legata alla scelta di studiare gli
enti geometrici senza ricorrere aile coordinate numeriche: esi-
ste una correlazione tra metodo sintetico ¢ sviluppo della trat-
tazione algebrica astratta della geometria, che in conformitd
con le previsioni di Grassmann soppiantd ne! Novacento sia il
metodo sintetico sia quello analitico.'® Questa comrelazione &
rafforzata dal legame riscontrabile tra le ricerche di Veronese e
lo studio di un sistema di grandezze non archimedee condetto
da Hans Rahn nel 1907 e che lo condusse alla scoperta di par-
ticolari proprieta cormuni a tutte le strutture algebriche ordina-
te.!” Linteresse di Veronese per la definizione di una teoria
generale delle forme si inserisce in un panorama pill ampio di
studi sul concetto di grandezza: tra i matematici che a fine Ot~
tocento s'interessarono alla costruzione di una tecria astratta
delle grandezze, ticordiamo in particolare Rodolfo Bettazz, la
cui opera presenta diversi punti di contatto con i} sistema di
Veronese, '™ Entrarnbi ritengono indispensabile definire pre-
liminarmente il concetto di grandezza: inhanzi tutto — scrive
Bettazzi nella Teoria delle grandezze — gll enti studiati da una
scienza devono essere ideali ¢ le loro proprieta devono essere
espresse come contermnporaneita di certi concetti con certi al-

1% 3] veda 11 § 4.4.

0 Chr. i£§2.5.
'8 Riferendosi all'opera di Bettazzi, Veronese note che egli ha formulato zlcune

Idee similt alle proprie: in J}artlcolam Bettazzi studia “zerte <Jassi ad una dimen-
sione di 2° spedie che si desompongons it n sottoclass principali di 1* gpecie
(essendo n ut numera Intero finito}, le quabi considerate lsolatamente sono con-
tinue el senso ordinario.” FG, p. XXVE, nota 1.
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., il che ne costituisce la definizione ! Per dire quando un
#nte & una grandezza non 2 necessario definire l'ente in &,
ossla determinare le proprieta che si riferiscono ali'ente cormne
tale ma & sufficiente indicaré le proprieta che descrivono fe
relazioni dell'ente considerato con altri enti gia introdotti o
della stessa categoria da definirsi, Cid che importa non & il
singolo oggetto concreto che gode di yna certa proprietd ma lg
proprietd stessa affrancata dal tipo di oggetto che ne gode. Un
eSeMpic & fomito dalla definizione deiloperazione di somma in
Bettazzi: dopo aver stabilito quale tipo di propret3 gli enti
ideali debbano possedere per essere delle grandezze, egli in-
troduce ui'operazione (il collegamento di un certd numero di
enti ben definiti ad altri enti dati) che chiatria somma. Essa non
¢ legata in alcun modo, come avviene ivece in Veronese, alle ope-
razioni del pensiero, ma & semplicemente tin’operazione che go-
de sempre di due particolari proprieta: la commutativita e
'associativity. Qualunque operazione che goda di queste pro-
prieta & una somma, I procedimento di Bettazzi & pill gene-
rale di quelio di Veropese, che resta legato al tentativo di ri-
.cercare le premesse mdispensabiii allo sviluppo del suo si-
stema geometrico: nej Fondament non & mai escluse il riferi-
mento privilegiato alla geometria e af continuo rettilineo. Uno
studio di poco sticcessivo suila teoria delle grandezze risale a
Otto Hélder, il quale si propone di fondare (proprio come sj
pud fare per Ja geometriz la meccanica) la teoria delle gran-
dezze misurabili su un eerto numero di fatti, che egli chiama
asgicini delle grandezze o della quantiti: tale teoria intende
essere valida “per il confronto e laddizione di tempi, masse,
linee contenuti, ecc.”." A differenza di Veronese e di Bettazn,
cui Holder fa riferimento, questultimo limita esplicitamente
la propria trattazione alla detenminazione dell'ysuale continui-
13 delle grandezze senza occuparst di quelle particolari gran-
dezze studiate dai primi,

1.3 iL NUMERO
Poiché rifiuta il metodo analitico & la definizione dedekin-

" Bettazat, 11800), Bp. 344,
"1 Héider, 11901 J. p. 3.
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i } numero reale (che presuppone il principio di Archi-
frizg:}d\ie?gnese si soffénna'; lungo sui concetto _d| numero,
che & un particolare tipo di forma matematica. Un intero ca‘;iarg
tolo dell'Introduzione, il terzo, & dedicato alla definizione le
numerc come gruppo ordinato di unitd ottenuto per astrazio-
ne da un gruppo ordinato di oggefti:

n gruppo ordinato df oggetti .. ABCDE... qualunque, e
.Eea ts?cl{’:)nsgideprg clascuno di quest! oggetti come unita e iaoendo
astrazione dal modo con cui sono posti, non perd dal loro or-
dine, in modo che oggatti distintl danne LRit3 distinte, il gn:ipi
po ordinato di unfta che cosi risulta si chiama numero de

" gruppo dato.'"™

La definizione di Veronese riacheggie_i que'lla d} C?ntor'MdFi
definisce numero ordinale o tipo d'ordine di un insieme 1 i
concetto generale che si oftiene da M quando sl astrae 0 tan}
to dalla natura degli elementi m, ma non dail'ordine con cu
sono dati”.'* Cardine di entrambe le definizioni & il COIIIC&ttO
di astrazione, ossia la presupposizione d_e!!a facolta del c]i.:elriv
siero di considerare soltanto alcuni o tutti i contrasgegm elle
cose nell’operazione del paragonare. il numero, definito comg
gruppe ordinaté di unita, & sempre associato ad un gru;;:gt :
ordinato di oggetti: considerando c;ascuno_dl questi ogg i
come tina sola cosa si ottengono tante umté_uguah e nello

distinte, ‘ ‘
Stszf%ttfemngﬁa il concetto di aumero di un gruppo ord{nato di
oggetti occorre innanzi tutto cpnmderare ciascuno d?gli ogge:
ti del gruppo come unita, ossia come qualcosa che f-, ugz _ad;
ziché pit cose”. In secondo Tuogo occorre astrarre da_ 1{1:{'1 od
posizione, perché il numero di_ un gruppo di oggett!: rperéh e
soltanto dall'ordine nel quale ii contiamo e rion dal uggq na:
essi occupano nello spazio. La deflnm'm:ae proposta, ;rtitvadi

do dalla “funzione iogica del numerare”, implica il conce t:.?'
ordine. Veronese non si serve perd di un pamogigre agge Iﬁo
per connotare il numere ordinale in CORtrapposizione a r:;uizi o
cardinale, anche se conosce moito bene, _C|tanc§.oi} in nota, due
articoli di Cantor del 1383 e del 1887, nei quali si distinguoho

1§, p. 26, §6 45, Def, 1],
" Cfr, Cantor. [1895-97].
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due spedie di numeri:

Il *Cardinaizahl” secondo Casmtor si ofti ol |
) iz k" ottiene da una (i
di ¢ose Eacer‘ado astiazione e dalle proprietd di qu?s%gegé‘:tz

:g&zssq “Cardina]zahl“‘;‘ “Tdealzah)” T'ottiene invece facendo
so:zz:j?t]e dalge propdneté delle cose ma non dall'ordine in cyi
e 0 si considerano. 1l “Cardinalzahi” cos) i

detiva certo dalla Rurgione losics e Dlcht A eaeE
| 1 e logica del numerare poichs

S conta si conta in un dato ordine 3 vedete o nda
[ i _ salvo poi a vedere -

bigndo l'ordine del conteggio si ottizne lo stesso nurnerff‘ o

il numero & 1l risuitato di una park ' '

_ _ a particolare o i
E:;sx:r‘?, il xltumde;irlarre O contare gli oggerti di ug eg?:;%%eofdii
e, e dipende ‘ordine secondo il quale si effatty i

] C : ef a la nu-
?&EZT;?;Z} nsaat?gbtper?}d;mostrare che per particolari gru;;i
=Hli aturail) il numero ottenuto contando ali ase
faestg g szrsr;?gﬁ;mess?r indipendentemente da!l'ordihegihcégi

aso ¢ ‘ astrazione dail'ordine nel quale si e
si ogt;@e i} concetto derivato di numero t:ardin:acllta.”ls I.sllnclflit}:t;:
;Z?ri 1;;23 t|‘m_(§:‘»ortantt=3 nella definizione di Veronese & ¢he og
intl diano unita distinte, ossia che Ja relas; .

- - - ' On
lega il gruppo otdinato di oggetti e quells di unity da esi*icglte
te;ute sia una cormrispondenza univoca, - - o ]

esupposto della definizione di mimero @i

OsEC 2 it i
zgiruhf.;:‘pc:’_di umt"a o di cose considerate ciascuna oonicén%et?aoar?-l
Sr(::h o gé? scgf:na zalie esplres!sione richiama un‘affermazione di
( € a quaie il numero & ricavato i

daila realtd rappresentando plj | unitari con lo s

ar . > gli oggetti unitari con | i
dell'aritmetica;'™ essa riveste u i i e alla o

i : ;' essa fiv 0 particolare interesse
:::l gm;;ia trattaz:ong critica che ne hanno fatto Gottlgllnli‘iggc:
pei ru ‘Iagen der Arithmetif (anterieri alia pubblicazione dej

amenti) @ Edmund Husser! nella Philosophic der Arithmetis 1l

usp(",p34§2n48no
. L P 2 20T 43, nata [ Gl articoli di Cantor cjtat;
Grundlagen einer Mannlghltigkeitcielire® " citati da Veronesa sona
Hﬂ&ﬁﬁﬂf!en'_ | 887-28) tigkeitsiehire, {1233) ¢ "Mitteilungen zur Lahra vom
__veranese non parle perd né di numerl cardinali né di ot i 2

o ofi ; nu
rar::o di ’I‘f-’m‘fr" di un gruppo. anche se am che in afinwﬂ:ioclf:jnail. n;la 56/~
fiyrianza Fordine degii oggetti che lo compangona. 51 fion S ire-

Ot Schedder, Lek ? ; )
b. 249 ruchdar Avitimatit und Alger, 1873 p. 5, cit. in Frege, 1854,
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concetto di unitd deriva dall’'applicazione dell‘'operazione di
astrazione ad un qualunque oggetto (fisico o mentale) che &
constderato per 1l solo fatto di essere una sola cosa, facendo
astrazione da tuiti 1 suoi contrassegni particolari:

Unita si chiama una oosa qualunque X data considerando che &
una anziché pil coge, facendo astrazione dagli altri suoi con-
trassegni.'™

L'unitd presuppone un'operazione di astrazione da tutte le
proprietd particolari di un oggetto: in ¢he mode allora potra
essere distinta da un'altra unita se si & fatta astrazione da tutti
i contrassegni particolari dell'oggetto? Poiché qualunque cosa
pud essere chiamata unita, 'esser une & un contrassegno di tut-
te le cose: ma che tipo di contrassegno & una proprieta che
vale indistintamente per tutti gli oggetti? Questi due problemi
sono evidenziati dalle critiche di Frege all'idea di unita ottenu-
ta per astrazione dai contrassegni di un oggetto, Benché Vero-
nese presumibilimente non conosca il testo di Frege, & interes-
sante valutare la portata di queste obiezioni alla definizione
cantoniana di numero alla quale Veronese si richiama, '

La definizione di numero come gruppo di unitd si trova gia in
Euciide: goveg € ¢id in virtll di cui ¢iascuna delie cose esisten~
ti & chiamata uno e una moititudine di esse 2 cid di cui ca-
scun numero & composto. li termine unitd ben traduce il
oves greco, perché corme questo oscilla tra vari significati:

'oggetto da contare, una proprietd di esso, il numero uno,
Schrdder - e anche Veronese — chiama unitd clascuno degli
oggetti che sono contati, ritenendo I'esser uno una proprieta

di-tali oggetti, Per Frege invece I'unita ~ e pill in generale il

numero — Non & mai una proprieta attribuibile agli oggetti,

perché
1...] sembra strano che ogni oggetto abbia la propriet di esse-
re uno; & infatti incomprensibile come mai, se tutti glf oggett
hanno questa proprietd, $i persista ancora ad attribuirlz loro
espressamente. '’ ' :

1 pG, 0. 26,81, 0.45, Def |
I Frege, [1884], p. 262. 1| numero & per Frage una proprietd dl conoetti:
Vettribuzione di un numere contiene sempre sn'affermaziong intome &d un con-

ceilo Frege, {1384), p. 282.
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S¢ l'unité fosse semplicemente un altro nome per il termine
cosa, perché ostinarsi a defnire ii. numero come insieme di
unita anziché come insieme di oggetti? il motivo della prefe-
renza risiederebbe “neil’'uguaglianza <he [...] viene attribuita
agh oggetti della nurmerazione™.'® e differenze tra gli oggetti
sarebbero infatti inessenziali ai fini della determinazione del
loro numero. Tale uguaglianza tra le unita che compengono ii
NUMEre non pud perod in nessun caso essere assoluta, aitri-
ment con la diversitd si perderebbe anche 1a pluralita che per
Schi&der e Jevons caratterizza il numero:

)l numero non 2 che un altro nome per la diversity. L'esatts
identita & unitd e con la differenza nasce ia pluralitd. (...] La
p!uraIirE’é fasce quando e soltanto quando scopriamo una diffe-
enza,

L'uguaglianza non. pud allora essere che relativa: il numero
si ottiene astraendo dalle differenze particolari tra gli oggetti
{che detertninano la molteplicitd), tenendo conto soitanto de]
fatto che le differenze esistono: in questo modo Jevons arriva
a definire il numero come “ia forma vuota della differenza”. per
POter riunire pil oggetti in un tutto unico occornre prescindere
dalle differenze particolari tra gii oggetti senza dimanticare
che quaiche diversita perd sussiste, Se il numero & un gruppo
di unitd, occorre che le unita che io compongono siano tra lo-
ro diverse (o almeno distinguibili); come & possibile se le yni-
t& sono ottenute per astrazione da tutte le caratteristiche par-
tcolad che differenziano gli Oggetti tra loro? Dato un insiemé
di oggett] separati, astraendo daj caratteri che |j différenziano
hon si ottiene il concetto di numero ma "if concetto generale
i cui rientrano quei singoli oggetti”'® Husserl analizza
un‘altra possibiie sotuzione: il concetto di quantita (e dinque
anche quello di numero come quantita di unitd) & ottenuto
PeI astrazione de certi insiemi di oggetti considerando non le
note ad essi comuni ma la relazione che Ji lega insieme a for-
mare un tutto.™ Un insieme & dato da contenuti singolari e da

Y Frage, | 1884). p. 267. :
' jayons, The princioles of scignee, 1332,, p. 156, elt. in Husserd, 11891, p. 50,
" Frege, {1284), P 268, :

" Husser, {1891}, Pp. 17-21,
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una relazione collettiva che ii lega in un tutto: cid che pii in-
siemni hanno in comune & proprio tale relazione cpllettlx_ra |eol-
lective Verbindung], che & in un certo senso la relazione pil las-
sa, esteriore e generale che pud sussistere tra g_i]_ el_emenj:i d}
un insieme. Per unitd si pud allora intendere ogni insieme 1 cui
oggetti siano legati da una relazione coilettnf_a m"modc da
formare un tutto. Considerare una cosa come “uno” vorrebbe
allora dire considerarla come un tutto le cui parti sono tra ]m_‘o
in una relazione generica che Ie unisce: le parti scivolano in
secondo piano mentre attenzione resta concentiata sulla re-
lazione. Le differenze tra un insieme e l'altro (¢ dunque tra
un‘unitd e un'altra) sono ancora presenti ma non & ad esse
che si rivoige il nostro nteresse: :

lurale "parti” implica senza dubbio (indipendentemente
galﬁ’a sua oo?raelazione ai concetto di tutto) la_ fappresentazions
generale di una quantitd, ma aon esprime Cid che_carattenzza
in modo particolare tale quantit in quanto quantita. Quando
noi abbiamo aggiunto che le parti sono tega‘{e collettivamente,
abbiamo rinviato al punto al quaie condu_oe it nostro inieresse
partticolare e in vittl del quale la quantits & _caratten_zzaitg in
oppasizione ad altri tutti precisamente in quanto guantita.

~ Accanto a questa caratterizzazione psicologica del numero, 2
possibiltg ric(ércare aktri modi per distinguere tra loro le upita.
Una prima strategia prende in S:Onmderz:mone fe d!ffe{enze
spaziali & temporali tra gli cggetti, le qual! non sono intrinse-
che ma esterne a ciascun oggetto perché riguardano i rapporti
reciproci. Tale & I'opinione di Thomae:

Immaginiamo dato nella spazio un gerto insifeme di- punti o d;
unitd, e immadginiamo di contarll uno dopo laltra, per la qua

<032 @ necessario un certo tempo; 2llora, malgrade qualungue
astrazionre, vi rimarrd pur sempre un carattere capace di distin-
guere I'in l'aitra le diverse unita: 1a lore diversa posizione nello

spazto e nel tempo.'®

Verenese non condivide questa opin_idn?, perch_é‘ritiel"lei_ che
la ripetizione nel tempo sia un esempio di modo di posizione,

£ 1391). p. 21. o
iz }'Ti‘i:‘;f::éj gl:mlnpwm Thearie der analylischen Funktlonen, 1880, p. 1. Git in Froge,

[1884], p. 274.
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contrassegno dal quale occorre fare astrazione nella conside-
razione del numero. E piuttosto un concetto generale di stc-
cessione generato dal susseguirsi degli atti di pensiero a ga-

rantire ta distinguibilita delle unita che COMPONZOono il nume--

ro. Criticando la concezione di Hanke], Frege ritiene al contra-
rio che per ordinare in successione degli oggetti occorre che
questi siano gia differenziati e tra loro distintis - o

‘Allarché Rankel ¢ digs di PENsare o pofre un oggetto 1 volta, 2
voite, 3 volte eéc,, anche questo $U0 metodo ha tutto Faspetto
di un tentativo rivolto a riunire negli oggatti numersti i due ca-
ratieri dell'vguaglianza e deiia distinguibiiita. Ma si vede subito -
che anche questo tentativo non & tiuscito; & chiaro infatr che
queste successive rappresentazioni o intuizioni del medesimo
oggetto devono risultare in quaiche modo diverse l'una

dailaltra, se non vogliamo che confluiscans in una rappresen-
tazione urijca, %

- Per Veronese,. invece, ia differenza tra oggetti identici, come
ad esempio le unita, & garantita proprio daila posizione che
clascuna di essa occupa nella successione delle cose pensate:
2 if pensiero a determinare una prima generale distinzione tra
gli oggetti, perché il pensiero pensa prima una cosa e poi
un‘altra cosa. La differenza tra le unita & allora garantita dal
posto che ciascun oggetto (e dunque ciascuna units poiché la
definizione richiede che oggetti distinti diano. unita distinte)
occupa nella successione def nostr pensier. in alcuni recenti
articoli di William F. Lawvere e Colin McLarty si pud trovare
una nuova soluzione al problema di una giustificazione della
diversita degli oggetti non distinguibili di un insieme:; essi ri-
correno al concetto di funtore proprio delia teoria deile cate-
gorie. Data ad esempio. un’immagine televisiva composta da

un insieme di punti diversi per colore e luminosita, medifi-

cando ii colore e il gontrasto sulic schermo possiamo ottenere

un insierne di punti privati delle loro qualitd individuali ma

ancora-equinumeros! con i punti dell'immagine. T nuovi punti

non sono tra loro distinguibili (e dunque si possono considerare
uguali) ma si differenziano per il modo nel quale ciascuno di essi
& Stato ottenuto: cid che individua clascun punto del secondo. in-

" Frege, {1884}, p. 277. (] rifertmento 2 a Hankei, Thaorie der complexen Zahilensysteme,
1867, p. 1. . .
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i ia che lo collega ad un punto dell'insieme di par-
i;i?; iéil?igce)cfflt?carrispéndﬁza sussistente tra i due insiemi
permette di individuare gii oggetti del sec:_ando insieme, pro-
prio come la corrispondenza tra un gruppo di oggetti e il gruppo
di unita che da essi si possono ottenere garantuepbe in Vero-
nese la differenza tra le unita del numero associato al grup-

12¢
p%rirna di introdutre la definizione di uguagllan_za tra numeri e
la caratterizzazione che Veronese da det numeri naturali a pat-
tire da quelii ordinali finiti, confrontiamo :Drevemer?te'll concgttdg
fregeano di numero naturale per vedere In cosa si d;ﬂ_'e_renz:d l
quello di Veronese. [nnanzi tutto Frege rifiuta l2 definizione del
numere come rapporto tra grandezze, percI_né‘luguag_llanza di
rapporti & a sua volta definita {ad esempio in Eudlide) me-
diante l'uguagtianza fra numeri naturali. Conscio _c_;{1 questa cir-
colarita Veronése fomisce dapprl_ma una definizione astratta
di numero naturale e soio successwamente]ntroduge geometri-
camente i numer, mostrando che per i nuovi numeri associati ai
segmenti della forma fondamentgle valgono _l_e stlfzzasse proprieta
ed operazioni valide per i numeri cie_ll'ar!t_metlca. In__sgcond?

luogo Frege rifiuta I'idea che il numero sia una proprlet_é-de&g i
ogsetti ricavata da essi per astrazmne: al pari d_el co]ore 2’ ei'
peso. il numere non & né qualcosa di ﬁ_s;co cl'_ne _r_IS1'ede negli
oggetti né¢ una rappresentazione soggettiva ma contiene sem~
pre un‘affermazione intomo ad un concetto: quando affermia-
mo che ii pianeta Venere ha zero sateiliti, non attribuiamo una
proprietd ai satelliti ma al concetto “satellite di Venerg".
Frege da la seguente definizione di numero naturaie (il cui in-
teresse principale risiede nella riconduzione della nozione di
numero a quella di estensione e dungue di un concetto arit-
metico ad uno logico): [ numero naturale che spetta al con-

17 o Lawwvare, [1994]. ¢ Mclarty, [1988]. : S _
I8 g?veda il$ 2.[2 nel quale mostrlama [h che modo Veronese introduce oitre i;
segmenti comispondenti sulla retta aj numert paturall snche dei nuovi-segment
i quali sono assaciati numer; infinitl. ) _ .
?ﬁ’!%&ﬂe {1834], p. 282. Husser| obletts a Frege che 1I\nu_mero non si rapport: a_:
l:oncem; [Begriff|] degli cggetti numerati ma al loro mSIEmE |inbegriff]: non [
i i i tC ma vice-
nciare quaicosa intomo 2l concetto di cid che & pumenal
mer;]ieo?nm gd enunclare quaicesa intomo 2l numero. Husserd, |1891),
@ap. IX, p. 201
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Getto F non & altro che I'estensione del concetto ‘ugualmente.

numeraso ad F™, ove l'aggettivo ugualmente numer. i

cornspc_mdenz_a biunivoca tra gl?goggetti'che Jﬁﬁi‘f@ﬁ
concett legati da tale relazione.'® Gia da questi pochi cenni
emerge l'enonjne differenza tra le posizioni di Frege e di Vero-
nese. Frege & interessato a ricondurre l'aritmetica alla logica
ad attribuire un valore oggettivo al concetto di numero eardi-
naie [_mtesc_a come numero degli oggetti che cadono sotto un
concetto); ]uguagi_lanza & sempre assoluta, & un'identita. Ve-
ronese, al contrario, definisce dapprima il numero ordinale
{risultato deIl’gperaziOne del contare) e lo ritiene associate ad
un gruppo ordinato di oggetti; l'uguaglianza & sia assoluta sia
rglatwa:‘:n questo secondo caso & sufficiente che siano comu-
ni alcuni contrassegni detle cose confrontate e non tutti.

1.3.1 L'uéuag!ianm fra numeri

Dat_o Un gruppo (A) e dato il numeros di quel gruppo, Verone-
se _dlmostfa che esiste una comrrispondenza univoca e nello
ztesso ordine tra glf oggetti del gruppo ordinato (A) e le unit3

§! numere di (A). Tra i numeri, in qUARTO gruppi, si pud sta-
bilire la consueta relazione deli'esser parte tra grﬁppi: un nu-
g?egoq & parte di un numero & quandc le unit3 di 2 sono unita

16 Si dunost‘ra che i numeri corrispondenti-aj sottogruppi di
un gruppo ordinato A sono parti del numero del gruppo A; in
particolars I'unitd stessa & un numers ed & quello che corri-
spondg g(_i un gruppo di un solo elemento, L'uguagiianza tra
numeri e_gietergmnata, come in generale ogni uguaglianza fra
Cose, da{l identrpé dei rispettivi concetti. Poiché i numeri sono
gruppt, | uguaglianza tra gruppi dipende dagii elementi che li
Eﬁstltuwcong.\ Gli elementi dei numeri sono tutt uguali per-

€ 500 unita, vale a dire cose considerate per il solo fatto di
€55ere una anziché pill cose: rispetto a questo contrassegno
clascuna cosa @ vguale ad ogni aitra. Dunque poiché gli ele-
menti hanno tutti la stessa natum, occorre analizzare I'ordine
nej qule-sonq posti e il rapporto di tutto e parte che lega i ri-
spettivi gruppik: due numer o gruppi di unitd sono uguali
quando 1) le Ioro unita: si corrispondono univocamente e 2)

" Frage, |1284], p. 306.
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nello stesso ordine € 2) un numero non & parte © uguale ad
una parte dell’altro. ™

Questa definizione che appare ridondante nel caso dei nu-
meti nattrali o in quello del numeri cardinali & valida anche
per i numer infiniti e infinitésimi che Veronese costruisce nel
prosieguo dell'opera. Nel caso finito, la terza condizione & su-
perflua, perché & sempre banalmente verificata ove sia verifi-
cata la prima: due numeri naturali in corrispondenza biunivo-
€3 non POsSONo £ssere uno parte dell’altro perché nel finito il
tutto & maggiore delia parte. Nel caso dei numeri cardinali 2
invece superflua la seconda condizione perché si prescinde
dall'ordine. Le condizioni necessarie per affermare I'uguaglianza
di due numeri si riducono proporzionalmente ai concetti dai
quali i numeri stessi dipendono:

Se il numero si fa dipendere invece dalla sola corrispondenza
univoca ¢ del medesimao ordine, o anche daila sola corrispon-
denza urivoca 1 numeti di (A) e di (B) sono uguak se vi & nel
primo caso la corrispondenza univoca del medesimo ordine, e
la sola commispondenza univoca nel secondo caso.

Se nellintroduzione di numeto di un gouppo si considerane
soitante particolari gruppi limitati, anziché gruppi qualunque
e si fa astrazione dalla natura dégli opgetti che li compongano
ma non dall'ordine, i numeri cost ottenuti (finiti) si dicono
uguali quando si corrispondono biunivocamente e nello stesso
ordine, mentre la condizione che uno non sia parte dell'alfro &
sempre banalmente verificata. Se invece per numero di un
gruppo si intende un gruppo di unitd ottenuto a partire da un
numero di oggetti considerat] soltanto per i fatte di essere
ciascuno un‘unitd e prescindendo dalbordine, due numeri
(cardinall) saranno uguali quando si comrispondono biunivoca-
mente. Ricordando che it numero 2 definito come un gruppo
di unitx associato ad un gruppo ordinato di cggetti, Veronese
dimostra facilmente, nel caso di gruppi limitati, il ¢riterio di
uguaglianza di cui sopra grazie ad un teorema che afferma che
ciascun numero & in comispondenza biunivoca e nel medesi-
mo ordine con il gruppo al quale & associato {vale a dire gli
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oggetti del gruppo comrispondono biunivoacamente alle unita
dei huinero). Da ¢id deriva, per la transitivita della comispon-
denza biunivoca, che se due gruppi ordinati SoNo in Corri-
spondenza biunivoca ¢ nel medesimo ordine, allora i numeri
ad €551 assoctati sono uguall, Siano ad esempio A e B due
gruppi ord'man che si comispondono biunivocamente e nello
stesso ordine e siano A e B' i rispeftivi numeri: A corrisponde
biunivocamente e nelio stesso ordinea A, AaB, BaF dun-
g:see?éca) B‘édS(; if! teon;.mg & ristretto al caso dej gr'uppi Iir;nitati
soddistatte le due prime condizioni i '
méa_reécheA' ihB' atte | uguaIi.p condizioni, possiamo affer-
! & visto che Veronese definisce Iy ian i
gllo stesso modo dell'uguaglianza fra c%uszg:n g?:ngglg l::m;g;
introduce come teorema un criterio di uguaglianza fondato suj
concetto di corrispondenza tra numeri. In una nota egli critica
una strategia contraria (rintracciabile nei testi di Cantor), la
quale adotts la corrispondenza def gruppi associati ai numeri

come defintzione dell’'uguaglianza tra numer ansi §
i i anzich -
fia per determinarla: : € come crite

Scegliendo come def. del numeiro la “Si di i

_ _ . _ seguente: “Si dice che i

gruppi ordinati qualunque {A) e (B} hanno o stess numers

g“a,’.‘d° si POSSONO far. contispondere univocamente ¢ ne] me-

¢ ie?; Trg{?rdmgbesl Encontrerebbe 1l difetto gia notato altrove che
urre, il concetto d'identita, se S

questo casq applicabije. ' 7 sapeie se & in

In primo luogo lidentitd dei numeri risuit i
mo. erebbe introdotta
per giquz_z;one. S€nza sapere se & applicabile perché non SOno
relsp]igcltasn i contlr)assegm in base ai quaii confrontare gli ogget-
cénce?t i.l potre .be pettanto stabﬂ:rg I'identits dei rispettivi

Cid potrebbe perd essere giustificato faci
_ ! cCilmente, Ma cost il
. #umero verrebbe introdatto come un mode di dite per esprime-
re if concetto della corrfspondenza univoca e del medesimo or-
dine, che nori & ancora quello di numere da noi definize. '™

In secondo luogo ogni definizione non pud che essere pura-
mente nominale: essa pud al pib attribuire un nUoVo Nome

.0.45, nota 1.
.43, nota |,
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alla corrispondenza tra gruppi-di oggetti ma non introdurre un
nuovo ente. Dire che due gruppi ordinati che sono in. corri-
spondenza univoca e nello stesso ordine hanno lo stesso nu-
mero significa rinominare la corrispondenza biunivoca me-
diante il termine “numero” e non. spiegare cosa sia il numero
di un gruppo ordinato.

1.3.2 | numert naturali

1l numero & una forma in quanto gruppe: i gruppi sono cose
che si possono confrontare tra loro secondo i contrassegni
tutto e parte. Veronese precisa che non ogni forma che chia-
miamo numero deve essere dedotta in questo modo {ciog
come gruppo oidinato di oggetti considerati come unitd) ma
questa & la via pill conveniente per introdurre i numeri natu-
rali, che sono 1 gruppi di unitd corrispondenti ai gruppi ordi-
nati naturali. I} numero ¢ un gruppo ordinato 2 determinato
attraverso l'operazione del nuimerare o contare; il numero & il
risultato dell'attivita dell'uoro di contare gli oggetti e pertan-
to &, nella sua pritna costruzione, un ¢oncetto che indica
un‘iterazione di oggetti secondo un certo ordine:

[l numero nella swa prime costruzione, o il numere raturalg, &
I'unione successiva di pid unitd ottenute colla semplice ripeti-
zione limitata dell'unita.'**

La definizione det numero naturale come risuitato dell'operazione
del contare non implica ¢he al concetto di numero comisponda
nella realtd un qualche oggetto concreto. !l numero @ neila
sua prima formazione il rsultato della funzione del numerare
ogeetti, anche puramente astrattl” e appartiene alla categoria
delle cose che “non hanno necessariarnente un'immagine in
un campo esistente efiettivamente fuori del pensiero”, perché
esso pud essere definito matematicamente “senza 1'ajuto ne-
cessario dell'osservazione sensibile”, ossia senza che vi sia
“bisogno di aleun oggetto fuort del pensiero che debba rap-
presentarlo”. _

L'operazione del numerare o contare & definita come l'cperazione

S 26, p. 27. § 2, 1. 46 fcorsivo nel testo).
1# 26, p. VAL .
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om Ia_quale si determina il numero di un gruppo ordinato. |
numer; natum;i $ono I numeri che corrispondono ai gruppi or-
dinati naturail e risultano dall'operazione deflunire ie cose di
una serie naturale secondo l'ordine della serie stessa I

] numeri naturali si possono far corr i :
2 : <ormispondere univocamente e
nel medesimo ordine 3 sottogruppi di un gtuppo ordinato §i-

limitato di 1® i
Mt specie ed aventi con questo lo stesso primo gle-

Tufti i numeri naturali formati attravers i i
<ul sopra f_ormano una serie illimitata di J?' ;;ei?;niﬁgn\?:;? "
chiama 5ene haturale def numeri naturali e indica con {1): ogni :ff
mero naturale pud essere ottenito unendo un'unie al numero
che_io precede nelia serie. Dopo aver dimastrato che l'operazione
dell'unire un numero ad un altro numero 2 a senso Unico, cios
d% un solo risultato, Veronese chiama quest'operazione addizi .
€ Introduce segni per indicare | numeri % Mentre le cifre m?e
¢8R0 un numero di posto determinato della serie, le lettere
Vengono usate per indicare un numero qualunque di essa, B
gtossabzie che du_e-c:i_fre diverse siano usate per indicare lo

©SSO nUMero: si-scriverd a=6. il segno utilizzato & §] simbole
dell'uguaglianza relativa. Nel caso de; numeri esso indica perd
anch_e ]’ugpaglianza assoluta, perché contrassegni in bage'e;i
quali possiamo confrontare i numeri, vista la ioro definizione
sI rictucono ad uno solo. Se due cose A ¢ B sono confrontate
in bas_e ad un UiIco contrassegno, allora l'uguagiianza ch
pu_b essere stabilita fra di esse & sempre assoluta e sj g
scrivere indifferentemente A=B Oppure A=R.'** o

Dopo aver dato una definizione generale di numero e y
definiziope di numero naturale come numero corrispohden?a
ad un gruppo naturale, Veronese dimostra che due numeri na?

:;: $,eg_ 2?51} 2.1m.46 b, ’
tedeschi hanno due vocaboli disting Pei nurneri. Po i
) _ . Per quef
g::;a !rjac‘i:; g Lzlgge‘g; ]ﬁi’u : ?:Lj::;o usar;o_ la par?]la "J\nzal!["qper'l Eggnsr' :}:;ej??:g E
Zaht", cancettt sone ben distinti”, FG, p, 99 '

ns;ﬁe 2{5{;‘.‘& I[;u Bou_s-Reylmond._lli?SZi. P. 16 "...] il coneetio di ﬁumér?:l;}k?r'm‘}:’ﬁ
© la comprensione. di questo concese ne s, O O8gExl defa percerions
e T © ha luogo oon I'siuto delle ! i
atiraverso 1 i i e e
r;ejZaMen].‘ quali sone rappresantat] | numeti (Anzaftlon) e che ;:i chiamanc nuenﬁz-
. "7FC, pp. 4, 29.
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turali sono uguali indipendentemente dali’ordine nel quaie si
corrispondone le loro unita. L'indipendenza del numeri interi
finitl dall'ordine deve essere dimostrata perché esistono dei
numeri. come ad esempio quelli transfiniti di Cantor, ¢he non
sono indipendenti dall'ordine: 12245, .n... ¢ 2345, .n...1 so-
no numeri ordinali differenti, anche se i loro elernenti si corri-
spondono biunivocamente.

In generale nel numero degli oggetti di un gruppo non si tien
conto delPordine di questi oggetti, e non. si segue il metodo di
derivare le proprietd del numero dalla corrispondenza coi -
gruppi ordinati, mentre se¢ il numere deriva nelja sua pidt sem-
plice costruzione dalla funzione logica del numerare, esso di-
pende dali'ording degli elementi dei gruppil corrispondent]. ma
cid deve essere dimostrato, perché vi sono gruppi di elementi
cui corrispondono 1 numeri transfiniti di G. Cantor, per i quali
non ha pitl luogo questa proprietd. _
Dimostrare ¢he 1 numeri ordinali finiti sono indipendenti
dali'ordine con cui si contano gli oggefti dei gruppi naturali
cui corrispondono significa provare l'equivalenza, nel finito, di
numeri ordinali e cardinali: tale teorema afferma che qualun-
que sia F'ordine in cui si considerano gli elementi di un grup-
po ordinato naturale esso rappresenta lo stesso numero.'
Nel caso dei gruppi naturali, il numero (ordinale) associsto al
giuppo ordinato & lo stesso qualunque sia 'ordine nel quale
el considerano gli elementi: dunque il numero ordinale asso-
ciato al gruppo € uguale al cardinale o poténza del grippo
stesso.
Per Veronese, come per Helmholtz, gli ordinall costituiscono
il punto di partenza della teoria dei numeri: essi sono il risul-
tato dell'atto del contare, condizione di possibilita del quale &
per Helmholtz il tempo, forma pura dell'intuizione, per Vero-
nese lattivitd del pensiero, che pone prima una ¢osa ¢ poi
un‘altra determinando wna successione dl cose pensate &
dunque un ordine.*? Entrambi ticonoscono la necessitd di
dimostrare che nel caso finito il nutnero cardinale |Anzafl] de-

" EG, p. 34, nota t.

MBS p.33,82.0n.48 h
¥ Cidy che accomuna 13 concezione di Vercnase e quelia di Helmhaltz & analisi

psicaloglen con la quale si cera di determinare |'atte del contare o numerare.
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gli oggetti di un gruppo & determinato univocamente qualun-
que sia I'ordine secondo H quale i oggetti Vengono contati,'**
La teoria dei numeri & costryita per Helmholtz su fatti pura-
mente psicologici, perché il numerare sj fonda sulla nostra
capacita di ritenere ‘nella rnemoria la sequenza secondo la
quale st sono succeduti nel tempo gii atti di coscienza: 1 ny-
meri [Zehlen] vengono perd considerati inizialmente come se-
g0 seelti arbitratiamente e fissati in un certo Upo di succes-
sione. La concezione di- Helmhoits pud essere ailora definita
formalista o nominalista nelig misura in cul definisce innangzi
tutto. i numeri come segni arbitrari che designano in modo
non arbitrario certi ogsetti: cfascun SEEN0 € un segnod d'ordine
che designa un certo oggetto che occupi nefla moltéplicita che
81 vuole numerare la stessa posizione occupata dal numero
nella serie dei segni.'* Veronege si oppone con forza ad una
tale posizione. 1La matematica non & un puro gloco di segni: le
sue grandezze fondamentali e ie sue operazioni rimandano ai
concetti e alle operazioni fondamental; del pensiero. Egli cri-
tica la genesi del numero proposta da Helmholtz, Kronecker e
Dedekind, i quali trattano prima del numero come puro se-
gne (Zahl}, e poi del numero come "Anzah!”-cio® del numero
degli oggetti di-un gruppo.™ [i numere uno non & per Vero-

" Questo faito -~ spiega Helmholtz - & ammesso seraplicernents da tutti coloro
¢he cominciano Ja teoria dei numeri a partire daj cardinali: il PTiMO a riconsscsie
il problema nascosto In tale affermazione sarebbe stato Schrader {Lefirbuch der
Arithimetik, Leipzig, 1873, p. 143, Cir. Heimholtz, {1827). p. 729.

* Si veda anche la critica alla posizione di Heltnholtz neil'Appendice afla prima
parte di Husser), | [89]). Husser] critica ia concezione nominalistz, che introduce
| concerts dei numeri ordinali come se fosgera semplicemante del segnl. Il signi-
ficate de! concertn che corrisponde al numero uno, due, tre s scopre, per Hus-
se1l. osservando che la successione-del numeri 2 fissa & elzseuno df essi indics
una posizione al'interne della seria: It stgnificato dl dascun segna si trova df
cahseguenza nel valore della sua posiziane” (i, 1. 194}, A Helmholtz & attribuito
Ferrore dl aver confuso | concettl & uno, dus, tre, ect. con quellj & primo, se~
eondo, terzo, ece. In modo analogo a Veronase Husser! conclude che, siz che si
tratti di pumert cardinaii o df numer ordinali, & 4| riferfmento ai-concatti signlfi-
<ati dai numesi che permette d; individuare un cerie ordine come naturale: *In
ORNI cast coloo che partano d) un ordine naturale del dominio dei numerj non
pensano affytto all'owdine dei segni arbferarl, ma o quells di cert! concett] desi-
gnati per mezzo di quet sagni, ... | Nel caso del numero cardinale per esempio il
principio d'ardine cansiste nel fatto che Ciascun numero immediatatnente POSte-
fiore nella serie & superiore di uno a un numemn anteriore.” (ivi, p, 196),

¥ FG.p. 39,63, 1. 50, acta 1. Cfr. anche FG.p. 29,8 2.0n.47, nota 2,
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arbitrariamente stabilito ma esprime il concetto legato
gﬁzeparzia ung, ossia il gindizio della nostra mente che stabili-
sce che un certo oggetto € uno anmch§ molti,] éenza piu com-
prendere i riferimento all’oggetto Qamcolare_. i1 numero ulfo
& introdotto da Veronese come il _r1su|tato di un giudizio che
coglie {a proprieta di un oggetto di essere un solo oggetto an-
ziché molti: il numero due & ottenute pensando prima un ogi
getto come uho @ poi un altro come uro, ossia pensando |
gruppo composto da tali oggetti e astraendo da tutte le carat
teristiche particolari degli oggetti. in questo modq Veronese
ottiene tutti 1 numeri naturalj, i quall dipendono dall'operazione
del contare, che & propria del pensiero.

o N = essi tinuamente nel discor
01, prima ancora df patlare dl "Anzahl” essi usano con .
S0 I!a bia%lla unp {2d es. un oggetto A} ia quale comispande _mi un mncetj:; fn?“
damentsle detetrninato e che 43 precisamente I"Anzahl _deIJ oggettd A L'Anz
deil'oggatto A non & secondo ™e UN SAENO O nome arb|§rar|o selto @ caso per
indicare 11 pritne posto od oggett] di tna serie, ma & unp mtende_néiti'pc:ir_tcg;e:;:

i indi
eetto che vi & lagato, E in questo concetto non vi
z::?(lnagg"ettc;nad es. Paola, albers ecc. ma it giudizlo che osprime 1a nostre mente,

che & ¢iod uno anziche pid oggetti.” FG, p. 39.



2. I CONTINUO NON ARCHIMEDEO .

Dopo aver definito I concett] generali di gruppe. uguaglianza,
grandezza, corrispondenza tra gruppi, Veronese costruisce un
sistema continuo non archimedeo di grandezze cui da il nome
di forma fondamentale. Questo secondo capitolo & dedicato
ad un'esposizione puntuale dei capitoli V-IX dell'Introduzione
ai Fondamenti di geometria: dall’analisi € dal commento del testor
{compiuti qui per la prima volta con ampiezza di dettagli)
emerge l'originalitd dell’opera di Veronese altinterno del di-
battito sui fondamenti della matematica e della geometria di
fine Gttocento. . .

2.F LA FORMA FONDAMENTALE .

2.1.1  Sistemi di elementi

L'obiettivo di Veronese & |2 costruzione di un sistema di punti
in grado di descrivere adeguatamente le caratteristiche del con-
tinuo intuitivo rettilineo. Per determinare in medo puramente
astratto e con ipotesi semplici e indipendenti e proprieta
del continuo, egli introduce la nozione di sistema di elemen-
ti ad una dimensione, caratterizzata da due proprieta essenziali:
lomogeneita e lidentitd nella posizione delle parti. Per elemento
{0 elemento fordameniale) intende una prima forma qualenque da-
ta e assunta come determinante un sistemna (un aggregato di
forme). L'elemento fondamentale & una parte del sistema ma
pud a sua volta essere considerato un tutto scomponibile in
parti. Il concetto di elemento & distinto da quello euclideo di
punto inteso come cid che non ha “in sé parte alcuna™ qua-
lunque forma {sia essa anche un sistema) pud essere assunta
come elemento fondamentale di un tutto. Tra gli efement di
sistemni diversi & definita una relazione di coincidenza: due elementi
coincidono in modo assohuto e sono io stesso elemento, men-
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tre 8¢ possono essere considerati “in qualche modo” come un
#olo elemento si affermera che essi sono “coincidenti rispetto
al modo anzidetto" ossia coincidono in modo relative.! Ben-
ché anche I'elemertio sia una forma, Veronese intende d'ora in
avanti per forina un sistema determingle da elementi. . bene preci-
sare che uno stesso sistema pud essere assunto talvolta come
glemento talvolta come forma, seconda un modo di procedere
mutuate dalla geomefria profettiva: possiamo considerare come
elementi i punt] e come sistema una linea, Oppure come ele-
mentl le linee & come sistermna una superficie, © ancora come
elementi le superfici & come sistema un solido. Due forme si
dicono coincidenti quande aoincidono gli elementi che ie deter-
TRinano, mentre hanno posizione diversa guando sono determinate
da element; differenti {anche qualora signe identiche). Poiché gli
elementi di due forme, essendo tra loro uguali, possono diffe-
rire solo per la posizione, anche due forme possono al
Hassiino differire, per quanto conceme gli elementi, per la
poslzicne. Ciascuna forma pud perd essere distinta dalle altre
mediante un insieme di contrassegni che ne costituisce la leg-
ge di determinazions: “la rappresentazione in parole” di tale legge
& la definizione delia forma.? Poiché a sua volta una forma (ad
€sempfo un sistema di sistemi) pud essere composta di aitre
forme, si dir2 che due forme sono identiche quando sono
identiche le forme che le determinano e per evitare petizioni

di principio si chiameranno forme fondamentali le forme {tutte

identiche tra loro) che servono a determinare le prithe? In

questo modo lidentitd di due forme & sempre ricondotia
all'identita delie forme fondamnentali, che costituiscono una
sorta di grandezza di riferimento per mezzo della quale co-
struire e determinare i rapporti tra le altre grandezze *

'FG, p. 50, § 2, n. 57. _

*FG, pp. 5051, 5 2. nn. 57-58.

?FG, pp. 52-53. § 3, h. 60, "E chiero che i principi suddetti danno I'identita di doe
forme mediante I'tdentita di aitre forme, e quindl se dovessero servire per stabi-
lire 'identita & tutte le forme conterrebharo una petzione di principio. Vedremo
al A, 7t come possano servire colta wonsiderazione della forma fondamentale”
CIr.FC. p. 67,83, 0. 71, o

* Per la costruzione del continue astraito Dosstamo, ¢on una fatevole approssi-
mazione e In modo meramente intuitivo, considerare che gli elémenti siano
punti -(rleordands perd che essi non sone né il minime sensibile né elementi
ultini indivigibili in senso assoluto). y
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Un sistema si dice ad una dimensione quando consiste in un
gruppo ordinato di elementi determinato da una serie e dalla
serie inversa:

La forma data da una setle qualunque di elementi che ha o non
ha un primo ed vltimma elemento e il cui ordine & cominciare da
un suo elemento qualunque & contrassegno dato della forma, e
dalla serie inversa, chiamasi sistema ad nna dimensione.

rassegno del sistema, come gia del gnippo ordinato, @
I‘cfrfi?;e. m?poiché qui gli ordinl sono due, quello dato e
quelio inverso, Veronese li chiama versi e Il.consn_lera une op-
posto all'altro. Per parti del sistema si PosSoNo n}tgndere gli
elementi {A, B, C...) ma anche certi gruppi ordinati di elemenf
1 (AB, BC, ABC...) il cui ordine & date;’mmato da quello deg!;
element] del sistéma. Tra le parti del sistema assumono parti-
colare importanza i segmerti, Ossia le parti che contengono
almeno due elementi distinti {se questi I_lrmtano il Segmento
si chiamano estremi). Se tra A ¢ B non vi sono aitri elementi
della forma data, (AB) & defto indivisibile. Un segmento indivi-
sibile pud essere scomponibile in parti ma tali parti non sono
segmenti del sistema considerato; analog_amente @380 pud
contenere altri elementi oitre ggh estremi ma tali elementi
no elementi del sistema dato. . _
n%ngdo. dato un elemento A di un slstema, costruiamo
elemento consecutivo B, “applichiamo la legge di costruzione
del sistema a cominciare dall’elemento A pel Verso dato”. S_e
dopo aver ottenuto tutti gli elementi otteniamo di nuovo A, il
sistema si dice chiuco, In ¢aso contrario ‘11_ sistema si d!_ce aperio
ed & illimitato, ossia non ha né un primo né un ultimo elf.»-
mento.® Un esempio di sistema aperto & la retta, un esempio
di sistema chiuso & il cerchio. Semplice & ogni sistema ad una
dimensione che non ha alcun elemento_npetuto: il verso di un
tale sistema & immediatamente determinato quando, datg un -
elemento, si scelga come secondo elernento quello, se esiste,
consecutivo ali‘'elemento dato; il verso di un segmento & de-
terminato dai suoi estremi. Un segmento & _univocatnente
determinato da due elementi se & parte di un sistema sempli-

n. 62, Def 1.
62, Def, V3, n. 63, Def. [

PG, p- 55,44,
SFG, p. 56, § 4. n.
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;lei?eemn;i ?53_0. da tre eiemepti se & parte di un sistema sem-
ms chi_tsl?o} 48 almens oo punt?unn‘ un arco di cerchio (siste-
.1 sistema si dice omogenep i uy verso dato se in

g?iéi?ﬂg rggeasegmeptz identici ad ognj segmeanto E{g% ;?aﬁg
presso e!eméntvenn I'uno Per primo Valtro per secondo estre.
G o Sleme Ido cgla_d}mque dato A7 In un sistema omogeneo
oppostsegmo- o 1?2 3 I Un verso sono identici anche nel verso
i o o) it derva perd che un segmento considerato in
verse oo Sla c:' eimi:o allo stesso segmento considerato nei
S0 opposto, q;a ©f2 questa proprietd sia verificata, i si.
sie movimentom @ rella posizione delle sue parti® Nej !jngﬁaggio
Cort] e "Uun sistema & identico nella posizione delie sue
i ondo nz;sua Parte pud muoverst o scorrers mantenendos;
ka8 2 sic) 5 da-osmc:a mantenendosi invariabile.” Dopo aver
Veroneas stem 1Ia dun_a _dj_me_ns;one e le loro prime pfoprieta

- .. - ! : e i
di costruzn_one del sistema a partire da un daei}; t.acﬁenn?:nii is?gogt-Ef

fin i i O si
i ggaﬁgio del movimento si dice che gli elementi del sistema
et pocilziqm differenti assunte nel ternpo da uno st
Slen er?t ; ime SI muove secondo ia legge del sistema. Parteiscsga)
e golrtante per la costruzione del continuo non
ard €0 & la dgﬁmzmne di segmento varighile: se i
cor I;sticqgw_qx‘un sistema In un dato verso (non ﬁecezrs?;?n
o :_I Zgzﬁu}t pg:sono essere considerati come posizioiE
- msistema 1 e da un UnIco segmento che si muove o varia
a1 n quel verse, ossia come gli stati di tale segmen-
v ve. Le definizioni eSpresse nel linguaggio dej

gtea?_g:igéig,s perd, non & un corpo che muovendosi pud acqui-
o g ;:;?;!;fnte le posizioni degli altri elementi ma 2
_ 4, alla qusle attribuiamo yna proprieta
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quella del movimento, che in realta non possiede. In geome-
tria occorre pertanto usare questo linguaggio “col dovuti
riguardi, per non confondere questo movimento nominale con
quello reale def corpi”:™ non si pud infatti introdurre il lin-
guaggio del movimento senza assumere come postulato
teorico il principio del libero movimento dei comi rigidi, ne-
cessario invece soltanto per le applicazioni pratiche.'!

2.1.2 Le ipotesi deilg forma fondamentale

Il primo passo nella costruzione di una teoria generale delie
forme matematiche astratte & |'affermazione dell’esistenza di
una forma fondamentale che ¢l permetta di costruire € con-
frontare le forme tra loro. La prima ipotesi déel sistema di
Veronese postula I'esistenza di una forma determinata solo da
se stessa e dai suoi elementi e tale da poter determinare tutte
le altre. Tale forma, detta fondamentale per il ruolo che svolge
come materiale di costrtzione di ogni altra grandezza, & iden-
tica per ipotesi ad ogni altra forma che sia considerata come
fondamentale, ossia come determinante altre forme. L'ipotesi
| afferma Jesistenza di una classe di forme fondamentali tra

loro identiche:
Ip. 1. Vi & una forma che serve a determinare tutte le altre.
Chiamerémo questa forma formd fordamentale. Le forme fonda-~
mentali sono identiche '

Le proprieta della forma fondamentale sono stabilite da otto
ipotesi suggerite dall'osservazione del continuo empirico: if siste-
ma di grandeze cosl caratterizzato costituisce un'adeguata
descrizione astratta del continuo intuitive, Veronese non rag-
gruppa tutte le ipotesi all'inizio ma le introduce gradualmente
pet esplicitare il procedimento di successiva restdzione che
conduce allindividuazione dj un oggetto particolare all'interno di
una classe pit ampia di oggetti. La proprietd delia forma fonda-
mentale descritta nellipotesi Il deriva da un’osservazione
empirica: guardando un filo téso riceviamo I'impressione che
la parte (AB) percorsa da B verso A sia identica alla stessa par-

" EG, pp. 6162, § 5. n. 67. notz 1.

U Ch. 313
2 FG, p. 66, § 2. 1L 70, p. ). |grassetto nel testo)



92 . Ciuseppe Veronese ¢ § fondamenti della geoinelria

Ez percorsa da A verso B."” Questa impressione ci spinge a de-
minare la forma fondamentale in modo da eonserv
questa proprieta: e

i, It La forma foridamentale ¥ un si '
_ | id un sistema ad i i
identico nella posizione delle sue parti. ura dimensione

n g:r;; h?:n z{rjocedere al}‘effettiva_ costruzione di un continuo
non archim dieo (@ partire gia_Il_e ipotesi Il e IV di esistenza e
Sostruzione ¢ segment] 1nf1ru§1] Ve{onese mtroduce due ope-
o L'unei%?ergléi oéietf‘:e rispettivamente deil'unire e del
toglie dello st e ¢ definita mmalmt_en_te soltanto per i seg-
elemento in c:rsnsl?n:?rsi? r?sS?c:fe c:iltl]Tl Sl B
: o dell'o i
mento che ha per primo estremo. il pﬁmge;:tzrl:;i ?ielll I;Jr?s?c;

(6]

Il risuitato inoltre dellvnione sull
. _ a forma fonda
segmenta (BC) & segmento (AB) dello stesso ver]:g némi]!esgg

mento {AC) che ha per part{ consecutive (AB) e (BCL ™

. :)?I?t?oilv:é-e ellr?gg::gz glivers;':lm“toprlieté dell‘addizione, Verone-
) lone del togliere applicata ai segmenti
::;?1 efg;)n?ﬁfg;uda‘me?ta!e: togliere un segrmento (BC) daeﬂf':
O | "significa nel senso fin qui ysat
(AC) In due parti consecutive di cui "ulti 2 (BC) & for vot
I , i cui 'ultima sia (BCQ) e far poi
Ia}gtrazmpe da {BC)".* L'operazione del togliere & :(:!efiLita co?n?s:
e p:gﬁgppe Inversa dell'unire e, anche se non sono specifica
Iziont restrittive, ¢ssa pud essere appli A
_ ‘ tive, es pplicata solo
goegr;;t:)txi] ipgor;c;olar;f_ le cui caratteristiche digendono dailg
: sull'operazione inversa: i'unione. Del £
evidente che ‘operazione del togalj it £ Comtisponds
_ lere, in quanto cortispond
ad un atto del pensiero che as e ne o1
trae da quaicosa che pri
state posto, pud essere definit Mo @ tas
_ : : a soltanto tra un futto e u
;Iio ;?S;tzg. Nel cgso dej segmenti I'operazione del togliere, dzt?
Sotr Whe, puo essere introdotta soltanto se uno dei due 2
parte delFaltro: il risuitato si chiama differenza o resto. Un caso

n

" % g z g 2,070, Oxs V.
» P- 80, & 2, 1. 70, [p. (. |gressetto
:: FG, p. 68, £ 4, n. 72, Oss, E!g el esof
FG,p. 70, $ 4. n. 74, Oss, [,
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limite & quello della sottrazione di un segmento da s& $tessO,
perché il segmento risuitante ha gli estremi coincidenti in uR
solo elemento: "onde non fare eccezioneg” anche questo ¢aso @
ammesso come possibile e la differenza @ il segmento aullo © 2-
w0 17 8j dimostra che il sesmento nullo pud essere ottenuto
come risultato della sotirazione di qualunque segmento da se
stesso, ossia che tutti 1 segmenti nulli sono tra Joro uguail: da
Gid si ricava che, poiché gli elementi sono tutti uguali fra loro
nella forma fondamentale, I'elemento rappresenta il segmento
nullo (che infatti & espresso mediante il segno {AA], ossia
mediante due estremi coincidenti). Questa precisazioné € im-
portante perché sard utile nella costruzione di un tipo di
segrnenti infinitamente piccoli rispetto ad un segmento dato
della forma. Intuitivamente € con moita approssimazione pos-
siamo mmaglnare il segmento nullo come un segmento cosi
piccolo che i suoi estremi, confrontati con segmenti molto pid
grandi, coincidono in un unico punto: tale punto, a sua volta,
pud essere inteso come un segmento contenente altre parti.
Le operazioni di addizione e sottrazione fincra definite non
valgono in generale: non & possibile sommare due segmenti
aventi parti comuni cosi come nen & possibile sottrarre un
segmento maggiore da uno minore. Queste limitazioni dipen-
dono dalla derivazione diretta delle operazioni tra segmenti
dalle operazioni generali del pensiero. il quale unisce pidl cose
date e toglie alcune delle cose prima poste. Queste definizioni
ristratte di addizione e sottrazione possono perd essere am-
pliate mediante ulteriori definizioni, che se per un verso soho
convenzionali, per l'altro mostrano la diretta dipendenza del
consueto significato algebrico @ geometrico di somma e diffe~
renza dalle leggi logiche del pensiero stesso. Rivelando un-
interesse comune anche a Grassmann, Veronese simpegna
nella costrizione di operazioni matematiche generali in grado
di rispecchiare gli atti essenziali del pensiefo: riunire e separa-
re, raccogliere e scomporre. Le regole dell'uso algebrico dei
segni + € — NOR S0Na convenzioni arbitrane nate per semplifi-
care § calcoli: benché sviluppate per analogia dai casi pid
semplicl e immediati a quelli pid complessi, esse hanne origi-
ne nel penstero.

" FG, p. 7, § 4. 0. 76, Def. L.
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L'operazione di addizione pud essere estes

{}zrziiopg del segmento maggiore
mindxznone‘dx Segmenti di verso oppos
'€ NON rispetta I'idea che Funire sig

possibil i i e L
ibile che la somima di dye segmenti n‘gsgu]tgemﬁg?epgirihg

€1 due: “naturalmente :
i : ~— precisa Veron _
non ¢ pt ese — in di u
nullc: gg;l Itutto dall part;"® Nel caso Particolaq:':ei{tiimo F'unione
che esso éir?uova definizione di addizidne si pud s;erfgem nare
" €nuto unendo ad un segmento il suc op nare
. <

do s€ a se stesso
® 4 se . Con
Chanche if SJgI_uﬁcato del to-
e anche ai casi nej guali
parte, contro la caratterizzazio-

tto del pensiero che, dato un

tutto precedenteme
SUe paiti: nte posto, fa astrazione da alcune delle

. Ma siccome ad un se
_ ginento (A i
mento. qua]gnque {CB) per[ Ic'ési:a
ggerzzzone, Cid vale anche se (CB) & di
1 (AC). & quindi estendiamo operazione dol togh

Cl, e ; : ,
neento (AB) percorso in taf caso frilrgr?:?gB?gga soltrazione sl ha if seg-

m R _ i: il seone - pré

" eiuéo JSE’“?M‘“ ché il segm m:@o dl _ prepoésto ad un seg-

estremi Qsto a quello indicato dallaes’eucessa- PEICOrso nel
L. 0ssia nel versa (BA), cessione dei suoi

BFC.p. 71,84, n

«P- 7184, n. 77, Det.
::FG_ D.72L.§4.n 77, Os.l!
PG, p.72,84.n. 77, Det )f

differen i et &
za di un segmento (BC) da un segmentrés}&eé?ng;r:: i3

e dellopposto del minore * 3

Fo 'COn un estremo co-. 3
il pensare Insieme pip . -:-
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2,9 SEGMENTE INFINITI E INFINITESIMI ATTUALI

7.2.1 L2 ipotesi di esistenza ¢ costruzione di segmenti infiniti

Per semplificare 'esposizione delle propricta della forma
fondamentale e 1a dimostrazione dei teoteml ad esse relative,
Veronese suppone innanzitutte che la forma fondamentale sia
un sistema aperto; quanto egli deriva pud essere perd esteso,
previe alcune considerazioni e restrizioni, anche ad un sistema
chiuso quale il cerchio geometrico® La formulaziene delle
ipotesi Il e IV, dette anche di esistenza e costruzione di seg-
menti infiniti, richiede 'introduzione dei concetti di multiplo e
sottomultiplo di un segmento, di unita, origine € campo di
una scala.

Un sesmento (AC) & un multiple secondo il humero # di un al-
tro segmento (AB) deila stessa o di un‘altra forma
fondamentale, se & somma di # segmenti consecutivi uguali
ad (AB).Z In simboli (AC)=(AB) n. 1} segmento (AB) s chiama
summultiply di (AC) secondo il numero « e si scrive (AB)=1/n
(AC). Dopo aver dimostrato diversi teoremi sui multipli e sot-
tomultipli di un segmento dato, Veronese definisce seala con

inita di misura (AB) e origine A una serie iliimitata di I° specie di
segmenti consecutivi uguali ad {AB).” Si dimostra che a partire
dall'origine gli elementi di divisione, vale & dire i secondi estremi dei

enti della scala uguali allunitd, e questi segmenti stessi e
quelli formati dall'origine ¢ dagli elementi di divisione corri-
spondono univocamente e nello stesso ordine al nwmeri della
serie dei naturali (I'origine rappresenta il numero zero}. Cid
significa che & possibile indicare con i numeri naturali della

2l Noi non ¢ occuperemo di questo punto, brevemente sviluppato da Veronese
alla Bne del quinto capitole dell' introduzione.

22 “3p nefla forma fondamentale aperta da un dato elemente A st caonsidera un
numero # di segrenti consecntivi nel medesimo verso ed uguall ad un segmento
dato {AR) della stesso verso. 1l segmento risultante (AD) dalt'addlzlone successi-
va degli n segmenti si chiama segmento nultipl del segmento dato (AR} seconde
numer »: & diremo che (AD) contlene m vwolte 7 segmenie (ABY” FG, . 74. § 2. . 79,

Def. 1,

B -4 saminciere da un elsmente A nella forma fondamentale in un dato venso si
cansidert una serie ilimitata dl 1? specie di segment consecutivi egyali ad un
segmento dato (AF). Questa sarie §| chlama scala, defla quale (AB) si chiama

unia di misura @ uniid, e Ielemento A, origine” FG, . 77,3 5. 1. 80, Det. L.
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serie (i) gli elementi di divisione, a partire dail'origine; che
Tappresentano i segmenti suila forma fondamentale: “in siffat-
ta comispondenza i segmenti corrispondenti ai numer godono

le stesse proprietd dei numer "di-(I) rispetto all'addizione e - :

sottrazione."* Veronese fa cormispondere 1 numeri aj segmenti

dopo aver introdotto le operaziont fondamentali direftamente su .

questi ultimi: solo cost infaii pus dimestrare indipendenza del
continuo geometrico da queilo numerico sul quale & fondata
ogni trattazione analitica della geometria. Da ultimo Veronese
introduce il concetto di campo di una scala, definito cofme i)
Segmento iilimitato determinato da tutti i segmenti consecy-
tivi della scala, ossia come un grippo ordinato di ségmenti
Il campo di una scala non ha un uitimo elemento perché deri-
va da una serie illimitata di 1° specie: €sso non & infinito ma
indefinitamente grande perché & maggiore di OgNi segmento
limitato i cul estremi appartengone al campo stesso e di ogni
segmento iliimitato delio stesso verse che abbfa come primo
estremo un elemento (appartenente 2 campo) che non coin-
cide con l'origine delia scala
S1 dimostra che due campi sono ugugli quando hanno unita
uguaii: se hanno la stessa ofigine si dicono uguvali i sense as-
soluto; se hanno origine diverss s dicono uguaii in senso relative
O relativamente alla serie de; segmenti delle due scale, peiché facendo
coincidere le origini & possibile “stabiiire una commispondenza
d'identitd fra i segmenti consecutivi uguali alfunita nell‘una e
I segmenti consecutivi vguali nell'altra scala™ Si pud dimo-
strare I'uguaglianza di due campi anche quando le rispettive
unitd AB e CD sono diverse purché sia soddisfatta fa condizio-
& seguente: se AB<CD allora esiste un numero naturale 'n
tale che n{CD)>(AB).%® Questa condizione & equivalente aila
formulazione euclidea del principio di Archimede: “Si dice che

TG, p. 79,6 3, 1. 80, Oss_ L. :

“ "Per canpo delia scala intendiamo il segmento iliimitato dells fortna fondamen-

tate determinato ds tall i segmenti consecutivi della sczia nel verse di exea. FG,

p. 72, § 5, n. &0, Def, (11, '

2FC.p. 78,55 080, 2,

;’FG.p.79.§a$.n.BI. .
Dle due scale cofle unita (AB) & (A'B') ki e (A'B')<(AB), O[A'B)Y{AB) essendp n 1t

mevo qualungue dellz serie dgi numers raturali, I canpt defls due seals <omo uguali in gene-
rakmmrmaihmdeisegmlide{kdmmm.”m. p.7,45.n. 81, b, .
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hanno fra loro rapporto (0 ragione) I_e grandezze _]:enquah mﬁcg
no, se moitiplicate, supetarsi reciprocamente. Due ;r?d ezp~
sono dunque uguali tra loro se le rispettive unita sono &g; e
ze che hanno un rapporte, ossia sone grandgaze confr nd‘ ol
in senso archimedeo. Veronese NOR assume il principio di -
chimede come ipotesi ma lo mtrgduce come cn_t%r]o p}a
determinare 'uguaglianza o la diversita fra due campi 11 soata
8i pud infatti dimostrare anche il teorema inverso: se e(:I _umrs :
non soddisfano al principio di A‘rcmmede‘ i campi SF{'n"j _Neso
o se 1 campi sono uguali, le unitd sono confrontabili in sen
ar;z;arge:fe? dimostrato altri teoremi che Eormscor;_o criteri g;
uguaglianza tra campi, Veronese introduce la de mm?ne a
segmento generatore del campo di una scala. Data una scala ¢ "
unita (AB) e origine A, si dice che un segmento {CD) gen%':nd
campo deila scala se il campo generato da un segmeggo }L e
tico a {CD) ma avente l'otigine in ﬁe Stesso verso 1g °{S A
uguale al campo della scala con unita {AB) e origine }?i'd‘ fe N
segmento genera una scala di unitd (AB), allora sod 1s: I
principio di Archimede rispetto a (AB); viceversa se due raegil
menti soddisfanc al principio di Archimede, uno i %1:;3 i
campo della scala che ha Faltro segmento per unita.” Da g e
sti teorerni emeige il legame sussistente tra lappartepﬁztg %
due segmenti ad uno stesso campo di spala e Ia possibili i
confrontatli secondo {l principio di Archimede; tutti i seigr:toe?&
che possono generare il campo di una scala sono ;ta oerché
gati da una relazione di confrontabilifa arch1me_ egt P srché
soddisfano a! principio di Archimede rispetto all'unita
SC:éagiitr?ZZido alle ipotesi del sistema I'assioma di Archlmgzlz
nella sua tradizionale enunciazions_: {se (AB) e (CD) sonc;m e
segmenti rettilinei, @ (AB)<(CD) s ha Sempre un nUm 1o |
tale che (ABn>{CD)] si ottiene l’uggaghanza tra tuttii lc:vaﬁ’i:
cioa l'esistenza di un solo campo di scala. Ammfettzre vali-
dita del principio di Archirede per 1a_ forma f;ur;1 : arln&f sle
equivale ad escludere la possibilita del{’esistenza di aitri seg

# Euclide, [(970). libro v, def. 4, p. 268.
PEG, p.&1.55.0n. 81, bef. I
"EG, p. 81,55 n.8l.d
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menti ai di fuori del cam
i Mpo delia seala, vale a dire di i
?c;)r]iconfrontabml con 1 generatori del campo péi{ceh{g isnegmeng
aﬁl mente grandi o piccol; tisperto ad essi. o
tes.'an?z i Questo punto per scala della forma fondamentaie si & §
uguéji 3_ serie illimitata di 1° $pecie di segmenti consecutpt
ol ad un segmento dato (AR}, Poiché non & stata fatta a A
cunipotesi su tale segmento (AR), réc inato
se F?u*_m gh elementi deila forma sia
Sce;”:argg ?Ipckge-;rovarsi fu_ori di essa. Applicando ji principi
i n?u nfu1ta del pensma_ro.32 Veronese postula i‘esistei;m)zg
oulle unaas o?damenta!e di un elemento al di fueri del cam-
specie, nu!!acfriSr: ?fgai}nsrfxalgirf:éahé prigriace el
- - - ; - - C e ‘ i {
serie limitata o illimitata, “dungue ;s;s:msracopgét:rgl :Soanltuaa

neamente da questa consideraz;
erazione ad ass.
fondamentale alla seguente condizione™: ogeettare Ia forma

Ip. IIL In un verso della for '

_ artna fon
eIer_ne_nto fuor del c;am?o della scgﬁa“:?
to limitato come unica 3 : !

14 ;
1potesi afferms che, qualunque sia Funita scelta e il Camnpo

di scala ottenuto '
» ©siste sempre una serig ¢ fer
scala data perché esiste almeno un elemento e e la

no contenuti in taie scala o

ntale esiste almeno un
Spetta ad ogni segmen-

Lna refta paraliela
fatt], data J'ipotesi
del campo della

_ URICO elemento ma, per I it3
della forma fondamentale, Pilt element; disfi:?ti}. vmogenens

Nitd (AA)) e origine A esiste Sempre un

. Tésta finora indeterminato %

2. H continuo nor archimedeo 0

appartenente afla serie dei numeri naturali si ha (AA,)Jr<(AA"),

esso non & confrontabile e dunque & infinito rispetto all'unita

(AA,) e rispetto ad ogni segmento contenuto nel campo della

scala con 1ale unit3. La terza ipotesi non contraddice alle prece-

denti (e dunque & per ¢id stesso rmatematicamente poesibile)™

né & derivabile da esse, perché la definizione di sistema omo-

gengo non implica un modo determinato di costruzicne deila
scala: siamo liberi di immaginarla come una serie a sua volia

contenuta in una serie. Se esistono pilt elementi distinti:fuori
del campo della scala, esistono anche pill segmenti distint

aventi per primo estremo l'origine del campo e per secondo
astremo uneo di tali elementi. Questi segmenti limitati aventi
un estremo nel campe della scala @ uno fuori di esso non
soddisfano al principio di Archimede rispetto ai segmenti ge-
neratori del campo ma per definizione sono maggiori di ogni
segrnento limitato avente entrambi gli estremi nel campo
delia scala. | nuovi segmenti sono chiamati infiniti attuafi rispet-
to all'unita delia scala, che a sua volta & infinitesima attuale
rispetto ad essi. Intendendo per segmenti tra loro finiti tutti i
segmenti generatori di un campo di scala di data unita, si di-
mostia che se un segmento @ infinite ¢ infinitesimo rispetic
ad un segmento dato, lo & anche rispetio a tutli i segmenti fi-
niti con quello dato. La relazione di finitezza & una telazione di
equivalenza, perché & riflessiva, simmetrica (se un segmento &
finito rispetto ad un altro, questo & finito rispetto al primo),
transitiva (due segmenti finiti con un terzo sono finiti tra loro)
e chiusa rispetto all'addizione (l'addizione di due se’gmenti fin
niti del medesimo verso da un segmento finito).” E allora
possibile costruire una partizione in ¢lassi di equivalenza dei
segmenti: apparterranno ad una stessa classe i segrenti tra
loro finiti, ossia confrontabili in senso archimedeo; poiché gli
elementi di ciascuna classe generano um vnico campo di sca-
la, & possibile assumere come rappresentante di ciascuna

¢lasse F'unita det campo.

% vQuesta ipotesi soddisfa a tofte la condlziont di una ipotesi matematicemente
possibile, che gl tiducona in fondo non a considerazton! d'ordine filosofizo
suliortgine delle idee matematiche, ma all'assenza’ di ognl contraddizione.” £G, p. 36,
1,n. 82 nota 1. .

FG,p. 88,8 n82 8.0 L
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Il campo di una scala 2 infinito rispetto all'unita della scala:
8350 non va confuso con il segmento variabile crescente otte.
nute dall'unione successiva dej segmenti consecutivi della
scala, che Veronese chiama campe finito deila scala * Jj campo
_della_sgala & il limite al quale tende il campo finito, che eresce
1n5_:!efﬂ_’11t&mente SENnza mai uscire dalla finitezza. | campi finito
e m_f}mto _dglla scala stanno tra loro nella-stessa relazione che le-
ga 11ndef1mfameqte piccolo (o grande) e l'infinitamente piccolo
(0 grande), la variabile di Cauchy e l'infinitesimo leibniziano: il
primo & infinito soltanto in potenza, Faltro in atto. '

Data una sca}ia di_ unité {AA,) lipotesi Il garantisce 'esistenza di
un segrmento infinito (AA®) rispetto ad {AA,); poiché il SeZmento
(AA™} genera un nuovo campo di scala, per Vipotesi Il esisterd un
alto segmento _inﬁnito rispetto ad {AA”} e cosi via. Sappiamo
dunque che esistono pidl segmenti infiniti rispetto all'unita ¢
che essi non appartengono tutti ad uno stesso campo di scala
{non SONO cioe tutti ira loro finiti). Cid che nell'ipotesi [l resta
indeterminato ‘& V'esistenza dj segmenti infiniti rispetto ad
(AA,} e infinitesimi rispetto ad (AA®): & Quésto scopo Veronese
introduce una Quarta ipotesi, la quale postula che il pilt pic-
colo segmento infinito rispetto all'unita data (AA,) sia contenuto
nel campo generato da (AA). :

tp. IV. Se in un campo allinfinito ris

) . < pette ad una gualungque
unita (AA,) 1. si sceglie un qualungue elemento B* allora gsi«
ste ‘Ee]_segmento (AB%) un certo elemento X, tale che (AX) e
(XB) stano entrambi Infiniti risbetto ad {AA,) € 2. esiste un cer-

to efemento A®, tale che i} segmento (AX PYSSES L
rispetto ad (AA“).M S (AX), per ogni X, sig finito

La prima parté dell'iMesi stabilisce che dato un qualunau
i e
elemento fuori _de_] campo di unita (A4)) esiste semqpre unqal-
tro elemento fuori di questo campo che precede il primo, vale

* Il segmento che si ottiene dunoy
‘it ) ¢ jue A partire dall'orlgine con questa operazi
lg(ii; n;:;ttf[rg I segenentt cansecutivi e unltli successlvamente in L?n zuttoogcr?é:?erliﬁ
POSLI| & Uh sepmento variabile sempre ¢reseente che chi
geélg scala” FG, p. 89. 5 1, . 83, Def, V, : Chlamemo camio fndo
« . 106 |gressatto nel testo). Paiché Iipatesi [V & in meg
C | ) 0l espressa in modo
nai Fondamenli, mentre & stats rivedutz @ oairetta neiledizlone tedescea ab%?:?nrg

preferito ripoitare quest’ . . -
] 685, ip.lﬁ‘ quest'nltima. ST veda anche fa versione italiana in B’:_. p.92. &
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a dire che {a serie degli elementi a)l'infinito non ha un primo
elermento: dato un segmento infinito rspetto all'unitd ve ne &
sempre un altro pit piccolo. La seconda parte afferma che esi-
ste un opportuno elemento A® fuori del campo della scala di
unita {AA,), tale che ogni segmento infinito che precede (AAT)
e finito rispetto ad €850, ossia appartiene al campo delia scala
generato da (AA®}. in altre parole, non esistono segmenti infi~
niti rispetto all'unitd che non siano contenuti né nel campo
dell’'unitd né in quello generato da (AA%), cioe non esistono
segmenti infiniti rispetto all'unitd e infinitesimni rispettd ad
(AA™), © ancora, intuitivamente, il tipo di infinito propric di
(AAT) & il pill piccolo possibile rispette all'unita (AA,). Ricor-
rendo ad una rappresentazione geometiica, si pud considerare
il campo della scala di unita (AA)) come parte di una retta 4.
Dall'ipotesi Ill sappiamo che esiste almeno un punto al di fuo-
1i della refta 2, anzi ne esistono piu-di uno e li possiamo
immaginare disposti su una retta b pargilela alla a; la prima
parte dell'ipotesi IV afferma che dato un punto B al di fuori di
a, ad esempio proprio st £, ne esiste un altro su b che lo pre-
cede, dunque la retta & non ha un primo elemento; la seconda
parte dellipotesi IV esclude che un qualunque elemento che
non appartiene ad ¢ ¢ che precede B” ¢ trovi su una retta pa-
rallela ad 4 situata tra questa e b, vale a dire la retia 6 & la prima
retta paratiela ad a: fra di esse non vi & nessun’altra retta, In virth
della prima parte dell'ipotesi IV la forma fondamentale risulta
densa ma non bene ordinata: dato un elemento all’infinito, vi
& sempre un elemento che lo precede, ma non ne esiste un
prime. La seconda parte dellipotesi fissa invece le condizioni
per riconoscere gli infiniti che sono tra loro finiti: applicando
ripetutamente Yipotesi si costruisce una gerarchia di infiniti
sempre pill grandi. Non esiste un primo segmento infinito pib
piccolo di ogni altro segmento infinito e pilt grande di tutti i
segmenti finiti rispetto all'unita e, pid in generale, non esiste
un elemento separatore fra due classi di segmenti infiniti di
ordine diverso.

Dato |'elemento all‘infinito A® & possibile considerare la scala
avente per origine A e pey uhitd il segmento (AA™): I'ipotesi LI ga-
rantisce l'esistenza di un elemento fuori del campo di questa
scala, mentre l'ipotesi quarta garantisce l'esistenza di un op-
portune elemento all'infinite A* rispetto al campo generato
da (AA") tale che ogni altro elemento all'infinito che lo prece-
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gje alaappauréi;ne al campo generato da (AA™), ossia 2 finito tispet-
quarta-cét) ndsoese?f:ento. L'applicazione successiva dellipotesi
infiniti rispetto :d uczgitarmlfgogaergl utn gr'i'fno o Toro, it
! e tutti finjti tra lore, quindi di

un . . . ! UIn
i giz:or;gg cil:eu'm:u:: di segmenti infinitf rispetto ai ?egme:n?}
prececentemente determinati e di nuovo tutti finiti tra

loro, & ¢osl via. I segmenti della forma fondamentale sono ti- |

sg;trg; ;2 ?é?asm di equ_lw_al'e{tzal, ciascuna delle quali contiene
segmen anchno €S50 flr}lt:. infiniti o infinitesimi) tra loro fini-
rI:apett " © segmenti della stessa specie.®® 1 segmenti infiniti
nepe g r:nd{AAl]'f finiti rispetto ad (AA™) sono delia stessa spe-
AL {AAO)HC; il nome di segmenti infiniti di 1° ordire rispetto
e un.s. segmemt‘cpstru_m con Fapplicazione dellipotesi
e inﬁerﬁne:jrgto infinito d] primo ordine considerato come
FISPetto a (A ¢ tra loro. ecet sans tagh del e & i
. ’ : Q tutts i
tsgnsncii;anﬁ1 segmenti infinili di 2° ordine r;sp?eitlfoszﬁzs;rse?:zggn?
ottengono[s ). Re‘ire‘randp l‘qpplicazione dellipotesi IV si
segmento ineg?;méid;n;ﬁgi:é?n\:a §up;;1’ore{:iin v
PSS ik rispetto ad un se
o p(;ttt(:a datlﬁgul'?? m-1 sara detto segmento infinito di o%?:;l rncz’
riopetto &l 1ta [A_ALJ. ove m e m-1 appartengono alla serie
Q! wmeri :l?aurah e dunque sono numeri finiti.® L'ordine
ol il ;:rtn; th:rggrinto & reIativo_ all'unitd che si sta
pirtanto fissare un’unitd (Aa, Jugaa c%eirggglrae @l nfinitl occorre
del?‘ egs?;?;;hz:dd'l'm'ﬁm'tl costriita da Veronese rende ragione
e esistanza I infiniti tra loro diversi intuita gia da Bolzano
{ra BOi&Reymrzigcamente ‘mediante lo studio di funzioni da
ool SO sa costruita da‘ Canter negli studi sui numert
e el nda parte dell'ipotesi quarta ha significato
Araogoalt principio di limitazione di Cantor) ™ Cli infini-
O tra loro diversi non solo nel senso che uno pud esser!e

®EC. p. 94, 60, n. 85 [
5 f fa L - B3 ;0. 97,9 [Ln. 86, Def |
et :;; Irl:‘ocardam: che » & Firito, perché in seguiio, grazie all'ipotesi V
gerarchia degli infinit] fine a comprendere |nfinit n%% pii‘: z;c\;:arﬁrcﬁﬁ

P EJ 1] 3 d pp DG{ are aumero
'
Qrgme tam, ma d [&] j 1€ 1l ﬁl 1t nove pra €senta un |C°]

? Cantor, {1583). pp. 79-80, 114+1 (8.
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parte dell'altro {come gia Galileo aveva osservato) ma anche
nel senso che esiste una velazione che lega fra loro infiniti dl
UNo SLesso genere, suddividendoli in classi di equivalenza. Un
altro punto filosoficamente centrale concerne la relazione tra
i1 finito e l'infinito: come & possibile studiare l'infinito se esso
assotbe in 3é e annulla il finite? Dato un campo di unitd {A&A,)
e origine A e un elemento qualunque B di esso, si dimestia
che “il campo della scala a cominciare da A nel verso di (AB) &
yguale alla parte dello stesso campo a partire da B rispetto ad
una serie di segmenti consecutivi di esso.”' Dunque rispetto
alla disposiziong in serie dei segmenti consecutivi si pud fare
astrazione da (AB), che viene detto nulle o trascurabile rispetto
al segmento (itlimitato) rimanente a cominciare da B nel verso
della scala. intuitivamente questo significa che, dato i campo
di una scala {che & un segmento illimnitato e infinito}, se
astraggo da una parte iniziate finita di esso, ottengo un campo
fillimitato e infinito) che pud essere messo in corrispondenza
biunivoca con quello dato; la parte finite @ trascurabile rispet-
to a quella infinita del campo. Una volta introdotte le ipotesi
terza e quarta sull'esistenza e sulla costruzione di segmenti infiniti,
a stessa proposizione pud essere dimostrata per i segmenti infini-
1i limnitati: un segmento finito & nulio rispetto ad un segmento
infinito (limitato). In particolare un'unita finita & nulia rispet-
to o tutti 1 segmenti infiniti che sono fra loro uguali rispetto a
tale unita. Con questo teorema Veronese determina il rappor-
to tra finito e infinito: it primo &€ nullo ¢ trascurabile rigpetto al
secondo perché aggiungendo o sottraendo un segmento finito
ad un segmento infinito si oftiene ancora un segmento infini-
o Linfinito & modificato dal finito ma questa modificazione
pud apparire solo rispetto alVunita di misura dell'ipfinito stes-
0 e non a quella de! finito, perché la parte finita dell'infinito
vesta invarata. Veronese introduce una differenza molto sot-
tile tra identits assoluta di due segmenti infiniti limitati e
identita degli stessi rispetto ad un‘unita di misura e spiega
perché dal punto di vista dellunita finita tutti i segmenti infi-
niti appaiane uguali. Rispetto ad un segmento qualungue finito

G . 82,85, 0815
“27g,p 94.61.0.85,2
®eG, p. 95,51, 0.85, 0ol 8.8
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assu;rto come urita i segment! infiniti iimitati sone effettiva-
(rinez:n e tutti uguali e dunque gli elementi all'infinito che i
] __errnmanc:_co}n‘mdono In un solo elemento: & come se perii
finito tutto L'infinito si concentrasse in un unico, punte it

giungibile. ' : pHo e

2.2.2 Numeri infiniti di diverso ordine

Veronese ha dimostrato I;esi'stenza i i

Vero; ) ato I una Corrrisponde
plunlvoqa tra ghi f.*lementl di divisione di una scala di uh?té [AAn}ZZ
1 nurner naturali deIa senie (1): per analogia associa dei numreri
anche agii element aii'infinito.

-Come ogni elemento di division
e ¢ e della scala a '
gail Ongine rappresenta un numero dells serle (i 1,2,... garé;r;
tl segno o ‘c_.he serve ad indicare it posto di un elemerllté nel
fﬁ?m ie?r:LH:iZ?IIto ;taéppresenta Un nuovo Rumera  dato
3t e Unita corAaspondenti i i dei
e 12 p nti al secondi estremi dei

Al segmenti infiniti non & possibile associare numeri natu-
ralj de_i]a séne (i), perché non sarebbe conservata la propriety
escshe_nzlale dei segmentt. infiniti: la non confrontabilitd in senso
ar xr_nedeo_ocgn_r segmenti finiti. | numeri naturali soddisfano
infatti al principio di Archimede, Occorre introdurre convenzio-
na]ms.jnnsf una nuova serie di numer tali da rispecchiare Je
s_ropr_leta det segmenti infiniti, { segmenti del campo di scala
d:e ilIJamsteér i[;f?}'] pseo;?éra_pgresentati adeguatamente dai numeri

2TChe 51 dimostra che I'addizione e la i
ne tra segmenti godono delle stesse propriet de!]'adsd(gi:roiz;oé
sottrazione tra numeri naturali. Per garantire che § nuovi nu-
METr Tappresentino efficacemente i segmenti infiniti, occorre
gieﬁmre-_due ._analoghe operazioni di addizione e sottra'zione tra
:nl;iun?;?rll I::t:; :tsote;soedpropgeté dglle Operazioni sui segmenti

- Ir NOUO soltanto @ possibile e legirt -
frontare segmenti mediante | nurieri ad emsfeg alst‘tslorz?aéonﬁ
tmpoitante sottolineare V'anterioritd logica della costruzione dei
Eegmenn nspetto a quella dei numeri, che sono soltanto strumen-
| descrizione dei rapporti tra segmenti: affrontare la geometria

“FG.p.99, § 2.1 87, Oss. |,
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con metodo sintetico significa infatti anteporre lo studio delle
proprieta dei segmenti a quelle dei numeri, introdotti solo per -
rispecchiare le prime. _

Innanzitutto Veronese introduce un AUOVO NUMErO CQOIT-
spondente ad un generico segmento (AA”), il cui secondo
astremo sia fuori del campo della scala di unita (AA)): guesto
huovo numero & chiamato infinite per distinguerlo dai numeri
cotrispondenti ai segmenti della scala di unit2 (AA;) che sono
invece finiti. Le proprieta valide per i segmenti finiti e infiniti
restano valide anche per i numeri ad essl comispondenti: un
numero infinito & sempre maggiore di uno finite, tra un nume-
ro finito e uno infinito ¢i sono sempre altri numeri infinitl, un
numero finito in senso relativo & nullo rispetto ad un numero
infinito, aggiungendo un numero finito ad numero infinito si
ottiene il numere infinito stesso, ecc. Anche i numeri infiniti
come i rispettivi segmenti possono essere suddivisi in classi
di equivalenza (numeri della stessa specie}: due numeri ap-
partengono alla stessa classe quando sono tra loro finiti

i individuazione di numeri infiniti tra loro distinti presuppone

la determinazione dei campi delle scale dei numeri infiniti ri-

spetto al campo della scala nell'unitd primitiva:"*

Par distinguere gli elementi dei ¢campi all'infinito di ordine di--
verso useremo seani diversi. Indicheremo col simbolo comune
w0, © anche = quelll all'infinito di i< ordine. Dato uno di quest|
alementi A", gli elementi che 5§ ottengono unendo ¢ toglien-
do a cominciate da A 'unitd ptimitiva (AA)) li indichetemo

o simboli
wp+1, o042, ..., @,
m,—l. eo,-—2. PO 00;-11,...

Prendendo come unith (AA™Y) e costruendo la scala di origine

A, indicheremo gli elementi di divisione coi segni:

®,2, 03, ... ot ¥

Veronese intende costruire un primo segmento allinfinito
che soddisfi alle condizioni dell'ipotesi IV: sia esso ad esem-
pio (AA™), del quale si pud affertnare che contiene «, volte
Funitd (AA)). A partire da A™ come origine si costruisce una

4 Chr FG.p. 101, § 2, n. 33, Oss. L.
SEG. p 101, §2. .89 Ind. L
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s¢ale avente per unita (AA;), oftenendo una serie dj numeyj
infiniti data dai segmenti consecutivi identici ad {AA,) ma ap-
partenenti al campo con origine in A®' Tuiti questi numeri
sono della stesa specie di @, vale 2 dire sono di primo ordine.
Se ora st prende come unit | segmento (AA™), al quale corri-
sponde il numero «,, si bud ottenere una nuova scala con
origine in A e i cuj segmenti contengono dascuno Un numero
intero n df volte il segmento Dreso come unita, ossia (AA™).
Dungue Veronese fa cormrispondere a secondo estremo di cig-
scuno di questi ségment tutti identici fra loro un nurnero
infinito multipio di @, Ossid 0,2, ®,3, ece. Anche questi nume-
I, come i segrmenti ai quali corrispondono, sono di primo
ordine perché appartengono tutti al campo avente COMme unita
{AAY, '

in modo analogo Veronese introduce i numert infiniti di se-
condo ordine, che indica con i simbolo generale «*, quindi

dicato con # simbolo " I tale campo avremo dungue
numeri dei tipo: :

m,'“ Ty,

@, "k ooy £ 1y,

"t @y, oo, +a,,

o,"Fe," My . & © Ry E Ry, ..., .

R e S Eoo)R,,., T # :

Ove R, iy, # ..., k. SONO numert dells serie ([} e n. n,, ..., 1, pos-

SONO essere zero ¢

Ciascun nurnero infinito di erdine inferiore & nulio o trascy-
rabile rispetto a quelio di ordine superiore considerato come
unitad: si ha qui la trasposizione del rapporto tra segmenti infi-
niti di ordini diversi. ma & importante ricordare che cio vale
solo rispetto ad una particolare unita e non in assoluto. Ad
esempio i due numeri WMoy e’ my e o,%m, sono uguali
soltanto rispetto ail'units o2,

Un modelio abbastanza chiaro e intuitivo dei numeri finiti e

TFG, p. 108, § 2, n. £9, ind. 1.
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i ¢ i no Busulini in un
infiniti di ordine m & stato costruito da Bruno Bus
::{ls:rg;silngd articolo sulla retta non arci(':izamedea sdiI c‘;?;ggieaiei‘
!- »

ini i isterna formato tte as ]
Rusulini costiinsce un siste _ ) gy
igi nda all’elemnen
he l'origine degli assi corrisponda altels
;E::!IZEO oome%rigine della prima scala finita {fig. 1}.

i i primitivi. I plano XY la
: enta la classe dei segment] primi i I
F%g- k. d';{aﬁ;’:geﬁ??ﬁiu di pritno ordine, o spazio mlclillmengs;:ga;e XYZ1a
:l::: dei segmenti infinitt di seconda ordine rispetto all'un -

L'asse delie ascisse rappresenta il can‘;pc (Iiii (i)lrigii;: :\ ;Yu;g;é_
i i i i naturali;
le a dire la serie dei numeri naturali; il g
iﬁg't\ftltiei segment] infiniti di primo ordine, il plarho Ezr?llrl;:c;
ad XY e avente la terza coordinata pgua!e ad 1 C?cm 3 e turti |
egmenti, e dunque i numeri infiniti, di secondo ort_ ) &i »
(S:l'ante ur':a serie di piani parallel sono rappresentati gnde%\ oy
a]ltri segrﬁenti infiniti di ordine finito e i t:u_m:-n éce);r::gt e
i i richi one
i ini si richiama alla rappresentaz 5
EﬁaB;SaEthendel continuo assofuto proposta dallo stesso Vgr_g-
nese in una nota det Fordamenti: .

Non tenendo conto degli infinitesimi rispeito ad un’unita fons
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fln!t_o M POSSORAQ essere rappiresentati univocamente e nel me-
desimo ordine in un sistema df parallels dello spazio euclideo.
a m dimension.* {fig, 2) '

- damentale tutti | segmenti del campo finito ¢ infinito d'ordine -

—_— * ——
2 0y -l 200, 2@, +}
—» —
& -} ea, oy +1 X
~1 V] +1
—
=] - —@ 4]
_.+ ..,.__9
| =201 205, ~260p+]
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deile rette (p. es. dall'alto al basso), segua o rispett. preceda Ja
ptima. Per questo insietne di puntl & pud anche parfare di segmenti
congruenti, definendo come tall due segrnenti 1 cui estremi (anche se
appartenent a retie 4, b, ... distinte} possano rispett. sovrapporsi-
con tna traslazione del piano; @ tuttavia esso & un insieme non
archimedeo, perché qualunqgue multiplo di un segmento aven-
te i 2 estremi sOpra-una stessa retta sara minore di un qualsiasi
segmento avente gli estremi sopra rette diverse **

4

Fig. 9

Fig. 2. Un sistema di parallete deilo spazio euclidec a m dimensioni.

Poiché Io_stesso esernpio & ripreso, in modo pid chiaro, da
Gino Fano in un articolo sulle geometrie non euclideé e non
archimedee, riportiamo la sua descrizione, fedele al testo di

Veronese, di un modelle geometrico del continuo non archi~
medeo:

Pensiamo una successione di rette, th numero finito o infinito
disposte in un ordine determinato, ¢ che, per fissare le idee,
possiamo supporre parallele ed equidistanti. $i Hssi ancora, su
queste parallele, uno dei due versi comuni, p. es. nella fig. 9 [si
veda la fig. 3| quelio da sinistra a destra; e i punti di tutte queste
retie compiessivarnente si pensing dispasti in un ordine unico: p.
es, cosi:.1 punti df ognf singola retta si succedano da sinistra a
destra n;l!'ord_:ne consueto; e inoltre tuiti precedano, o rispett.
seguano quelli di ogni altfa retia che, nellordine prestabilito

“ PG, p. 166, 8 10, 0L 105, nota 1 eorsivo nel testo]. Cfr, Busulini, 1969-70).

Fig. 3.1l mod_ello geometrico del continuo non archimedeo di Gine Fano

Per capire in ¢he modo I'ipotesi V (che <l accingiamo a pre-
sentare) permetta il passaggio dai segmenti infiniti di ordine
m [con m {inito) ai segmenti infiniti di ordine » infinito {ove »
pud essere tanto un numero infinito del tipo intredotto nel
precedente paragrafo quanto un nuovo numero infinito che
sara definito a partire dall’ipotesi stessa), riassumiamo il si-
gnificato delle condizioni finora introdotte. Nelle ipotesi lil e
IV Veronese ha postulato I'esistenza di certi segmenti infiniti e
ha fomnito un modo per costruire delle classi di segmenti della
stessa specie legati da una particolare relazione che associa
due segmenti quando sono tra loro finiti; quindi ha introdotto
dei numeri associati ai segmenti infiniti: poiché i numeri go-
dono delle stesse proprieta dei segmenti, le due ipotesi citate

“ G. Fano. “Geometrle non euctidee e non architmedee”. in Enciclopedia delte Mate-
maliche Elementari ¢ Complementi, 2 cura <i L. Berzolart, G. Viventi e D. Gigli, Milano,
Hoepli. vol, 1, parte I1, art, XXXVIE, p. 501, .
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possono essere tradotte in linguaggio numerico.® L'ipotesi )il
postula che esista sempre un numero infinito; la prima parte
dell'ipotesi IV richiede che, dato un qualunque numero infini-
to, <1 sia sempre un altro numero Infinito che o precede, ossia
UR numero pili piccolo ma sempre infinjto: ne deriva che non
esiste Un primo numéro infinito. La seconda parte dell'ipotesi

1V postula f'esistenza di un oppottuno numero infinito tale

che ogni numero infinito che Io precede (pid piccolo) sia della
stessa specie, ossia di primo ordine: in altre parole al di fuori
della serie dei numeri naturaii finiti esiste SEmpre un numero

infinito che non & il primo. in senso assoluto, ma & tale che 4

Ogni aitro numero infinite pit piccolo di esso sia infinito delio

stesso ordine; quindi se non esiste un primo numero infinito,

esiste perd una prima classe di numeri infiniti che contiene
© tutti i numeri infiniti di primo ordine,

Applicando successivamente lipotesi quarta a numeri non
pit finiti come queilo cormispondente all'units {AA)), ma a
numen a loro voita infiniti di primo ordine, si pud ottenete
una nuova dasse di numeri infiniti di primo ordine rispetto a
quelli di primo ordine, e cosi via. Applicando un numero di
volte intero finito m Pipotesi suddetia $1 perviene percid a-
classi di numeri infinitj di ordine m, Ové # & un qualungue
numero delia serie naturale. Perché non applicare allora
Uipotesi IV “un numero di volte infinito gid ottenuto” 5, ove 7
rappresenta un qualungue numero infinito finora infrodotto o,
. ..., &2 Poiché i numer- infiniti introdotti grazie all'ipotesi
1V sono a tutti gli effetti numeri ordinaii come quelii naturali,
Veronese ammette la possibilitd di reiterars Uipotesi iV un
numero infinito di volte. L'ipotesi V determmina in modo umico la
costrizione dei segmenti infiniti individuando nell'applicazione
ripetuta deli'ipotesi IV il solo modo per gencrare segmenti infiniti
di ordine superiore: ' . _ :

[p. V. Ogni segmento infinito che non sia gia d'ordine finito m i

ottiene applicando il principio dell'ipotesi [V un numero di vol-

te infinito gid ottenuto 0 un numero di volte infinite che si

* In un ceno senso parfare & numeri anziché di sepmenti & improprio ma per
ragioni di chiareza tn alcuni casi Taduremno direttamente .| slgnificato dalle
ipotesi applicandolo ai numerl, fermo restande che e ipotesi sono candizan;
imposte alla forma fondamentale & alle sueé parti, che sono sempre sagment;.
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deduce dai nuovi segmenti cosl costruit].”

tipotesi postula che ogni segmento infinito sia ottenuto
a?}g?tsirepdail‘agplicazione {ripetuta un certo numero di vgit_e]
dell'ipotesi [V all'intemo del campo all'infinito rispetio ad un
dato segmento finito (AA,) preso come unita. Essa detelngma
un unico mode di generazione dei segmentl infiniti escluden-
do l'esistenza di segmenti (AA®) c_:iae non st ottengiar;o
mediante I'applicazione ripetuta dell'ipotesi N.dpa un la tc;
dunque limita ¢ precisa il modo di generazione m_seggg:itt !
infiniti, dall'altro lo estende, postulando che | xpotgs] s111 e
possa essere applicata non soltanto un numero di vqte ﬁn ;
ma anche un numero di volte mfinito 7 ottengjto dal]mapg?_hcamqns_
dell'ipotesi IV un numero di volte o, =,..., " Lipotes]
precisa cosi la strada tungo Ia_ quale si possono _ogenereﬁéco-_-
struttivamente, numesi infiniti sempre piu grandi,”* perc Ita]
nuovi segtenti infiniti ottenuti comrispenderanno % Ioir_g v? a
dei nuovi numeri infiniti. Non solo, essa postula che I'ipo ?;31
precedente possa essere applicata anche un numero di }"c?' e
infinito “che si deduce dai nuovi segmenti cosi costruiti ee:
dunque determinato da uno qualt.rlr_a|:11_1tz=:e di questi nuovi num
i io «”, e cosi via senza limite. . )
nrpif es'fzrgi;l)ilt:re la comprensione ‘del significato ; di
quest'ipotesi, ricostruitemo una se‘rle‘di _sucgesswg app !Ca\;
zioni dell'ipotesi [V secondo le Indicazioni _d_ell II;Ot;ESI
stessa, ottenendo tuthi i segmenti flmtl_e_ Ii:lf.mlt‘l del_a: forma
fondamentale e I'intera serie dei numeri finiti e infiniti |nIter1,
che Veronese indica CO? il simbolo (II) per contrapporla a
i eri naturali (7).
qz;?l{ﬂa]:eégﬁ:g classe di s(egmenti della fon_'n_a fondamm§a1§
che abbiamo considerato appartengono tutti i segnmenti ﬂmltu r:l-l
spetto all'unitd data (AA) contenuti nel campo delia scala n
origine A e unita {AA)). Al SeCOﬂdll estremi di quesj:n segmenti
abbiamo fatto corrispondere i numeri finiti delia setie d(li:an_utata
di prima specie naturale: G,I,‘2.3.4,5.....n..‘._. A p:artire {‘:i’ sigi;
menti finiti abbiamo costruito (per Ie_ ipotesi 1 c? ]i un
segmento infinito rispetto ad (AA,) e finito rispetto ad ogn

* RG, p. 106, 3 4, 0. 91, Ip. V |grassetto nel testo).
2 Cfr, Busulini, |1989+70), pp. 254257,
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ro segmento che lo precede fuori del campo della scala di
unitd (AA)), ottenendo cosi una prima classe di segmenti infinili di
primo ordine il cui rappresentante & (AA™). Indicando I'elermento
Ay, S€CONdO estremo del segmento (AA™), con il numero infi-
nito «;, e costruendo la scala di origine A® e unita (AA,),
abbiamo oftenuto una prima serie di numeri infiniti coi-
spondenti alla classe dei segmenti infiniti di primo ordine: ...,
=By =2, o=, @, + 1, @4+ 2 0+ n, .. Co
struendo poi la scala di unitd (AA™) e origine A*, abbiamo
derivato i numeri «,2, @3, ..., &m & costruendo le scale di unita
(AA;} e origine negli elementi A™2, A= || p%s corrispondenti a
ciascuno di questi nuovi nuimeri, abbiamo ottenuto )intera
classe dei numeri corrispondenti a tutti 1 segmenti infiniti di
primo ording.™ _ .
e B R0 2w ), @, o ), o +2, L=
- @2, |, @022 w21, 2, 0241, @242, co2+y...
- CAU,. O D, o], O, m b, cam, ... cop+n. ..
3. Finora Fipotesi IV & stata applicata una sola volta, ossia
soltanto rispetto all'unitd {AA)). Considerando successiva-
mente come unitd (AA™) I'ipotesi IV determina la classe di
tutti 1 segmentl infiniti di secondo ordine e tutti i numen ad
essa associati. Prendendo infatti il segmento (AA™) come uni-
ta di una nuova scala con origine in A, per Fipotesi IV si ha che
al di fuori del campo di taie scala esiste un segmento (AA™)
infinito di priro ordine rispetto ail'unitd (AA™) tale che ogni
altro segmento infinito di primo ordine rispetto all'unita
(AA™) che fo precede 2 della stessa specie. Quest segmenti
infiniti sono di secondo ordine: il segmento (AA™) & il rappre-
sentante di tale classe. Indicendo l'elemento AT con il
fiumero infinitc =*, possiamo anche dire che al di fuon della
classe dei numeri infiniti di primo ordine eésiste un . numere
infinito di primo ordine w?, tale che Ogni numere pitt piccolo e
infinito di primo ordine Hispetto ad un numero infinito dj pri-
mo ordine sia dello stesso ordine: il numero o pud essere
Preso come rappresentante di questa clagse di numeri detti fn-

* Neila r::fprasentaz[one di Busufini, i numeri oos) intradotti sono totti guelli
cerrispondenti al punti del piano a. Cft. 2 fig. 3.1,

niti di secondo ordine: o
ﬁ wi-n, ..., 2002, wl-l, o @ +1, @42, ..., @’
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3.
2N, 022, 02-1, 02, @2+, ay242,.... 007N ...,

R, . o0 =2, @01, 0 m, 0 1, 0 2. 0 neR.L.

4. Fino a guesto punto abbiamo applicato I'ipotesi IV due

volte, una prima volta relativamente alla scala di unita (AA[) €

' elativamente alla scala di unitd (AA™). Ap-
;ﬁiasnec{i:ggg?:;c;}sti;mente 1,2, ...m voltfa Vipotesi alle scale; S}
unita (AA™), (AA™), ..., (RA™), ... otteniamo tutte le c!asjm i
segmenti infiniti di ordine finito m e Je classi corrispondenti di gué
meri infiniti di ordine m. ove m € un tumero naturale & perci
finito. _

e @y, L, =2, o], @y, o1, W H2, L, g L _
con, 2K, ..., @2 =2, 22~], 02 w2+], 02F2, ... 2.,

eoyt-n, ..., 002=2, @1, co®, oo+, 0t +2, .., o +n ..
mao,zz—n 0 032-2, a?2-1, oy?2, 02241, @ *2+2,... %240 ...

. @m-n,... 000 m=2,007m=1,20 m, @ m+1,00, ' m+2, ... o mn...
........ " " Mem * oo™+, ooP42, . o™i ..
o B n, L 2, -, oo, o], . '
0D, 0o2~2, @21, 002, "2+, O 242,...a0 24 ..

5. Ancora non & stata applicata I'ipotesi V, la quale rigga{da
5010 i segmenti infiniti che non siano gia di ?rdme nt finito.
Essa permette di reiterare 'applicazione dell'ipotesi IV non
pili soltanto un numero finito di volte. ma “un numero di volte
infinito gia ottenuto” e cioé @), %, ..., Gy vol?e_ i numeri :j:omt:
spondenti af secondi estremi di tall segmenti saranno indica
con i simbelir

pmwzu WS. --.,ww“ N . . )

?nn;ine I*i;otesi IV pud essere applicata “un numero di vgl_t:e

infinito che si deduce dai nuovi segmenti cosi costruiti”,
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0S5l g, o @, o o « @™ VOIite, ece.: ott i
: rm 9, w0 L, \ - otterremo ancora dei
nuovl numeri infinitt df ordine superiors, che indi
. ] , ich
i simboli: ' Fremo con
oo
WX .no°°m. r>o"°lmE
La classe contenente tutti i n ifinitie | it 1
_ urmeri finiti e infiniti cosi otte-
nuti & la classe () dei nuimer interi-

012, ot ool 0 004, o] oo oy

] 0, M.J; 0] », m. ] @l L E
_g;oI oy I tm'”, onl o0 Wl[n:]‘ @] 9 « rm-l;l‘_.
Clascun numero della classe & della forma:
Z=_oo. “it 2o Myt Lo R DU N T
Dag: tutti questi segmenti infiniti di ordine detgnninato ben-
ché infinito, Veronese dimostra che la forma fondamentale in
un verso a paitire da un suo efemento qualungue dato & mag-
giore di ogni segmento dato (AB) su di essa. Infatti, essendo
illimitata in ambedue i versi, & pia grande di ogni SUO segimen-
to, _and]e mﬁn;to di qualunque ordine, e I contiene: . per
gu:»sto [ gz_-:'rtfa infinita a:ssolutg ¢ infinita d'ordine indetéfmi—
O?d; Enggt o1;s‘t1nguer1a dai campi della scala che sono infiniti di
! numeri infiniti costruiti da Veronese sodona di riets
ananghe ai numeri finitl: I'operazione di sig’rommaO éd;szgc::?;?ﬁ:
€ se _11 numero degli addendi @ firito anche commutativa; la
moltiplicazione & commiztativa e distributiva. La possib'ilité di
:est_eryc_ierfa all'infinito le proprietd de finito differenzia i numeri
infiniti di Veronese dat transfiniti di Cantor, con j quali sono
stali spesso confusi. Non avvedendosi dell'impossibilita di
costruire con 1 transfiriti una geometria non archimedea e
ignorando un Intero paragrafo dei Fordamenti di geometria espli-
clfamente dedicato al confronto tra le dye teorie, Poincaré:
giudico il layoro di Veronese come un tentativo di applicare
alla geometria i numeri di Cantor-

infine devo citare il Jibro del sig. Veronese sui fond ]
> - amenti del!
geometria nel quale l'autore applica per la prima volt]a :llz

2. I continuo ron archimedeo [t5

geometrda i numer transfiniti di Cantor,™ .
Ribattendo alle sffertnazioni di Poincaré, Veronese scrive:

|...1 risuita invece che non solo 1 aumer transfiniti di Cantor-
non hanno un ufficio preponderante nella mia teoria, ma che
anzi i miei numeri sono di natura affatto diversa. Nella mia in-
troduzione vi &, & vero, un paragrafo nel quale ho trattato dei
numeri di G. Cantor, ma Fho scritto appunto per far rilevare la
differenza delie due teorie 1...).%"

Pur riconascendoe il debito di Veronese nei confronti di un fon-
darnentale articolo di Cantor def 1883 {(Grundiagen einer aligemeinen
Mannigfaltigheitslere), nel quale conipaiono per la prima vofta in
modo esplicito del numer infiniti, non si possono ignorare le
differenze tra i rispettivi lavori. Per prolungare “la successione
dei numeri intert effettivi nell'infinito” Cantor utilizza due
principi di produzione in grado "di infrangere ogni limite che
si frapponga alla costruzione concettuale di numeri interi ef-
fettivi” e un principio di limitazione ¢ restrizione mediante il
quale regolare il processo di creazione dei numen infiniti, ot-
tenendo una pattizione del numeri in classi numeriche.” 1]
primo principio consiste nella possibilitd di aggiungere sem-
pre un‘unitd a un numero date e produce la serie dei numeri
naturali v della classe {}). il secondo principio di produzione -
crea un nuovo numero @, “i quale esprima il fatte che & data
secondo una legge l'intera classe (1) nelia sua successione na-
turale”.” Il numero o, a differenza di 0, non ha numern infiniti
che io precedono, ma in guanto “limite” al guale tende la setie
naturale & il primo numero infinito.” Mediante l'applicazione
del primo e del secondo principio di applicazione Cantor ottiene
una successione, priva di massimo, di numeri ordinali infinit:
o1, 042, .20, 204} ,...30, 3at],. pe, potl,. . % ecc il prin-

S Poincaré, “Repport sur les traveawrx de M. Hilbert", Bulletin de k2 Socigts Physico-
Mathématique d¢ Kazan, {2), 14. pp. 10-48, cit. in GNA, p. 343,

FONA, P 249

% Cantor, 19921, pp. 73-80.

* Cantar, {19921 p 1 5. _

™ B ganraltro Jacito pensare questo numero wappena creato come il Hmik 3l
guale tendono i numerl v, se con ¢id si intende sofarnente che @ devessers il
primo numero intero che segue tutti [y, ovverc & da considerare maggiore di tuit
eesi.” Cantor, [1992]. p. 115,
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cipio di restrizione ¢ Hmitaziong richiede che, date un qualunque
rumero ¢ della successione creata, “Tinsieme dei numeri che pre-
cedono « nefla successione numerica abbia la potenza deila
prima classe numerica (f)."%
limite alla costruzione di nuovi numeri intert infiniti, perché

Iid_._] jrppc?n_e di intrqprendere, con lausilio ¢i uno degli alr
ue prircipi, la creazione dl un nuovo numero intero sol quands
Ja totalith del numeri gia percorsi ha, presa nella sua intery

estension i G i ita gia
esie one, la potenza di uns classe numerica definita gid da-

Veronese analizza j numeri transfiniti di Cantor e dimostra
che non si pud rappresentare “in senso assofuto col numero »
un elemento all'infinito del sistema omogenec”® Se esistesse
un prime elemento ali‘infinito verrebbe meno la proprieta di
omaogeneita itnposta alla forma fondamentale in analogia con

le nostre osservazioni i 62 ;
; empiriche.” Associando ai i
della forrna i numeri di Cantor, segmenti

la retta non mantiene nei punti all'infinito 1a sua omogeneitl e

frtomo ai punti all'infinito non posso indi
anti no essere quind -
vate le proprieta che derivano dali'esperienza ® Quind conser

I numeri di Veronese, oitre ad a i i
_ T di V €, coordarsi con e proprietd del
goptmuc intuitivo rettlln}eo, estendono ali‘infinito mgltei)}roprieté
& numer finiti: in particolare conservano la cordmutativita deila
somima e del prodoetto, mentre le operazioni definite sui transfini-

ti di Cantor “sono soggette in fati
generale alf
non a quella cormmutativa” B

* Cantor, [1992], p. 117,
: Cantar, |1952}, p. 120
TG, p. 104, § 20,90, b,

&2 "Olra atnmettendo I'infinite attuale suliz retta la prima fpotesi ehe st prosants &
B ol S o rche llninit, @ che Quin s
Finit 550 4 et nizione del sistema omogeneo, indi-
sjende?ntfgeme. come dissi, dal concetto di finlto e infinito che deriva da 'uei]]o
hrs SAl2"FG, 0. 105,63, 0,90, nota | 3
FG. p. 105, § 3. n. 90, nota L.

“Cfr. Cantor, [1992]. 1. 122 (4@ = & = @ <], cosl come 2. we @ w2 = o+

Questo terzo principio pone un
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2.% LA CONTINUITA DELLA FORMA FONDAMENTALE

Si & affermato che tra le ipotesi della forma fondamentale
non compare il principio di Archimede. Si pud perd dimostra-
re un prindipio pid generale, il quale afferma che, dati due
sesmenti diversi, esiste sempre un maltiplo dell'uno che supera
J'altro: tale multiplo & inteso perd secondo i aumero 7 della classe
{I1) anziché secondo il numero ». Grazie all'introduzione dei nuo-
vi numeri infiniti Veronese garantisce Ja confrontabilitd di
segmenti finiti e infiniti, perché trasforma questi uitimi in
segmenti finiti la cul infinita & semplicemente relativa all'unita
di risura fissata. Per comprendere 1a possibilitd di questa rela-
tivizzazione dell'infinito, & essenziale anslizzare una distinzione
tra finitezza assolute e finitezza relativa che Veronese introduce
quando affronta la questione della continuitd delia forma fon-
damentale.

in analogia con la definizione di campo finito dt una scala (il
segmento variabile sempre crescente ottenuto sommando
ciascun segmento consecutivo al tutto ottenuto dalla somma
dei precedenti) Veronese introduce il concetto di ampe finito
assaluto, sciolte dal riferimento ad un'unitd, 1l campo finito as-
soluto & un segmento variabile che scorre sull'intera forma
fondamentale: a ciascuno stato di esso corrisponde un seg-
mento limitato, che & firile in senso assolute ma pud essere
infinito rispetto ad uno stato precedente o infinitesimo rispet-
to ad uno state successivo.”® Finito in senso assoluto significa
percid appartenente alla forma fondamentale, la quale & un
campo infinito assoluto generato da un segmento che prende
il nome di unitd asseluta. Pur essendo tutti finiti assoluti, alcuni
segmenti della forma fondamentale crescono indefinitamente,
ossia diventano pit grandi di ogni atiro segmento finito dato:
si dice che hanno per limite “tutta la forma fondamentale a par-
tire dall'origine A nel verso delta scala assoluta, vale a dire
l'infinitc assoluto”® Il fimite del campo finito assoluto della

¢ “Chisremremo 1. | camioo finlta assoluto I ur dato verso a partire de uh elemento
dato 1f campa dei segmenti Hraltati a due estrere! nel verso dato, nello stessa
muode che abbiame |l carnpo refativo ad ona data unita {AA). Sintende che due
segmenti Gi questo campe possono essees infiniti I'uno rispetto al¥altre.” FG, p.
112, & 4, n, 92, Def. IV,

% EG, p. 113.§ 4. n. 92, Dek. VL
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Sa. Uno stesso segmento pud dunque essere fini

i 286 o e finito assoluto
rispetto ali'unita assoluta e finito, infinito, infinitesimo relati-
VO Tispelio & un'unitd relativa. L'unico segmento infinito
assoluto & la forma fondamentaie stessa: l'unico segmento

Infinitesimo assoluto & il segmento n i i
ulio rispetr X
soluta. _ s ns ., o all'unita as

2.3.1 Ul continuo rettilineo intuitivo

_ Per garantire coritinuitid alla forma fondamental
introduce tre ipotesi suggerite dail'esperienza del cin‘i?::ggii?
tuitivo: nell'gc_cordo con l'esperienza egli individua infatti una
raglone empirica per la costruzione di una grandezza ordinata
non ar_chir!'af_adea @ continua. Le riflession] suiia natura del con-
tmuo_ Intl.IIthc_) giocano un ruclo importante nella costruzione
effettwa_ d_el sistema non archimedeo e confermano un tratto
caratteristico deil'epistemologia di Veronese: il richiamo
all intuizione nella giustificazione della scelta delle premesse
fondamentali c_ie!la geometiia. Il tentativo di riprodurre astratta-
mente le proprietd degli oggetti concreti osservati nell'esperienza
dxpende‘ dalla scelta metodologica di fondare il continuo
geometrico sul continuo intuitivo anziché sy una legge del
Pensiero e instaura un equilibrio fecondo tra forma e contenu-
to. Se la traduza‘one della geometria in forma assiomatica
prevede l'espunzione del ricorso implicito all'intuizione nella
If_?:lrtr:l?;‘ag;ne de[ﬁt;potpgg & nelia dimostrazione dei teoremi
pem un'interpretazione privilegiata :
1f;rme astratte, delle quali evoca in modo immegiato le progfiqz:
Quotidianamente ~ afferma Veronese — facei i
di oggetti ai guail attribuiamo il collegamentoacrgit?rfggr tlfan?:
parti. Lmru1_z1_one di questa forma di continuitd & anteriore
alla sua dgﬁn;zlqne matematica perché chiunque pud com-
prenderne il significato pensando al continuo come attributo
di grandezze quali il tempo o lo spazio occupato da un filo te-
$0 0 da un segmento rettilineo ” La definizione matematica del

¢ *Che zosa 2 il contheno? Eceo rola il cui si
08 ? una parola il oui significats senzs hisoono i alcu-
na deftnizione matematica tutti Intendiame, perché intuiams If oontlr?l?: ne:[];1 ;?J'la

scala & l'infinito assoluto, vale a dire Ia forma fondamentale stes-’

2. U continuo non d]"dl- imedeo 119

continuo nasce dalla traduzione delle caratteristiche dj alcuni
oggetti reali conereti in proprietd astratte, valide indipendente-
mente dall'intuizione del significato empirico dei termini che
le esprimono. L'insistenza di Veronese sul legame di stretta
dipendenza della teoria delle forme rnatematiche astratte
dalla realta empirica osservabile & coerente con Ja concezione
della geometria come scienza mista, il cui compito comprende
da un lato la desaizione delle proprietd deglt oggetti concreti,
dallalro l'astrazione dalle imperfezioni e dalle iregolarita di que-
st opgetti stessi. 1l richiame allevidenza intuitiva del continuo

‘empitico @ perd motivato anche dall'esigenza di trovare un

fondamento plausibile alla teotia non archimedea delle gran-
dezze, la quale introduce concetti “paradossali” come 'infinito
e l'infinitesimo attuale. Mentre la possibilita del primo era gia
stata avanzata da Cantor, l'esistenza di segmenti infinitesimi
era molto pi difficile da sostenere dopo la detemninazione
rigorosa del continue dei numeri reali ad opera di Dedekind,
Weierstrass € Cantor. Per difendersi dall'accusa di aver intro-
dotto in geometria un concetto assurdo, Veronese intende
mostrare la compatibilitd della propria teoria con le proprieta
degli oggetti continui osservati. Se la continuitd non archime-
dea permette di descrivere con efficacia gli oggetti csservabili,
¢ssa non pud essere confutata dal semplice fatto che non ve-
digmo gli infinitesimi, 1 quali sono anzi di necessita fuorl del
campo della nostra percezione perché per definizione trascu-
rabili rispetto al finito.

1a detenminazione del concetto astratto di continuo prende
le mosse da una preliminare enucleazione delle caratteristiche
attribuite nell'osservazione sensibile a un oggetto rettilineo e
si conclude con la traduzione di queste caratteristiche in proprie-
t2 astratte indipendenti dall'intuizione. Perché il ricoreo a nozioni
apprese mediante l'esperienza sensibile non infid la validita e
l'astrattezza dei conceiti matematic che ad esse cotrispondono,
occorre infatti che le definizioni e le dimostrazioni mmatematiche

forma pill semplice come contrassegno comune & piik cose concrete, queli sono,
per dar csempio dl talune fta le pid semplict, il tenpo @ i leogo occupale
nell'ambiente estemo dall'oggetto qui tracclate (un segmento rettillnes), od a
quello di un filo a piombe, di cui non si tenga conto delle sue qualitd lisiche e
della sua grossezza [In sensa empirico}.” FG, p. 45,4 1, 0. 95,
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siano indipendenti dall'intuizione e dali‘csservazione empirica:

Rilevando le particolaritd di questo continuo intuitivo dobbia-
mo cercare una definizione astratta del continuo, nella quaie
on entrt piy come elemento necessario lintuizione o lo rap-
presentazione sensibile, in modo che inversamente guesta
definizione possa servire astrattamenie con pieno rigore logico

alla deduzione di alire proprietd dello stesso continuo intuiti-
vo. % _

La definizione matematica di continuo, s& non vuole essere
una semplice convenzione linguistica che rinomina arbitia-

riamente un oggetto, deve prendere le mosse dall'analisi delie:

proprieta che caratterizzano il continue intuitivo per poi tra-
durle in termini rigorosi: in questo modo non sara puramente
nontinale ma come gii alfri concetti primitivi della geometria
avIa un contenuto empirico determinato. Se il contimic ma-
ternatico comprende come caso particolare il continuo intuitivo, ka

teoria non archimedea astratta che legittirna lintroduzione degli

infiniti ¢ infinitesimi attuali sara ancorata alla realta sensibile®

Per individuare le principali caratteristiche del continuo in-
tuitivo. Veronese analizza Je proprietd di un oggetto rettilineo
empirico che conosdama grazie ali’osservazione sensibile: 1o
studio di un segmento rettilineo conduce ad asservare che il
continuo “si pud ritenere composto di una setie di parti con-
secutive identiche a, b, ¢, d ecc disposte da- sinistra verso
destra” o da destra vetso sinistra.”™ Questa proprieta, che carat-
terizea una granderza continua come sistema ad una dimensione
identico nella posizione delle parti, & attribuita alla forma
fondamentale con I'ipotesi II: | segmenti sono uguali conside-
rati sia in un verso sia nel verso opposto. Ciascuna delie parti di
un oggetto rettilingo concréto € a sua volta continua come il tutto
che concorre ‘a formare; date due parti consecutive, inoltre,
non ¢'@ nessun’altra parte che stia tra di'esse ¢ se una qua-

“EG. P. 45,6 1,1, 55, '

& ~raltra parte ge la definizione de! contituo non 2 puraimenie nominale e va-
gliamo invece corrisponda & quello intuitive snddetto, dave evidentemente
scaturire dall'esame di quests, anche se poi la definizione astratta in conformita
ai principit natemeticamente passibili comprenders questa continuo come cise
particolare.” FG, P. 45, § 1, n, 55, Questo passo mostra con chiarezza che Verone-

s fonda il cortinuo sullintuizione & non su una fegge del pensiers: ofr. 11 § 1. £.2.
®FG.P. 45,6 1,n.55.
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nque parte viehe tolta il tutto perde le sua g:ontmurté."
gugsto _é:i)zniﬁca — continua Veronese ~ che non esiste un altro
tutto che abbia le stesse proprieta dell'oggetto rettilineo ¢ le
cui parti siano tali da separare due parti consecutive: ne risul-
ta un continuo composto di parti consecutive non ulte_nqr:mente
scomporibili, che chigriamo indivisibili, intendendo con cid delle
parti pily piccole di ogni altra parte data-¢ dunque mdeﬁmta_lmel_lte‘
piccole. Poiché cid che appare indivisibile ad un‘osservazione si
pud rivelare divisibile secondo un‘osservazione cormpiuta con
strumenti pill precisi, “& l'esperienza stessa che ci spinge a
cercare |'indivisibile in modo da non ‘ppt‘e:rlo ottenere prati-
camente”: dunque chiamiamo mdwmbﬂg ogni ¢osa p12
piccola di tna qualungue parte osseivabile del continyo.™
Lindivisibile pud essere inteso come il limite sperimentale di
un processo di divisione in parti di un certo oggetto: 'oggetto
al quale perventamo (pensiamo ad esempio alla scomposizio-
ne della materia in atomi, per iungo tempo ritenuti mdiyislbﬂ!]
potrebbe anche avere parti (nucleo, elettroni} ma not _stabl-
liamo che esso sia la parte pit piccola rispetto ad ogni altra
che siamo in grado di ottenere (tuttora l'atomo pud essere
considerato la parte pill piccola di un elemento che conservi
fe proprieta chimiche dell’elemento stesso).” Uindivisibile &

" i veda la definizione data da Aristotele nel capitalo V della Fisica, ove si esa-
mgmvﬁdoon&tto di movimento: “Consecutive’ & gid che viene dopo il punto ddn
inizio, o per posizione ¢ per specie ¢ Iri altro modo, cosicché non sia separato da
niente di intermedio tra <i® che appertiene al medesitno genere € <id che gli &
consecutivo, intendo, ad esempio, che non vi sia una linea dapo una o pitl lines,
o un’unith dopo unitd o pil unith, © una casa dopo una casa. (Mentre niente
vietz che vi sia un termine intermedio di tipo _dwem}_. Ansto!‘:eie. Fisui. V2
226b 35- 227 a 5, (1995]. p. 299, La stessa deﬂn!gtom ) ripresa all inlzio e capi-
tolo sucoessivo, nel guale Aristotele introduce il continue: consecutivo 2adin
cui non esists come intermedic noila che abbia [ stessa natura®. Fisica, V1 1, 230
a 20-25, [1995]. p. 289. S& ira due partl consecutive del continuo non pud esiste-
re un‘altra parte delio stesso geners, aliora tra due segmentt consecutivi di una
linea non pud esisters un altro segmento: <o che permette di distinguer= una
parte dall’altta pud esser solo qualcosa che non & dello stesso genere del seg-
mento, ad ssempic un punto, il punto allora non pud essere a sua voltd una
parte delle linea. perché altrimenti i due sezmenti precedent]! non sambbe'ro
consecutivi, in quanto tra di lora vi sarebbe "una nealth dalla medesima natura™
HEG, p.46,§ 1. 1. 5. _ ; _ e come
™ L analogia con 1'ateme chiarisce perché indbvisibile sia da considerars] oo
una pam:.-g della Jlnca pii plexola di ogni parte data, ma tale da ri_manelg sempre
della stessa spacie rispeito alla linee, L'indivisibile per quanto piccolo & semprs
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allora o il risultato di una scelta convenzionale o la necessaria
conseguenza di un limite fisico alla divisibilita della materia:
In ogni caso & distinto dallinfinitesimo attuale, rispetto al
quale & piuttosto un indefinitamente piccolo & non il limite
dato di un processo all'infinito ¢he non pud mai essere com-
pletato. 1l segmento indivisibile di Veronese presenta dellé
analogie con gli indivisibili di Cavalieri, proprio perché non &
un infinitesimo attuale, bensl una parte piccolissima def con-
tinuo che lo costituisce. La superficie, per Cavalieri, era
I'unione di tutte le linee infinite intercettate da un sistermna
(discreto) di rette paraliele: le linee formano-il continuo per-
ché in realtd ciascuna di esse 2 considerata come una
superficie sottilissima e non come una semplice lunghezza.
Yeronese chiama indivisibili gli infiniti punti considerabili

come segmenti piccolissirmi nei quali la linea pud essere divi-

sa: la loro ynione produce il continuo soltanto in quanto essi
sono segmenti e dunque parti della steésa natura del continuo
che concorrono a formare. Lindivisibile non & I'infinitesime attuale,
perche non & un infinitamente piccolo, ma un indefinitamente pic-
colo: & un segmento i cui estremi tendono a coincidere in un
UNIice punto, senza che cid possa mail avvenire. Gli indivisibili
sono sempre parti del continuo, a differenza dei segni di sepa-
razione di due parti consecutive, i quali sono frutto della
capacita di astrazione della nostra mente; questi segni, chia-
matl anche punti, permettono semplicemente di distinguere
due parti donsecutive 'una dail'altra e appartengonc a queste
parti, delle quali costituiscono le estremita, ma non al conti-
nua. Dallosservazione di un filo teso ricaviamo che i punti
servone soltanto ad indicare al nestro occhio l'inizio ¢ la fine
di una parte in modo che noi possiamo considerads distinta
dalle aitre e indipendente da esse: in un certo senso & come
s¢ i punti non <i fossero neppure nel continuo, ma fossimo
noi, con un'operazione di astrazione, ad inserirveli per riuscire
a distinguerne le diverse parti.-Se il punto non & parte del con-
tinuo ¢ nén ha ésso stesso parti, in nessun ¢aso un sistema o
insieme di punti pud formare un continuo.™ Gi3 Aristotele in

un sesmentb € non b punto, perché altrimenti perderebbe le sue proprietk ca-
retteristiche. . .
®FG.p. 47,6 [.n.55.
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un passo della Fisica affermava che 1a linea, poiché_ era continua,
non poteva essere costituita di punti indivisibili” Veronese .
ammette che la linea non sia formata da punti ma ritiene il
continuo composte da indivisibill: ove per indivisibile_iptende
non il punto ma un segmento piccolissimo che:' nom pud esse-
re scomposto in parti rispetto all'unitd di misura fissata. E
perd vero che un sistema di punti pud rappresentare con
un’'approssimazione sufficiente il continuo geometnco_ se sl
conviene di considerare come parti del continuo non i punti
stessi ma le parti di ¢ui essi sono estremi:

[...) troviamao che un sistema di punti pud reppresentare s_ufﬁ-
cientemente il continuo nelle ticerche geometriche. It continuo
eettilineo non & mai composto dai suci puntl ma dai tratti che.
Ji congiungono due a due e che sono pur essi continui. In que-
sto modo i] misterc della continuitd viene ricacciato da una
parte data e costante dells retta ad una parte indeterminata
quanto picoola si vuole, che @ pur sempre continua, e dentro
alla quale non ¢l & permesso di entrate pid oltre con la nostra
rappresentazione. Ed & in guesto mistero che si rawvolge in
fondo il concétto fondamentale di limite.™

Il continuo non & composto da punti, ma da tratti indi\fisibili
congiungenti dei punti: questi tratti, pill piccoli di ogni altro
tratto dato, sono a loro volta continui, ma non sono ulterior-
mente scomponibili; questo non significa che non abb!ano
parti ma soltanto che tali parti, se esistono, Ron sono parti del
continuo (ad esempio una ]inea_.indmmblie_ puc essere scom-
posta in punti ma i punti non sono parti del continuo). 1l
concetto di indivisibile ha un valore relativo € non assolute:
indivisibile non & necessariamente il puntg, ossia ¢1d che non
ha parti, ha piuttosto cid che & considerato corme non avente
parti tispetto al continuo dato. £ proprio a partire dalla consi-
derazione def segmenti indivisibili come parti del continuo
non contenenti aitre parti dello stesso continuo che si pud ri-
tenere opportune rappresentarli mediante punti: parti che non

-, 4 risulta impossibife che queikesa di continuo sia costituito da ir}divisibii_'l,
eor[ne i:s\d escmpig]aa tinea da punti, se Ja linea & contlnua e Il punto & indivislbi-
le.” Aristotele, Fisica, VI 1, 231 2 20-25. ..

® G, p.48,.81,n.55,
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hanno a loro volta parti.” Adottare un sistema di puntj per
rappresentare il continuo & dunque possibiie solo a condizio-
ne che i punti siano concepiti come elementi di divisione di
segmenti consecutivi indivisibili e identici e nen come parti
del continuo perché la loro unioneé, per quanti essi siano, non
costituisce il continuo.

2.3.2 Continuita relativa e continuitd assoluta

La continuita attribuita alla forma fondamentaie dalie ipote-
sl VE-VIII dei Fondamenti & diversa dalla continuitd dei numeri
reali, la quale presuppone la validith del principio di Archimede.
Dopo aver. dimostrato un principio generale di confrontabilita
che comprende il principio di Architede come caso particola-
re, Veronese introduce un postuiate genérale che comprende
I'usuale continuitad analitica come caso particolare. Prima di
introdurre ie ipotesi suggerite dall'esperienza, stabilisce di
adottare convenzionalmente come unitd di misura un seg-
mento che contiene almeno un infinitesimo di prime ordine.
L'esisterza di questo segmento & garantita daile ipotesi ill e
V. Non & per ora necessario assumere che ogni segmento
deila forma contenga un infinitesimo: & sufficiente scegliere
‘come unita di misuta di riferimento un segmento infinito ri-
spetto all’unita (AA,).

Una caratteristica essenziale del continuo intuitivo & Ja divisi-
wilita di ogni parte limitata da due punti. La forma fondamentale
gode di un‘analoga proprieta dimostrabile come conseguenza
delle ipotest di esistenza e costruzione dei segmenti infiniti:
un segmento finito della forma fondamentale pud essere
SCOMPOSLO in un numero intero fnito di parti finite consecuti-
ve clascuna pil piccola di qualstasi segmento finite dato.™
Scomponendo un segmento dato (AB) in parti via via pid pic-
cole si ottiene una serie di segmenti finiti (AX), che “si pud
Immaginare generata da un segmento variabije sempre decre-
scente nella quale A & sempre lo stesso e X varia in modo che
in ogni stato (AX) & un segmento della serie minore di ogni

™ Sl rleordi la definizione euelidea del punte come <id che non ha partt. Cfr. Eu-
clide, Elementi, Libro I, Def, |, [1970}, p. 65.
®EG, p. 126.57.0.95. D,
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ento precedente”™ Il segmento variabile decrescente
?ﬁ%ﬂ poichg diventa pit piccolo di ogni segmento fmgto dato
diventa indefinitamenie piccolo rispetto a}l’gn_até ;_iata, scelta in modo
da contenere almend Un segmento mfi_n!tes]mo. ! geg_rr]entc va-
riabile non & mai esso stesso un inf:mtes:mc_n o :pfip1tamente
piccolo ma tende a diventarlo: si dice che ha per lintitz un seg-
mtento infinitesimo di primo ordine. 1.'esistenza diag]uaeto segmento
& garantita dalla scelta dell'unitd di misura.™ Veronese passa
poi a considerare un altro tipo di segmento variabile, ove a va-
riare non sia pid un solé estremo ma entrambl.r Dato ug
segmento (XX'} avente gli estremi da parti opposte rispetto da
A (supposto contenuto in (XX)), e tali che si avvicinano inde-
finitamente in versi oppostl, si dimostra che il segmento (XX')
diventa pid piccolo di ogni segmento dato e che il suo limite &
it segmento nullo. Se A & fuori del campo di vgnapnlm; dei
suol estremi, $i dimostra in particolare che A & l'unico limite
di {(XX').2 c . "
Il teorema sopra enunciato presuppone I'esistenza dell'elemnento
A allinterno del segmento variabile (XX') che diventa indefinj-
tamente piccolo ma tale esistenza non & affatto garantita:
ancora una volta & l'esperienza del continuo intuitivo a sugge-
rirci di ammettere come ipotesi chg _te\l_le e]emento _esasta;
sempre allinterno del segrmento (I'unicita & gia garantita da
teorema precedente, il quale afferma che se esiste un el?.mgn-
to fuori del campo di variabilita degli estremi esso & l'unico

limite).®

1p. V1. Qgni segmento il quale avendg gli estremi sempre varia-
bpili inovgersi oppostt diventa indefinitamente piccolo contiene
un elemento fuori del campo di variability degll estremi -stes-

TRGp. 126,670 95.05936 I_Def .[«III

d . 126-127. 8 7, n. 95, Def. B, ) . _
8 Egﬁ;;pegggmo c}?e diventa indefinitamente plecolo rispetto ad una data unitd
cogli estremi vattabili in versi opposti e contlens un efemento A fucri del campo
di vartabilitd dei suoi astremi he per Iimitﬂg.i; sa!;se[emento A tispetto a questa

A lvo nel testo} FG, pp. 126-127,87. 0. 95, 2. ) .

g’n‘igccl:gr:sdo al continuio intuitiva determinato dai punti dell‘oggetto reittﬂl;gxe_o
f1oi siamo condotti ad ammettere che 0 ogni <ase il segmentc_) varlal:ﬂt ;st 7]
contenga degli elementl fuori del carpo di varlabilith .fra XeX. FG p. 128,87,

n. 96, Oss. [
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Questo_é I'enunciato del postulato di continuitd relativo al ¥
campo di una scala: esso garantisce che, data ununita di mi-

Sura contenente un infinitesimo, tutti i s i '
N nfm i egmenti del cam
generato da queli'unitd siano continui. Piy precisarmente pI::z

stula l'esistenza di un elemento separatore i due classi di .'

segmenti tal_i che i secondi estremi dei segmenti deila prima
classe e i primf estremi dej segmenti della seconda si avvici-
‘Nano senza mai coincidere, Un sistema omogeneao che goda di
Questa proprieta @ detto continuo rispetto allunitd data 0 continug
;eianv_o. perché lipotesi & definita relativamente ad un‘unita
f_a?a in rappotto alla quale il Segmento variabile diventa inde-
Initamente piccolo. Proprio questa limitazione a ¢ssenziale
ssglﬁ)mé}p\igg:re laB differenza tra il continuo ordinario e
ese. Brouwer ' i
peculiarita di quest’ultimo: S S

il continuo nan archimedeo possiede invece Ia comtinuitd di Vero-
nese, che pud essere ¢os) definita: se 'insieme dei punti det
continuo & divise in due parti in modo tale che ciaseun punto
di una parte & maggiore di ciascun punto dell'altra e se inoltre
posso scegliere da entrambe le part! due punti la cuj differenza
pUd essere resa piY piccola di ogni quantits data. allor ola
parte minore ha un massimo e la parte maggiore non ha un
Minmo ¢ la paite maggiore ha un minimo o i parte minore
not ha ur massimo. (Se Ja condizione che [z differenza possa
essere resa indefinitamente piccola non & soddisfatta, allora
pud accadere che ia parte minore non abbia un massimo ¢ la
parte maggiore non abbia un minimeo, )

La continuitd di Dedekind non & pitr valida i
ché_e possibile individuare due cllaassi taﬁa;geg?;mgzaliebiig
dell Una slano minori di tutti i punti dell'altra senza che la
maggiare abbla un minimo o Ja minore un massimo, Se con.
cepiamo la forma fondamentale come un fascio di rette
paraliele sul quale sia stato fissato un verso di percorrenza da
stnistia a destra, e consideriamo due refte parallele r e ¢ esse
costituiscono rispettivamente due classi A e B tali che Eutti i

Y EG, 1,128, 67,0, 96, 1
%R  § 7.1, 95, [P, V] [grassetto nel
™ Brouwer, [1907), pp. 49-50, = festel
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punti di A sone minori di tutti i punti di B; eppure non esiste
un massimo della prima né un minito della seconda. Se in-
vece posso scegliere due punti appartenenti uno ad una
classe ¢ l'altro all'altra tali che la loro differenza diventi inde-
finjtamente piccola {ossia 1 due punti appaitengorio ad una
stessa scala), allora il tutto composto dalle due classi sara
continuo nel senso di Dedekind. Tale condizione & soddisfatta
soltanto quando le due classi appartengono ad una stessa ret-
ta ossia nel caso contemplato dal continuo ordinario. Poiché.
la differenza diventa indefinitamente piccola rispette ad
un’unita di misura e non in assoluto, il continuo & relativo.

Dall'ipotesi VI deriva un teorema fondamentale per la de-
terminazione del continuo numerico: tutti gli elementi di un
segmento dato possono essere ottenuti © come elementi di
divisione delle sue parti ¢ come limiti di particolari serie di
esse.

Dividende w1 segments AB in n parli uguali ¢ lg parti risultanli in n parti
uguali ¢ cost via, si ottiene un gruppo di elementi del segmente dato com-.
presi gli estremi i cui altri elementi sore elementi limili del gruppe dalo
rispetto all unita di misura.™ : _

Gli elementi di divisione di tali parti via via pil piccole for-
mano un insieme di elementi il quale non esaurisce il
segmento {AB): intorno a clascun elemento di divisione ri-
mangono sempre infiniti altd elementi, che perd possono
gssere ottenuti mediante il passeggio al limite di opportune
successioni di elementi di divisione. Traducendo in un lin-
guaggio geometrico noen figoroso, potremmo dire che in un
segmento ¢i sone dei punti che possiamo ottenere mediante
ia divisione del segmento stesso in un numero intero di parti
finite, uguali tra loro @ consecutive: a questi punti corrispon-
dono i numeri razionali, che infatti esprimeno il rapporto tra
la parte del segmento ¢ il segmento. Ci sono peid infiniti altri
punti che non possono essere raggiunti mediante la suddivi-
sione in parti finite del segmento: essi sono gli estremi di’
quelle parti che chlamiamo incommensurabili rispetto al
segmento, perché il loro rapporto nop @ esprimibile mediante
i soli numeri interi; a tall punti corrispondono numeri irrazio-

¥RG,p. 138,680 990,
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nall. Ciascuna delle parti {AX) del segmento (AB) pue esse,
rappresentata dal sirmbolo razisnale: egm 48] peo €
& o &
(AB) | ——r—t e
2 2
(ovele @, @,..., ¢, sono ugualiadoal, m s
r Qe . Iha A0N sono futte
zeto), se X @ un elgmento deila divisione successiva di {AB}
per meté. Negli alti casi le parti di {AB) possono essere rap-

preésenfate. mediante il s - Ie 13
irrazionale: eguente simbolo, che si dice

. & . &y
Nt {AB) | — bt e 4

Tutt] 1 numert razionali e irrazionali costituiscono insieme j
numeri reaii: che "st possono far corrispordere univocamerite
€ nel medesimo ordine a tutti gli elementi del continuo a par-
tire da un dato élemento come origine fondamentale”®
dunque si pud affermare che “tutti i numeri reali, ordinati in
medo che ogni numero minore precede ogni altro numero
magglore di esso, costituiscono il continuo numerics ¥
: Pe_rl 1potest VI ii campo deila scaia di unita (AB) & continuo
ma il campo della scala generata da un segmento infinitesimo
conten_utg In (AB) & anch'esso continuo? Poiché Veronese po-
stula I'esistenza del limite soltanté in una scala la cui unjta
contenga _a!rqeno un infinitesimo, per estendere il postulato
deila continuitd 4 tutte le scale deve stabilire se esse conten-
gono tutte dei segmenti infinitesimi o se non esiste piuttosto
un ulﬂmo €ampo infinitesimo che contiene un ségmento non
uiteriormente divisibile (infatti se non ¢ continuita veo) dire
che esisteranno due elementi tra i quali non ve ne & nessun
altro & dqnqu il segmento che ha quei due elementi per

estremi & indivisibile). Per mantenere Juniformita deila forma
fondame_nta_ile € garantire le stesse proprietd a tutti i suoi
segment! nspefto alla scomposizione in campi infinitesimi

Veronese postula I'ipotesi: "
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ip. Vil Il segmento {AB) che ha servito a costruire la prima scala
contiene infinltesimi delle stesso ordine di quelli di ogni altro
segmento limitato della forma Ffondamentale maggiore di
[AB).® .

L'unita di misura (AB) contiene per definizione un segmento
infinitesimo di 1° ordine (YY'), dunque un segmento {AAT) in-
finito di 19 ordine rispetto ad (AB) conterra almenpo un
segmento infinitesimo di 2° ordine; allora anche {AB) deve
contenere un segmento infinitesimo di 2° ordine e cosi via.
Questa ipotesi affertna in sostanza che 'unita di misura con-
tiene una serie illimitata di infinitesimi di ordine 1,
2,.. M, o, ... (per tutti i numeri della serie 11} e si lascia
“frantumare in infinitesimi di qualsiasi ordine™* Tutte le scale
della forma fondamentale saranno pertanto continue e dati
due elementi di esse vi sard sempre un alfro elemento com-
preso tra i due: in particolare ~ osserva Veronese — “dall’ipotesi
stessa risulta che ron vi @ un ultimo segmento dato (AB) indivisibile, cio®
un segmento (AB) pii piccolo di ogni segmento dato."™
L'ipotesi VIl non intraduce ancora il concetto di continuita as-
soluta ma estende ad ogni campo di scala.la continuita
relativa. Se il campo di una scala la cui unita contiene almeno
un infinitesimo 2 continuo e tutte le scale hanno unita conte-
nenti altmeno un infinitesimo, allora tutti i campi di scala della
forma fondamentale sono continui, clascuno relativamente
alla sua unita.

Per introdurre la continuita assoluta della forma fondamen-
tale, occorre innanzi tutto definire cosa s'intende per infinitesimg.
assolute o infinitesimo rigpetto all'unitd assoluta, che pud esse-
re scelta tra tutti i segmenti finiti assoluti della forrna. Poiché
non esiste un prime ¢ampo infinitesimo ma ogni segmento
contlene segmenti infinitesimi di ordine infinito, propriamen-
te “non abbiamo un infinitesimo rispetto all'unita assoluta”,
vale a dire non esiste un segmento che sia pil piccolo di ogni
altro segmento della forma fondamentale-e che sia contenuto
nella forma stessa. Tuttavia, dato che esiste un infinito assolu-
to. che & la forma stessa considerata nella sua totalita,

B EG, p. 147, § 9, 0. 100, fp. VIl |gressetto nel testo|.
5 Busullnd, |1969-763, p. 261,
¥ EG, p. 147,§ 9. 0, 100, Oss. It
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[} per uniformit di lingurggio possiamo dire che vi & un infinite-
simo assoluto i cui estremi dobbiamo perd ritenerli come un solo
eiement_o in senso assoluto in base a prncipi gla ammessi,
vale a dite Mrfinitesimo assoluto & nullo rispetto all'unita assoluta, ossia
rispetto ad ogni segmento (AB) come unitd di misura,®

Per manteners J'uniformitd, suggerita dallintuizione, tra le - -5

parti infinitamente piccole del continuo rettilineo, Veronese
attribuisce alla forma fondamentale un'ultima éssenziale pro-
prieta: fa continuita assoluta. -

Ip. VIII. Ogni segmento (XX‘) cogli estremi variabili in vérsi o
posti che diventa indefinitamente piccolo in senso éssoluﬁ;

contlene un elemento fuori del campo di variabliit2 dei suoi
elementi.®

Dato un segmento finito assoluto della forma fondamentale
c¢he tende-a diventare indefinitamente piccole in sénso asso-
luto, esso contiene un eiemento fuori del campo di variabilita
dei suoi esireini e precisamente un segmento infinitesimo as-
soluto,_os_sla il segmento nullo rispetto all'unitd assoluta.

Per distinguere la forma fondarnentale da tutti gli altri si.
stem] continui ad una dimensione identici nella posizione
delle parti, Veronese aggiunge un'ultima ipotesi, che riguarda
il numero di elementi dai quali devono essere determinate le
sve parti: -

ip. 1X. La forma fondamentale & il sistems continuo ad una d.i*

mensione identico nelfa posizione delle sue parti determinate
dal minor numero di elementi.* :

‘Se le parti della forma fossero determinate da tre elementi
anziché da due, sarebbe infaiti necessario ricorrere al continuo
numenay per confrontare ia loro grandezza intensiva. Ogni forma
h_a 1rgfa§t1 gm_nrfima estensivd, che @ la forma “considerata neilé rela-
zioni di posizione fra e sue parti, astrazion fatta dalle relazioni
di ugyaglignza & di disuguaglianza con e altre forme”, & gran-
dezza intensiva, detta anche quantita, che & la forma “considerata
come sostituibile ad un‘altra forma identica in ogni unicne

00, Det, i. .
Ol Ip. VAIl (grassetio nel testo|.
22, Ip. KX |grassettn nel testa).
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con altre forme, astrazion fatta quindi dalle relazioni di posi-
zione” ™ Mentre la grandezza estensiva dipende dalle relazioni
interne fra gli elementi della forma, la grandezza intensiva dipen-
de da un confronto numerico con altre forme. Se consideriamo
una figura determinata da tre elementi, come il cerchid, no-
tiamo che mentre e grandezze estensive di tutti i cerchi sono
uguali. perché ciascuno & determinato da un gruppo di tre
elementi, le grandezze intensive possono essere diverse: per
confrontatie occorre scegliere un'unita di misura e valutare se
un cerchio possa essere espresso come parte di un altre. Al
contrario tutte le rette daterminate da due elementi seno tra
lore uguali sia estensivamente sia intensivamente & le rela-
zioni quantitative sono determinabili senza ricorrere. ad un
confronto numerico. Proprio per questo in geometria sara
preferibile adottare come forma fondamentale la retta anziché
il cerchio.” '

2.4 L/INOINITESIMO ATTUALE

La portata rivoluzionaria de] continuo non archimedeo di
Veronese risiede da un lato nell'affermazione deli’esistenza
dell'infinitesimo attuale, negata da una lunga tradizione ma-
tematica e filosofica, dailaltro nella determinazione di un
postulato di continuita che non contiene il principio di Archi-
mede. Che una grandezza possa essere moltiplicata tante
volte finché supera ogni altra grandezza data dello stesso tipo
& un principio assunto implicitamente negli Elementi di Euclide
¢ utilizato da Eudosso nella teoria delle proporzioni® Otto

% EG, p. 175178, § 2, 1, 111, Def. 3-0L,

¥ "Dopa ¢id & chiaro che s¢ il sisterna identico nelia posizione delle sue parti 2
determinato dal minor numero di elementi ed 2 anche tale che tutti i sistem;
o4 determinati sono ugoali. non occorretd ricorrere al continuo Numerico per
stabilire la lore differenza essendo gid uguali, e dati due segtnenti uguall di tali
sistermni, tenuto conto dell'osservazione precedente, petremo sostituiti l'uno
all'altro nella costrizione delle forme identiche, Un tale sisterna sara da preferir-
st come forma fondamentale. Cid succede appunto nelia geometriz per fa retta”
PG, p. 203, 3 2.n, 123 .

% Cfr_ Geyrnonat ] 1945). pp. 24-25, 32-32, Alenni storicd (tra i quall Paul Tannery)
ne scorgono una formitlazione in negativo addirittura negll argomenti conro il
moto di Zenone: Ja dicotomia e 'Achiile. Entrambi gli argomenti criticano infattl
la conceziona della piuralits proptia del pitagerid (per | quall 1 punts & 'elemnento
oostitutive del corpf) Fondandasi sull' impossibilitd d1 accnpare successivaments un
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Stolz, scoprendo che il principio era stato formulato in modo
esplicito nelle opere del matematico sirac¢usano, 1o ribattezzd
“principio di Architnede” ¥ Négli Elementi di Euclide esso com-
pare come una definizione del concetto stesso di rapporto:
due grandezze disuguali sono tra ioro confrontabili o hanno
un rapporto quando & possibile trovare un multiplo dell'una
chie superi l'altra.” In Eudlide il principio di Archimede & duncue
sinonimo di confrontabilitd: due grandeme che non soddisfanc
alla condizione del principic non hanno un rapporto hanno
natura diversa, sono non omogenee (ad esempio non & possi-
bile determinare il rapporto tra un segmento e un‘area, o tra
un'area e un volume, perché queste grandezze non sono dello
stesso tipo). It prncipio compare nell'antichit3 anche come con-
dizione essenziale nel procedimento per esaustiong, con il
quale i greci determinavano, in modo rigoroso € senza ricorre-
re al processo di passaggio al limite, il rapporto tra una certa
grandezza ignota (ad esempio l'area di una figura curva) ed
una grandezza conosciuta (I'area di un poligono).” {I metado
per esaustione, quasi un primo passo nella direzione del cal-
colo integraie, permetteva di determinare aree ¢ volumi senza
ricorretre al concetto di infinito attuale perché evitava di intro-
durre il cerchio come limite di una serie di poligoni inscritti;
esso ricomreva piuttosto ad una dimostrazione indiretta, che
dalia falsita della tesi derivava un assurdo, vale a dire la nega-
ziohe del principio di Archimede e 'esistenza di infinitesimi

numero infibito di posizion! i un tempo finita e dungue escludono lipotesi
dell'infinitd attuale delfo spazio eoncepito come somma df punti, ognune dei
quali pottabbe essere considerato oome grandezza infinitesima. O¥r. anche Tan-
nery, [1885), -

* 8| veda articola di Otto Stelz, “Zur Geomettie der Alten, inshesondere dber
ein Axiom des Archimedes”, [1882]. - .

¥ Euciide; |1970), libro V. Def 4., p. 208 Cfr. 6 2.2.1. La confrontabilit non va
canfusz con [a commensunabiiity, che lega due giandezze confrontabili avent un
rapponc come quello che un numero intero ha con un altro ntmero intero. Le
wosiddette gmndezi» incotnmensurabili, come ad esempio la diaganale e il late
del quadrato, sono tra loro confroutabth nel sened che esiste sempre un sl
pla (it doppic} del {ato che @ maggiore delia disgonale del quadteto,

* 1 termine esaustione, che rimanda allidea che i successivi poligoni Inserittt
es3uriscano il cerchis, non si trova né in Elclide né in Evdosso, al quale si attri-
buisce la paternith del metsdo coslddetto per esaustiones, ma compare soltanto
mwolto pid tardi nell'opers di alcuni maternatic del Seicents dhe s QOCURArONG
degh indivisibili. . '

-3
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attuali ' E Aristotele ad affemmare con decisione impossibilita
deil'infinito attuale di contro all'esistenza di un’infinita poten
ziale: .

inflnita @ dunque quélié grandezza della quale, rispetto alla
quantitd data, & possibile continuare a prendere upa parte
sempre nuova.'”

L/infinito in potenza di Aristotele & Iinfinito di una grandezza
che diventa pid grande di ogni grandezza data senza uscire
mai dalla finitezza o di una grandezza che pud essera suddivi-
sa in parti sempre pill piccole senza che si_a mai raggiunta una
parte ultima indivisibile. L'infinito non & inteso come espres-
sione di un'infinitd- di parti in atto ma come un fnito che
cresce indefinitamente, ove Finfinita rimanda all'attivita del
pensiero_che va oltre ogni quantita data finita aggiungendovi
o sottraendovi un'aitta quantita finita, senza che queste pro-
cesso amivi mai a compimento. L'infinito non ammette allora
un termine finale perché il suo sviluppo indefinito esc}ude_c_he
un insieme iltimitato di grandezze (ad esempio i poligoni in-
scritti in un cerchio) comprenda un terrmine ultimo (il cerchio
stesso considerato come poligone con uit numero infinito at-
tuale di lati).'? _ )

il termine infinitesimo comparve soltanto nel Seicento in-
sieme alle prime ricerche infinitesimali retati\{e alio st_udzo
geometrico di lunghezze di curve, aree e volumi. Senza riper-
correre lintera storia delle origini del calcolo infinitesimale,™
ci limiteremo a riassumere brevemente il ruolo del concetto di
infinitesimo nella determinazione del continue geometrico,

" gipercomendo l'affascinante storia dell'lafinito Paclo Zellini sottolinea
I'lmpenetrabilttd al pensierc che rende diffidle nominare infinito stesso e co-
glie in questa inaccessibility i motivo del rifiuto ad accoglleme ['esistenza
attuale: "I Grect preferirono Invece designare questa impenetrabilid con
I'assurde, facendone ['inaccettablie alrernativa di dimostrazioni orientate a rico-.
noscere rapPort] anmonici € proporzioni finite.” Zellini, [199¢,], p- 37.

1 aristotels, Fisica, 11 6, 2072 3-10. |1993]. p. 145 . _ .

2 Cfr, Zellini, 11990s]. p. 31 e ss. Ulidea di considernre il verchio come un poligo-
ho ot U numero infinito di 1atl tisale af sofista Antifonte aitive verso Lz fine del
}fn‘sgf]ﬁl'g}igine del ealeolo infinitesimale »siste un‘ampia biblingrata. alla quale
rimandiamo; sl vedano in patticolare Gesmonat, [1948): Camglnum, 119624;
Baron, [1969]. nonché per Una breve presentazlone generale __Khne. j1972}, cap.
17. pp- 399-455.
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richiamando il significato e ie applicazioni del metodo detto
degli indivisibili nel calcolo di aree e volumi. 11 calcole di sy-

perfici e volumi mediante I'uso di infinitesimi risale in realtd

al greci (che perd non introdussero il termine “infinitesimo”).
Antifonte vi ricorse nel tentativo di dimostrare la quadratura
del cerchio mentre Archimede nel Metods sui teoremi meccanici
considerd le figure come composte o riempite di tutti i loro
elementi: una superficie di linee & un solido di superic).*™
Benché non parlasse ‘esplicitamnente di somma, Archimede
considerava le figure come composte di un numero infinito &
elementi infinitamiente softlli (che nel Seicento presero il no-
me di infifiitesimi). Questidea, bandita dalla geometria greca
euclidea attraverso l'accettazione del rigoroso metado di Eudos-
s0, ticomparve nei lavori di Kepler e di Cavalieri.” Abbandonando
il metodo per esaustione oghi volta che esso s rivelava insuffi-
ciente alla risoluzione di un' problema particolare, Kepler
ricorse agli infinitésimi con estrema disinvoltura, consideran-
do ‘ad esempio I'area di un cerchio come l'area di un nimero
Infinito di triangoli aventi un vertice nel centro e base sulla
circonferenza (dunque altezza uguale al raggio).'® Cavalieri
¢bbe invece il merito di indicate un proceditmento generale
per il conironto di aree e volumi, detto metodo degli indivisi-
bili: esso asserisce che un'area piana & costituita dalle infinite
corde intercettate entro l'area da un sistema di rette parallele,
qualora ciascuna di quelié corde, detta indivisiGile, sia pensata
come yn rettangolo di spessore infinitesimo. Cavalieri tuttavia
negd di aver fatto uso dell'infinitesimo attuale, perché il suo
procedimento si fondava su! confronto tra un‘infinita discreta di
indivisibili di una figura e I'analoga infinita di una seconda fi-

"1 Metodo it Archimede fu scoperto a Costantinopoli da Heiberg nel 1906 in un
Palinsesto della biblioteca del Metochion, Cft. Rufini, |196L]. p. 83.

™ Vari riferirnenti af metoda cosiddetto deghi Indivisibili = ail'use di considera-
ziont refative agii Infinltesimi compalono in veritd in un numero ben pill amplo
dii autori, tr [ quali sarebbe opportuno ditare almena i not di Galiles, Torricel-
li, Pascal, Gregotio da San Vincenzo, Reberval, Wallis: Tn proposite rimandiamo
aila bibllografia ¢ftatz nella nota 103.

* E interessante ricordare che Je ricerche di Kepler sui broblemi di aree e volu-
mi. contenute nella Nore Stercometria Doliorum tel 1615, trassero crigine dai
problema pratico di trovare un mode precso per determinace i volume delle
botti di vino, la cui capacitd era allora misumta con procedimenti puramenie
empirlei. Castelnuovo, {1962, p. 42 e ss.
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gura. Lindivisibile cost concepito non & un infinitesimo attuale
perché l'infinita & discreta e non continua: cid non impedisce
perd che l'unione di tutte le corde, che sono in iumero m_flr_u-
to, possa formare il continuo, perché ciascuna di esse 2
considerata come una superficie sottilissima € non come una
ice lunghezza. _
Sergipc{:g?a ngghtra indagine non & rivolta allo studio dell'a_ffennamorje
del concetto di infinitesimo nella storia della matematica ma pit
semplicemente alla presentazione del significato geometrico
del termine in Veronese, trascureremo gli altri ‘auton-qhe nel
Seicento hanno ripreso lidea degli infinitesimi attuali come
elementi ultimi di un processo di divisibilita all'infinito consi-
derato come compiuto, limitandod a ricordare il ruolo Ljen@'rale
che Finfinitamente piccolo riveste nella costruzione leibnizia-
na del calcolo infinitesimale.’™ Partendo dall'idea di Cavalieri
di considerare un‘area come la somma di tutte le infinite cor-
de tagliate su un fascio di rette parallele, Leibniz adottd il
simbolo omn. y {pot /y) per indicare tutte (omnes) le corde y (le
ordinate in un sistema di assi cartesiano) la cui somma costi-
tuiva l'area data: in questo modo introdusse‘un s_lmbolo per
rapprecentare la somma di un numero infinito di lunghezze
indivisibili. Dalla considerazione del triangolo di Pas‘cai come
elemento caratteristico di ogni curva,'® Leibniz fu indotto a
studiare non pid soltanto le somme ma anche | rapporti degli in-
finitesimi ¢ ad osservare che tali quantita infinitamente p1ccole;.
benché non siano considerate uguali a zero quando se ne cerca il
rapporto, possono tuttavia essere trascurate non appena com-

9 Questi brevi cenni sull'origine degli infinitesimé sona purtroppe insuificlenti
per un inguadramanto storico adeguate di tale concetto, ma nan intendono
nemmens avere questa pretesa. In particolare 8l noterd Fassenza di un rlf'enme?-
to a Newton: <id dipende dal fatto che il suo caleolo infinitesimale si fonda sulle
noziotl di flussion] e fluenti, che rimandano al movimento e sono pertanie pitt
lottane dall'idea di infinitesimo attuale statico di Veronese, che petaltro <lta al
rigdarde Leibniz e pon Newton, Lelbniz infatt fa un 950 pid diretto degli infini-
tesimi nel caleolo considerandeli come grandezze che sone gualesse eppure
poszono essete considerate nule: dai suoi testi emerge con pill forza tutta la
radossalita dell'infinitesitno attuale. ) o
i il langelo caratteristico di una curva piana riferfta ad un sistemna di asst &
formato daglé Incrementi delle coordinate € dall'incremento delfaren. Lo studio
delie curve mediante tale metado & svolto da Pascal negli scritti relativi al cal-
oola infinitesimale contenuti netle Letrss de A Dettonville, pubblicate nel 1659,
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paleno accanto a guantita incomparabilmente piit srandi, vale a

quantita che differivano tra loro per un’alt ita pi

quanto si vuole ma definita: oon?e era ms;aibﬁgaé‘;étifécggslz
diverse Per una quantita infinitesimna fossero uguali? Una secon-
da anomalia dell'infinitesimo risiedeva nella sua irriducibilith al
critetio di confrontability tra grandezze omogenee fondato, da
Eyclide sul principio di Eudosso-Archimede: una quantita infi-
nitamente piccola @ non archimedlea perché moitiplicata per se
stessa un qualunque numero intero di volte & sempre nulia o

- trascurabile rispetto ad una grandeza finita, Manea ogni possi-

bilitd di confronto tra finito e infinitesimo é qu i

pur esseqdo_ qualoosa, & sempre nullo riSpem p?imeg.mollt;{e:;}e'
difficolta insite nel concetto di trascurabilita dellinfinitesimo -
spetto al finito raffgrzano la descarizione lejbniziana delle nuove
gtandezze come finzioni o “entit immaginarie non corrispondenti
per necessita a cose attualmente egistenti al di fuori della men-
te” che le ha concepite ''® L affermazione dell'esistenza di linee
infinitamente grandi e infinitamente piccole @ di carattere
?éste:ittgiei I?E?n_timpli_car I'esistenza concreta e reale dei concetti

InitQ ¢ infinitesi
ot 4l ragionamenrottemmoj che servono soitanto ad ab-

Donde segue che se qualcuno non ammette affatéo linee inftni-
te e mﬁ{ntamente piecole a rigore metafisiche e come cose
reall, egli pud senz'altro servirsene come nozioni idealj che ab-
_brevxano il ragionamento, simili a cid cui si ¢ il nome di radfei
immaginarte nell’analisi comune (come per esempio §-2), 1

Linfinitesimo attuale dell'analisi, che secondo
mo . quanto affermava
i;a ﬁmq Leibniz poteva essere sostituito con Vinfinito potenziale
elle dimostrazioni per esaustione di Eudosso, fu effettiva.
mente eliminato dal calcolo grazie alla nuova definizione di
limite data da Cauchy nel suo Cours d'analyse:

*? | pibniz, Lettera @ Wallls det 30 '
) marg 1 |
:I'f Ee!{:ng, treiagytakey 699, 19611, IV, p. 62,
clbnlz, Letierd a Varignon de 2 febfrmio 1702, in {1961), IV, p. 92 i
jron . B AV, P 92. Sl ve
seguente passo della gia citata lettera & Wallis: “Verae In?erim an ﬁgtait?:f.fhs?n!t]
glpan:it?tes_‘ Inassignabiies, non disputo; suffidt servire ad compendium cogitan-
b [ Leibnlz, Leltera 6 Wallis def 3G marsp 1699, in 11961, V. p. 63, o

dire a quantitd finite.'” Una prima difficolta del calcolo di
Leibniz consisteva proprio nellaffermare luguaglianza di due
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Allorché 1 valori successivamente assunti ¢da una stessa varia-
bile s avvicinano indefinitamente a un valore fissato, sl da
differirne aila fine tanto poco quanto sf vorra, quest'ultima
quantita & chiamata il fimite di tutte le altre.'? .

Grazie ail'introduzione del concetto di limite, Uinfinitesimo

pud essere definito come una quantita variabile 1 cui valori
numerici successivi decrescono indefinitamente fino a diven-
tare minori di ogni numero dato. La paradossalita dell infinitesimo
attuale & ricondotta alla legittimita dell’infinito potenziale: il li-
mite & situato al di fuori della successione di valori che la
variabile assume & dunque non & mai dato in atto come tenmine
di una serie illimitata; Finfinitesimo & ridotto ad ima quantita va-
riabile finita che decresce al di sotto di ogni quantita data senza’
raggiungere mai il limite deél processo stesso. Liinfinitesimo di
Cauchy e deli’analisi dell'Ottocento non & un infinitamente pic-
colo ma soltanto un indefinitamente piccolo: il primo 2 pib
piccolo di ogni quantita finita (e infatti & trascurabile rispetto
ad essa), il secondo invece tende solo a diventarlo, ma resta
sempre confrontabile con une grandezza finita.

Affermando senza esitazione |'esistenza attuale degli infini-
tesimi, Veronese si prefiggeva di risolvere una questione a
lungo dibattuta senza alcun esito, @ causa sia della scarsa
chiarezza nella posizione del problema sia delle complicazioni
filosofiche intrecciate alla questione puramente matematica:

La questione del segmento infinitesimo attuale & antica; ma né
i sostenitort né gli oppositeri di tale idea ne hanno mai provata
la possibilitad o la impossibilita geometrica, perché esst non
hanno posta la questione in modo chiaro e determinato, com-
plicandola anzi talvolta con considerazioni filosofiche ad essa

estranee,'"?

per difendere 1 propti segmenti infinitesimi attuali dall’accusa
di assurdita, Veronese analizza alcune tradizionali obiezioni
smascherandone i presupposti © dimostrando che la propria
trattazione non presta il fianco a simili aitiche. Contro l'infinito
determinato in matematica st era pronunciato Gauss in una

2 cauchy, Cours d'analyse alafbrique, . 4, dt. In Bottazzini, [1990], p. 99.
1M Yaraness, | E898]. p. 79 -
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léttera a Schumacher del 1831, nelia quale sosteneva che
Finfinlto & soltanto un modo di esprimersi; quando una quan-
titd cresce indefinitarmente la si chiama infinita per intendere
che, non potendo raggiungere mai il limiite al quale si awicina,
varia all'infinito. Se ~ obietta Veronese — all'intemo del campo
finito, Finfinito e l'infinitesimo sono soltanto potenziali, ossia
sono segmenti che cresconc o decrescono indefinitarmente,
nulia nega che possa esistere ai di fuori del campo del finito
unt aitro segmento che sia infinito o infinitesimo attuaie e dun-
que sia dato, determinato, raggiunto, Altre obiezioni allesistenza
degli infinitesimi e degli infiniti attuali non SONO neppure pre-
se In considerazione, perché essendo rivolte alla ¢ritica di
concezioni faliaci o sisterni contraddittori cadono insieme con
questl: ad esempio le critiche mosse al sistema di Fontenel-
le'” sono legittime, perché i suoi infiniti sono contraddittori,
ma perdeno ogni validitd contro altri modi di concepire
l'infinito, Sarebbe in OgRi Caso interessante — aggiunge Vero-
hese — “fare una critica alla critica, perché se certi autor
hanno avuto delle idee preconcette, i loro critici non ne SONo
andati esenti”. Il caso del cardinale Gerdil & esempiare: in una
memoria sull'infinito assoluto considerato come grandezza
egli sfiora I'idea sviluppata da Cantor di un numero infinito
attuale che rappresenti I'intera serie naturaie considerata ¢co-
me un tutto dato, ma RON ne comprende il significato, perché
& sviato dal suo intento di confutare la tesi dell'eternita
delluniverso (se il mondo & stato creato non pu¢ essere eter-
no e dunque infinito nel tempo), mentre vi sarebbe riuscito se
"avesse esaminato questa discussione con spirito critico alto e
imparziale”."* Tra i matematici che credevano nell’esistenza

M EG, p. 819

" Pontenelie, Blemenis de ta glomatrie de tinflni, 1727, ¢t in FG, p. 620. Accanto
allattvita di swittore Fontenelle (1657-1756) svolse nel Seltecento anche [}
ritolo di divulgatere sclentifice e filosofico; dal (699 in qualita di segretario par-
petuo della Acxdémie des sdiences curd | resocanti dei lavor accademici e
compese gli elogt det wolleghi defunti: a gueste periodo rssle (olte aj Geat! e,
ments de la géoméirie de Linfini} anche fa Histolre de FAsodsmic rouale des scignces depuis
t660 fusqu'en 1699, pubblicata nel 1733. .

"* FG, p. 621. Da questo passo emerge il valore della aitica come stiperamento
dei preconcettl e dulla parzlalits di givdizio: 'adesions ad una conceziene del
mondo pud oscurare la visione di tha-varit differsate o pll ampis. La memoria
di GerdH cui si fa rifetltnento & “De Finfini abeoly conelderé dans le grandeur, in
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defl'infinitesimo attuale, Veronese ¢ita anche Johann Berr!oulli.
il quale pur non definende l'infinitesimo crede alla sua esisten-
2Za; )
i infiniti @ gli infi-
Affermo [...) ¢che non i pud dimostrare che gli infiniti eg
nitamentie picoali  esistono. ma anc_he che non §i pud
dimaostrare che non esistono: tuttavia |dico che] probabilmente

esistono. Se tatti i terting di questa progres‘_.;_iom_a 1/2,.174, 148,
1/16 ecc. esistono in atto, allora esiste Vinfiviitesimo. [...] Se i
termini sono dieci esiste senz'altro it decimo, se i termini sono
cénto esiste senz'altro i centesimo, du[‘!lﬁue se i termini so-
no in numero infinito, esiste l'infinitesime.

Oltre a Bermoulli, anche Du Bois-Reymaond crede nell'esistenza
dell'infinitesimo: .

“L.a proprietd che il numero dei punti di divisione dell'unita di
misgra pé infinito, genera con [ogica necessitd la crgdenza
allinfinitamente piccolo:™ e per infinito egli intende ogni grup-
po di elementi illimitato nella rappresentazione che considerato
indipendentemente dall'esistenza di esser] [%en_sant{ oltrepassa
¢id che & misurabile mediante misure fisse,

obigzioni pill recenti all'esistenza di segmenti infinite-
silr"nr?'l:ttuali suIIap retta Veronese anaIizz_a I particolare ie
dimostrazioni di Cantor, di Stolz e di Vivantl: tutte queste
confutazioni ammettono # continuo ordu}a_no che presuppone
il principio di Archimede escludendo gli infinitesimi attuali.
Stolz, che come abbiamo visto 2 il primo ad attqure il nome
di Archirmede al principio in questione, in un articolo del 1883
sulla geometria degli antichi scrive:

E gid stato rilevato pib volte {da Stirmius, Nizze, Hankef] che
Buclide fe un uso implicito del principio: una grandezza pud essere
moltiplicata tante volte finché supera ogni allra grandezza delle stessp tipo.

iad ig bi-
i ea Taurinensia, 1760-61. Giacinto Sigismondo Gerd[l (1718-1802), barna
gt“ﬁiu;?ckm di filosofia nelle Universitd di Macerata e di Torino e p{feostﬁOn:
de) principe di Plamonte, pai diventio te ¢ol home di Casla Emanuele IV, La su
apera pill imporiente sono le Reiedons sur la thédrie et la pratigue de rﬁuc%a_ron. mﬁm
les principes de .-). Roussegu {Torino, 1763, ripubblicate col titolo di Anti-Eile ne 1a:
raceoits complets delle apere) nel quale sottopone ad tina minuziosa oitiea |a

: ica di Rousseau. i ,
B Rerboul Lt o obanns Berull - Compand plsopicin o rtematicon,

Losanna e Ginevra, 1745, t £, p. 40Z, <it. in PG p. 621
e Esﬁ Rois-Reymond, 1882|, p. 70, it in FG. p. 621. Cit. & 4.6.
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In Arch_imede si incontra un'ipotesi simile che concords: con
quql principio, che quindi pud essere Indicato in breve come
assioma di Archimede. 9

Per Stolz il principio di Archimede non & in generale una
condizione per stabilire ia confrontabilitd delle grandezze, da-
to che ['opera di Du Bois-Reymond testimonia la possibilita di
paragonare tra loro anche grandezze non soddisfacenti al
principia suddetto. Tali grandezze non sono. pefd lineari come
guelle geometriche, che per Du Bois-Reymond sono confron-
tabili soltanto se vaie il principio di Archimede. Sulla scorta di
questa distinzione tra grandezze lineari e non lineari, Stolz
dimostra che & la proprieta di continuitd attribuita alle prime a
presupporre la validita del principio in questione:

un sistema di grandezze assolute deve saddisfare ail'assioma
db Archimede se si vuole postularne la continuita.**

Egii dimostra infatti ¢he assumendo alcune propiietd delle
g{andezze (tricotomia, unicitd della somma, ...) e il principio
di confinuita di Dedekind & possibile detivare il principio. di
Archimede. In un articolo del 1890 sul continuo intuitivo rettili-
neo Veronese obietta a Stofz che 1a dimostrazione & possibile per
it semplice fatto che il principio di Archimede & gia contenuto
nel principio di Dedékind.'*' Stolz accoglie la comezione di Ve-
ronese € in un articolo pubblicato Fanno successivo precisa
che il prindpio di Archimede & equivalente alla condizione che
dato un sistema finearmentz ordinato [zusammenhdingendes System| 17 di
grandezze e una lacuna [Liicke| (P,.P,) di esso, allora per ogni
grandezza D di {7 & possibile determinare le grandezze in
modo che P~Pi<D.'® Un sistema di grandezze si dice linear-
mente ordinate quando sono soddisfatte le proprietd: 1} date
due grandezze del sistema 7 esse possono essere uguali o di-
sugpali: in quest'ultimo caso una delle due pud essere
designata come maggiore; 2) ie grandezze possono essere ad-

1" Stokz, (1882}, p. 504.

2 Stolz, [1882], p. 507, - :

™ Cfr. CRA. Sceondo Veronese || principio di Archimede 2 contenuto anche nel
principio di continuftd di Cantor. mentre si pud dimostrame Vindipendenzs,
Geymonat, [1948), pp. 266-277, ' '

'3 Stalz, {18911,
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dizionate esattamente nello stesso mode dei numeri naturali;
3) se A<D allora esiste nel sistema fTuna, e per la 2) soltanto
una, grandezza X tale che A+X=B; 4) tra due grandezze disu~
guali c'&€ sempre ancora una grandezza de! sistema e oltre-a
auelle grendezza ne esiste una minore, ma nessuna che sia la
minore. Si chiama invece lacuna {Liicke|'™ ogni divisione delle
grandezze P che appartengono a i7in due gruppi P, e P, con le
seguenti proprietd: 1) ogni grandezza P appartiene ad uno e a
un solo grippo; 2} se P, & una grandezza del primo gruppo al-
lora lo & anche ogni grandezza pill piccola di P, e se P, & una
grandezza del secondo gruppo lo @ anche ogni grandezza pil
grande di P, 3) al prino gruppo appartiene oltre a P, una
grandlezza pitt grande di P, e al secondo gruppo oltre a P, una
grandezza pilt piccola di P,.”* 1l principio di Atchimede espri-
me allora una proprietad delle lacune di un sistema, la-quale
afferma che aj due gruppi appartengono sempre due grandez-
ze tali che la loro differenza sia pill piceola di un‘altra
grandezza data del sisterna, ma nott richiede esistenza nel si-
stema JZci una ¢ una sola grandezza S pit grende di tutte
quelle del primo gruppo e pili piccola di tutte quelle detl se-
condo gruppo (proprietd questultima garantita dal postulato
di continuita di Dedekind). :

Su unargomentazione analoga si fonda la nisposta di Veronese
ali'obiczione di Cantor, che crede di aver dimostrato ['impassibilita
dei segmenti infinitesimi attuali ricorrendo a tecremi relativi ai
numert transfiniti:'® lintera dimostrazione & inutile — obietta

2 |1 terming lacuna con il quale tradudame leiteralmente il tedescs Like &
prefartbile o sezione, che traduce §i. tadescn Sehnitte, E perd oppontuno ricordare
che per lacuna Stolz non intende il risultato di una pattizione del sistema in due
dassi di grandeze tali che [a prima non abbia un vltlmo elemento e |2 seconda
non nie abkia un primo,

2 In nota Stalz precisa che Dedekind chiama sezioni {Schnitte] te Jacune del siste-
ma dei numern razienali: “Quest Uititne toncetts & pill generales, mentre guesto
slstema pud ad esempio assere divieo in mado da ottenere come primo gruppo
tutté i pumeri pid picoeli di un certo numero razicnale e Questo numero stesso.”
Stelz, [1891], p. 109. Cedekind chiama sezione una partizione del sistema R dei
nomerl razionali in due classi A, A, caratterizzate soltanto dalla proprieta che
Qgni nUmerd 4; in A & minore di ogni tidtmers 4, in A;. Le sezioni del sistema del
numert razionali gedono deila proprietz che o tre i numeri della prima classe
esigte up massimo o i @ ourneri della seconda esiste un minime. Dedekind,
| E872). p. 70.

'S Cantor, "Mitteilungen zur Lehre voim Transfiniten”, {1837-83), p. £12 [¢ht. in FG,
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Veronese ~ perché in essa la validita del principio di ' '
Se ~ _ pio di Archime-
de deriva :fnmedlajtamente dalle proprietd del continue dei
numeri {'eala (che si presuppone coitisponda al continuo della -
retta). L'errore di Cantor, come gia quello di Dedekind. consi-

st¢ nella determinazione delle caratteristiche del continuo .

Egg;?ggg? rqed;’ant% le pcr}?prieta del continue numerico che -
1l prirtcipio di Archimede. Anche {' Al i
Sontiens e {'argomentazione di
f;:oer;l; %aeéché' amrréettendo la definizicne del continue ordina-
ude per cio stesso la possibilitd di cie
confatare - Po! di cd che @nebbe
L'intento di Veronese & speculare a odi i

‘ _ ) queilo di Dedekind, che
intendeva escludere dalla trattazione rigorosa dell'analisi ogni
nfenmenm a gran;lezze geometriche. In un celebre saggio del
1872, Stetigheit und rrationale Zafilen, egli osserva che :

ogni punto della retta determina una suddivisione dalla retta i

due parti, in modo tale che ogni punto di un : o
- 4 ' - a -

nistra di ogni punto dell‘altra,'® ? Parte B as

Dau analisi del!a Tetta come modeilo di dominio matematico
continuo, ?edekmd ricava le proprietd generaii deila continui-
ta ossia !_essenza del continuo, che epli ritiene consista
nell'inversione delia proprieta suddetta: '

Se tutti i punti della retta si ripartiscono in due classi tali che
ognt punto di una classe giace a sinistra di ogni punto
delt altra, sllora esiste uno e un solo punto che determina que-
sta partizione di tutti i punti in due classi questa
sComposizione delia tetta in due parti,'* '

Questa prqprieté deve essere assunta comeé assioma se si
vuole garantire continuith ad una certa strutturz; tale proprie-
ta non & postulata in nessuna parte degli Elementi e infatii
precisa Dedekind, non vale necessariamente per ogni dominio
per if quale siano veri gli enunciati di Euclide. in Was sind und
was sollen die Zahlen? Dedekind costruisce uno $pazio disconti-

B, 622) . .

Cfr. Vivanti, "Suil'infinivesimo attyale* (18
g o 6os . [E89T].
:“ Bedekind, [[872], p. 69,
¥ Dedekind, | 1872], p. 69.

contio Fesistenza di segmenti infinitesimi attuali & 3
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nuo nel quale “tutte fe costruzioni che compaiono negli ele-
menti di Eudlide sono perfettamente eseguibili” e ne deriva
che “nella scienza di Euclide non ci si accorgerebbe neppure
della discontinuitd dello spazio”."™ Dedekind intende fondare
la costruzione del continuo numerico in modo compietarmente
indipendente dai concetto di grandezza geometrica ponendo
fine alla mancanza di rigore del caleolo differenziale, alcune
dimostrazioni del guale “fanno appello, pil © meno consapevol-
mente;. a rappresentazioni geometriche o suggerite mediante la
geometria”.""' La nozione di continuo non & puramente intuitiva
sg “per poter percepire 'essenza della continuitd” occorre conosce-
re i numeri che esprimono i rapporti tra le grandezze:

Tanto pill mi appare meravigliose che I'vomo, senza alcuna
rappresentazione delle grandezze misurabili. possa pervenire
alla creazione del dominio puro & continuc dei numeri attra-
verso un sistema finito di semplici atti di pensiero; e, secondo
me, questo & il vero modo in cui egli riesce a rendere chiara la
rappresentazione del continuo,'®

Antitetica & la posizione di Veronese, che ribatte:

E draitronde sarebbe veramente meravigliose che una forma
astratta cosl complesss qual @ 1 contingo numerico ottenuto
non solo senza la guida di quello intuitivo, ma come si fa oggi
da alcuni autori, da pure definizioni di segni s trovasse poi
draccordo con una rappresentazione ¢osl semplice e primitiva
qual & quella del continuo rettilineo.'”

Fer Veronese l'accordo tra le proprieta del continuo numerico e
cuelle del continuo intuitivo si spiega solo attraverso la medjazio-
ne del continuo astratto, le cui caratteristiche non si riducono a
quelle dell'insieme dei numeri reali:

Secondo Dedekind per chiatire [...] la rappresentazione del

W pedekind, {1888], p. £3, Rlpostiamo il riassunte che ne fa Vercnese: "A De-
dekind <embre anche che dati tre punti A, B, € non in linea retta in modo che i
rapporti delle loro distanze siano numer] algebridi, i mpporti delle loro distanze
dat punti dello spazic dal tm punti alla distenza AB possono essere soltanto
nurmer| glgebrici — di modo che 1o spazic a tre dimensionf & quindi anche la retta
sarehbero distontinui.” FG, p. 48, § 1. n. 35, notz L.

¥ Badekind, 11872), pp. 63-64.

" Dedekind, 11888], pp. 83-24.

TG, p. 45, 1.0 57, nota 1.
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continuo dello spazio occorre il continve humerico. Secondo
me invece & il continuo intultivo rettilineo mediante Videa di
punto sernza parti tispetto al continuo stesso che serve a darei
ie definizfoni astratte del continue, di cui quelio numerico non

& che un caso particolare. ™

Linsistenza di Veronese sull‘indipendenza del continuo geome- E

trico da c_:_ueilo del numer reali si fonda su varie ragioni: in primo
luogo essa & essenziale alla costnuzione di un continuo non ar-
Chlmede(_), perché se la definizione delia retta dipendesse da
quella di numero reale e dunqgue dal principio di Archimede
sfumerebbe Fintero progetto di una forma fondamentale con-
Ltenente segmenti infiniti ¢ infinitesimi gli uni rispetto agli
altrl, In secondo luogo l'insistenza sulia dipendenza deile pro-
pnet_é_ del continuo geometrico da aquelle del continuo
Intuitivo setve a evidenziare, come gia abbiamo detto, la natu-
ra peculiare della geometria, che resta una scienza legata,

almeno per {'origine delle sue teorie, all'esperienza e alla real-
ta estemna:

IIn questo modo le definizioni non appariscono come uno sfor-
zo della mente nostra, ma trovano [a Joro piena giustificazione
nella fappresentazione sensibile del contlnuo |...|'*

_in terzo luogo Veronese rifiutando di introduire “pure defini-
zioni _d} Segnl’, ricerca una ragione per la scelta della propria
definizione del continuo e crede di trovarla nella fedeita con ja
quale Ja forma fondamentale descrive )a realta empirica.

It metédo pilt naturale per determinare questo continuo & ap-
punto quelle che ricava Je varie proposizioni fondamentali

© (postulati o ipotesi} dall‘'csservazione, di guisa che esse o
esprimano dei fatti sernplici da tutt osservati, sia pure facendo
astrazione da alcune qualitd degli oggetti & cui si riferiscono,
opoure esprimano delle proprietd che non contraddicanc a
quelle le quaif serveno a costruire o a determinare ta figura cor-
Aspondente al campo deila nostra osservazione.

i _c.or_mnuo geometrico non archimedeo di Veronese ammet-
te I'esistenza di segmenti infiniti e infinitesimi attuali, che nei

:FG. P.48,%1,n. 55 nota 1.
mm, P.48,81,n 55, nota ),
FC. pp.16]-(62,
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trattati di geometria elementare sono banditi perché st am-
mette il postulato d'Archimede:

Nei trattati elementari viene ammesso tacitamente od esplici-
tamente 1| postulato V d'Archimede, i} quale stabilisce che se A
2 B sono due segmenti rettilinel qualunque ed @ A < B, vi @ un
numero # finito tale che & Au > B. Esso esclude appunto ogni
segmento Jimitato infinitesimo (ed anche infinito), pel quale
non vi & alcun numero #. per quanto grande, che soddisfi alla
condizione anzidetta.'’

il problema che Veronese intende innanzi tutto affrontare 1i-
guarda la dipendenza o indipendenza del postulato di Archimede
dagli altri postulati della geometiia elementare:

Se non si dia il postulato defla continuitd, quello d'Archimede

2 indipendente dai rimanenti. Se @ dato nella forme proposta

da Dedekind, 1...] I'enunciato stesso del postulate di Dedekind

esciude la proposizione contraria a quelia di Archimede. Ma il

concetto del continuo si rende Indipendente da questo assio-

ma guando sl d3 nelia forma della mia ipotesi VIl o Wi
- deil'introduzione, ' :

Le due ipotesi suddette stabiliscono rispettivamente la con-
tinuitd assoluta della forma fondamentale (che corrisponde
alla retta nella geometria) e la continuita relativa. La prima &
“la continuita in un campe finito, per tutti i segmenti del guale
vale il postulato d'Archimede”, la seconda & ia continuita che
vale "guando si ammettono i segmenti infiniti e infinitesimi
attuali*.”” B aliora possibile introdurre dei segmenti astratfi
(per i quali continuano a valere tutti gli altti postulati della
geometria elementare) tra loro infiniti, finiti o infinitesimi. Da
tali segmenti 2 possibile derivare un nuovo sisteme di numer
complessi ad infinite unitd, per i quali vaigono le leggi ordinarie
delle operazioni fondamentali dell'aritinetica € che costituiscono
un continue assoluto differente da quello ordinatio dei nume-
ti reali. | segmenti astratti cosi introdotti soro possibili
matematicammente ma anche geometricamente petché non
contraddicono allintuizione spaziale: il passaggio da un seg-

¥ PG, p. 206.
% PG, pp. 206-207.
"# BC. p. i61.
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monto finito a uno infinito o quello dallo spazio & tre dimen-
gloni ad un punto fuoti di esso non & intuitive ma B
det_ermin_ato da un atte mentale o da una corrispondente ope-
razione simbolica possibiie, "4

A conclusione di queste osservazioni sul concetto di infinite-

simo attuale & interessante individuare i presupposti che .

flanno permesso di affermare l'esistenza geometrica di segmenti
_ mﬁn;tamente picco]i: il metodo sinretiog. la ricostruzione eé!et.;
continuo matematico a partire dal continuo intuitivo, la rifles-
sione sul concetto di grandeza, la determinazione della
relazione di uguaglianza tra segmentt, la legge della contingity

del pensiero. La trattazione sintetica della geometnia permette di-

svolgere ogni passo del ragionamento senza rdere di vista i
significato delle espressioni che vi compaion;:i ia costruz:zang
delle ﬁgure ele osservazioni empiriche che identificano gli
Oggeétil concreti corrispondenti alle nozoni ideali astratte so-
no | esprestsmne‘di un modo di procedere dalla realtd intuita
attraverso i sensi alla descrizione puramente astratta e rigoro-
sa di essa. L'analisi del continuo intuitivo rettilineo & un
chlagc €SeMplo di quest'impostazione: daile caratteristiche
degli oggetti fisici continui occorre risalire alle proprieta della
r.:gmtmt_nté astratta, che & fondata sulla corrispondenza con
llntt_uz!one. Con un procedimento genetico si costruisce
continuo attravgrso‘!a determinazione di un segmento, poi di
una scala o serie di segmenti consecutivi, quindi di un altro
segmento al di fuori della scala e di una nuova scala generats
d_a‘esso, &€ cosi all'infinito determinando segmenti limitati in-
fm1tament_e grandi e infinitamente piccoli rispetto-al primo
segmento individuato come unitd. Le ipotesi che definiscono
le proprieta della forma fondamentale a pilt unit3- rettilinee
demran:_:m Qai tentativo di tradurre in linguaggio matematico le
Caratteristiche che nel'csservazione attribuiamo agli oggetti
rettilinei: gli infinitesimi non sono il frutto di una scelta pu-
ramente grbltrana del soggetto che sUppone dato un insieme
mﬁmto di e]_emn‘anti O’ conisidera percorsa l'intera serie dei ny-
mert naturali, né hanno origine soltanto dalla negazione di un
postulato Per scoprire quale sistema derivi dall‘assunzione
della proposizionte contraria. L'esistenza degli infinitesimi &

“IORG, p. 208,
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compatibile con una spiegazione astratia del continuo iniuitive
corrispondente al continuo reale osservabile: pur non avendo
necessariamente un’'esistenza reale i segmentii infinitamente
piccoli sulla forma fondamentale possono essere concepiti,
sommati, moltiplicatt esattamente come | consueti segmenti
finiti, anzi in sengo assoluto sono essi stessi finitl. Per artivare a
concepire un'idea di continuitd non archimedea e infrodurre geo-
metricamente gli infinitesimi occome prescindere dal concetto di
numeto e fondarsi sulla nozione pil genetale di grandezza. Mentre
la geometria gréca attribuiva alle grandezze un rapporto soltante
quando soddisfacevano alla ¢ondizione espressa dal prncipio di
Archimede, Veronese afferrna che due grandezze possence ave-
re un rapporto anche in caso contraria. Tale rapporto non &
espresse da una frazione o da un numero irrazionale ma da un
nuove numero introdotto per permettere it confronto delle gran-
dezze “non confrontabili” (propric come it numero irfazionale era
stato introdotto per confrontare due grandezze geometriche in-
commensurabili come il lato e la diagonale del quadrato). I}
confronto tra le grandezze implica la possibilita di determinare
Fuguagiianza o la diversit3 delle stesse, L'uguaglianza (congruen-
za) & definita come cornispondenza fra le parti dei segmenti: essa
non implica l'identita assoluta dei segmenti ma solo l'vguaglianza
relativa. La distinzione tra uguaglianza relativa e assoluta & fon-
damentale: due segmenti sono uguali in senso assoluto
guando sono uguali rispetto a tutti i contrassegni rilevanti,
mentre sono uguall in senso relativo quando sono uguali soltanto
rispetto ad alcuni contrassegni. La congruenza & unuguaglianza
relativa come la relazione che sussiste tra i segmenti {AA) e
(AA™) i cul elementi si corrispondono biunivecamente. Tali seg-
menti appartengono ai campi di due scale aventi stessa unitd
ma diversa origine: ammetiendo il principio del trasporto sen-
za defornazione dei corpi & possibile sovrapporre i due
segmenti ¢con un movimento per traslazione fino a farli coinci-
dere. Essi sono uguali- in senso relative Ma non in senso
assoluto petché il primo @ infinitesimo rispette al secondo. I
concetto di “relative ad un'unitd” @ centrale nella determinazio-
ne del rapporto reciproco dei segment limitati della forma
fondamentale: essi sono tutti finiti in senso assoluto ma, se
considerati nella loro relazione reciproca, possono essere fini-
ti, infinitesimi, infiniti. | concetii di finitezza e infinita (sia nel
grande come nel piccolo) sono relativi ad un'unita di misura e
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al eampo della scala che essa determina: uno stesso segmento
pud essere finito o infinitamente grande o infinitamente pleco-
Ip. In senso assoluto invece tutti i segmenti sono finiti
rispetto alla forina fondamentale stessa, che & infinita assolu-
ta. Un ultimo presupposto essenziale & la legge della continuita
del pensiero, grazie alla quale & possibile immaginare un ele-
mento al di fuori del campo della prita scala. L'accettazione
di questa Ieg_ge & necessaria sia per la determinazione degli
spazi 3 pit di tre dimensioni sia per ipotesi dell'esistenza di
segment infiniti e infinitesimi: su di essa posgia l'intero si-
sterna di Veronese, Per mezzo della legge delia continuitd del

gﬁpts‘iero il geometra frascende ogni limite imposto alla sensi-
ilita. : '

2.5 LA TEORIA GENERALE DELLE GRANDEZZE

Negl_: _uitimi-decenni dell'Ottocento diversi sono i lavori ma-
tematici concernenti la pessibilita dell'esistenza di grandezze
infinite e infinitesime attuali e Ia costruzione di un continuo
nen a;chimed_eo. Pur senza fare riferimento a numeri infiniti
attuali Du Bois-Reymond introdusse gid nel 1871 un criterio
per conirontare due funzioni f{x} ¢ @ix) che diventano infinite o
si annullano per x = w. Attraverso lo studio del limite del quo-
ziente delle funzioni & possibile confrontare .Finfinita delle
stesse e ordinarle in modo analogo ai numeri reali: la consue-
ta re_Ia.zmrge d'erdine < tra nuymeri & sostituita dalla nuova
relazionie < tra funzioni cosi definita: fixj<g(x) quando il limite
c§ei__ queziente fix) /¢(x) € infinito e fl~e(x) quando tale limite &
finito & diverso da zero.™ Grazie a questo criterio le funzioni
divergenti possono essere ordinate in base alla loro “infinita".
In un successivo articolo del 1875 & presentato un risuitato
pm-geperale, ‘chiamato poi da Borel e da Hardy "teorema di
Du. Bors-R_emond": data una qualunque scala di funzioni ci
sono funzioni che crescono o dedescono pili lentamente o
pit rapidamenite di ogni funzione della scala.™ Il confronto trg

"' Pu Bois-Reymond, 11870-71]. pp. 228-9. Un ottin i

nond, . DP. . imo articolo che espone Il con-
tenute def [avori di Du Eols-Reymond o 1a ricezi iti i
. fine Ottocense s Frater [I%ﬁm a ricezione criticn ¢he easi hanng avnnro
 Fisher, [19811, p. 106.
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questo teorema ¢ i lavori di Veronese & inferessanie perché,
benché i due sistemi siano molto differenti, essi poggiano
sulla comune idea che, data una successione indefinita di
elementi ordinati secondo una relazione tale che ogni elemento
delia successione & maggiore degli elementi che lo precedono,
esiste qualcosa (una furzione per Du Bois-Reymond, un seg-
rmento per Veronese) che & maggiore di tutti gli elementi deila
successione. Come ben sinfetizza Zellini, il teorema di Du
Bois-Reymond da un lato “trasferisce al rango di fatto’ mate-
matico 1a regola che sottende ogni tentativo attendibile di
esibire l'infinito attuale come evento concreto”, dall'altra
rallude alla possibilitd di superare ogni limite immaginabile”
perché data una qualsiasi successione infinita numerabile di
funzioni crescenti esiste una funzione che & maggiore di tutte
le funzioni date ma non appartiene a. tale successione.'
L'analogia con lipotesi terza di Veronese & evidente: qualun-
que sia l'unith scelta e il campo di scala ottenute, esiste
almeno un elemento che non & contenuto nel campo della
scala data. '

In un atticolo del 1877 intitolato "Uber die Paradoxien des
Infinitircaleiils” Du Bois-Reymond indaga le conseguenze del
confronto tra la rappresentazione geometrica di curve che cre-
scono allinfinito e Fanalisi delle funzioni rappresentate da
gsse. Da questo confronto tra rappresentazione geometrica e
numerica delle. grandezze derivano interessanti osservazioni
sulia continuitd numerica e sull'introduzicne dei numer ira-
zionali. I numeri razionali con numeratori e denominatorl
piccoli soho come i@ stelle luminose che colpiscono per prime
la nostra vista; poiché con un’osservazione pill predsa © per
mezzo del telescopic possiame scoprire nel buio che tra di es-
se esistono nuovi punti Juminosi, la nostra immaginazione
rfempie il buio che ancora sussiste tra queste nuove stelle con
altre stelle e cosi via, fino a riempire di materta tutte 1l cielo.
Analogamente i numeri razionali e itrazionali e la continuita
numerica sorgono dal tentative deila nostra mente di fempire
tutti i buchi tra i nureri: "possiamo scorgere nell'inserimento
dei numeri irrazionali tra i razionali solo un adattamento succes-
sivo del concetto razionale di numero al concetto geometrico di

4 Zailini, E980,), p. 201.
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grandexze che & innato o acquisito in fasce” ™ A causa di
quost'adattamento del concetto di numero a quello di gran-
dezza, Dy Bois-Reymond non esclude che il confronto di
grandezze numeriche e geometriche possa portare in luce altie
difficolta rilevanti. La convinzione che Ja continuitd geometrica
fon possa essere ricondotta in modo actitico alia continuity
numerica & un insegnamento che Veronese trae dall'opera di
Du Bois-Reymond. Nella Allgemeine Functionentheorie si attribui-
sce all'idealista, uno dei due personaggi de! dialogo sui
concetti di fimite e di grandezza, un argomento a favore della
realtd dell'infinitesimo assoluto.'® Lo presentiamo nella ri-
formulazione di Fisher.* Un segmento unitario che contiene
punti corrispondenti a tutti i decimaii (finiti ¢ infiniti) tra Qe |
deve contanere qualeosa oltre a auesti punti poiché una lun-
ghezza unitaria non pud essere composta di punti senza
lunghezza. La nostra Intuizione geometrica -suggerisce che
questo qualcosa deve essere un tipo di segmento. Tra due
punti P ¢ Q qualungue e distinti cotrispondenti ai- decimali
dovrebbe esserci almeno uno di questi nuovi segmenti perché
s& cosl non fosse, il segmento da P a O sarebbe composto
solo di punti e avrebbe Junghezza zero anzichs una lunghezza
positiva. Ne deriva che i nuovi segmenti sono in numero infi-
nito perché prendendo una sequenza di segmenti aperti &
possibile trovare un nuovo SEEMeNto in ciascuno di essi. Af-
frontando il problema di come potremmeo immaginare questo
infinitamente piccolo, Du Bois-Reymond presenta una soluzio-
ne che sara ripresa da Veronese. Benché non siamo in grado di

formarci un‘immagine mentaie delia relazione tra finitd e infini-

tamente piccolo, possiamo perd visualizare Finfinitamente

piceolo in se stesso esattamente alio stesso mode del finito:

“I'nfinitamente piccolo & una grandezza matematica e ha tutte le

Sue proprieta in comune con il finito.”'*” Daila considerazione dei

rapporti tia grandezze infinitamente piccole, finite e infinita-

mente grandi, derivano interessanti direzioni- di ricerca: il
calcolo infinitario di Du Bois-Reymond ha per oggetto proprio

4 Dy Bois-Reymond, [t977) p. 150
5 i, it £ 4.6,

** Figher, (1981], pp. 114-5.

' D Bols-Reymond, [1382]. p. 75.

(:.
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it confronto tra differenti tipi di grandezze.

caleolo prende in considerazione le relazioni delle
ggﬁgme infinitepe infinitesime da tipo a tipo e questi tipidmo— )
strano delle connessioni glt uni con gl altrt che non ¢adono
sotto i concetto ordinario di grandezza, | passagzi di un EPO
neli'altro non presentano ad esempio la contiruita di m'orr;j ia-
mento delle grandezze matematiche anche se non si produce
alcun cambiamento a salti, !

le differenze principali nel caso di grandezze infini~

tarr)ll.l:nign;iccoie: I'ordine di infinitd & pil denso nspett%t g
quello dei numeri ordinari e l'approssimazione ha proprg t
diverse rispetto all'approssimazione nel caso ,d’ quantit dl-l
neari. Queste due differenze costituiscono i parados_md_e
caleolo infinitario” che gia nel 1877 Ru Bqlsd_lemond 1r|1‘ ica
come differenze essignziali tra le nuove entit2 infinite e gli or-

inari ri reall.

dﬁir;ll;lrllc:frlaittore che studid una teotia generale delle granqeg_-
z¢ ed introdusse un sistema di numeri associato a clqss:{ i I;
grandezze a pid dimensioni fu Rodelfo Bettazzi. La Teoria :t
grandezze di Bettazzi fu pubblicata nel 1890 quando gran pczla1 ;:
dell'Introduzione ai Fondamenti era stata gia stampata. Benc dai
principi e il metodo di dimostrazione di Bettazzi “siano qwerm 2
nostr — scrive Veronese — pure in questa parte i siamo incontra
in alcune idee *** Bettazzi inttoduce dapprima it concgtto d‘; grané
dezza in analogia con la definizione di.Gras‘smann: gran azzg _
ognuno degli enti di una certa categoria, d-f.czlstfe qualur]%ue el
quali pud dirsi se sono eguali © c_hsggualx .’ Bettazzi d& uréa:
definizione di grandezza che non nch_ledg la detenmnamoge i
cosa sia I'énte in sé. 1] primo €sempio di un ente ct}e pu éesg;
ser definito ‘grandezza’ senza precisare che' cosa sia in BS 2
lordine dinfinitesimo (delle funzioni studiete da Du Bo:

Reymond}:

P. es. date due funzioni f{x) & xp{x].‘che per ¢ tendente a zero
tendano al limite zero, e il cul guoziente per X tendente a zero

3 [y Bois-Reymend, [ 1882, p. 76,
¥ Flgher, 19811, p. 116.

PG, p. XXV, nota |

" Bettazi. | 1890, p. 4.
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abbia ur limite, se nel caso in cuf questo limite & finito e dj

80 d‘a‘zer_o st dice che le due funzioni hanpo egualiegri;?rii
d infinitesimo, @ nel caso in cul quel limite & zero o infinito che
han_no ording d‘m{mitesi_mo diseguali, non si viene con questo
a dire che cosa s'intende per ordine d'infinitesimo; [...] c¢id ba-
Sta per poter considerare come grandezza un  ante da
ammetterst ¢of nome di ofdine d'infinitesimo, il quale viene
guapdl Introdotto mediante il ‘postilato che ne ammette
lesistenza e mediante relazioni fra esso e i suoi consimili. "=

Due grandezze sono definite dalla ssibilitd di de i

una relazione di uguaglianza o dive?“soité tra di essiteﬂgghrg
definire inizialmente un sisterna di cose e poi verificare se €sso @
un sistema di grandezze, Bettazzi introduce dapprima un certo
ente che sia una grandezza, quindi stabilisce un'operazione tra
grandezze chiamata S, infine defiriisce 12 classe di grandezze
DOspetto @ tale operazione. Una categoria di enti tale che

Prese quante si vogliano grandezze di quella categoria, delie
quali alcune o tutte possono anche esser tguali, esiste serm.
'plrI? in essa una g_mndema uguale alla Joro resultante [rispetto
a' operazione SI” & una classe di grandezze rispetty @ S Le classi
tall che. “prese nelia classe due grandezze qualungue A e B
deve" necessariamente aver luogo une deij tre casi- A>B, A=B,
A<B" ¢i dicono classi ad upng dimensione. Le etandezze di 1na
c!_asse ad una dimensione sono omogenee: un esempio & for-
nito dalla classe di titti | segmenti™ Le classi a pid
dimensioni $ono invece le classi nelle quali esistono “almeno
d_ue grandezze 'dxsuguali X &Y, per le quali non possa dirsi
qual & la maggiore e quale la minore.” Per alcune classi a iy
dimensjoni & possibile individuare delia sottoclassi ad una
dimensione. Un esempio di classe a due dimensioni & la clas-
se che contiene tutti i segmenti, tutti gli angoli e tutt i
possibili gruppi di un angolo e di un segmento: un esempio di
EIasse a tre d;mensmni ¢ quella dei segmenti dello spazio
quando essj si dec_ompongono nelle loro proiezioni su tre as-
sl qualunque, ¢ si prenda quindi Per- operazione S quella
corrispondente all‘ordinaria composizione delle forze, e per

o, Bettanzi, (18501, p. 5,
- Beteazi, |1890), p. 153,
Bettazzi, {1890}, p. 17.
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uguaglianza l'uguaglianza di grandezza e dl direzione. Le tre
sottoclassi elementan sono guelle formate dai segmenti nelle
direzioni rispettivamente dei tre assi scelti per Ia decomposi-
zione.”'* Mentre Veronese studia anche sistemi di grandezze a
inflnite dimensioni, Bettazzi si limita allo studio di classi ad #
dimensioni. Come Veronese egli associa perd dei numeri
complessi alle classi a pilt dimensioni e dimostra che ciascu-
na sottoclasse di una classe a pill dimensioni & continua nel
senso ordinatio. Un'altra differenza riguarda il modo di prece-
dere: mentre Veronese, in particolare nellarticolo “ll continuo
reftilineo e 'assioma V di Archimede”, presenta il principio di
Archimede come un assioma, Bettazzi lo dimostra dopo aver
introdotto altre proprietd di continuita delle classi quali la
connessitd.”® Veronese osserva che la condizione di connessi-
ta & un altro modo per esprimere il principio di Archimede
perché essa esclude la proprieta contraria a quest'ultimo.'” In
un articolo del marzo 1891 Vivantl aveva individuato in modo
chiaro la differenza nel modo di procedere tra Ia Teoria delle gran-
dezze di Bettazzi e "Il continuo rettilinec e l'assioma di Archimede”
di Veronese e aveva osservato la sostanziale equivalenza delle
due definizioni:'* per entrambe le vie Vivanti riteneva di poter
giungere “alla conclusione che not esiste un segmento rettilines
attualmente infinitesimo”,"” Bettazzi difende strenuamente la

94 Bottazi {1890, p. 18.

% Una classe G & connegsa "se tutte e possibili division] in gruppi conducono 2
eollegamenti od a sezioni, cic non conduceno mai & successioni od a salti*.
Bettazzl, [ {894}, p. 40.

I BG, p. 624.

8«1l continuo) & un ingleme di grandeze ad una dimansione avente certe pro-
prietd determinate, Fra quesie Bettami sceglie le seguenti a costituire fa
definizione del contlnud: g) L'lnsieme aonsiderato & una classe propria ;) Ca
connessa: o) C & chiusa. Dafinito cost 1| continuo, st pud dimostrare che per asso
ha luogo if postulate d'Archimede. Veronese definisce invece i continua colle
propriatd seguenti: a) Esso 2 una dasse propria C; b) C & illimitate: ) C & chiuss;
d) € gede della propriefid enundata nel postulate d'Archimede. (notz 2t
L'equivalenza delle due definiziont s| dimostra immediatamente, csservando che
oghi classe propria ilimitata che soddisfa al postulato d’Archimede & connessa,
e recipracamente.) Awlene gul dungue il fatto che si am seghalato in generale;
la proprieth costituente il postulato d'Archimede figura nell'esposizione di Bet-
tazel ©ome Un teorema, mentre in quella di Veronese & una delle proprietd che
serveno a definire il continue.” Vivant, (18911, p. 140,

12 Yivanti. [189]]. p. 141. Per un’esposizione pid ampia delis polemice wa Yivant -
& Bettazl <. Palladine-Vallebona, [1987]. .
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possibilita del'infinitesimo attuale; chiarissima & la sua rispo-
sta afle obiezioni di Vivanti:

1° Fegistenza defl infinitesimo attuate non involge contraddizioni, e
quindi l'infinitestmo attuale esiste. 2° Noh & convenlente ammette-
re Vesistenza di un segmento infinitesimo attuake, solamente se i
viole una geometria che rappresenti i fatti pid comuni delie
uostre ordinatie limitate osservazioni. 2° Non pud dedursi
niente contro l'infinitesimo attuale dalla teoria delle probabili-
13 e dei numeri transfiniti, 4° i calcolo infinitesimale non
abbisogna degli infinitesimi attuali, ma potra usarli quando ne
sia stato fatto completo lo studio, restastde poi da decidersi se
meglia sl svolga con essi 0 cogll infinitesimi poteaziali di cui si
serve ordinariamente, '«

La validita delle consuete operazioni dell‘aritietica nel caso
del numeri infiniti e infinitesimi fu dimostrata da un allievo di
Veronese, Tullio Levi-Civita, studente del terzo anno di mate-
matica, il quale compi (due anni dopo la pubblicazione dei
Fondamenti) un tentativo di “aritmetizzazione dei numer norn
archimedei” '™ Nel suo scritto “Sugli infiniti ed infinitesimi at-
tuali quali elementi anaiitici” Levi-Civita ricorda i risultati di
Cantor, di Stolz e di Du Bois-Reymond, 1 quali sono pervenuti
alla determinazione di sistemi di numeri per i quali non val-
gono le usuali proprietd dellaritmetica. Tali sistemi sono
confrontati con il continuo non archimedeo di Veronese, che
dopo aver introdotto dei segimenti infiniti e infinitesimi ba as-
sociato ad essi del numeri tra i quali si possono stabilire le
consuete operazioni aritmetiche di somma, prodotto, moiti-
plicazione e differenza. Ritenendo impresa troppo difficile lo
svolgere un vero e proprio calcolo con 1 nurneri stabiliti da Ve-
ronese, “da un lato per la loro origine essenzialmente
geometrica [...}, dall‘altro per la mancanza di simboli o con-
venzioni, onde riescano compendiosamente rappresentati.”’®?

' Bettazzi, [189:}, p. 182,

14l Lewi-Civite, [1892-93]. Pur un'Interpretazione di questo seritto dl Levi-Civita e
deila nota pubblicata cingue 2nni dopo sullo stesso argoments {Levi<Civita,
|1598|) st veda Lauewitz | 1975). Laugwitz Itslste sulfa natura puramenie algebri-
ca della Acerca di bevi-Civita, la quale ha precorso [ tempi e costituito una tapps

E}_c]mﬁementale nello sviluppo delle doerche sulle strutture ordinate di Mans
ahn.

'R Lavi-Clvlza, {1892-93|. p. 2,
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Levi-Civita si propone di costruire, a partire dai soli numer
reali, un campo non archimedeo che possa servire da strumenta
nel caleolo sia aritmetico sia geometrico.'” Completando In Ma«
njera puramente analitica la teoria dei numeri infinitl di varig
ordine costruita dal suo maestro,' Levi-Civita dimostra la
possibilita della geometria non archimedea e fqrnjsce a Varg«
nese un buon argomento di difesa dagli attacchi ai Fordamendl,
Esibendo un modello numerico che soddisfa alle ipotes| di
Veronese, egli ha posto fine alle accuse di assurditd mosse
all'ipotesi dell'esistenza di infinitesimi attuali. Oltre ad aver
fondato in mode rigoroso la geometria non archimedea, la ri-
cerca di Levi-Civita ha condotto anche ad altdi sviluppi: in
particolare ha fornito un contributo Eondamentqle all§ 5nascma
delle ricerche algebriche sulle strutture ordinate'® Hans
Hahn, il cui scritto del 1907 & considerato il primo lavoro
esplicitamente dedicato alle strutture algebriche ordinate {anche
se la terminologia oggi comunemente adottata fu introdotta
successivamente), si richiama sia al lavoro di Veronese sia a
quello di Levi-Civita, Quest'ultimo merita di essere rlcorgiato
non solo perché ha costruito un modello numeyico del siste-
ma di Veronese ma soprattutto perché nella nota del 1898 si &
espresso in termini di strutture algebriche genesali e ha definito
cid che noif oggi chiamiamo ‘campo’ proponendo di conmde_rarg
un insieme di elementi con le consuste quatiro operazioni
dellaritimetica ¢ ta relazione < con le usuali proprieta.’ Nello
scritto del 1892-93 Levi-Civita costruisce un campo ordinato
non archimedeo che si pud far corrispondere all'insieme delie
serie di potenze con coefficienti realt e esponentt intert; nello
scritto de} 1898 generaliza tale campo facendo variare i coef-
ficienti su un qualunque campo ordinate arbi‘_trano e gli
esponenti su un gruppo ordinato arbitrasio. Nel primo a_m:u?oip
costruisce un sistema di pumeri finiti, infiniti e infinitesimi,
che chiarma pumeri monosemit del continuo numerico di seconda specie,

149 Lougwitz, j1975]. p. 298. ) . )
B mentre io seguii il metado sintetico nulla ammettendg di noio, il Levi-
Civita. nel 1393 e poi nel 1398, svolze, completandola, la teoria dei miei numer;
partendo da concett] puramente aritmetid valendosi per la loro costrizione dei
aumer] reali ordinari.” GNA,, pp. 347-351.

189 | augwitz, [1975], p. 297

146 | eyi-Civita, 11898|, pp. 316 € 85,
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per il quale valgono tutie le ordinarie regole di calcolo, Cia- -3

scuno di quest] enti & ottenuto pensando insieme un NUIMero

reale 4, detto caratteristica, ad un numero reale v, detto indice A

{4y, Ove ae F e ve K): gii usuali numeri reali sono i monosemi
con indice zero. Tra 1 monesemii & possibile stabilire una rela-
zlone di uguaglianza, che ben esprime la doppia condizione
che caratterizza I'identitd dei segmenti della forma fondamen-
tale di Veronese: la congruenza (se trasportati 'uno sull'altro i
due segmenti coincidono} e I'appartenenza allo stesso campo
;:I; scala. Due monosemii sono tuguali seé e soltanto se hanno
essa caratteristica e stesso indice (a,= 6, sse 4= - 11).
pari dell'uguaglianza puod essare estesa'da;i‘ reaiiaai ameo;:;‘é‘mhi;
anc}}e la relazione d'ordine: innanzi tutto si definisce maggio-
re _dz 2870 Un MONOSEMIo Con caratteristica maggiore di zero
pot si distinguono ‘due casi possibili nel confronto tra due
monosemii qualunque, Se essi hanno stesso indice. <i con-
fronta!no le caratteristiche: il monosemio con caratteristica
maggiore {minore) sara maggiore (minore); se i monosemii
hanno indice diverso e supposto che le caratteristiche siano
gent;ambe positive si congidera maggiore (mirore) quello di
indice maggiore {minore). Se le caratteristiche fossero di Segno
gg;errig doi ﬂecrjat:_'az?ab«ree]negatlwe si procedevebbe analogamente, salvo
e azione in i i i : si
e base ai segni, propric come si fa
In sitnboli: sia a,# 6,

1. supporendo che =g, s& d=b, allora a,= 6,

se a<d alloraa,< b,
| : sea>f alloraa,> b

2. supponendo che wrea >0, . se weu allora a.;::gp

< . se wu allora a,> b,
uccessivameinte Levi-Civita introduce un'operazione di
somma tra monose;nii_ dello stesso indice, il CLIIJI risultato s;
ottlene‘_son}mando insieine le caratteristiche & attribuendo gl
totale I'indice d_at_o: a'y + @ oot &' = (@4 . @), Per la
sornma C?f} definita vaigono tutte le proprieta dell’addizione
ordinaria.™™ In modo analoge Levi-Civita introduce 'operazione

6 Levi-Civita, | 1892-93). pp. 2-4.
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di prodotto, poi quella di limite; egli studia infine dei particolari
gruppi di monosemii che chiama ellittici e iperbolid. Poiché il
sisterna di monosemii cosl costruito non rappresenta "l'intero
edificio di Veronese", nell'articolo del 1898 ritorna sull'argomento
completando la propria ticerca. Supponendo che A sia Finsieme in
cui vatiano le caratteristiche € N quello in cui variano gli indid,
i monosemii prima costruiti formano un nuovo insleme A’ Levi-
Civita fa variare le caratteristiche dei monosemii anchesu A’ e
quelle degli indici su A e ottiene un nuovo insieme di mono-
semii A”. Successivamente costruisce un altro insieme A™ di
monosemii facendo variare le caratteristiche su A” e gli indid
su A, Continuando all'infinito si oftengono i numeri corri-
spondenti ai segmenti infiniti di vario ordine di Veronese.
Aggiungiamo anche un breve cenno agli studi compiuti da
Hang Hahn sulle grandezze non archimedee sia perché la trat-
tazione algebrica contribuisce alla comprensione del sistema
di Veronese sia perché, come si & detto, Hahn si richiama esplici-
tamente alla costruzione del continuo non archimedeo ¢ompiuta
net Fondamenti @ al tentative di Levi-Civita di costruire un rodello
dapprima numerico e poi puramente aigebrico dei segmenti infi-
niti e infinitesimi attuali della forma fondamentale. Nella ricerca
“Uber die Nichtarchimedischen Grossensysteme”, presentata
all'Accademia reale delle Scienze di Vienna nel 1907, Hahn co-
struisce un sisterna di grandezze semplicemente ordinato, non
archimedeo e completo e confuta I'opinione di quanti ntene-
vano impossibile I'esistenza di un sistema non archimedeo
per il quale potesse valere I'assioma di completezza. Poiché la
formulazione di tale assioma data da Hilbert nelle Grundlagen
der Geometrie presupponeva la validitd del principio di Archi-
mede, Hahn ha innanzi tutto espresso la completezza in una
forma genetale valida sia per i sistemi archimedei sia per
quelli non archimedei. Di questi vltimi ha costtuito un sem-
plice modelio costituito dal sistema del numeri complessi con
W unita e con coefficienti che variano su tutti i numer reall. i
risultato pi importante di Hahn consiste nello studlo delle
proprieta delle strutture non archimedee {anche s& @gli nen
adotta questo termine ma patla semplicemente di stgtami dl
grandezze tra le quali sia possibile stabilire. una Telazione
drordine ¢ un'operazione di addizione che soddistl. a.gal.éendl-
zioni) e nella scoperta che certe proprietd del numer: feali

sono casi particolani di proptieta pil generall velide peretrutture
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In cul il campo dei numeri reali 2 immerso. 1l procedimento
adottato da Hahn non solo 2 utile per comprendere gli svilup-
pi successivi delle teorie relative aile grandezze non archimedee -

ma getta anche luce sulla costruzione di Veronese, La relazione
detta di uguale, maggiore o minore altezza tra grandezze traduce

in modo rigoreso I'idea base dei Fondamenti di correlare il prin-- -y

cipio di Archimede alla finitezza delie grandazze '
Hahn definisce innanzi tutto siétema di granderze [Grossensystem])

un sistemna di cose tali che, date due di esse, sia possibile de- :
finire l'una uguale o disuguale rispetto ail'altra, La relazione di

uguaglianza & definita dalle- due condizioni di riflessivita e
transitivitd.'”” Hahn prende in considerazione solo i sistemi sem.
plicemente ordinati [einfach geordnete Systeme], ossia quei
sisteri nei quali, date due cose tra loro disuguali, & possibiie
stabilite in base ad una certa regola che una Cosa & minore
l'altra maggiore. La relazione d'ordine gode della proprieta
transitiva |se a6, b>c allora as¢) e soddisfa alla condizione che
se a>b e a=a’, b=h' aliora anche a'>F. Ole alla relazione
d'ordine tra le grandezze del sistemia si pud definire anche
un‘operazione di addizione [+ : (4,8) -+ a+#}.che ha e seguenti
proprieta: chiusura jse 4,685 allora (a+6)eS), compatibilita con
un‘uguaglianza [se a=¢’, 66 allora a+h=a'+6'], associativiti
[{a+8)+cea+{f4c)), commutatiyita |a+b=b+gj, esistenza per cia-
scun elerento di un unico inverso [dati @ & ¢ 36 t.c a+bec © ge
3 t.c. a+b’=¢ allora bafy], compatibilit con l'ordine [se 66
allora a+b »a+#|, Un sistema di grandezze semplicemente or-
dinato.e non archimedeo pud allora essere inteso come un
gruppe ordinato nel quale non si assuma la validita del prin-
cipio di Archimede: date due grandezze g e § del sistema si
avra che se a<b allora per ogni # intero na<b,

Hahn introduce tre relazioni, che denctiarno con i simboli~ > e

1) a & & sono della stessa altezia [sind von derselben Hohe| se
esiste sempre un multiplo di a che supera ogni multiplo di'f e
un multiplo di & che supera ogni mulfiplo di a: si scrivera a~b.

2) a & di altezza minore {ist von geringerer Hahe] rispetto a 6 se
esiste un multiplo di & che supera ogni muitiplo di g ma non

" Quest'aspetto dell'opara di Veronese 2 stato apprezato, catme si  visto, an-
che da Natorp.

“F Hahin, 11907}, p. 605.
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i : seriveremo a< b oppure b= g; _ o
W{B:%eésgi altezza minore rispetto ad « se esiste un mu!hplo di
a che supera ogr;g multipio di  ma non viceversa: scnveremc?

ure a~b.' - ‘ ;
&{Igagzlziue grandezze positive del sisterna, tra di esse sussi-
sterd sempre una delie tre relazioni: 4~f oppure a<f oppure
a-b. S poniamo tutte le grandezze che hanno la stessa alterza
in una unica classe (ad esempic la classe di tutti gli a'™~a), pos-
siamo dimostrare che in un sisterna non archimedeo esistono
almeno due classi: tra queste classi stabiliamo una relazione
corrispondente a quella tra le grandezze che le compongono:
siano acA e beB, se a< b allora A<B; se a-p allora A-B. Date
due classi del sistema fra loro diffefent! avremo sempre A<B

B- - .
o?.zuéﬁashs? di equivalenza cos} determinate formano un insie-
me semplicemente ordinato al quale si pud associare un c?rtp
tipo d'ordine: chiamiersmo fipo delle classi !Klgssgntypus! del si-
stema non archimedeo il tipo d'ordine (:leli insieme costituito
da tutte !e classi di equivalenza costruite con la relazione <.

Ad esempio ogni sistema di grandezze archlmedgo 1]a una

sola classe ¢ dunque ha tipo di classe I. Un esempio di siste-

ma di grandezze non archimedeo di tipe di classe 2 @
costituito dall‘insieme dei numeri complessi con una relazusj
ne d'ordine: la classe con altezza minore & la classe dei numeri
puramente immaginari (non esiste un multiplo di 0+t che su-
peri a+bi, ove a#0); la classe con altez;a maggiore & la classg
dei numeri complessi con parte reate d;va_ersa_dg zero (per ogni

i intero #n(a+bi) > 0+bi, se a=0}. Un esempio di sistema di gran-

dezze non archimeded di tipo di classe n finito & dat‘o‘ dal

sisterna di numeri ad n UNitd: @ +azet+.. 44,8, con addizione

e relazione d'ordine; Ja classe con altezza pill piccola sara ¢o-

stituita dalle grandezze del tipo ae, la classe con aItezm‘

appena piil grande dalle grandezze del tipo 4,18+ 2,8, CON &, 20;

la classe di altezza maggiore sara costituita da tutte le gran-

dezze del tipo qe+...+ 2,6, con 4= O, _Hahn_formsce_mfme
anche n esempio {molto complesso) di un sistema di gran-
dezze non archimedeo con tipo di classe pili che finito

U Hahn, 11907], p. 607.
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[iberendlich] I3 & l'idea, espressa algebricamente. che in un sie-
stema non archimedeo esistano segmenti infiniti di ordine
infinito. '™ -

Daopo aver dimastrato che ciascun sistema di grandezze non
archimedeo pud essere rappresentato mediante numeri com-
plessi le cui uniti formano un insieme semplicemente ordinato.

(in generale infinito) i cui tipo d'ordine coincide con il tipe di..
classe del sistema di grandezze dato,'™ Hahp affronta la que- -

stione della possibilita di definite una proprieta di compietezza
per i campi ordinati non archimedét. L'assioma di completezza
formuiato da Hilbert neile Grundlagen der Gepmetrie non & soddi-
sfatto in un sistema non archimedeo per il semplice fatto che
tale postulate presuppone la validitd del principio di Archi-
mede. Esso afferma infatti che un sisterna & completo quandg
non e possibile ampliarle con nuove grandezze in modo che
tutti gli assiomi continuing a valere. In un articolo del 1906
Schoentlies nega la possibilita che esistano sistemni nop archime-
dei per i quali vaie l'assioma di completezza.'™ Hahn riformuta il
problema trovando una nuova soluzione: l'assioma di comple-
tezza formulato per i sistemi archimedei richiede che i'assioma
di Archimede resti valido, ossia che le nyoye grandezze intro-
dotte siano finite rispetto a queile gia comprese nel sistema di
bartenza, Per i sistemi non archimedei questo fatto pué essere
tradofto nella richiesta che le nuove grandezze introdotte rica-
danc in una delle classi di equivalenza gid date nel sistema,
ossia siano finite, infinite o infinitesime di un ordine gid dato
ne! sistema di pantenza rispetto alle grandezze ivi contenute.
Se Ml principio di Archimede richiede, tradotto nel nuovo lin-
guaggio di Hahn, che 1} sisterna-abbia tipo di classe 1, un
analogo principio pud sostituirlo nel caso di un sisterna non
archimedeo: la richiesta che il sistema abbia un tipo di classe
determinato. A questo punto l‘assioma di compietezza pud

™ pahn, {1907), pp. 609 & ss.

'® Hahn stesso riconosce che a indicsre § numer da lui stesso stablliti come
numeri complessi ¢on [nfinite 4nitd et stato per primo Yeronese, mentre noti
da g{; lungo tempo erano i sistemni rappresentabili con numer complessi ad »
unes,

'™ Schoenflies, “Ober die Méglichkeit einer projekiiven Geometrie bef transfiniter
{nicht archimadischer) Massbestimmung”, lafrsbericht der Deutschier Malfensaliber-
Vereinigung, 15 (1906). pp. 26-47.
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essere formulate in modo pid g»_anera]e cqsi da \_ralere sia per i
sistemi archimedei sia per quelli non archimedei:

‘appi i lle grandezze del nostro si- .
Con laggiunta di nuove grandezze a _ _
stema I%gn si pud ottenere un sistema se;nphcemente qrdmato
pil ampio nel quale vi & ancora un'addizione che soddisfa alle
nostre sei ¢ondizioni, senza che con ¢ld sorgano huove classi di
grandezze.”*

formulazione defl’assioma di completezza reinterpre-

taL?l ];)1;?;fipio di Archimede, il quale esclude I'mtrqdumong di
grandezze infinitesime: {'assioma di oqmplet_ezza applicato ad un
sistema archimedso afferma che, s noi ampliamo il aste{_nail intro-
ducendo nuove grandezze, queste dovranno soddisfare all'u tengrg
condizione di essere finite rispetto a quelle gia date. Nel _cas:.::l e
sistemi non archimedel si stabilisce che vi siano infiniti (e et;IcIiﬂ
que anche infinitesimi) di un determinato ordine; la proprieta di
completezza afferma che le nuove g;an_dgzze zr!trqdoﬂe_ am;éi‘:an—
do il sistema non devono essere infinite o infinitesime 11 un
nuovo ordine rispetto a quello delle grandezze gia date nel si-
stema, vale a dire non devono determinare una nuova class]e
di equivalenza. rispetto alla relazione "essere_della stessa. al-
tezza’, L'aspetto pilt importante di questa Uadl_mgme dgll ass:cls_rna
di completezza consiste nell'osservazione che I sistemi ]s;r;‘m uaiea
mente ordinati archimedei e quelli non archimedei h Spme
stesse proprietd (ad eccezione owxamente.dl?] principio di Ar-
chimede): da questa eonsiderazione nascera lidea, smlupff:atssz
soprattutto a partire dagli anni Trenta con i la\_.von di wo glgr_ig
Krull, di studiare le proprieta del campo % del_nume_n rea lim
relazione a quelle dei campi ordinati non arch_lmedelr comple-
ti, scoprendo tra I'altro che alcune importanti _propnetaifiid R
costituiscono dei casi particolari di propirietd pill generali dei
i ici ordinati. ' _ .
Sifiﬁ?lﬁrta.lgc%?rr:? gia si & accennato r]ell'introduleorqe, costrul
una geometria non archimedea per d1mo_strare_ ._l _Indlpendenza
gdel postulato di Archimede dai rimanenti. Egli ticonobbe tut-

tavia la prioritd di Veronese:

i defla Geometria
. Veronese nel suc profondo lavoro Fondamenti Geametria
Ea pure cercato di costruire una geometria che fosse indipen

" Hahn, 11907[. p. 846,
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dente dail'assioma archimedeo.)™

La geometria non archimedea di Hilbert & fondata sui nu»'.
meri complessi del dominio 2 (f) costituito da tutte le

funzieni algebriche di £ che provengono da t mediante e ope- .

razicni di addizione, sotfrazione, mokiplicazione, divisione e
dall'ulteriore operazione Wi+4”(, ove @ indica una qualsiasi fun-
zione formata mediante quelle operazioni. In tale dominio i
numeri | € ¢ soho tali che un qualsiasi multiplo del primo &
sempre minore del secondo. Hilbert considera un sisterma di.
tr_e numeri (x,y,2) del dominio 42 (t} come un punto, i rapporti
di quattro numeri qualsiasi (wvw-r) di £2 (t) come un piano (se
uv,w sono tutti nulli}, l'equazione ux+vy+wz+r=0 che esprime
che ij punto sta nel piano. Retta & la totalita dei punti che
stanno in dué piani con diversi wv:w. In questo modo Hilbert
costruisce una geometria che soddisfa agli assiomi di colle-
gamento, di ordinamento, di congruenza, delie parallele ma
non all’assioma di Archimede '™

Anche Poincaré suggerisce la possibilita di un continuo non
archrmed‘eo. Come la nozione di spazio geometrico & derivata
dalla nozione di spazio fisico ma non ha le stesse proprieta di
quest’ultimo {cfr. il § 3.3.2), cosl la nozione di continuo mate-
matico & derivata da quella di continuo fisico ‘ma ha
caratteristiche molto diverse. [l continuo matematico

& una collezione di elementi disposti in un certo ordine che pur
essendo in-numero infinito sono gii uni estemi agli altrl. Non &
questa la concezione comune, dove si suppone che fra 'gli elew
menti del continue vi sia una specie di intimo legame che ne fa

] ] :

Il continuo matematico non & “una pura areazione dell'intelligerva
dovve_l espetienza non aviebbe alcuna parte’: l'oceasione per 1a sua
creazione é_fo_mita dal continuo fisico. L esperienza rivela che & im-
possxbx_le distinguere le impressioni prodotte da due corpi il cui
peso differisca per un solo gramimo, mentre & possibile distingtiere
corpi il cui peso differisca per una quantitd maegiore. Pertanto

' Hilbert, {1899, p. 48, nota 3.
:: Hilbert, |1899), pp. 43-0,
Poincaré [19022), p. 71.
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se A, B, C sono pes) rispettivamente di 10, 11 e ]2 grammi,
Fesperienza fisica determina Ja seguente equazione: A=B,
R=C, A < C, che Poincaré assume come formula del continuo fi-
sico. Poiché tale formula & palesemente contraddittoria, la
necessitd di eliminare tale assurdita ha condotto alla creazio-
ne del continuo matematico. Un primo ordine del continuo si ha
con lintroduzione dei numeri razionali: un secondo con J'aggiunta
det numer incomensurabili. | laver di Du Bois-Reymond dimo-
strano perd che la potenza creatrice dellintelligenza non si
esaurisee con la creazione del continuo di secondo ordine ma
introduce infinitesimi di diverso ordine creando una specie di
continuo di terso ordine.'™ Tale continuo di terzo ordine & perd
giudicato “roppo poco utile per acquisire diritto di cittadinan-
za" e considerato come "una semplice curiositd”.'” Poincaré
non fa riferimento ai lavori di Veronese, c¢he prebabilmente
non conosceva-bene (abbiamo ricordato nel § 2,2.2 che egl
confonde i numeri di Veronese con un‘applicazione alla geo-
metria dei transfiniti di Cantor). Entrambi pongeno tuttavia
l'accento sulla rilevanza del continuo sensibile rella determi-
nazione delle proprietd del continuo matematico e ricordano
che le proprieta di quest ultimo non coincidono con quelie del
primo ma le estendono senza contraddire alle proprieta intuiti-
ve. Il complicato sistema di simboli che 'uomo ha immaginato
per descrivere il continuo fisico :

non solo & privo di contraddizion{ intterne [ ...} ma non & neppu-
re in contraddizione con le diveise propesizioni, detre intuitive,
ricavate da nozioni empiriche pid o meno elaborate.'®

Veronese come Poincaré separa il continuo matematico dal
continuo rettilineo: il mistero della continuitd nel quale @
compreso il concetto di limite matematicamente “non ha alcuna
Importanza, poiché ¢i basta la deteyminazione del continuo me-
diante un sistema ordinato ben definito di punti.”*' I continuo
matematico @ una costruzione, & una detemminazione astratta,
mentre il continuo sensibile & dato nell'intuizione in modo

% Poincand |1902a). pp. 76-9.
" Polneard |15024), p. 79.

W princard [1902a], p. 77.

1#1 £G, p. 48, nota 1. Cf. § 2.2.1.
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indipendente da ogni formulazione matematica, s

""" Questa coneezione ¢e! continua 4 affini
e det presenia alcune affinita i

d§ Brouw_er nella tesi del 1907 {Sui fondoment delta mtmtka}??lncfn;?::oeszzz:
tr|cc_> & fondate dallintuizione temparsle e non costruito con ung' i
deé]liing:mlone_ maiematica che non poirebbe qreare altra che un insieme :ﬁ;te
;s |E :13.1' Ls:rg_a-. Comunrqu_e. il continuo come un lutto <i @ dato dall'intulzione: una
i m: es;snc:i\qn azione che m_.-erebhg dalintuizione matematica ‘tutti’ |
e Lﬂm ! e ir undul.éln_conceplbliee:mposslblle.‘ Brouwer, |1907|, p. 45
Per una dpostnfzmne_delie diverse posizioni assunte da Brouwar Yiguardo af

noetio di continwo si veda Pranchella, ]1994] (i particolaye i paragrafo 4.2)

3. GEOMETRIA E SPAZIO

Dopo aver presentato (nei capitoli 1 e 2 della prirma parte) )
risultati matematici cui Veronese perviene attraverso la rifles-
sione sui fondamenti, introdurremo in questo capitolo i pre-
supposti filosofict della sua concezione della geometria: la no-
zione di scienza mista, il rilievo attribuito all'intuizione nella
determinazione del concetto geometrico di spazio, il ruolo
della formulazione assiomatica delle teorie matematiche. La
discussione di tall presupposti & fondata sulla lettura della
Prefazione ai Fondamenti di geometria e sul commento di alcuni
testi pubblicati tra il 1889 e it 1909: “Il continuo rettilines e
l'assioma V di Archimede"{CRA], "Osservazioni sui principi
delia geometria® |OPG|, Prefazione a Elomenti di Geometria, ad
uso dei licei e degli istituli tecnici {primo biennio), trattati con la collabo-
razione di P. Gananiga |EG|, Appendice agh Elementi di Geometria
1AEG|, "Les postulats de la Géométrie dans l'enseignement”
{PGE], “La geometria hon-Archimedea. Una questione di pric-
rit3" (GNA,], it vere nella matematica [VM], “La geometila non-
Archimedea” |[GNA,|.

3.1 LA CLASSIFICAZICNE DELLE SCIENZE

Veronese distingue le scienze in due categorie: le scienze
formali (o esatte) riguardano enti puramenté astrafti: quelle
sperimentali descrivono i fenomeni del mondo estemo. Alla
prima classe appartengono Ia logica e la matematica pura, alla
seconda Ia fisica e la meccanica. 1l termine formale connota le
discipline astratte che studiano le forme, vssia ogni ente ideale
che non provenga dall'osservazione del mondo esterno ma sia
un prodotto del puro pensiero. La verita delle scienze formali
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"scaturisce dali’armonie dei diversi atti del pensiero”, ossia
dipende esclusivamente dalla non contraddittorietd reciproca
dei concetti e delle proposizioni.' Le premesse delie scienze
esatte sone faise se sono autocontraddittarie oppure se attri-
buiscono ad un ente una proprieta negata in un‘altra proposi-
zione primitiva. Poiché gli enti ideali sono libere creazioni
della nostra mente, non ¢i sono limiti al numero € al tipo di
proprieta ma, conformemente alie regole logiche del discorse,
non & possibile attribuire contemporaneamente proprietd
contrarie ad uno stesso oggetto. Le premesse delle scienze
formali si dicono anche definizioni o ipotesi perché con un atto
creativo stabiliscono le proprieta degli enti puramente ideali di
cui parlano. Dalle premesse deriva la verita di altre proposizioni
per dimostrazione, ossia mediante fa semplice combinazione di
diversi atti del pensiero: per l'indipendenza dali'esperienza le
scienze formali sono anche chiamate satte.

1! termine sperimentale connota invece le scienze che studiano
i fenomeni naturali e le leggi che regolano le relazioni fra gli
oggetti del mmondo esterno. Le proposizioni delle scienze spe-
rimentali sono vere quando descrivono le caratteristiche di un
oggetto in arrnonia con i risultati dell'osservazione empirica:
la verita dipende dall’accordo tra pensiero e rappresentazioni
mentali dell'oggetto reale esistente al di fuori del pensiero.?
Tra e premesse & necessario assumete detle proposiziont
primitive non dimostrabili, dette assiomi, che descerivono in
modo approssimato le proprietd di un certo oggetto reale e
che $Ono accettate come vere per la loro evidenza intuitiva.’

' “Le cose pensate o hanno o non hanne necessarlamente Ln'immagine in un
campe esistente affettivamente fuori del pensiero; |...| Le cose della seconde ca-
tegoria si chiamana forme, e e sclenze che si ccclipane delle forme scienze. forma-
. Tali sona [a legice e la matematica pure. [0 gueste scienze la veritd seaturlsee
call'armonia dei diversi attl del pensiere.” FG, p. VIl

L wclanze di opgett] esistenti effettivamente fuorl dol pensiers s chiamerio
sperimentzli. La veritd in queste sclenze riposa invece sullarmonia del pensiera
con l'oggetio fuon di esso. € quindi siamo costyeiti a ritenere in esse come im-
possibile tuite ¢id che & in eontreddizione colle legai del pensiern stessa o
defl'oggetto, a per meglio dire della rappresentazione mentale di esso.” FG, p.
Vi

* “Sicoome nelfe scienze sperimentali vi deve essere armonia tra I'eggetio ed il
pensiere, esse sl fondane su quelle veritd che si intulecons con la percezione di
quell'oggette, ma cha nen possona ¢ssere dedotte le une dalle aitre.” FG, . VIIL.
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La distinziene delle scienze in formali e sperimentali e la
contrapposizione tra definizioni con funziore creativa e as-
stomi con funzione descrittiva @ una rielaborazione della divi-
sione delle scienze in reali € formali proposta da Grassmann
nell'Introduzione alla Ausdefinungstehre:

Le prime si figurano 'essere nel pensiero, un essete che & 550
stesso indipendente da quel pensiero, e lz loro verita & data
dalla concordanza del pensiero con 'essere; le seconde invece
kannao per oggetto ¢d che & posto dal pensiero stesso e la lora
veritd 2 data dalia concordanza fra Joro dei processi di pensie-

re.!

Mentre Graserann parla di scienze ‘reali’, insistendo sulla
realta degli enti esistenti fuor del pensiero di contro alfidealita
degli enti posti dal pensiero stesse, Veronese utilizza il termi-
ne ‘sperimentale’, ponendo l'accento sul legame di dipenden-
za dall'esperienza che caratteriza gli oggetti della fisica rispetto
agli oggetti della matematica pura. La differenza terminologica
rivela |'intenzione di rivendicare idealitd anche agli oggetti
delle scienze sperimentaii: cid che contraddistingue gli oggetti
della fisica non & |'esistenza empirica ma Faccordo con le pro-
prietd degli oggetti reali corrispondenti. La sostanza della di-
stinzione resta comungue la medesima: da un lato le scienze
ia cui verita e determinata soltanto dalla legge logica di non
contraddizione, ossia guelle il cui oggetto & creato dal pensie-
ro stesso, dall'altro le scienze la cui verita dipende dalle pro-
prietd di un essere esterno al pensiero, Nella Ausdeftnungslefire
[e due classi sono distinte in base alle premesse, ossia alle
proposizioni assunte come primitive: le scienze formali si fon-
dano su deile definizioni, mentre le scienze reali su degli assiomi.
Anche nei Fondamentt 1a distinzione risiede nelia diversa fun-
zione delle premesse: creativa nel primo caso e descrittiva nel
secondo. La separazione tra scienze che areano i propri ogget-
ti e scienze che si limitano a descriverli non & perd ingenua,
perché si ammette che gli enti sianc prodotti del pensiere: nel
primo ¢aso la produzione & regolata dal principio di non con-
traddizione. mentre nel secondo dall’accordo con alcune veri-
td empiriche che appaiono inconfutabili per la loro evidenza

¢ Grasamann, |1844], o. VIl.
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intuitiva. La distinzione delle scienze in formali e sperimentali
¢ insufficiente a caratterizzare la geometria. L'analisi degli enti
e deli® premesse geomettiche impone Ia necessita di indivi-
duare una categotia trasversale alla quale appartengono le

scienze costityite sia da premesse descrittive sia da premesse
“Creative”. '

3.1.1 Gli enti geometrici .

I concetti geomstrici punto, rétta, pianc sono ottenuti da
corpi fisici mediante diverse operazioni di astrazione. L'idea di
retta ¢ ad esempio fornita dall’applicazione dell'astrazione
all'qs§ewazione di oggetti rettilinei quali un filo teso, un‘'asta
sottilissima, una linea tracciata dalla'matita sui foglio. Per ot-
tenere il concetto di retta occorre innanzi tutto astrarre da tut-
te le proprieta fisiche dell'oggetto concreto ad esclusione
dell'estensione. Per quanto fine sia la punta della matita, il
segrio lasciato sul foglio non & cos) sottile da avere larghezza
nulla. Per ottenere il concetto geometrico di lungheza senza
lgrghezza occorTe un passaggio af fimite: se si rende sempre pilt
fine la punta della matita, la larghezza della linea tracciata di-
viene sempre pill plecola e guando la punta tende a diventare
puntiforme, la largheaza della linea tende ad annuilarsi. L'idea
di retta comporta inoltre che ia linea sia priva di gobbe o rien-
tranze: per considerare rettilineo it segno della matita occomre
prescindere da tutte le sue imperfezioni ¢on un ulteriore processo
di astrazione. Dall'osservazione di un oggetto concreto limitato
quale la linea tracciata dalla matita sul foglio @ possibile ottenere
soltan_tq il concetto di segmento di retta, Per derivare V'idea di
retta illimitata occorre un'ulteriore operazione che ¢i permetta
di uscire dal campo della nostra esperienza: un passaggio
all'illimitato che estenda idealmente il segno tracciato sul foglio
da entrambe le parti. Riassumendo, la refta geometrica & un
concetto ottenibile rediante quattro interventi dell'operazione
d_1 astrazione: in primo iuogo si astrae da tutte le proprieta fi-
siche (peso, colore, temperatura, elasticita, rigidezza, ...) di un
oggetto ad eccezione dell'estensione; in secondo luogo si
opera un passaggio al limite, considerando nulla la larghezza
della lirea empirica; in terzo lucgo si astrae da tutte le im-
perfezioni delVoggetto; infine si passa alkillimitato immagi-
nando che la retta si estenda in entrambe le direzioni al di fuorti
del nostro campo percettivo, Quest'ultimo atto di astrazione
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costituisce quella legge mentale di generalizzazione alla quale Ve-
ronese si riferisce come al fondamento del passaggio all'illisnitato
e del principio matematico di induzione completa. Benché
suggerito dall'esperienza, il principio di induzione & un pro-
dotto del pensiero.”

La retta illimitata della geometria non & un corpo fisico, un
oggetto del quale si considerano soltanto alcune caratteristi-
che, ma un nuovo oggetto (illimitato e privo di imperfezioni)
creato per idealizzazione in conformitd ai dati osservativi
dell'esperienza. Analogamente il punto geometrico non & un Corpo
fisico, benché sia ottenuto per astrazione dail'osservazione di certi
oggetti reali esistenti fuor di noi nef rondo estemo: I'estremita di
un filo o di una punta sottile, un granello di sabbia, un corpo
che si consideri come non scomponibile in parti, un piccolo
segno tracciato sul foglio daila punta di una matita. Tutti que-
sti oggetti di patura diversa possono risvegiiare in noj V'idea di
punto € sono detti puati materiali. 1 punto geometrico hon co-
incide con nessuno di essi ma & piutfosto un ente puramente
ideale, un‘immagine mentale ottenuta dalle rappresentaziont
dei punti materiali, un tipo rispetto al quale un punto materiale
costituisce un'approssimazione imperfetta. * A questo proposito
Veronese critica la posizione rigidamente empiristica di Pasch,
che sostiene l'originaria corrispondenza tra oggetti empirici e
oggetti geometrici:’ chiamando punti i corpi la cui divisione

5 “Se pute sl armette che l'idea di successione, anche di aggetti astratti succes-
sivamente pensati, ottenuti per es. coliz fpetizione delio stesso atto del pensie-
ro. provenga dalle sensazioni, che secondo I'Andigd, ne danno il ritmo, il passag-
gio perd dalls sucosssione limitata fornita dalle sensazionf & quella illimitata
[...i dipende, se vuolsl, da una legge mentale df generalizazione, cotle queie dai
cas| particolari, ad es. dall'aggiunta di un'unitd ad un dato numero, passiamo at
caso generlos, ciot ad ogni numero; ma queste legge di generalizzazione, e 2
suggerita dall'espericnza, appate perd un prodatta proprio del pensicro,” VM, pp.
21-32. nata 3.

® vSacondo il concette pit medemo del punto, che & quello da me usato nella
Geometria @ pid df tre dimensioni, i punto, e quindi anche 1a figura, non & un
opgetto esteriore del auale si factia astrazione di alcune qualitd fisiche, ma
'imtaging cha not abbiama di esse.” AEG, p. 2. Dalt'osservazione dell'estremita di
un filo derlva ad es. Iidea di punto come limlite, efemento di separazione tra
segmenti; dalla considerazione del segno tracciata sul foglio da uns matita deti-
v invece ['ides di punto Inesteso. )

* [ concetti geometricd “originariamente corrispondevano esattamente agli ogget-
ti empinici, anche se gmdatatnente sono stati tivestitl con una rate di concetti ar-
tifictali par favorire io sviluppo teoretico.” Pasch, 11884]. p. V.
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non & campatibile con i limiti dell'osservazione, le pily piccole
estensioni che possiamo percepire, i minimi sensibili, Pasch

introduce l'incertezza e i'inesattezza dellosservazione negli

assiomi e nelle dimostrazioni.?
Le idee geometriche punto, retta. piano sono dungue nozio-

ni ideali: dato che esse sono presenti nell'uomo fin dai primi -

anni di vita, se ne deve concludere che sono innate? Poiché la
costruzione deduttiva della geometria non richiede la deter-
minaziene dell’origine delie idee geometriche, Veronese lascia
indeterrninata la questione se esse siano idee innate che
emergono a coscienza grazie all’'osservazione di certi oggetti
empirici che le rievocano oppure idee che si formano in nai in
seguite all'osservazione degli oggetti estemi. Egli ritiene infat-
ti ¢he un matematico debba astenersi dalia discussione sulla
genesi a priorl © a posteriori dei concetti geometrici. A Verone-
se preme evitare l'accusa di aver fondato tuna teoria matemati-
ca su un‘ipotesi filosofica: una volta chiarita l'indipendenza
delia prima dalla seconda, egli non nasconde perd la proptia
predilezione per una concezione empirista deil'origine della
geometria. Ritorneremo su questo punto nel quarto capitolo,
Cio 'che qui preme sottolineare & Ja duplice natura degli enti
geometrici: da un lato essi sono enti puramente ideali quali
gli oggetti delle scienze formali, dall'altro sone ottenuti per
astrazione dall’'osservazione di oggetti fisici concreti dei quali
conservano alcune proprieta. Se duplice & la natura degli og-
gettl geometrici, ancora pil complessa 2, come vedremo,
quella delle premesse, assimilabili in parte alle definizioni
delle scienze formali, in parte agli assiomi delle scienze spe-
rimentali.

8 “Cid che distitigue anzitutto H metodo del Pasch, si & che egli non riconasce
neila geometria una scienza astratta le cui forme slano tipi a cui si sacosttno gl
oggetti reali stessi fuori di nol, ma sono per tui questi orgettt medesimt” FG, pp.

. 284-535 [corslve mio]. E ancora: “Non si pud Heondure tutta la geometria al pu-

re ernpirlsmo, riguardando ciok quali oggeiti di essa | corpi dello spazio fsico
ron le loro Imperezioni, se deve assere una sclenza deduttiva, e s& in esea Ja
legge: di astrazione ¢ quella dell illimitata, ché sono necesslta della noetra men-
Eeéfr ma!‘;:3 'nam;c[x H foro pieno svolgimento.” VM, p. 13.

: L FQ. e, 210
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3.1.2 Le premesse

Euclide fondava la geometria su assiomi, ¢iod su proposizio-
ni intuitive {2 cui verita fosse immediatamente evidente, e su
nozioni comuni, ossia proposizioni di carattere generale ¢o-
mynemente accettate per vere. Veronese opera una serie pill
complessa di distinzioni e individua sei tipi differenti di pre-
messe scientifiche: logiche, materiali, empiriche, semiempiri-
che, astratte, pratiche. Questa dlassificazione non compare in
Yeronese, tha & sugeerita in un articolo di Aldo Brigaglia, che
vede nella serie lunghissima di distinzioni di Veronese uno
strumento che anziché rendere pil chiaro il problerna dei fon-
damenti della geometria ne complica la soluzione.® La classi-
ficazione delle premesse, benché un po’ confusa, non costitui-
sce un'inutile complicazione del problema dei fondamenti,
periomeno non sul pianc filosofico: essa contribuisce infatti
glla determinazione defl’'oggetto ¢ delia natura della geome-
tria & costituisce un‘applicazione della concezione epistemo-
logica di veronese fondata sulla rilevanza dell’intuizione nelta
formuiazione di ogni teoria geometrica.t

1) Alcune delle proposiziom che Euclide includeva nelle no-
zioni comuni, come ad esempio ia proposizione “due cose uguali
ad una terza sono uguali fra loto”, sono per Veronese premesse
logiche e non geometriche. Poiché costituiscono il fondamento
di ogni ragionamento, esse sonc comuni g tutte le scienze
senza caratterizzarne nessuna. Premesse logiche sono sia |

9= affett] i] punto di vista del matematice veneto |...[ rischiava dl impantanar-
si in una ssris lunghissima di definizichi ed assicmi empirid, semi-empirlel, Ja-
gici, meterali ecc, ¢he In fin del conti niente agglungevano allintelligibilita
delle questioni trattate.” Erigaglie. [[994], p. 256. Il punto di vista al quale Briga-
glia si riferisce & quello, 4 suo giudizio matematicamente sterlle, che cerca di
conclhiare nella Hoetea dei fondamenti della geometria Iindirlzze astratte con
quello fisico-geometrico. It questo favoro s'intende dirmnostrare ¢he al contrario
i tentativo dl canclliara 1 due divers] indirizzi # fecondo ed ha aperte [a strada
alie ricerche algabriche sulle strutture ordinate. i

" Yedremo che due sone | principl eolstemologici fondamentali che guideno |
Fendamenti: 1) la validitd delle premesse non va fondata sull'evidenza ma piutte-
sto sulla non contraddittorieta foglea; 2) tutte le proposiziont geometriche devo-
na essera cornpatiblli con fa nastra intvizione dello spazio. La prima dl queste
due regole riguarda 1l problema della giustificazione defia "verltd” delle premes-
s, rentre ia seconda riguerda in particolar modo [a genesi di essa, sottelinean-
do ia necessits che Ja geometria rimanga fedele alle proprie orfgint emplrico-
intuitive. Cfr. Freguglia, [1998). p. 253,
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principi logici (come I'assioma d'identit o i princ¢ipio di non
contraddizione) e le proposizioni che ne derivanao, sia ie ope-
razioni legiche ('unire e il paragonare). Le proposizioni logi-
che evidenziano il rapporto tra i concetti primitivi e derivati di
una scienza e la struttura dei nostri pensieri: sono assunzioni
necessarie per.la costituzione di ogni discorso @ caratterizzano
indirettamente il processo secondo il quale il nostro pensiero
si sviluppa. I pensiero unisce, paragona, i spinge al di 12 di

agni limite intrinseco pensando il prodotto di un precedente

pensiero, Tra le premesse logiche Veroness include il princi-
pio della continuith del pensiero, che compeorta alcune conse-
guenze geometriche molto interessanti: la possibilita degii
iperspazi e di grandezze continue non archimedee.

2) Vi sono poi premesse maiériali che derivano direttamente
dall'esperienza: ad esempic la proposizione “un‘asta rigida 2
determinata da due suoi punti®. Tali premesse sono proprie
delle scienze sperimentali In genere ma non deila geonetria,
la quale studia enti puramente ideali (punti e linee senza
estensione) anziché i coirispettivi oggetti fisici concreti (gra-
neili di sabbia, aste rigide. ..). Le premesse matedali sono giu-
stificate dall'osservazione delle proprietd di determinati og-
getti (meglic sarebbe dire non confiitate, dato che nessuna
proposizione universale pud essere confermata empiricamen-
te}: sono delle generalizzazioni a un numero indeterminato di
oggetti di qualcosa che & stato sperimentato in alcuni casi
particolar."” Nelle proposizioni materiali non compaiono gli
enti ideal} propri della geometria ma sono descritte le proprig-
ta geometriche di certi oggetti fisici reali con le lofo imperfe-
zioni e approssimazioni: ad esempio le proprietd di un basto-
ne, che non & mai perfettamente diritto né sufficientemente
softile da poter essere considerato una junghezza senza lar-
ghezza né spessore. _ '

3) Il terzo gruppo & costituito dalle premesse empiriche (analo-
ghe agli assiomi delle scienze sperirnentali) in senso stretto, ossia
queile verit3 primitive che noi cogliamo mediante lintuizions e

" Ad es. dopo aver ripetutamente osservato che un bastone <OT Una sola estre-
mitd flsseta & soggetta a rotazion mantre un bastone che abbi entrambe le

esiremitd flssate non pud rstare, si conclude che tutt i bastoni sono determi-
nat! univecatnenie da due estomi :
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acoorn ano la percezione di cert fatti fisick ad esempic la
g:gpoeizic%aegzlla retta, nel campo della nostra osservazione
esterna, & determinata da due qualungue dei suoi punti”.” La
geometria, avendo tra le proprie premesse tali assiomi empi
rici, 2 una scienza sperintentale almenc‘nel_ia sua origine o m?l
suo nucleo otiginario costituito da verut_é mdmostrabﬁL intuj-
te tramite 'osservazione di certi aggetti esternt. La certezza di
tali veritd non & generalmente messa m'dubb1_o perché pud
essere controllata empiricamente. E infatti sufficiente affertare
e muovere un‘asta rigida per verificare che la retta limitata,
ossia l'ente ideale geometrico oftenuto per astrazione
dall'oggetto fisico ‘asta’, & determinata da due qualunque dei

i ti. . . . - -
SL;{;IAIp;Té premesse, dette semiempiriche, hanno ofigine empirica
ma fuoriescono dal campo limitato della nostra esperienza. La
joro veritd pud essere messa in _dubbip perché non SONQ con-
trolflabili empiricamente: non si ha cio& alcuna garanzia che
'estensione alla totalita dello spazio di |_egg1 valide in una
paite limitata e osservabile di esso sia legittima. Un esempio
di premessa semiempirica & la proposizione seguente, ove pey
retta i intenda non pill un segmento di retta, ma una Ilr_lea 117
limitata: “la retta & determinata da due qualunque dei suoi
punti”."* Questo ente sfugge alla nostra osservazione perché

13 “Mentre netle scienze formali la veritd risulta dail'accordo tea diverse concezio-
ni primitive, tutte riconcscitite Come vere, nel_]e scienze sperimentall essa pro-
viene dall'accordo ira 'osservazione e il pensiero. di modo che queste s!menme;
eana basate su certe veritd primitive, bintuizione delle.quali accompagna la ttie]r
cezione di certi fatti. Queste verita primitive, che non passong essen; ded?ﬂ e
une dalle aitre, sona gli assiomi propriaimente dett:. Per esempia, la\pdropoa 7 cr;:
seguente: “|a retta, nel campa deila nostra cssetvazione esterna, & et_e;]mnﬁi
da due quatunque del susi punti” & un assioma, quando non & riducibile alte
premesse.” BGE, p. 435. L'espressione “retta nel campo della nostrz ossefrvwort:e
esterna” designa la retta limitata da duc estremi o segmento di retta. C r{.izlnc e
FG. p. VIL. I} discorso di Veroness 2 reso poxio chiare dall'uso che Esll fa l;_’ecz
mine asloma sia copne sinonime di premessa in genecalé, sia hel senso spec

'q‘l p"ﬁm%::gn??u%gk?i sono anche eltn assiomj_ ¢he rsultano anch'ess|
dallosservazione diretta degli oggetti esteriott ali !ntemo_de] canipo ]'[m?i:mt;
delia nostra csservazione, ma che noi astendiamo in seguito ad ogg::h :ﬁ:n'-
trovenc al di fuori di queste campo e ditnque al di 12 della nostra po abbi i
va; guesto & quanto avviene nel caso dell'assioma relathro_alfm_ retta c?;e a]E am;
appena citsto, quando noi lo estendiamo ad una ret:.a ilimitata, oss ;16 asc!:- :E:a'
zio nella sua totalitd, che non possiamo ossecvare.” PGE. pp. 435430,
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noi non possiamo percepire altro che segmenti limitati, La -

dlStlI‘lziOﬂt_E tra premesse empiriche e premesse semiempiriche
trova applicazione nel caso della geometria non euclidea sfe-
rica, Ia q}lale non include tra le premesse I'ipotesi semigmpi-
rica euclidea che “una retta terminata (= finita) si possa pro-

lurtgare continuamente in linea retta”, ma include ia correlata -

premessa e{npirica "che si possa condurte una linea retta da
un qualsiasi punto ad ogni altro punto™.’® La separazione tra
premesse empisiche e semiémpiriche, di centrale importanza
per capire sia la natura della geometria rispetto alle scienze
formahg sperimentali sia i1l ruolo dell'intuizione, & con ogni
probabilita ispirata agli Elementi. L'esempio che Veronese
:ntrgduce_ per spiegare la differenza tra premesse empitiche e
se{nlemplqche ricalca fa distinzione euclidea tia ‘retta’ nel si-
gnificato di segmento di retta e retta illimitata’ nel significato
di retta prolungata indefinitamente da entrambe le parti.*

2) La geometria comprende infine fra le proprie premeésse
anche_del‘le proposizioni che riguardanc oggetti puramente
astratt, esistent; soitanto fuori dei campo delle nostre osservazio-
ni, ossia oggetti che non possiamo osservare e nemmeno possia-
MO ottenere per astrazione da oggetti fisic reali"” Chiamiamo tali
PIOPCSIZIONI premesse asiraite per porre l'accento sullindipenderza da
Qgni contenuto concreto: la loro veritd non & legata all'esistenza
n_e] mondo esterno degli oggetti ai quali si riferiscono, Esempi
di premesse astratte sono il postulate del continuo neila for-
ma di ?edeknpd ¢ quello delio spazio a quattre dimensioni, ma
anche Fipotesi delle parallele e quella della divisibilita in pafti di
ogni Eattca rettilineo, le ipctesi dell'infinito e dell'infinitesimo at-
tuali.” Questi esempi sono sufficienti a chiarire l'importanza
della giustificazione delle premesse astratte: sono in gioco la
fondazione della teoria degli iperspazi, la validitd deile geo-

anche VM, p. 12,
:: 3uciide. |1970], p. 71.
erorese & convinto della opportunitd di un generale ritomo ad
_ <ony Eucllde
?I:r:::!ilg icuaha {.igjsi B:;] ng!lS eonh']a pubblicazione di una nuova ediziona EI%EI,;
: e i @ Biioschi) € tiachepsi Aulazioni i i

et Fo_ndamnt[ e — ] e tiacheggia forraulazioni euclides in molti

“Vi somo infine alis assiomi che non si riferiscono né agli oggetti estemi nd af

?ng.;o geomelnico corrispondente a quelio della nostra osservazione §...|" PGE,

% PGE. . 436. 81 veda anche VM, p. 16.

i
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metrie non euclidee, I'esistenza dell'infinitesimo attuale, la
possibilit della geometria non archiredea. 1l rifiuto della ve-
rita di tali proposizioni comporta I'esclusione di molte ricer-
che ottocentesche ma anche il rifiute di quella parte della
geometria euclidea che si fonda sul postulato delle parailele.
L'ammissione della verita di tali proposizioni richiede daltra
parte la giustificazione teorica di alcuni concetti controversi,
guali lo spazio & pilt di tre dimensioni e linfinitesimo attuale,
e soprattutto un ripensamento teotico deilo scopa della geo-
retria, non pid riducibile alia descrizione dello spazio fisico.”
Se la geometria si fondasse solo su premesse empiriche, essa
si ridurrebbe alla geometria- sperimentale che s'insegna ai
bambini: una teoria deilo spazic molto elementare che com-
prende soltanto concetti finiti e descrive oggettl interni at no-
stro campo percettivo.® Non potendo sottoscrivere questa li-
mitazione dell'ambito di ricerca proprio della geometria, il
matematico ha il diritto di introdurre premesse semiempiriche
& astratte. Tali proposizioni non sone imposte dall’esperienza
ma sono scelte in analogia con quanto accade net finito: con-
dizione di possibilita delle premesse & la conformita alla no-
atra intuizione dello spazio ossia alle proprietd intuitive
espresse nelle premesse empiriche

3.1.3 La geometria come scienza ‘mista’

Di tutti i'tipi di premesse c¢he abbiamo individuato solo tre
sono posti da Veronese a fondamento della geometria: .
- le premesse empiriche che si intuiscone immediatamente

19| | 52 & vero che uno degli scopi della matematica 2 anche questo [ciog, lo
studio dei fenomeni naturalt nel campo delle attuali osservazioni), e certo di
malta rilievo, non & perd il solo, glacehé in tal caso vi sarebbero molte teorie
matematiche jcome Ja geometria non euctidea e lipergeometriaj che avrebbera
geroma almenc ¢ poca o nessuna impottanza.” OPG, p. 202,

Veronese attribuisce grande irnporanza allinsegnamento graduale della geo-
metsia e sitiene pidl faclle per 'slileve apprendere prima soltanto le verita che
ecli 2 In grado di vesificare emplricamente atttaverso [osservazions di oggetti
reali carrispondenti agli enti ideali geomatrlei: I'insegnarmento <on metedo intui-
tivo della sola parte sperimentale della geometria dovrebbe precedere quelio
dellintera teorla grometrica svolto con metodo razionale rigoroso. Cir. PCE &
NEG.

2 yalutersmo il signifleato ¢ le conseguenze di questa sondizione che Veronese
itmpone 2lle premesse geometciche nel §3.3.
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dall'osservazione degli oggetti del mondo esterno, dette assio-
mi; ’
- le premesse semiempiriche che, pur essende ottenute &

- partire dail‘osservazione di oggettl concreti, descrivono ogeet-

ti che escono dal campo della nostra esperienza: :

— le premesse astratte, che riguardano certi oggetti iminagi-
natl esistenti al di fuori del campo della nostra osservazione.
_Premesse semiempiriche ed astratte sono dette postulali o
ipotesi per distinguerle dagli assiomi, che sono accettati in base
alla loro evidenza.* La geometria comprende sia assiomi (pre-
messe proprie delle scienze sperimentali) sia ipotesi (premesse
proprie delle scienze formaii}** Poiché duplice @ la natura dei
suot enti-e delle sue premesse, la geometria ha una natura mij-
sta. Le sue premesse, pur essendo simili a quelle delle scienze
sperimentali, sono esatte come quelle delle scienze formali e ri-
gtla{dal}o s1a oggetti “risvegliati in noi dall'esperienza” sia og-
gett clie “non hanno |...] necessariamentte una rappresenta-
zione fuori del pensiero, ma sono costruiti coi principi della
logica pura” ™ [ suoi enti sono tutti ideali, ma alcuni, come i
segmento di retta, sono ottenuti per astrazione da oggetti
“esistent _e,:ffettivamente fuori del pensiero®, mentre altr, co-
e 1 puntl inmaginari della geometria proiettiva o i punti con
.x_quah s1 costruiscono gli spazi a pit di tre dimensioni, sono
iibere creazioni del pensiero alle quali non corrisponde alcun
oggelto reale. La geometria @ una scienza formale perché |
SuCl entt sono puramente ideali e perché contiene premesse
astratte; essa & perd anche una scienza sperimentale perché [e
© proprieta di certi suof enti sono ottenute per astrazione dalie
proprzeqa_degli oggetti fisici e perché alcune sue premesse so-
no empiriche. In quanto scienza sperimentale, ossia relativa-
mente alle premesse empiriche, la verita della geometria di-
pende dall'armonia tra il pensiero e 'oggetto. ossia tra le ipo-
tes] pensate e lo spazio fisico esistente al di fuori del pensie-
ro. In quanto scienza formale, ossia relativamente alle pre-
messe semiempiriche e astratte, la verita della geometria & re-

2 «ql; as;sjomi delle due ultime cat fie sono il . . .
delle ipatesi.” PGE, p, 436. €20 pilt propriamente dej postulati o
3., p. VI,

v, p. 10,
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golata dal principio di non ¢ontraddizione: tali-premesse non
possono contraddire a quelle empiriche e devono essere in
armonia con la nostra rappresentazione intuitiva dello spazio.
Tra le premesse della geometria Veronese include, in verita,
anche gli assiomi pratici, cosiddetti perché necessari soltanto per le
applicazioni pratiche della geomeiria alla fisica:®” 'assioma delle
parallele, quelle del libero movimento dei corpi rigidi e quello
della tridimensionalitd dello spazio camtterizano la geometria
applicata ma non sono necessart per lo sviluppo teoretico della
geometria.” Benché ricorma all'osservazione esterna per stabili-
re gli assiomi, la geometria teoretica si rende subito indipen-
dente dall'esperienza “considerando non gia 1 corpi stessi
bensi il luogo che essi occupano netlo spazio intuitivo vuo-
to".% La fisica, al contrario & una scienza sperimentale che ha
per oggetti certi enti concreti; anche la meccanica tecrica ri-
guarda sempre i corpi € non soltanto il lucgo che essi occu-
pane. La geometria dungue “non & una parte della meccanica,
come riteneva il Newton, € non dipende dalla fisica come opi-
nava I'Helmholtz." La caratterizzazione della geometria come
scienza mista e il rifiuto di considerare la geometria teoretica
come una scienza sperimentale alla stregua della fisica e delia
meccanica aliontanano Veronese dalla posizione di Gras-
smann € di Helmholiz. Grassrann include la geomettia tra le
scienze sperimentali perché essa ha per oggetto 1o spazio e o
spazio non pud essere in alcun modo generato dat pensiero
ma & sempre un essere date che gli sta di fronte.” La teoria
deil'estensione, la quale 2 un sistema generale e astratto che
studia le leggi della somma e del prodotto di segmenti orien-
tati, & invece una scienza formale, prioritaria e indipendente
rispetto alla geometria. Veronese concede che la geometria
sia, in quanto studio dello spazio, una scienza sperimentale

¥ "Noi distinguiamo 1...| nettamente la geometdia dalle sue pratiche applicazio-
ni, e troviamo appunto assiomi ¢he non sono necessari per lo svolgimento
scientlfico della geametrla, mentre lo sono per ie sue pratiche appllcazioni” FG,

§. X

Cfe. FG, pp. 262.279.454.
“FG. p 1K . :
* GNA,. p. 202 ji nomi propri sono in maiuscoietto nel testo|. Cfr, anche FG, pp.
KXVi tnota 1), 8156017 e VM, p. 15, .
¥ Grasemant, | 1844|, p. J1L Cfr, anche Flament, |1992], p. 210 & 55
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ma g differenza di Grassmann ritiene che, in quanto teoria di- 3
enti puramente ideali, essa possa essere annoverata tra le %
scienze formali. Le scienze sperimentali, infatti, pur essendo.

approssimate, tanto pil si avvicinano ali‘esattezza delle scien-
2¢ formall quanto pifl adottanc assiomi semplici e intuitivi €,

sostituendo i propri oggetti con forme astratte, si sottraggono -

aila dipendenza dall'esperienza,” Una scienza sperimentaie, al
limite, pud trasformarsi in una scienza esatta, se agli oggetti

reali che essa originariamente descrive sostituisce oggetti pu-

ramente ideali che mantenganc alcune delie proprieta degh
oggetti concreti ma perdano le imperezioni che 1i caratteriz-
zano. Proprio per questa ragione la geometria, che quanto alla
Sua genesi & sperimentale, pud essere classificata tra le scien-
ze esatte: essa stabilisce le premesse del propri ragionamenti in
hese all'ossenvazione delle proprieta di determinati oggetti concre-
ti ma poi, liberandosi dell’approssimaszione sperimentale, sceglie
di sostituirli con enti puramente idesli. Cid che avvicina ia geo~
metria alle scienze esatte & proprio la sua capacitd di sostitui-
re agli oggetti reali delle forme astratte e di dimostrare le veri-
t& intomo ad esse in modo indipendente dalia reaita ester-
na.* Parte della fisica potra essere al pit 1 geometria applicata,
la quale cerca una costruzione empitica delie verita alle quali
conduce ia geometria teoretica, ossia cerca degli oggetti con-
creti che corrispondano agli enti ideali geometrici ed abbiano
le stesse propriets che sono state ricavate per questi ultimi in
modo indipendente dall'esperienza. La geometria applicata non
costituisce perd un bance di prova per Ja geometria teoretica, la
cui validita s fonda sul principio di non contraddizione e non sul
successo delle proprie applicazioni pratiche. L'impossibilitd di ve-
rificare nell’espetienza un‘ipotesi che fudriesce dai ¢ampo os~
servabile & ovvia e ‘non infima per nulia le verita gi& acquisite

¥ “Le scienym Formali sono per noi esatte, quelle sperimentall sona tanto pilt
esatte quanto piit semplici e Intuitivi sono gli assiom] propriamente detti i
quali esse si appoggiens e quanto prima esse possano sostituire i loro
mediante forme astratte ¢ svolgersi voi metoda deduttivo™, Grasamann, [1844],
p. K1, :
¥ *La scienza sperimentale pld esatte & Iz geamettia, perché gli oggett! fuori del
pensiero, che servono alla determinazione desti assiomi, vengono sastitaiti nella
nostta mente da fonme asteatte, & quindi ke verith degli oppett] 51 dimostranc
cdlla combinazione delle forme gia ottepute indipendentemente da ¢td che suc-
cede fuori.” FG, p. IX. ‘
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in un carnpo astrattamente pitt ampio”. _Al c‘oh_tra;io & pOsSi-
bile che le ipotesi astcatte della geometria teorica possano ri-
velarsi- utili nello studio dej monde f_lgzlco. come & awenuto
con l'uso di alcuni concetti iperspaziali- _ _

Alla geometria teoretica, collocata in una terra di mezzo tra
scienze formali € sperimentali, & riservato un ruolg prnvnleg§a~ :
to: da un lato essa & libera di creare nuovi concetti astrattl in-
dipendentemiente dalle loro possibili applicazioni pratiche,
dall‘altro essa formula ipotesi in grado di ampliare la nostra
conoscerza del mondo reale. Questo ruolo privilegiato & con-
cesso alla geometria solo a patto di separare la parte teoretica
dalle applicazioni pratiche. La classificazione delle premesse
(logiche, materiali, empiriche, sen}xernpirlche_, astratte, prati-
che) fornisce una nuova givstificazione aila distinzione, intro-
dotta in seguito alla scoperta delle geometrie non euclidee,
tra geometria pura € geometria a_pphcata. Come_vgdremp me-
glio nel prossimo paragrafo analizzando la condizione di pos-
sibilitd delle premesse sermiempiriche e astratte, la n_ﬂe;smnf
sulle proposizioni primitive conduce Veronese a cogliere la
specificitz della geometria nei confronti della matematica.
L'analisi delle premesse e degli enti di cui esse descn}r_ono le
proprieta conferisce alla geometria una posizione a sé all interno
delia classificazione delle scienze: essa & distinta dai}a fiS}Ga.
dalla meccanica, dalle applicazioni pratiche allo spazio fisico,
dalla matematica stessa.

3.2 LA FORMS ASSIOMATICA

Una teoria assiomatica, cosi come noi oggi }a inteqdiamp. s
fonda su alcuni concetti primitivi non definiti [_cons_:deratl co-
me entitd astratte, senza riferimento al lero significato) e su

i i ibi i ila geomatria pos-
% | fe ipotesi estratie possibilt che silargano il campo dél g -
sORO slewirio alls ricerca del vero nel campo cancreto pli ristretto”, FG, \?' X, Si
veda enche cid che ha sarttto Aldo Brigaglia fn proposito: "Pehso che derclmese
abbia in questa cantesto in mente ['use che [a geometria ha fatto ormalcha ungo
tempo di elerenti ideali (il punto all'inflnite. il punto immaginaric), che senzﬁ
arnbire ad uno status di verith erapirica si sono trve]a"a strument fondame;:g
per Hisolvere concret! problemi della geometria ‘reale’. E caitarmente egli E'm
mente Fuso del concetti iperspaziali fatto da Cayley e Plicker, [...)7. Brigaghia.
[1994|. 1, 242. : .
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proposiziont primitive non dimostrate all'interno delia teoria
stessa (considerate come né vere né false, ossia indipenden-
temente dal loro valore di verita), Negli Elementi di Euclide al
contrario 1 concett! primitivi hanno un significato determinato- -

in virth del quale song stati scelti come enti fondamentali

deila teoria; le proposizioni primitive sonc vere in base alla lo-. -

ro evidenza € proprio percié sono assunte senza dimostrazio-
ne. La concezione di Veronese, come mostreremo commentando
le condizioni di pessibilita matematica & geometrica imposte alie
ipotesi di una teoria nelle “Osservazioni sui principii della geo-
metria” e nella Prefazione 21 Fondamenti di geometnid, non & as-
similabile a nessuna di queste due posizioni ma costituisce
un momento importante nel processo storico che ha condotto
dalla assiomatica eucilidea a quella modesma. Distinguendosi
da Peano e daila sua scucla Veronese individua nella forma
assiomatica uno strumento per la creazione e la giustificazio-
ne delia possibilita di nuove teorie piuttosto che per la rifor-
mulazione rigorosa di teorie gia esistenti: il suo contributo pil
rilevante consiste nellapplicazione delle nozioni d'indipendenza

e di non contraddittorieta alla costrazione di nuove teorie {geome-

trie iperspaziale e non archimedea). Noncstante questelemento
radicalmente innovativo Veronese & lontano dalia concezione
della geometria come sistema ipotetico-deduttivo. Le pre-
messe empiriche sono ammesse come verita e non come as-
sunzionl arbitrarie: esse non possono essere modificate né
tantomeno sostituite da ipotesi contrarie senza che |a teoria
perda 1l pome di geometria. Il ruolo rilevante assegnato
all'intuizione nella determinazione della possibilita delle ipo-
tesl geometriche e I'introduzione di osservazioni empiriche

come definizioni nominali dei concetti primitivi non sono frut- .

to di un ingenuo retaggio euclides ma strumenti per la deter-
minazione della specificitd della geometria rispetto alla ma-
Tematica,

3.2.1 Possthiliti ¢ indipendenza delle ipotesi

Nelle scienze formali Ja possibilita delle ipotesi & determinata
dal principio di non contraddizione. In particolare, un'ipotesi ma-
tematica & possibile (vale a dire pud essare assunta tra le pro-
posizioni primitive delia teoria) quande non contiene con-
traddizioni al suo interno né contraddice le regole logiche, le
alire premesse o qualcuna delle conseguenze che ne derivano:

3. Geometria ¢ spazio - 1a1

Quand'e.che un'lpotesi matematica @ _possibiie? Nel €ampo
matematico & possibile la definizione, il postulate o I'ipotesi
ben determinata, i cul termini non si contraddicono fra loyo &
non contraddicono al principi, alle operazioni iOgiC};sE ¢ alle _
ipotesi gla stabilite, e alle verita che da esse detivano.

La non contraddittorieta & una corédizizne sut’_ﬁcntente gaggs;
sibilita per e ipotesi matematiche ben ceterminate, a clascu-
na dells qualipg;rriSponde un solp conc:_atto."‘ La richiesta
dell'univocita semantica evita 'ambiguitd del lmgyagg:o_comynt_a,
il quale contiene termini ¢he possono avere pil significati sia
in Uno stesso contesto sia in contesti differenti. Nello stesso
passo dei Fondamenti Veronese aggiunge perd _f:he le ipotesi
devono anche essere tra loro indipendenti {un‘ipotesi A & lo-
gicamente indipendente da un'altra ipo;es: B guando da B
nen si deducono A ¢ la sua contraria ~A):

Una nuova forma, o una proprieta di una forma stqbiiita pet
mezzo di un‘ipotesi, nor deve essere unicamente dipendente
dalle veritd gid premesse, perché in questo caso o & conse-
suenzs immediata di quelle veritd, o non ¥ tale, ed allora deve
essere dedotta dalle premesse.

iindipendenza & una condizione necessaria per differenziare i
pé‘s':.]t?l?altzfgai tearemi: i primi non sono dimestrabili all'interno r.‘:lei
sistema, mentre | secondi sono dedotti come conseguenza logica
dai primi. In un articolo del 1894 l'indipendenza dalle altre
premesse & esplicitamente citata tra le cond1zmn‘1‘necewane
perché una proposizione sia assunta come ipotesi in una teo-
ria matematica:™ se un postulato & indipendente dagi altm, @
possibile sostituirlo con un altro anch'esso “pessibile coi rimanen-
ti" e analizzare "il sistema di proprietd che ne derivanc”.” Pib _che
per eliminare le premesse superflue riducendo le ipotesi al
FHINOT NUINETO necessario (precccupazione assai viva nei lavo-

B G, p. 1% [corsivo nel testo). ! .

H "Bef:‘ demierminata vuol dire che corrisponde 2d un sole concelio, senza glod
i sfa dubbio sul su0 slgnifleats”™ FG. p. X .

S’h“el.l‘llr}'ipoiaes[ 1A} @ indipendente da un'slita ipotesi B quande A o |2 sua contra-

ria (hot-&) non si deduce da B FG, p. X .

» - lx‘ .. .

7 %erp postulato intendesi astrattamente parlando una proposizicne logicamen-

te possibife e indimostrabHe colle premesge.” OFG, p. 193.

B ORG, p. 196,
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i di Peano e della sua scuola), lindipendenza permette di
stabilire se 'aggiunta di una certa ipotesi ad una teoria sia -
possibile o implichi contraddizione. Se ad un insieme coerente
di postulati aggiungiame un postulato Indipendente dai primi, es-
SO “non conduce necessariamente a contraddizioni” ma conserva.
ta coerenza del sisterna.” Se si prova l'indipendenza di una cer-
ta ipotesi dalle altre premesse di una certa teoria, allora &
possibile negare o sostituire tale ipotesi con un‘altra senza
contraddire alle restanti premesse. Proprio secondo questo
procedimento Veronese costruisce la geometria non archime-~
dea: dopo aver dimostrato che il principio di Archimede & in-
dipendente da quellodi continuita, sostituisce a primo la sua
negazione ed ottiene un nuovo insieme coerente di postulati.
N valore delle ricerche di Veronese sull'indipendenza tra le
premesse di una teoria risiede principaimente nelle finality
alte quali esse sono rivolte: la costruzione e la givstificazione
logica di nuove teorie piuttosto che la formulazione assioma-
tica definitiva delle geometrie gia esistenti. Benché ie riflessioni
di Veronese non siano comparabili con i risuitati di Hilbert, sussi-
ste a nostro parere una finalitd comume nell'applicazione della di-
mastrazione di indipendenza per stabilire la possibilitk di nuove
teorie. L'intuizione di Veronese & valida soprattutto a. livelio
metodologico ed epistemologico: mentre a presentazione as-
siomatica della geometria fornita nei Fordamenti non ha avuto
seguito, I'idea di costruire nuove teorie atiraverso lo studio
dell'indipendenza delle ipotesi si & rivelata particolarmente
feconda. Lo studic delle relazioni di dipendenza tra le pre-
messe €1a in quegli stessi anni ben pit sviluppato nella scuola
di Peano, ove era finalizzato alla ricerca del minor numero
possiblle di assiomi e di concetti primitivi necessari per [a
presentazione assiomatica della geometria. Se si ammette che
tra 1 motivi che hanno determinato il succeeso delia scuocla
tedesca di Hilbert a scapito della scuola italiana nel raggiun-
gimento di una compivta assiomatizzazione deila geometria vi
sia stata anche la diversa finalita delle riflessioni fondazionali,
in un caso applicate aila vaiutazione delia possibilita di nuove
tecrie e nell'altro alla rigorizzazione di teorie esistenti, ben si

¥ “Un’ipotesi indipendente daile precedenti, e In $é non contradditiotia, non
conduce netssanamente a oontraddizioni FG, p. X |corsive mio).
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comprendone i‘originalita e la forza dell’int}lizior_te di Verone-
se, che egli perd non seppe sviluppare fino in fondo. Anche le
ricerche suila non contraddittoriets delle premesse hanno al
pill un valore epistemologice petché non si sono incarnate n
risultati concreti. Veronese, infatti, non fornisce una dimostra-
zione di coerenza per la geometria non archimedea nel suo
compiesso (2 Levi-Clvita a dimostrare Ia possibilita del conti-
niuo non archimedeo costruendone un modelle), ™ perd ritiene
che una tale dimostrazione sia indispensabile. La coerenza
delle ipotesi non pud essere giustificata solo con l'esperienza
diretta o mediante l'induzione della verit2, perché

se un'ipotesi anche dopo una [unga serie di ricerche non ha
condotio ad alcuna contraddizione, si ha l'induzione delia pos-

~sibilitd ma non la certezza che essa non possa ¢ondurre con vi-
terorl sviluppi a qualche contraddizione. !

Renché l'esistenza di un medelio o di una rappresentazione
concreta assicuri talvolta, come nel caso della geometria. i:'a
non contradditrorietd delle premesse, occorre tuttavia fare il
massimo sforzo per accertare in anticipo la non contradditto-
rieta dei postulati:

{...1 Ma veramente non si deve essere contentt finché non si ¢
data ana dimostraziotie per via puramente logica,’[...) € guan-
do nor la si pud dare, @ bene fare dei tentativi, che ad- altri
possono servire in ulteriori ricerche.

Meno avanzata & la posizione di Veronese per quanto rigugr»
da la geometria, perché egli ritiene che sia sempre poss;bzls.j
esibire un modello reale che soddisfi almeno agli assiomi

empitici:

Q. 525 )
“ PG, pp. X-XI. E interessante osgervare che Hugo Begmann ¢ita nel 1909 queste

Je di Veronase per mostrare fa cotrelazione tra 'asigenza bolzaniana di rigo-
‘r)efme) le tendenze cop:{emporanee della matematica Scrive !ng“am Bolzlancu nhoi
"o possiame aredere, poiché una verith appare gld per s€ evidente, di non es-
sere teputl 3 fomicla di una sua propria d!mos:rzrlzlone, anche se in _altxo m?do -]
stpposta una regione per 8 quale la cosa si comporta proprio cosl.” Cfr.
“Versuch elner objectiven Begrondung der Lehre von der Zusemmensetzung der
Krafbe™. ABR, D. k. Bofim. Ges. D, Wiss. V. 2 (1842), ¢it. in Bergrnann, {i909], pp. 162-
&a32.

2 G, pp. X=X1.
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Se manca una dimostrazione che glustifichi l'ipotesi, basta po-
terla giustificare con l'esperienza dirstta, come avviene ad es.
per gli assiomi geomatrici; appunto per l'armonia che abbiamo
detiv esiste fra la percezione degli vggetti e le tesgi logiche del
pensiers stesso.

La coerenza del nucieo empirico della gecmetria pud essere
dimostrata attraverso I'individuazione di un modello reale (la
parte osservabile dello spazio conosciuta per intuizione) che
soddisfa alle condizioni espresse dai postulati. Mentre le
premesse empiriche sono giustificate dall'evidenza empirica,
le premesse semiempiriche e le premesse astratte sono giu-
stificate soltanto in base al principio di non contraddizione ri-
spetto alle premesse precedentl: condizione di possibilita
geometyica € dunque l'accordo con le proprieta intuitive dello
$pazio contenute nelle premesse empiriche,

Per i caratterl che distinguono la geometria, un‘ipotesi astratta
& geometricamente possibils Quando essa non contraddice agii as-
slomi necessari allo svolgimento teorico delia geometria, che
prendiamo dall'esperienza, ossia alle proprietd dell'intuizione
spaziale nel campo limitato di essa, corrispondente 3 quello
delle nostre vsservazioni esterne.

La geometria, in quanto scienza sperimentale che ha per og-
getto lo spazio, si fonda su deile verita che s'intuiscono in
modo immediato insieme alla percezione degli oggetti esterni,

~ossia su degli gssiomi che descrivono le proprieta intuitive

dngo_spazio ossetvabile. Come si & visto nel § 3.1, ja geome-
tria si fonda anche su premesse semiempiriche e astratte, le
quali possono essere accettate come veritd geometriche fon-
d_amgntal_r se, oltre a non ¢ontraddire ai principi ¢ alie opera-
zioni logiche, non sono in contraddizione con le proprieta
delle spazio, 6 meglio con le proprietd defla rappresentazione
mental_e che noi abbiamo di esso. Le Ipotesi geometriche non
SONo I1b§3re creazioni del pensiero ma proposizioni volte, al-
meno originariamente, alla descrizione delia realtd estemna e
delle rappresentazioni spaziali intuitive che si sono formate in
nal a pattire dall’'osservazione empirica degli oggetti concreti.

BEG, pp. %-XI,
* FG, p. XXl feorsivo mio),
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La scelta delle preresse di tina teoria geornetrica non & con-
venzionaie: “da una pura combinazione di segni © di oggetti
senza unidea direttiva nulla si pud ricavare”.” Una teoria
astratta che contraddica agli assiomi empirici non pud essere
chiamata geometnia. Ad esempio Veronese rifiuta il nome di
gcometria alla teoria deil'iperboloide ad una falda di Poincaré
o alla teoria non arguesiana di Hilbert, fondate rispettivamen-
te sulia negazione dellipotesi euclidea che una retta coincida
con sé stessa dopo una rotazione reale di 180° attorno ad uno
dei suoi punti e sulla negazione del teotema di Desargues.“
Tra le geometiie possibili Veronese include invece la geome-
tria non euclidea, |a geometria iperspaziale, la geometria non
archimedea, perché in queste "i dati dedotti dall'esperienza
sono mantenuti™ ¥
Dope aver chiarito le condizioni di possibilita delle ipotesi
(non contradditforieta, indipendenza, conformnita allintuizione
spazialg), Veronese ageiunge aleuni suggerimenti metodelogi-
ci. Per presentare la geometria in forma assiomatica occorre
innanzitutto separare i postulati geometrici dagli assiomj lo-
gici & dalle veritd da essi derivabili per mezzo di sole opera-
zioni logiche. Questa condizione esclude dall’ambito geome-~
trico una serie di proposizioni comuni ad altre scienze, come
ad esempio Ia proprieta di due grandezze uguali ad una terza di
essere uguali tra loro,™ proposizione che deriva dail‘assioma
logico didentita. In questo modo Veronese riduce il numero
degli assiomi ed enuncia chigaramente le operazioni ¢ i princi-
pi logici che stanno a fondamento del processo dimostrativo.
In secondo luogo occorre escludere gli assiomi necessari sol-
tanto per le applicazioni pratiche, quali l'ipotesi delle paral-

PG, p. XL

B, p. X, 592. 1] teorema di Desargues afferma che se abbiamo due triangoli
tali che le rette che congitngono vetticl cottigpondenti passaho par un punto ¢,
allora i Jati comispondent] s'intersacano In tre punti che stannbo su una retta. Cir.
Polncaré, (1837, n. 82; Hilbert, | [899). p. 89 e GNA,, p. 202, nota i. Altre propo-
sizioni geometricamenta impossibill song, per Yeconase, Pipotest che il cerchio
noo sia Una linea chinsa, quella che il cerchio abbia asintoti reali. quells, infine,
che la linea pilt semplice {[a mka) cta detarm(nata da tre punt| indipendenti an-
ziché da due.

“GNA,, p. 251, _ _

“4 St tratta della proprietd transitiva dell‘ugusglisnzs, espressa da Fudllde nella
prima delle nozion] comuni. Cfr. Euclide, [1970). p. 73.
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lele, quella delle tre dimensioni dello spazio e queila del iibe: .
ro movimento dei corpi rigidi® Gli assiomi ‘devono essere

semplici e dati subito all'inizio “in modo da lasciar campo ai
diversi possibiii sistemni geometric” ™ La semplicitd degli as-
siomi rende pii1 agevole I'indagine di un‘eventuaie dipendenza
reciproca ¢ agevola la valutazione délla possibiiitd di costruire
nuovi sisterni geometrici mediante la negazione dt un postula-
to indipendente dagli altri. L'ordine di presentazione degli as- .
siomi non & immilevante: occorre evitare di introdurre una pro- |
prietd dimostrata soitanto in seguito o di utilizzare un concet: .
to non ancora definito. Questa richiesta di chiarezza & di ordi-
ne nell'esposizione permette di eliminare le petizioni di prin-
cipic e di evitare che nelle dimostrazioni siano tacitamente in-
trodotte ipotesi non dimostrate o concetti non definiti. {I me-
todo di tratrazione deve esserg elementare e basato sul pro-
cesso costruttive dell'intuizione spaziale, ossia deve essere
sintetico anziché analitico. Nel quarto capitolo vedremo quali
sono le proprietd di questo metodo e i risultati della sua ap-
plicazione alla geometria.

3.2.2 Intuizione ¢ formalismo

Elemento essenziale dell’assiomatizzazione di una teoria
geometrica & per Yeronese la formuiazione rigorosa di defini-
zioni, postulati, teoremi e dimostrazioni. La comprensione dei
postulati non pud presupporre la conoscenza del significato
intuitivo dei concetti primitivi che in essi occorrono né la vali-
dita delle dimostrazioni pud essete fondata sul significato di

* Veronese carsiteriza |a geometiia elementare per mezzo dei seguenti assiomi:
I. Esistono punti distinti. Tutti i punti soae identlcl. lla. Bsiste un sistema df
punti ad una dimensione e identico nella posizicne delle sue parti determinato
da due dei suol punti ¢ contlnuo. Questo si chiame linea retta o retta, 115, Esi-
stone punti fuor della retta. Ogni punto che pon appartiens alia retta determina
<on ogni punta di esse un'alira retta. 1], Se dne rette quaiunque hanno un punto
in comune A. ad un segmento (AB} dell'una 2 identico un segmento [AB')
dell'altra. V. Se un lato di un triengolo qualungue divents indefinitamente pic-
colo, a differenza degli altri due Jati diventa pure indefinitamente piccola. V., Se
in due coppie di rag#i qualuncue AB, AC, A'B, A'C, scle due coppie di punti B
e C, B e C tali che: (ABI(A'E); (AC)=(A'C). if segmento (BC) sia [dentico a
{B'C), le due coppie di refte sono idetitiche. La zeomatria euclidea & ottenuta
con Faggiunta dei tre assiom) pratid citati nel testo.

® TG, p. XVL. :
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certi concetti non definiti ¢ essere ottenuta per mezzo di pro-
posizioni non dimostrate. Tutti i concetti che occorrono nellg
dimostrazioni devono essere primitivi o definiti.a partire dat
concetti primitivi; tutte le proposizioni devono essere postula-
ti o teoremi. Condizione per la fondazione della geometria.
came scienza rigorosa &, infatti, :

"...) che gli assiomi, i teoremi € le dimestrazioni fin da prind-
pio hon contengano zlcun elemento indeterminato, in. modo
clos che facendo astrazione dall'intuizione, dal sistema geome-
trico -rimanga un sistema di veritd puramente astratte, nel
quale gli assiomi occupino il posto di definizioni o ipotesi
astratte ben determinate."™ - :

La geometria & una scienza deduttiva solo se i suoi assiomi
svolgono il ruolo di definizioni e se astraendo dall'intuizione
che attribuisce ai termini il consueto significato geometsico
essa diviene un sistema deduttivo coerente di verita astratte.
Una formulazione chiara di queste idee si trova gia in Pasch:
un procedimento dimostrative rigoroso esclude il ricorse a
nozioni o proprietd che non siano state esplicitate come con-
cett] o proposizioni primitive della teoria. Una deduzione vali~
da non presuppone né il significato geometrico dei termini né
ii riferimento ad una figura.

Se la geometria deve essere veramente deduttiva, occorre in
effetti che la deduzione sia oviengue indipendente dat sigaifiato
[Sin| dei concettl geometrici, cosl come deve essere indipen-
dente dalle figure; possono essere considerate solo le relazioni
poste nelle proposizioni e nelle definizioni utilizzate ™

Benché i concetti primitivi abbiano un significato empirico,
tale significato non deve svolgere alcun ruclo necessario nello
svolgimento della dimostrazione, Se la dimestrazione si fonda
sul ricorso all'intuizione, & probabile ¢he l'elenco di proposi-
zioni assunteé come primitive sia insufficiente® Pasch non

% 63, p. XV :

5 Passh. 11844), p. 90. Per un'interpretezione dell’'opeara di Pasch si veda Freu-
denthal, | 1957, p. 110 e ¢, Chr, anche Contro, [1975-78|, pp. 283-293.

s:a dire | vero, durante la deduzione & amroissibile ¢ uiile. me in nessun modo ne-
cassario. pensare al significato dei concetti geometsicl che vi compalons; cosl che,
non appena <id diventa necessario, ne deriva Ja facunosita della deduzione ¢ in
cemt] casi perfino linsufficienza delle proposizion| premesse come strumenti
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considera gli enti primitivi come entita astratte prive di significa-
to. I concetti primitivi hanino un significato sensibile ed empiri-

co, ¢he & necessario esplicitare forrnaimente e in modo esausti-

vo nelle premesse. Solo cosi & possibile evitare il ricorso
all'intuizione per determinare it significato di termini non de-
fil'lit]_:: ‘ :
le proposizioni nucleari devono comprendere it materiale
dell'esperienza sul quale la matematica lavora in modo cosl

completo ghe, una velta che esse siano state stabilite, non o
corma piil ritomare alle percezioni sensibilf. >

La geometria non &, per Pasch, una scienza puramente
astratta: considerare il significato fisico-del termini ¢che com-
paiono nelle proposizioni & jegittimo, purché ¢id non sia ne.
cessario nella deduzione. La geometria & una scienza rigorosa

solo se & formulata assiomaticamente, vale a dire se dalle -

premesse & possibile derivare le conseguenze con semplici
operazioni -logiche, indipendentemente dal significato delle
proposiziont e dagli oggetti che esse descrivono. La dimostra-
zione @ tanto pil esatta quanto pit indipendente dalla figura
particolare presa in esame.” Di parére ben diverso & Felix
Klein, che giudica impossibile risolvere un problema geome-
trico senza tenere continuamente davanti agli occhi la-figura
cul il problema si riferisce; a meno che non si tratti di geome-
tria analitica, che perd, a suo dire, non merita neppure il nome
di geometria.”® Veronese concorda con Klein per guanto ri-
guarda l'utilita delie figure; “l'uso delie figure tracciate sul fo-
ghio del disegno -ahita moltissimo la mente nelle indagini
geometriche, e i disegni ed oggetti simili sono necessari per
stabilire gli assiomi™ ma ritiene, con Pasch, che la dimostra-
zione geometrica debba esserne indipendente. Anzi ~ aggiun-
ge ~ l'indipendenza dalle figure e dall’intuizione sensibile va
estesa anche alla formulazione degli assiomi:*™

della dimostrazione.” Pasch, |1834], p. 90,

* pasch, 1884, p. 16.

¥ Cfr, Freudenthal, [1957), p. 215.

* Rlein, | 1890, p. 281. :

PG, p. 212, nota 2, : :

h “Egli |Klein] & contratio alle vedute del signor Pasch in quanto riguarda la gi-
mostrazione geometrica, che secondo noi debbono anzi essere estese agli stessi
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[...) 2 deduzione delle proprietd fondamentali, specialmente
quando non sono stabiliti ancora tutti gli assiomi bisogna che
sia indipendentz dalla esservazione ¢ dall'intuizione della figura affine di
non introduere fin da princpio concetti non ancota definiti, -
oppite affine d! non rltenere dimostrata una proprieta che sia
derivata invece dall'osservazione della figura.® :

in accordo con Pasch, Veronese ritiene che l'intuizione spa-
ziale debba essere tutta contenuta negli assiorni, senza pid in-
tervenire in alcun passo della dimostrazione. Solo cesi la
geometria pud essere considerata una scienza rigorosa ed
esatta:

[...] per essere esatta la geometyia deve rappresentare gli og-
getti forniti dall’csservazione per mezo di forme astratte o

“mentali & glf asslomi con Ipotesi bene determinate, indipen-
denti cio2 dallintuizione spaziale, cosicché fa geometria diven-
ti parte della matematica pura, ossia dell’estensione astratta
(Ausdehnungslefire), dove il geometra proceda nelle sue costruziont
senza vedere se esse¢ abbiano ¢ no una mppresentazione este-
riore, finché non le applichi al mondo fisico, senza per questo
che egli abbia ad abbandonare la visione delle figiire e tutti i
vantaggi che derivano dall'uso dell'intuizione nella ricera
geotmettica ®

L'adozione di un metodo sintetico e il richiamo costante alle
figure nélla soluzione dei problemi geometrici.non implicano
i ricorso all'intuizione nelle dimostrazioni, che devono essere
svolte in modo puratnente logico: “se l'intuizione & necessatia

“per I'essenza della geometria, non deve perd essere elemento

necessario, per quante utile, nello svoigimente logico della
geametria.™ :

Un secondo aspetto essenziale deli’assiomatizzazione di una
teoria e la deteminazione del ruolo delle definizioni. Le defi-
nizioni suclidee di punto come <ié che non ha parti e di linea
come lunghezza senza larghezza spiggano i concetti di punte e
linea mediante i concetti di lunghezza e di larghezza, che non

assioml, sebbene ¢t appogglamo sempra al processo costimttivo defl’intuizione
spaziale." FG, p. 585. .
FG, p. 212, jootzive mio)
* GNA,. p. 201.
9 FG, p. XV,
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sono pil chiari def precedenti. Le definizioni euclidee di pun- |
to e di linea - scrive Pasch nelle Vordesungen iiber die neuere Geo- -

metri¢ ~ fanno riferimento a propriet che non solo non chiari-

icon_o i concetti ma sono inutili nello sviluppo deduttivo della
eoria: C

Quando Euclide negli Elementi dice: "il punto & ¢id che non ha
parti; la linea & Jungheza senza larghezza; la linea retta &
quella che giace uniformemente rispetto ai suol punti®, egli
chiarisce | concetti citati mediante proprietd che non sono adatte
a nessun utilizo e che, infatti, non sono mai da lui utilizzate
neiio sviluppeo suceessivo, @

Le definizioni di Euclide non determinano il significato degli
enti ‘fondamentaIi mediante concetti pilt semplicl perché non
& chiaro che cosa debba intendersi, ad esempio, per lunghezza
senza larghezza. Chi non si sia formato in precedenza la rap-
presentazione di linea che si crea a partire dall'osservazione di

particolari oggetti concreti non pud comprendere né appren-

dere nulla dagli Elementi di Euclide. Mediante le definizioni di
punto e di retta

il lettore non potrebbe Imparare nulla dagli Efementi, se non si
fps_e prima f_orrnato una feppresentazione dei concetti seomes
trici pnmlt_:yx att:raversc_: ripetute osservazioni; tott'al piy tali
?ffe?nnazir:gn:j p?ssoino ncoirdare 2l lettore 12 relativa rappresen-
azione e indurio 3 limitarla o compietarla conformemente alle
richieste scientifiche & - '

La definiziong euclidea non produce la rappresentazione di

- una linea ma pud evocarla, perché l'espressione “lunghezza

senza larghezza” richiama alla mente certi oggetti concreti
lunghi ¢ sottili ¢che hanno proprieta similf a quelie del concet-
to geomeirico di linea. La soluzione di Pasch, cosi come
quella di ogni moderna teoria assiomatica formale, riposa su
ur'idea di definizione come abbreviazione, ossia come deter-
minazione di ¥n nuovo pome per un insieme complesso di
termini gig noti: cid comporta la necessita di individuare un
gruppo ristretto di termini il cui significato possa essere rite-

_ nute universalmente noto o almeno non ulteriormenta defini-.

® Pasch, [1884}, p. 15.
 Pasch, [1884], p. i5.
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bile, pena il regresso all’infinito deile definizioni. Pasch defini-
sce tutti i concetti geometrici ad eccezione di quelii di punto,
segmento rettilineo e superficie piana, che assume come con-
cefti primitivi 0 “nucleari |Kernbegriffe]. Questi non possorio
essere a loro volta definiti, perché non esistono concetti piti
semplici e intuitivi ¢he ne chiariscano i} significate, ma pos-
sono essere compresi attraverso il rimando ad opportuni og-
gettl concreti. Veronese ammette {'impossibilita di -definire
tutte le espressioni di una teoria, eppure introduce nel testo
la definizione di punto e di retta. Queste definizioni, in linea
con quanto affermato dallo stesso Pasch, non spiegano i con-
cetti primitivi mediante altre nozioni pit semplici, bensi me-
diante il rimando a particolari oggetti concreti: a ciascun con-
cetto primitivo & attribuito un nome che evoca la rappresenta-
zione dell'oggetto concreto dalla cul osservazione ha avuto
origine. Ad esempio, attribuendo il nome ‘punto’ al concetto
geometrico di elemento fondarnentale con il quale tutti gli al-
tri enti sono costruiti, si ottiene il risultato di richiamare alla
mente una serie di oggetti concreti di natura diversa che ri-
svegliano in noi quellidea: l'estremita di un filo o di una pun-
1a sottile, un granello di sabbia, un corpo che si consideri co-
me nou scomponibile in parti, un piccolo segno tracciato sul
foglio dalia punta di una matita. Alcune definizioni sono pre-
cedute da un‘osservazione empirica, nella quale Veronese de-
scrive gli oggetti concreti che hanno dato origine alla rappre-
sentazione astratta nominata nella definizione. Le osservazio-
ni empiriche servono appunto “per chiarire il significato delle
nozioni comuni, dei postulati e di alcune definizioni*™ esse
hanno lo scopo di “mettere in evidenza i caratteri [del concet-
to] necessari allo svelgimento della geometria,”” Di-un ogget-
10 possiamo avere pil rappresentazioni mentali differenti, se
diverse sono le note dell’'oggetto alle guali prestiamo atten-
zione.* L'osservazione empirica indica per ciascun oggetto
empirico quall contrassegni considerare per ottenere il corTi-
spondente ente geometrico. I} punto geometrico, ad esempio,

8 EG, p. VL.

% AEG, p. VI _ .
% Opni cosa & peragonata e distinta dalle alire secondo cette note © rontasseani,

che la determitnano. FG; p. 2.
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& una particolare rappresentazione di quello materiale otteny-

ta facendo astrazione da tutte le note fisiche dell'oggetto ad
eccezione della posizione.¥ La geometria, pur essendo dive-
nuta una teoria matematica astratta, sopravvive come scienza
qe!ic; spazio grazie alle definizioni: per il tramite delle osserva-
zioni empiriche esse coliegano gli oggetti puramente astratti
di cui parlano gli assiomi con gli oggetti reali ¢ con le nostre
rappresentazioni intuitive di essi. Le definizioni di-Veronese
servono, come guelle euclidee, a esibire un oggetto che goda
de_:l!e proprieta espresse dagli assiomi e forniscono una sorta
d'interpretazione o modello agli assicmi geometrici empirici.

Se le definizion] hanno un valore nominale, gli assiomi han-
ne il \_ralore di definizioni o ipotesi astratte che determinano le
proprieta degli enti primitivi. Veronese sembra preludere alla
concezione hilbertiana degli assiomi intesi come definizioni
implicite d’enti puramente astratti e determinati indipenden-
temente da ogni contenuto. Le prime parole delle Grundiagen
tagliano perd in mado ben pill netto il “cordone ombelicale
tra geometria e realta™:

Consideriamo tre diversi sistemj di oggetti: chiamiamo punti gii
ogeetti del primo sistema e ii indichiamo con A, B, C....: chia-
- miamo rette gli oggetti del secondo sistema e 1i indichiamo con
4, &, ¢,...; chiamiatne plani gli oggetti del terzo sistema e lj indi- .
chiamo con &, 4, y. ...; i punti si chiamano anche 8li elementi della
geometria t{eiia retta, i punti e le rette gli elementi della geometria pia-
na, 1 pému. le rette e i piani gli elemendd della geometria solida o dello
spazio. _ :
Hilbert non fa riferimento alamo alla reaktd: il verbo “considerare”
nel testo originale & sich denken, ossia supporre, immaginare con
uno sforzo del pensiero: Eglt postula ésistenza di enti purarnen-~
te astratti e indipendeniti dagli oggetti reali concreti perché pro-
dotti da una likera artivita della mente. La natura degli enti con-
siderati non & precisata né dai norni ¢he sono loro imposti né da
un quatunque richiamo all'espetienza a partire dalla quale sa-
rebbero sorti.® Veronese invece, come anche Pasch, stabilisce

o FG, pp. 209-210.

- Hl]bejt. £1899]. p, 3. CFr. Freudenthal, [i957), p. 111 )

_ Chr. Iintreduzione di Carfo Felice Manarz all'edizione italiang detle Grundlagen
der Gepmetrie di Hilbert “E avidente che in gquests impostazione si rinuncia el
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uno stretto legame tra l'intuizione spaziale ¢ i concetti gecme-
trici: questi ultimi sono derivati dall’'osservazione e presentati
come il risultato dellanalisi del materiale d'esperienza. la
geometria & per Veronese la scienza dello spazio: i suoi postulati
astratti devono soddisfare alla condizione di non contraddire agli
assiomi empirici che formulano le proprieta dell'intuizione spa-
ziale. Egli & ancora distante dalla concezione di Hilbert, per il
quale la geometria hon ha pid un oggetto privilegiato ma @ una
teoria matematica pura e cui proposizioni possono essere con-
siderate vere per tutti i tipi di enti astrattamente pensabili che
soddisfano alle caratteristiche espresse dai postulati. ™ Veronese
dungue si awicina all'impostazione formale hilbertiana ma se ne
distacca ribadendo continuamente Vimportanza dell'intuizione:
“ogni considerazione geometrica si deve interpretare nel sen-
SO cI;]e in essa si debba avere sempre la figura dinanzi agli oc-
chi.”

3.3 L'INTWZICNE GEOMETRICA BELLO SPAZIO

Veronese & noto per gli studi di geometria proiéttiva e iper-
spaziale. La nozione di spazio geometrico astratto, sulla quale
egli fonda la giustificazione della possibilitd di geometrie a
piti dimensioni, pud essere compresa soltanto in relazione
all'idea di intaizione spaziale. Poiché in molti studi ottocenteschi
sui fondamenti della geometria lo stesso terming & utilizzato
in significati diversi, & opportuno analizzare brevemente il
concetto di intuizione utilizzato da Veronese, segnalando an-
che due autori, Helmholtz e Klein, ai quali egli fa riferimento.

3.2.1 Lintuizione
Intuizione empirica © per Kant 'apprensione immediata e diret-

utto a precisane la natura delle cose cha =i prendono in considerazions; © ma-
glio aneora, si Tinuncia a precisare tale natura allinizio del discorso; essa viena
precisata, tna hot univecamentis, dagh assiomi che vengono enundati & non dai
nomi che vengona dati alie cose né da un richiamo #lla esparienzs od afla realtd
esteriore”, Hitbert, [1899}, p. Xl

™ E nota Pafferinazione di Hilbert secondp [z quaie “si deve cesers In grado di di-
re ogni volta, invece di "pundl, rette a pieni”, "mvoli, sedie & boceali di bire™. Hi-
bert, {1935), p. 402,

NEG, p. 6i2,
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ta degli oggetti che percepiamo con i sensi senza la mediazio-

ne delia conoscenza discorsiva.™ Chiameremo immediata que-- '

sta intulzione sensibile kantiana: essa concerne sempre un
oggetto particolare, la rappresentazione de! quale viene a co-
sclenza contemporaneamente alla percezione dell'oggetto co-

me qualcosa di semplicemente dato, senza deliberazione o sfor--

zo da parte del soggetto.”™ Chi accetta questa definizione di in-
tuiz!g:me_ ammette la percettibility immediata come condizione
dell ‘mtu1b11{té di un oggetto. Gli ent] geometrici astratti non so-
ne. immediatamente percepibili: non percepiamo una linea
inestesa, ma solo aste rigide sottili o segni tracciati da una
matita su un foglio, vale a dire oggetti che cltre alla lunghezza
hanno un‘estensione. Secondo lz defirizione d'intuizione pro-
posta non & dunque possibile intuire né gli oggetti geometrici
ne le loro proprieta descritte negli assiomi.

Helmhoitz affronta it problema proponendo un ariterio dintuibilita
diverso dalla percettibilits immediata: un oggetto 2 intuibile se
nei siamo in grado di formulare e specificare in modo non ambi-
Suo 1_e impressioni sensoriali che la presenza di queltoggetto de-
terminerebbe nei nostri organi di senso.™ I questo modo
}mtulblht& & estesa anche agli oggetti non osservabill, ma sorge
il problema di come determinare la serie di impressioni sen-
sonali cr_ne un tale oggetto produrrebbe in noi: a guidarci @ il
concefto di tale oggetto.™ Chiameremo mediata questo tipo di in-

:: [rfaer‘tL-'; !f;gs’f], B, 23,
e ik Kant definlse I'intuizione come "una ra i i -
. ﬁm:m ;zu:gnual}a:} mentre I concetto & una prngﬁfn;im E:
: @ntmunes) o ri f iva)”
ﬁargbl o ) © riftessa (rpraesental. discyrsiva)”, Parte [ Cap- I, G 1.

"Come prova di intuibilit2 io chiedo solo che si sia in grade di i
moda deterrriinate e non ambiguo, perogni tipo di oaseng:ione. qﬁwtﬂfﬁ
sloni sensoriali essa genera, ricorrendn, s necessanio, allz conoscenza sclantifi-
ca delie leggi (che presiedono alla loro formazione}: dalle impraggiont sensortali
seguirebbe, almeno per chi conoscesse tali leggi, cha l'oggetts in questione, o ia
g‘llazuone da intuire, & effettivamente presente.” Heimholtz, |1878], p. 23t '

Se ba sarle delle impression sensoriali pud essere formulata it modo ;'Jomp[e-
to e non ambiguo, allor si deve. a mio giudizio. dichiarare ¢he Foggetto & intui-
tivamente rappresentsbile. Poiché, per presuppostzione, si tratta di un oggetto
che 2 pénsa nor sk mai stato osservato finora, nessun’esperienza precedente
pup venlre in nostro aiuts @ guidare la nostre fantasia alls ficerca della setie -
chiesta di impressioni: al contrario cid pud awvenire soltanto per mezzo del con-
cetto detl'oggetto o della relazione da rappresentare.” Hetmholiz, [1578), p. 230.
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tuizione perché non & un’apprensione diretta di un oggetto,
ma & mediata da un concetto al quale dobbiamo rcorrere per
poterci rappresentare Foggetto. Tale 2 per Helmholtz l'intuizione
geomelricd, -

Anche Klein in uno studio sulle geometrie non euclidee distin-
gue tra un'intuizione concreta che accompagna la percezione degli
oggetti reali nell'ossetvazione empirica e unintuizione spaziale
geometrica ¢he & I'apprensione immediata di certi oggetti ideali,
cssia una sorta d'intuizione astratta che, benché inesatta, & essen-
zale alla trattazione della geometria. ™ In un successivo articolo
Klein distingue l'intuizione geometrica in ingeaud [naive| e raf-
finata: la prima 2 la facolta propria di ogni adulto nommale di
formiare immagini geometriche secondo un modello fisso. S
tratta di un talento innato che Fesperienza accresce e svilup-
pa: in particolare le esperienze meccaniche, come ad esempio
la manipolazione di corpi solidi, contribuiscono a formare Ie
nostre ordinarie intuizioni metriche, mentre quelle con i raggi
di luce e con le ombre spiegano lo sviluppo dell'intuizione
projettiva.” Lintuizione raffirata, invece, si sviluppa daila fa-
railiarita con gli oggetti ideali, propri della geometria, cttenuti
mediante idealizzazione del dati intuitivi stessi: esea non sa-
rebbe propriamente neppure un'intuizione, dato che gli enti
geometrici ideali, in quanto esatti, non sono percepibili dai
nostri sensi approssimati e imprecisi. ”

7 «Net mio studle sui concetto generale di funzione, [} ho chiarito dettaglia-
tamente (e In <id sono dacordo con it signor Pasch) che io considere
intuizione spaziale come gualiosa di esserziaimente inesalto — sla che si patdi
dall'intuizione astratta, che & divenuta usuale attravetso 'abitudine, sia che sl
parli dell'intuizione conereta, che si 2 fatte valere nelle osservazioni empiriche.”
Klein, |1890]. p. 381, Lo studio al quale Klein fa riferimento & ~Uber den aligemeinen
Functionsbegriff und dessen Darsteliung durch eine willkurliche Curve™,
Mathematische Annalen, 22 (1883}, pp. 249-259, rist. in Klaln 1921-23], 11, pp. 284~
224,

7 Nel saggio “Sulla spisgazione psieoiogica dei postulat] defia geomettie” Fede-
rico riprenda la clessificazione, compiuta da Kletn, delle intuizioni In metriche ¢
grafiche, ma vi eggiunge Je intuizion! topalogiche: “1 tre guppi di mppresenta-
zioni che si legane ai concett! posti a base della teora del continuo {Analysis si-
tus). della Geometria metrica {0 metrica-differenciale)  della profettiva, st pos-
sono flattaccare immediatamente a tre grupp) di sepsazioni: rispettivamente slke
sensazioni generali tattili-muscolarl, 2 quelle del tatto speciale e dells vista,” En-
rlques. 11901, p. 178 |corsive nel testal.

™ Kiein, | 18931, p. 225 e ss. Cfr. Torretti, [1978}, pp. 147-143,
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Veronese, come Klein, distingue (benché non esplicitamen-
te) tra intuizione in senso proprio (o empirica} e intuizione
geometrica. Il concetto d'intuizione empirica compare in un pas-
so dei Fondamentt ove st afferma che le scienze sperimentali si
fondano su delle conoscertze acquisite intuitivamente insieme
alla percezione sensibile,™ mentre il concetto d'intuizione geome-
trica emerge da un confronto direfto con le affermazioni di
Klein. Neil'Appendice ai Fondamenti Veronese afferma:

Sona i...] plenamente d'accordo con Klein quando dice che gl
assiomi sone la domands mediante la quale stabiliamo delle af-
fermazloni esatte neliintuizione inesatta. 1o mi esprimo invece
dicendo che gli assiomi sono il risultato dell'intuizione e
dell'astrazione insieme, che cosl sono formati gli oggetti geo-
metred, i quali non chiamiamo comunements astratti ma intui-
tivi, dando la prevalenza allintuizione ®

Cli oggett: geometrici, benché chiamati comunemente intui-
tivi, sono enti astratti che non possiamo apprendere in modo
immmediato attraverso [e sensazioni. La facoltd mediante la quale
possiamo rappresentarceli non & l'intuizione empirica imme-
diata bensi quella geometrica, che & intuizione ed astrazione in-
sieme: essa combina l'apprensione degli oggetti sensibili con
la capacita di trascurare tutte le loro qualitd ad eccezione
dell'estensione.® Mediante l'intuizione geometrica possiame
in{uire enti non percepibili, guali linee senza larghezza e punti
senza dimensioni, perché essa combina intuizione sensibile
ed astrazione. Con un'intuizione sensibile si intuiscono certi
oggetti reali {ad es. aste rigide o fili tesi), poi prescindendo da
alcune proprieta si ottiene la rappresentazione degli enti
geometrict astratti (le linee inestese della geometria.

™ Cfr. FG, p. VIIL.
M FG. p. 586, Il brano di Klein al quale Vetonese fe riferimento @ i seguente:
“Lassioma per me € 2 richiesta, tn virth cetla quale Intreduco affermavioni esatte

+ hell'intulzione inesatta.” Klein, |1890), v, 28l. GH assiomi, Per ¢szere esaiti, nen

possano comprendere soltanto it mzteriale deil'esparienza, ¢he @ inesatto, essi

devono fornulere n maode estte “dd che & data nelfintuizione o

nell'esperirnenta in tede soltanto apprassimative.” iv], p, 352,

" "Noi ¢f sssicuriame della presenza degli oggetti esterni per meza dej sensi, e

delle quelitad delle sensazioni ¢he in 1ol producono tratteniama coll'astraziane

To|‘car:to tuella di estensione per avere le: prime forme geometriche.” VM, pp. 13-
4.
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Come per Klein, cosl per Veronese gli entl geometrici sono
ottenuti per astrazione dall'esperienza. % il concetto geometri-
¢o di punto & ottenuto facendo astrazione dalle qualita fisiche
di certi oggetti esistenti nel mondo esterno, come ad esempio
I'estremita di un filo:

[l canrcelte dell'elemento fondamentate delta scienza di cui vo-
gliamo ora dare i principi, §...] ¢i viene fornito da oggetti effet-
tivamente esistenti fuoti di noi nel mondo esterno, ad es.
daltestremita di un filo |...]. Facendo astrazione dalie sue qua-
iit2 fisiche, I'estrernlta del filo, o cId che segna la separazicne
di due delle sue parti congsecutive, risveglia in noi l'idea di ¢id
che considereremo quale elemento fondamentale, ossia del
punto.®

Anche il cancetto geometrico di segmento rettilineo (linea
retta limitata) @ risveghiato in noi da certi oggetti esternt come
un filo teso alle estremita, lo spigolo di un dado, un raggio
solare che entri in una camera oscura attraverso un piccolo fo-
r0.* Astrarre dalle qualita fisiche di tali oggetti significa tenere
conto della sola estensione, ossia considerare non tanto gli
oggett], quanto il luogoe che essi occupano nello spazio.® Da
strisce sottili si possono ottenere, tenendo conto della sola
lunghezza, linee senza larghezza. Tali linee, perd, sono neces-
sariamente limitate perché l'intuizione non pud uscire dal
campo percettivo,

Ma per quante perfetta sia la nostra intujzione, non intuiamo
mai la retta illimitata, benst la retta sotto forma di oggetto sen-
sibile, sta pure idealizzato datl'astrazione.® :

¥ *Cid che noi nell'intuizione empitica chiamiamo curva & innanzitutto una sir-
scig, cto® una parte di spazio le cui altre dimensioni scompaiono in confronto alla
dimensione di lunghezza, [...]. Ma se fa curva deve diventare oggetto dl una con-
siqerazione ratematica esafta, dobbiamo dealizzarla propric come awviene
all'inizio della geometria con il pinte.” Klein, [1897], p. 387. CT. 1 §6 3.1 € 4.2,

¥ EG, p. 210. $i veda anche lafine del § 2.1.1.

“EG, p. 213,

* 1] seementa rettilines, come il punte, piutkosto che cotrispondere al filo teso
o allo spigalo di un dado o ad altrl cggetti simili, corrisponde al luoge eccupato
da guestl oggetti nello spazio intiitive,” FG, p. 213, Si & visto nel § 3.1.3 che lo
studio del fuoga dei corpi anzich? dei corpi stessi distingue la geemeinia dalla
meccabica,

8YM, pp. 13-14.
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Non possiamo, in altre parole, ottenere il concetto di linea
illimitata a partire dalle sole sensazioni. L'intuizione empirica
& sempre rivolta ad un oggetto particelare e non alla totalita
dello spazio, perché la percezione che l'accompagna & per sua
natura limitata € non pud estendersi oltre lo spazio finito.
L'astrazione, combinata con i'osservazione, ¢i permette di pre-
scindere da certe proprieta dell’oggetto ma non di passare da
una successione limitata di sensazioni ad una illimitata. A
permettere la rappresentazione dell'iilimitato @

una legge mentale di generalizazione, colla quale dai casi parti-
colari, ad es. dall’aggiunta di un'vnitd ad un dato numero. pas-
siamo al caso generico, vale a dire ad ogri numeres; ma questa
legge di generalizzazione, se & suggetita dali'esperienza, appare
perd un prodotto propric del pensiero. ¥

Essa & frutto di una forma fogica d'intuizione, della quale non
sl pud dire se derivi dai sensi.® La possibilita dell'estensione
di un postulsto dall'ambiente esterno (nel quale se ne pud
provare approssimativamente la validita) ad uno spazio iliimi-
tato non & garantita, dunqgue, né dall'intuizione empirica né da
quella geometrica. 1l postuiato euclideo delle parailele, in par-
ticolare, non si fonda su di una necessit2 soggettiva. ma sulla

posgibilita logica, vale a dire sulla non contraddittorietd, che
deve essere dimostrata:

[-..] se vogliamo estendere geometricamente il postulato a tut-
to lo spazio illimitato, non possiamo affidard ad una necessita
intuitiva, non concessa da tuiti, come & inveoe concessa ls ne-
cessita dei principi della Iogice; dobbiamo benst provare in
qualche modo che tale estensione & possibile Jogicamente ®

Definendo {intuizione geometrica come il rsuitato di un
processo che coinvolge sia lintuizione empirica (e dunque
I'osservazione) sia U'astrazione, Veronese rifiuta la concezione
aprioristica dello spazio: ' :

UM, pp. 13-14, .

B "5j pud ammattere anche ur'intuizione logica distinta da quella proveniente
dai gensi. ¢ per quanto abbiamo detto nel testo sblla legge dell Hlmitate, che &
una nexessitd mentale, non posslamo ancota dire s= la prima intuiziens derivi
necessariamente dalla seconda™ Vi, p. 35, nata 12,

¥ YM, pp. 35-35, nota 12, Cfr. | paragrafo 3.2.
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La nostra intuizione spaziale non & una forma a Fn?on' UasCen-
dentale del nostro spirito, benst & prodotta dall'osservazione

combinata coll'astraziona.®

Lintuizione delle relazioni spaziali fra gli oggetti non 2, infat-
1i, una qualita innata hell'uomo, ma si sviluppa con l'abitudine e
con ['esperienza. | geometri ed 1 pittori che esercitanoc quoti-
dianamente l'intuizione geofetrica la possiedono in grado
pill alto:

La intuizione spaziale non & sviluppata allo stesso grado di
perfezicne in tutti gli uomini. come nei geom_etri e nei pitton; é
ncto Infatti che persone cieche da giovani, Hacquistando 12 vi-
sta, hanno una intuizione imperfetta delle forme pite semplict.
Essa &, dunque, il.prodotto dt una lunga espetienza, e se
l'adoperiatno senza riflettere, non significa che sia una forma a
priori dello spirito, (...]."

Lintulzione spaziale geometrica dipende sia dalla o_onforma—
zione dei nostri organi di senso {un cieco ha una percezione glte-
rata dei rapporti spaziali) sia dalfuso che facciame deltintuizione
atessa Vedremo néi prossimi patagrafi che per Poincaré essa
dipende anche dall’ainbiente nel quale viviamo.

3.3.2 L.'origine delle rappresentazion spaziali

Per comprendere il significato del ruolo che Veronese attri-
buisce all'intuizione occorre considerare alcuni tratti della di-
scussione filosofica oftocentesca sulla natura dello‘ spazio
geomettico. All'intuizione & infatti legato il concetto di spazio
astratto sul quale si fondano sia la legittimitd delle geometrie
iperspaziale € non archimedea sia la distinzione tra geometna
e matematica. Non essendo questo il luogo per una presenta-
zione, sia pur succinta, dei tratti salienti della ‘fiiosoﬁa dellp
spazio e deila geometria nell'Ottocento, rimandiamo al classi-
co lavoro di Torretti: Philosophy of geometry from Riemann to Potnca-
ré. Qui ci limiteremo a brevi cenni alle concezioni di alcuni au-
tori con i quali Veronese si confronta direttamente: Helmholt;,
it quale individua un gruppo minimale di 2ssiomi che descri-

©YM, pp. 1214, . . i de [a
N YM, pp. 13-14.. Sull'esperimento con 1 ¢lecht nati si veda Dufour, Bulletin de
Socidté médicale de la Sulsse Romande, 1876, citato anche in Helimbolt, j1378[, p. 704.
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vano le proprieta a priosi dello spazic, e Poincarg, che separa

lo spazio geometrico astratto da ogni visicolo infuitivo, Mentre -

il primo esclude dall'ambito delta geometria le teorie iperspa-

ziali, il secondo include anche tecrie contrarie all'intuizione. Ve
ronese sviluppa una concezione di spazio geometrico astratto &

di spazto mtuitivo che estende l'intuibiliti alle geometrie iper-
spaziali con il duplice scopo di legittimame lo studio (contro
Heimhol_tz] e di individuare nell'intuizione un discrimine tra la
geometria nel suo complesso e la matematica pura {contro
Pomcare]_. 1 fondamento intuitivo che in Kant costituiva un
trat{o comune 3 geometria e matematica diventa ora la prin-
cipale differenza tra le due discipline,

La geometria era per Kant la sciénza che determina le proprie-
ta dello Spazio ¢ ne fornisce una conoscenza sintetica a priori
Poiché lo spazio & una forma a priori dellintuizione, ogni cono-
scenze gggmetgca. essendo fondata sullintuizione, ha eviden-
za Immediata.™ La scoperta di diverse geometiie alternative
coefenﬂ diede origine ad un dibattito filosofico sulla validita e
sull'adeguatezza della geometria euclidea neila descrizione
g_ella reaita fisica. La geometria eyclidea da scienza dello spazio

Ivenne scienza di uno spazio geometrico astraito, applicabile con
buona approssimazione alla descrizione dello spazio fisico. In:
questa distinzione tra spazio fisico e spazio geometrico & con-
Lenuto un mutamento concettuale rilevante: la separazione tra
rnonglo reale e descrizione teorica di esso e i'esigenza di giustifi-
care il rapporto privilegiato tra spazio euclideo e spazio fisico
Dapprima la geometria fu considerata una scienza sperimen;
tale avente per fine la descrizione dello spazio fisico: la geo-
metria euchdea_ €ra ritenuta la vera scienza dello spazio perché
sembrava candidata a una pidl probabile conferma empirica
Poiché la veritd dell'ipotesi euclidea delle parallele non pote;
va essere determinata a prior! mediante ura dimostrazione di
necessita, si sperava di poteme trovare una conferma speri-

® “Se non che, & pure da considerzre che i

, e I'vso del concetto, in i
concerne solamente Il mondo sensibile esterno, del quale o spg;;zs ?I:c:‘;ﬁnzaa
pura de!!a‘sua 1ntu_Lzrc_me. in Cui percid ogni conoscenza peometrica, fondantosi
nge[l intpmon_e a priori, ha evidenza immediats e zli oggett (per la ‘farma] EORD
ﬁ; dati nell'intylzdone, mecliante la stessa evnascenza 3 priori " Kant, |1787]. p
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mentale nello studio dei moti celesti.” La preminenza della
geometria enclidea poteva essére salvata non per una hecessi-
t2 logica ma per la sua presunta corrispondenza con Ja realta.
La conoscenza geometrica dello spazio non era necessaria
non era hé necessaria {in guanto era il frutto di una generaliz-
zazione empirica)™ né suscettibile di una fondazione a priov
perché la sua verita dipendeva dalle proprieta dello spazio fi-
sico.” Conseguenza délla scoperta delle geometrie non eucli-
dee fu dunque inizialmente la ricerca di una conferma del rap-
porto privilegiato tra spazio euclideo e spazio fisico.

La scoperta dell'impossibilita di stabilire empiricamente la
verita della seometria euclidea e la dimostrazione della coe-
renza delle metageometrie mediarte Ja costruzione di modelli
euclidei da parté di Béltrami e di Klein resero necessarie giu-
stificazioni detla validitd delle geometrie non euclidee e acui-
rono l'interesse per le discussioni sul significato del concetto
di spazio geometrico astratto. Da un punto di vista filosofico
la validitd di una teoria geometrica astratta fu posta in rela-
ziohe con la concordanza rispetto non pil allo spazio fisico
ma alla nostra rappresentazione intuitiva di esso. Proprio in
questo legame tra intuibilith ¢ possibilita astratta & presente il
segno dell'ereditd kantiana: l'indagine filosofica sulla natura
dello spazio era associata allo studio delle nostre facolta co-
noscitive € dei nostri organi sensoriali, alle condizioni di pos-
sibilita della conoscenza. L'affrancamento della geometria
astratta dalla limitateézza dell'esperienza avveniva atlraverso

ot ¥ | stessa Veponese a notare che ormal muttt | geometr! (413 cui Gauss e Gras-
smant} erano concordi nell’lammetiere l'origine empirica della geometria, vssia
Vimpossibilita di fondarla a priort. FG, p. VI, nota 1. Cfr. anche OPG, pp. 195-216
eVM, p. 17, ’

™ Non <olo le proprieta di un oggette singolare sone estese ad una pluralitd il-
lirtitata di oggettl. ma le proprieta di un oggetto immerso nallo spazio limitato
sono estase alio stesso oggetto mmaginato immerso in uno spazio illlmitato. La
genanalizzazione & dunque duplice: dal singolare aliuntversale e dal limitato
aflillimitate. : ]

% Clr. Lettor & Bessel dal § aprile 1830, in Gauss. 11900, VI, g 201, cit. in PG, p. V1IL,
nots 1; "Dobbiamo umilmente concedere che ge il numers & un semplice prodot-
1o del nostro spirito b spazio fia anche uma realtd al di fuori def wosero spiritp e di tale rezitd
Ko non possiamn descrivere le leggt & priori, nox complétamente.” [corsivo mid|, Si veda
anche Letieraa Bessel del 27 gennaio 1829, In Gaues, {1900]. p. 200, &it. In FG, p. VI,
nota 1: “La mia convinzione che nol tion pesslamo fondare la geornetria comple-
tarnente e priod & divenuta, s postibile, ancora pil salda.”
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l'accordo con i'intuizione: si imponeva una scissione tra spa-
zio intuitivo — che cormrisponde allo spazio kantiano, del quale
ha perso ia necessita ma non la rappresentabilits geometrica
~ & spazio fisico. Lo spazio reale poteva avere un'unica descri-
zione assolutamente vera, mentre lo spazio intuitivo era de-

scritto adeguatamente sia dalle geometria euclidea sia da -

quella iperbolica sia da gueila riemanniana, Poiché tutto cid

che noi sappiamo degli oggetti collocati nello $pazio estemo-
proviene dalle sensazioni e dall'intuizione che ie accompagna, -

Ja nostra conoscenza non arriverd mai a decidere quaie rap-
présentazione geometrica & pil adeguata alla realtd. dato che
tutte concordane con la nostra intuizione dello spazio. Questa
posizione, sostenuta in particolare da Helmholtz, da un.lato

assumeva l'esistenza di uno spazio rappresentativo cotne

condizione imprescindibile della nostra conoscenza (simile
alla forma trascendentale kantiana), dall’altro tifiutava di am-
mettere l'aprioritd delic sue determinazioni garantendo ia
possibilitd di yna descrizione plurivaca dello stesso e ricorn
rendo ail’'esperienza per garantire la probabile veridicita della
caratterizzazione guclidea.® Per sostenere la distinzione tra una
forma delio spazio conosciuta a priori mediante Fintuizione e le
proprieta euclidee della stessa apprese invece a pasteriori,
Helmhoitz distingueva lo spazio rappreseptative © intuitive dalle
spazio geometrico. Lo spazio rappresentativo & unico ed & la
condizione della possibility dell‘esperienza mentre lo spazio
geometrico & una desaizione astratta del primo. Poiché sono
possibili descrizioni diverse dello spazio rappresentativo, tutte
logicamente coerenti, lo spazio geometrico nen & unico, ma vi
S0no spazi geometric] differenti: lo spazio euclideo, lo spazio
riemannianoc, lo spazio iperbolico. Le tre teorie sono tutte
compatibili con la nostra intuizione dello spazic perché pos- -
slamo rappresentarci un corpo immerso in uno spazio non eu-
clidec.” La scelta della geometria di Euclide come migliore

**...] la domanda se gli assiom] della.geometria siano propasizioni trascen-

dentall o empiriche [...| dave esserc de] tutto separeta da quellz |...) se lo spa-
zlo sf2 in geneemle una forma trscendentale dellintuizione oppure no, |...] dal

- fatto che lo spazio sia una farma dell[ntuizione hon segue assolutamente nulla

rigaarda ai fatti espressi dagh assiomi.” Heimholtz, 11378). pp. 700-70],
7 Helmholtz prepene |'esempio de) nostro mondo ordinario rifiesso attraverss
limmagine di uno specchio canvesso. Helmholt, 11870). pp. 24-25.
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rappresentazione dello spazio fisico dipende, in ultima gnglgsn
daile legei della meccanica perché gli assiomi geometrici e:i
scrivono non solo certe relazioni fie_]lg spazio ma anchg il
comportamento meccanico dei corpi rigidi _ne} movimento.
L affermazione dell'esistenza di uno spazio intuitivo adegua-
tamente descritto dalle tre geometrie eu_chdea, |perbo}!c_a €
riemanniana comporta un duplice vantaggio dal punto di vista
filosofico: individua un possibile oggetto delle metageometrie e
spiega in modo plausibile perché a verita della geometria eucli-
dea non sia dimostrabile a priori. La possibilita d1 une spazic
geometTico astratto & perd ancora dipendente dall'accorde con
I'intuizione. L'operazione di affrancamento del concetto astrat-
to di spazio geometrico dall’intuizione euclidea non giunge
ancora a compimento neli‘'opera di Hfaimholtz: la tridimensio-
nalith resfa una caratteristica essenziale delio spazio rappre-
sentativo perché si ritiene che a causa della propria struttura
corporea l'uomo sia incapace di rappresentarsi una quarta
dimensione, Poiché lo spazio geometrico & una dgsmzlone
dello spazic rappresentativo, non ha senso parlare di uno spa_-‘
zio a quattro dimensioni che non potfemmo rappresentarc:
non $olo non pPotremmo Mmai averne esperienza ‘d1retta.‘ma!
neppure potremmo immaginare la sequenza di impressiont
sensoriali che esso produrrebbe in noi. Se da un lato Hs‘aIT
mholtz prospetta la possibilita df spazi geometrici altema:tlf\;l
sganciando l'intuibilita delle teorie astratte dalla loro realta fi-
sica concreta, dall’altro limita il numero {:h tah_spaz! ricorren-
do ad alcune condizioni, come la tndm;ensmnahté. tratte
dalla consuetudine con Fintuizione euclidea. Mentre nega
Vesistenza di un’unica interpretazione astratta deilo spazio fi
sico, Relmholtz resta kantiano nel rifiuto di concepire uno
spazio che trascenda completamente l'esperienza: non ha
senso costriire una geometria a quattro ‘d}mensmm perc_hé_lo
spazio geometrico deve essere una descrizione dello spazio in-
tuitivo € quest'ultimo non pud che avere tre dlI‘!"lEI'ISIOI]L Il su-
peramento defla posizione di Helmholtz e di conseguenza
l'accettazione della geometsia iperspaziale pud avvenire in

i i ici H ioni delle spazio, ma
® "Gli asslomi geotnetrici non pardano soltanto delle refazioni dello s ma
contemporaneagr::nte anche del comporiamento meccanico dai nosti corpi b
gidi nei movimentl.” K. Helmhboite, 18701, p. 29.
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due maodi: scindendo lo spazio intuitivo tridirmensionale dalio -

spazio geomewrico astratto o affrancando intuizione dal limi-
te fisico della tridimensionalita. :
Poincaré si avventura per la prima strada individuando aley-

ne differenze essenziali tra spazio geometrico e spazio rappre-

sentativo. Lo spazio geometrico & continuo, infinito, triditmen-

sionale, omogeneo (cio? tale che tutti i suoi punti siano iden-.

tici fra loro) e isotropo (non ¢'& una direzione ptivilegiata). Lo

spazie rappresentativo, invece, & “il quadro delle nostre rappresen-

tazioni e deile nostre sensazioni”, la cornice neila quale sono
localizzate le immagini che noi abbiamo degli oggetti ester-
ni.” Poiché rende possibile la formazione delle immagini degli
ogegetti estemi, lo spazio rappresentativo & una condizione di
possibilit3 dell'esperienza ma anche un prodotto dell'esperienza,
perché non dipende solo dalla struttura dei nostri organi di
senso bensi anche dall'ambiente esterno nel quale viviamo.
Lo spazio rappresentativo non & omogeneo né isotropo né tri-
dimensicnale; esso ha una triplice forma: visiva, tattile & mo-~
trice. Lo spazio visivo pure & il quadro allinterno del quale sono lo-
calizate le impressioni puramente visive dovute “ad ur’immagine
che si forma sul fondo della retina™ esso non & omogeneo

perché i punti sull'orio e quelli al centro della retina non con-

corrono allo stesso modo nella formazione delle immagini vi-
sive di un oggetto. Lo spaziv moloris 2.1l quadro comrispondente
alie sensazioni muscolari che accompagnano tutti i nostri mo-
vimenti. dall'associazione deile quali si forma “lI'immagine
della direzione™; lo spazio motoric non & isotropo, perché in
esso & possibile distinguere la destra dalla sinistra, I'alto dal
basso e dunque vi & una direzione privilegiata. Le leggi che re-
golano l'assadiazione delle sensazioni muscolari sono il risul-
tato di un'abitudine: '

se F'educazione det nostrt sensi si fosse compiuta in un am-
biente diverso dove avessimo subitc impressiani differenti, sa-
rebbero, senza dubbio, nate abitudini contrarie e i nostre sen-
sazion) muscolari si sarebbero asseciate secondo sitre leggi. '™

In particolare la tridimensionalit generalmente attribuita al

* poincarg, [1902al. pp. 96-97.
" Peincars, [19024]. p. 99.
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nostro spazio rappresentativo & “anche un fatto d'esperienza
esterna”, ossia non dipende soltanto dalla struttura dei nostri
organi sensoriali, ma anche dal tipo di mondo esterno nel quale
siamo collocati, ossia da una sorta di adattamento all'ambiente
circostante che tali organi sviluppano.'® Poincaré mostra chia-
ramente che lo spazio geometrico & un’astrazione che non
conserva fedelmente le proprieta dello spazio rappresentativo.
Se non descrive pilt né 10 spazio fisico né lo spazic rappresen-
tativo, ta geometria perde ogni legame con il suo oggetto ori-
ginario: 10 spazio. Per geometria occorre allora mtend?r'e
gualunqué teoria matematica non contraddittoria che stabili-
sca delle relazioni spaziali tra gli enti.’®?

Veronese evita queste conclusioni assumendo una diversa
distinzione tra spazio fisico, intuitivo e geometrico, possibile
in virtd della definizione di intuizione spaziale geometrica co-
me combinazione di intuizione ed astrazione. La posizione di
Veronese & pill vicina a Helmholtz che a Poincaré, perché_ o
me il primo mantiene l'idea che lo spazio geometrico costitui-
sca una possibile descrizione di quello intuitivo, L'errore di
Helmholtz consisterebbe nell'aver attribuito allo spazio intuiti-
vo tutte le caratteristiche della descrizione euclidea delia spazio
fisico ad eccezione della proprietd espressa nel postulato delle
paraliele. In Veronese lo spazio fisico tridimensionale si di-
stingue invece nettamente dallo spazic intuitivo, che al pari di
quello geometrico non ha un numero definito di disensioni. i
fondamento della legittimita degii iperspazi & ricondetto alla
determinazione di un concetto astratto di intuizione spadale
distinto da quello di intuizione empirica proprio della geome-
tria euclidea. La distinzione tra spazio fisico, intuitivo ¢ geo-
mettico assume nefl'opera di Veronese un nuove significato:
essa non serve pill soltanto a rendere conto della differenza
fra Punicitd delle spazio rappresentativo e la molteplicita deghi
spazi geometrici astratti (inclusi gli iperspazi) ma anche a
spiegare la ragione della separazione tra geometria teoretica e
geomettia pratica o applicata (la prima ha per oggetto lo spa-
2i6 geometrico, la seconda ha per oggetto lo spazie fisico) e Ia

9 poincars, | 19023, p. 98, Si veda anche Magnani. (1991], pp. 185222
1 i vedano ad ec. 1a geometria delliperboloide ad una faida di Poincaré e le
aritiche di Yeronese cui si & fatto connoned § 3.2.1.
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conseguente individuazione di un gruppo di postulati neces-
sario alla trattazione della seconda ma non della prima.’® Nel
primo libro dei Fondarment: Veronese introduce 1o spazio intuitivo
come cid che contiene i corpi che noi-percepiamo nelia sensa-
zione, come J'ambiente estemo nel quale localiziamo i corpi
percepiti, assegnando a ciascuno di €ssi un certo posto’:

Alla presenza dei corpi fuori di not, che ¢i appariscono per mez-
zo dei sensi, gpeciaimente per mezzo della vista e del tatto, &
collegata i'idea di cid che li contlene, ¢ 31 chiama ambiente ester-
#o © spazio inluitive, nel quale | corpi oocupano ciascuna un de-
terminato posto o fuogo. '™

Nel discorso inaugurale del 1905'” & nella relazione letta al
IV Congresso internazionale dei Matematici tenufosi a Roma
nel 1908, compare anche una chiara distinzione tra spazio in-

tuitivo e spazio fisico,'™ del quale il primo sarebbe una ‘rap-
presentazione idealizzata”: :

f...] bisogna distinguere lo spazio fisico dallo spazio intuitive, che &
una rappresentazione idealizzata del primo, ed & un'intuizione, e
lo spazie intuitive dalle spazie geometrico astratto, che & un concetto.'™

La spazio fisico non & definito: con tale espressione Veronese
intende 'ambiente che contiene i corpi fisici reali, esistenti
fuori di noi e dunque 'oggetto della nostre conoscenza fisica,
considerato indipendentemente dalla nostra percezione di es-
§0. Lo spazio intuitivo, rappresentazicne idealizzata’ dello spazio

"9 “La distinzione dello spazio fisico dalla spazio geometrico porta con sé dei
postulati che sono necessari soitante per le pratiche spplicazioni della geome-
tria, cotne quello appreasimative del movimento dej corpi Hgid, quelle delle tre
dimensioni, guello pute <'ARCHIMEDE, mentre vl sono postulati dello spazia
geomettics, come quelli dello spazie ganerale, det continue non-archimedeo,
che non abbiamo bisogha df smmettere pet lo spazic fisico.” GNA,. p. 202 |corsl-
vo nel testo), .
% G NA, b, 210,

05y, pp. 14-15, : :

® Un'znaloga distinzione si frova it Enrigues: “Veramente oocome guj una di-
stinziope ritica, fra: Jo spazio fisico (supposto conforme alla tesi malistica nelia
teorla della conoscenza) di cui la geometria pud esser nota soltanto in via ap-
prossimata; |a rappresentazione sensibjte, alquante approssimative anch'essa,
¢he o formiamo dello spale, o meglic le rappresentazioni spazieli: il concetto o
L concetti che cadono sotto I'Inteizione geometrica del méaternatico.” Enriques,
[1901]. p. §72. :

' GNA,, p. 202,
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fisico, 2 lambiente che contiene le rappresentazioni dei corpi che
abbiamo percepito nella sensazione. Esso & un'intuizione che ac-
compagna sempre la percezione sensibile e ne dipende. Lo
spazio geometrico & astratto e, a differenza degli altri due, p_ub s~
sere definito perché & un concetto, un prodotto della mente
dell'uomo indipendente dalle sensazioni. Esso &

|...] quella parte deii'estensione pura nella quale & rappresen-
tato lo spazio intuitivo. ma che a sua volta non ha per tutte fe
sue forme una rappresentazione effettive neppure apptossima-
tiva, e non & necessario la abbia nello spazio fisice ¢ intuiti-
VO.IW

Lo spazio geometrico nasce per astrazione da quello intuiti-
vo ma non contiene soltanto enti ottenuti dall'osservazione
empirica det corpi che percepiamo nella sensazione. Esso non
contiene gli oggetti fisici reali né le loro rappresentazioni sen-
sibili bensi degli enti puramente astratti. Lo spazio geometri-
co & definito corme un sistema di punti tale che per ogni figura
costruibile vi sia almeno un punto fuori di essa. Poiché data
una figura a n dimensioni, & sempre possibile costruime una a
#+1 dimensioni, lo spazio geometrico non & necessariamente
tridimensionale ma ha un numero indeterminato di dimen-
sioni.

16> spuzio generate @ dato da un sisterna di punti tale che, data o co~
struita una figura qualunaue vi & almeno un altro purnto fuori di esss;
le cui propriets non dimostrabili derivano in parte dall'ossetvazione
esterna ¢ in parte da principi astratti che non ccntiadqunq alle
prime; e le figure, finché il punto conserva il suo primitivo significa-
to sono sempre accompagnate daliintuizione spaziale, '™

Lo spazio geometrico pud avers un numero gualunque di
dimensioni perché & distinto dallo spazio fisico tridimensio-
nale. La distinzione tra spazio fisico e geometrico si riflette
nella trattazione dell'ordinatia geometyia elementare. Nei Fonr-
damenti 1o spazio geometrico a tre dimensioni non & determi-
nato come adesuata descrizione delio spazio fisico ma @ ¢o-

B g mentre o spazio Asleo & quello intultive non possens essere definiti, pud
assare lovece definite lo spazio geomettico™ VM, pp. 14-15.

199 GNA,, P. 202 |corsive hel tesio),

0BG, p. 211. :
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struito come caso particolare di una forma geometrica astrat-
ta: lo spazio generale ad un numero indeterminato di dimen-
sioni."" Lo spazio intuitive non ha un numero di dimensioni

predefinito: ad esso corrisponde lo spazio geometrico gene-

rale che ha un numero indeterminato df dimensioni. Come lo
spazie intuitivo che ¢ formiamo ad irmmagine dello spazio fi-
sico & indeterminato, cosl & indeterminato o spazio geometri-
€0 astratto che costruiamo ad immagine dello spazio intuitivo
o per descrivere adeguatamente 1o spazio intuitivo. Lo spazio
geornetrico mantiene certe caratteristiche dell'intuizione che
non possiamo abbandonare: ad esempio I'idea che un sep-
mento di retta sia determinato da due suoi punti o che un cer-
chio sia determinato da tre. Come estendiamo ailo spazio tri-
dimensionale le proprieta reciproche di due enti immersi in
uno spazio a due dimensioni, cosl richiediamo che i postulati
dello spazio tridimensionale continuino a valere in uno spazio
a quattro dimensioni. Proprio perché nasce da una combina-
zione di intuizione empirica (limitata alle tre dirnensioni) e di
Intuizione astratta, lo spazio geometrico non pud mai negare le
proprieté che intuitivamente attribuiamo agli oggetti immersi in
uno spazio tridimensionale. L'accordo con Fintuizione spaziale
¢ la caratteristica che distingue la geometria dalle altre teorie
matematiche,

3.3.3 L/intuizione di una quarta dimensione

La costruzione di medelli euclidei della geometria iperbolica
e di quella ellittica forni una pritma rappresentazione intuitiva
degli spazi non euclidei. Di pitt difficile soluzione fu il caso
della geometria iperspaziale, sia perché vi era chi considerava
la tridimensionalitd una condizione imprescindibile della no-
stra intuizione, sia perch€ |'idea di una quarta dimensione ap-
pariva © come un puro trastullo logico o come una fantasti-
chetia legata allo spiritismo. A proposito delle vivaci polemi-
¢he suscitate dal termine “spazio a piti di tre dimensioni”, Ve-

" Cir. Palatini, {1604], p. 149: “{...| mentra secondo i] metods tradidonale si
cansidera to spazic geamettico a tre dimensioni come ana forma data dailo spe-
zio fisico. invecs secondo # metodo del Veronese esso & una forma geometrica-
meate costruita & |e cui praprietd dipendono appunto daila sus castruzione e
non caincideno di necessitd con quelle dello spazio fisico.
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yonase riporta un'affermazione di Lotze:

...} chiamare ancora spazio un sistema di quattro o cinque
dimension] & un irastullo loglco. Bisogna guardarsi n.*fa ttl i
tentativi de) genere; sono smorfie della scienza chs_: mt_|m;d1-
scono la coscienze cotmune con paradossi del tutto inutill ?.!213
illudono oitre 11 suo diritto nella delimitazione del concetto.

Secondo Hebmholtz, che ritoma piit volte su que]s'}o proble-
ma, & possibile intuire le geometrie non euclidee,'” anche se
cid avviene con un certo sforzo da parte del soggetto < in un
modo molto diverso da quello nel guale intuiamo la geome-
tria ordinaria. Un oggetto & intuibile quando sappiamo formu-
‘fare e specificate in mode non ambigue le Impressioni senso-
riali che la presenza di queltoggetto determinerebbe nei no-
stri organi di senso. La rappresentazione degli spazi non eu-
clidei & possibile perché sappiamo ricavare dalle leggn_c}ge re-
golano la percezione la serie di impression: sensoriali che
produsrebbe in noj un mondo pseudosferico ¢ sfetico, qualora
esistesse.'"* L'obiezione che la rappresentazione di tali spazi,
richiedendo un certo esercizio nella comprensione di metodi
analitici, costruzioni prospettiche e fenomeni ottici, comporte-
rebbe necessariamente deliberazione e sforzo, svanisce qualo-

ra si pensi che i bambini apprendono $p ntaneamente una
cosa cosi complessa come il linguaggio.'” Diverso & invece il
caso delle tre dimensioni deilo spazio, perché l‘uomq a causa
della sua particolare struttura corporea @ incapace di rappre-

sentarsi la serie di impressioni sensoriali che una figura a

guattro dimensioni produrrebbe in tui:

Poiché tutti i nostri mezzi dell'intuizione sensibile si estendono
solo fino a uno spazio di tre dimension] e poiché la quarta di-
mensione non sarebbe un semplice mutamento di qualcosa dt
gia dato, bensi qualcosa di completamente nupvo._cosi ¢ tro-
viamo, se non altro a causa della nostra crganizzazione oo~
rea, neliassoluta impossibilit2 di tappresentarci un modo d

112 ik, ¢it. in FG. p. 614. o
ti ﬁ?egétnrg‘eriiﬂcétnon eugtdee intenderemo nel seguto Ja geometia ellittica e
quelia jperbolica, distinguendole dalle geometrie ipzrspazialt o geometrie 2 pid
di tre dimenslani. benché anche queste sianc non eudidee.

¢ felmholtz, |1870], p. 28,

13 elmholiz, [1872]. p. 702.
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intuire una guarta dimensione. 1

Poincaré non concorda ¢on Helmhoitz su questo punto per-
ché ritiene che la tridimenstonality dello spazio rappresentati-
vo sia un fatto contingente; se noi vivessimao in un ambiente
esterno differente, avrernmo anche una struttura percettiva di-
versa con la quale potremmo forse rappresentarci un monde a

quattio dimensioni:

Degli esseri Ja cui intelligenza fosse fatta come [a nostta e che
avessera gli stessi nostti sensi, ma che non avesseto ricavuto
alcuna educazione preliminate, potrebbero ricevere da un
mondo esterno, convenientemente scelto, delle impression
wall da essere Indotti & costruire una sgeometria diversa da
quella di Euclide ed a localizare i fenomeni di queste mondo
esterno in una spazio non suclideo o persino in uno spazio a
quattro dimensioni,'’’

Addirittura anche un essere umano che da sempre vive in un
mondo come il nestro potrebbe amivare, con molto esercizio,
ad immaginare una quarta dimensione.'"® Noi ci rappresentia-
Mo un corpo estemao tridimensionale attraverso |'associazione
di varie prospettive dell'oggetto prese da punti di vista diffe-
renti e corrispondenti alle immagini dipinte sulla retina. Le
leggt secondo le quali associamo tali prospettive e le sensa-
zioni muscolarl che ad esse si accompagnano formano un
gruppo con la stessa struttura di quello dei movimenti solidi
invariabili, dal quale deriva la struttura tridimensionale dello
spazio geometrico. La quarta dimensione potrebbe, allora, es-
sere rappresentata aftraverso ia proiezione in uno spazio iri-
dimensionale, che a sua volta pud essere proiettato su di un
piano bidimensionale quaie quello costituito dalia nostra re-
tina. Come si pud fare la prospettiva di una figura a tre dimen-
sioni in un piano, cosi si pud fare, nello stesso piano, anche
quella di una figura a quattro dimensioni: possiamo dunque
immaginare di derivare dalle leggi secondo ie quali associamo

1® Kelmheltz, [1870), p. 28. Anche Frege nei Grundlagen dar Rrithmetik sibadisce che
la teoria di une spazio a Quattro dimension| “abbandona completamente § ter-
reno dell intuizione”. Frege, [1884]. p, 24].

"7 Polncaré, [1902a), p. 96,
** "Qualcuno che vi dedicasse {2 sua eslstenza potrebbe forse giungere a rappre-

sentarsi (o quarta dimensione.” Poincars, {1902a], p. 96,
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le varie prospettive ¢ le sensazioni muscolari conqomita_nt@ un
gruppo con la stessa struttura del gruppo dgi mowmen?l di un
solido invariabile a quattro dimensioni, 0ssia uno spazio qua-
dridimensionale. ' .
Veronese crede netla possibilita di intuire lo spazio a quattro
dimensioni senza con cid intendere che gsso esista material-
mente, Per capire la sua posizione occorre innanzitutto intro-
durre la definizione di spazio a quattro dimension] che si trova
nel terzo libro dei Fendamenti di geometria:
Sia dato uno spazio  tre dimensioni S, & un punto §, fuori di
2550, O in altre parole che non appartenga ad 8;. Congiungendo

tutti i punti dello spazio S, col punto S, le rette che <osl si ot-
teagono, considerate quali elementi, determinanc una figura,

che chiameremo stella di seconda specie, di cui S, & 1l centro, 5, lo

spazie direttore. [...} Se nella stella di 2° specie si consrdpra i

punto come elemento, la figura risultante & a quattro dimen-

sioni rispetto al punto, guale elemento. Chiameremo questa fi-

gura spazie @ guattro dimensioni,'™

Tale definizione non & puramente analitica ma rimanda &l
concetto intuitivo di spazio: gli oggetti di cui.si parla seno
quelli della geometria ordinaria (puntt e figure) e non enti
astratti di natura qualsiasi o varieta numetriche alie quall non
corrisponde alcunché d'immaginabile. Neli’Appendice ai Fon-
damenti Veronese afferma, infatti, che la propria deflnizlone dl
spazio a # dimensioni (S,} si distingue da aitre definizient, da-
te ad esempio da Cauchy o da Riemnann, perché in ¢8e9 - .

il punto non & né un sistema di numeri, né un oggetts di fatur
ra qualsiasi, ma il punto tale ¢ quale ce o inmaginlamo wella SpRNE &

dinario; & gli oggetti composti di punti sono _I'-_'iﬂ%m}.i-] .
¢ui applichiamo continuamente lintuizione spazisle COMRNARKS -
coll'astrazione, € quindi il metodo sintetico,” -

Per Veronese, come per Segre e Bertini, | puntl;}
di uno spazio a n dimensioni sono “vere tgltiti”
non meti attributi di entitd analitiche",'™;Vi

9 patacaré, [1902a}, pp. 108-109.
0BG p. 457 @ 58,

132G, p. 6)D.

7 yanara-Spogltanii. {1977]. p. 111,
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sugli iperspaz come se esistessero realmente, rifiutandosi df -

considerarli “ombre di una banale finzione di linguaggio” '’Z £
propiic pér questa sua fede nell'esistenza astratta di tali con-
cetti, eglf cerca di attribuire un significato plausibile ail'idez di
intuizione iperspaziale.”™ Per rendere pili intuitiva 13 costry-
zione dello spazic quadridimensionalé Veronese, consapevole
che qualcosa di analogo si trava giz in Helmholtz, ' propone
l'esempio di un essere ipotefico a due dimensioni: .
immaginiamo che nel plane, esista un ente ragionevole a due
dimensioni, 31 cui mondo non sia ¢he il piano 2 che colla sua
esperienza pogssa provare soltanto I'esistenza della parte del
plano in cui esse pud eseguire le sue osservazioni. Per imma-
ginarci meglio questo essere ipotetico, figuriamod 1a nostra
ombra sopra un piano; ad ogni nostro movimento corrisponde
un movimento di essa, € se noi facciamo astrazione dalla no-
stra persona, ci pare che'quell'ombra sia un ente che abbia vita.
e si muova nel piano. '™

Immaginando la nostra ombra che prende vita e dotandola
di sensi in modo che possa percepire solo una parte limitata
del pianoc in cui si trova (come noi percepiamo soltarite una
perzione finita dello spazio in cui viviamo), scopriremo che
€5$a RON Pud osservare certe veritd che riguardano il rapporto
fra retta e piano nello spazio, cosl come not non-siamo in gra-
do-di provare con |'osservazione certe veritad che riguardano |
rapporti tra una retta e il nostro spazio tridimensionaie. La
nostra ombra, perd, “potra colla sua ragione immaginarsi che
fuori del piano esista un punto” e giungere alla rappresenta-
zione dello spazio tridirmenstonale propric come noi siame
giunti ad immaginare quello a quattro dimensioni.’” Se ora noi
‘i mettiamo al posto” della nostra ombra, © meglio dell’ipotetico

2 Manara-Spoglianti, |1977). p. t11.

& con questa fede soltanto che 8 posd 2 poco sl forma tna sorta di intylzione

iperspeziale ¢ ci si pone il problema del signiflcato Jogico che questa intolzione

pud avere, significatd dal principio un po' vags, ma di cui gmdatamente si riesce

?Bcoszm[re i} fondemento razionale.” Manara-Spogilanti, |1577|, p. 11,
Helmholtz, | 1874}, Un esempio simile & ripreso in Poincars, [1902a], p. %6. §1

veds anche Beitrami, [1868).

2B, p. 457 - -

' G, p. 458. La possibilith ehe fuori del plano della nostra ombra o fuori delio

spazio a tre dimensioni ecista un punto st fonda sulfa legge delta continuits de]
pensiero. : ’
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essere ragionevole a due dimensioni, “possiamo logicamente
supporre che fuori del nostro spazio vi sia un altré punto” e ri-
cavare “I'esistenza ideale dello spazio a quattro dimensioni, in cui
& cormnpreso lo spazio ordinario™.'* Veronese afferma I'esistenza
ideale dello spazio quadridimensionale senza compromettersi
in alcun modo con la sua esistenza materiale per timore di es-
sere confuso con gli spiritisti ed i medium.

Quali geometri noi non abbiamo dunque nulla di comune cogli
spiritisti e coll'abilita dei medium. Quando petsone anche illu-
stri assicurano che certi fenomeni gpiritisti avvengono, dubi-
tiamo della loro veritd di fatte per it modo misterioso con cul
sono condotte le osservazioni, com'e ad es. dei nedi e del ta-
volo descritt] dal prof. Z&liner, |...che egli stesso| ebbe la cor-
tesia di farci vedere a Lipsia.'?

L'ipotesi dell'esistenza materiale dello spazio a quattro di-
mensioni, sostenuta da ZélHner, & un‘ipotesi metafisica: essa
sarcbbe giustificata, “se fisicamente |...] potesse servire a get-

tare nuova Juce sui fenomeni naturali e sulle loro cavse s¢o-

nosciute”,'®

L'esempio di un essere ipotetico a due dimensioni € ampia-
mente sviluppato in un celebre racconte, pubblicato anonimo
nel 1882, del reverendo inglese Edwin A Abbott: Flatland. A
Romance of many dimensions. L'autore descrive un mondo a due
dimensioni nel quale gli esseri viventi, anch’'essi bidimensio-
nali, possono vedere soltanto punti e linee, ma sono in grado,
grazie alla diversa iuminosita delle parti e con Faiuto del sen-
so del tatto, di congetturare con la ragione 'esistenza delle
superfici. Egli immagina che uno di questi esseri (un quadra-

" FC, p. 458,

'® £G, p. Xil, nota 1. L'esperimento del nodo costituiva, secondo l'astrofisico
Zaliner, una prova sperimenaie dell'esistenza di una quena dimensione, Secon-
do un teotema dimostrato da Kleln, un particolare nodo che non pud essere
sciolto in uno spazio tridimensionaie avrebhe potuto assere seiolto in uno spa-
zio 2 quattro dimensioni. Zéllner chiese a Slade, un faraoso splritista americano,
di scicgliere il nodo setvendosi della querta dimensione € credette a) successo
dell‘esperimenta. Nel commento atla traduzione inglese di “La geometria non-
Archimedea® di G. Vercnese (tn Bhtlich, 11994), p. (87), Philip Ehdich precisa che
PIntento di Zollner andava ben oltre l'interesse per gli aapertment] di spitftismo:
ezli ¢1 proponsva di studiere gli spezt auadridimensional] per splegare I'azione
:Fmravitazlonale newtanlana a distanza,

FG. p. 609 €. p. X!, nota 1.
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to) trasportato nel nostro mondo a tre dimensioni |Spaceland]

veda effettivamente le superfic e, proprio come noi, impati a
dedurre attraverse giochi prospettici di iuce ed ombra
I'esistenza dei solidi; per analogia egli suppone che il quadra-
to, trasportato in un monde superiore nel quale sia possibile

vedere le figure solide, imparerebbe a dedurre ¢na quarta di-

mensione. Anche Veronese affronta il problema della rappre-
sentabilita della quarta dimensione per mostrare in che senso
sia possibile far uso dell'intuizione spaziale quando ci si oc-
cupa di uno spazic a pit di tre dimensioni. Se l'intuizione &
combinata con l'osservazione sensibile ¢ se una figura a quat-
tro dimensioni non pud essere osservata o percepita in alcun
modo, come & possibile intuirla? Se riusciamo a vedere la
proiezione di una figura a tre dimensioni in uno spazic a due
dimensioni, possiamo immaginarci in modo analogo la proie-

zione di una figura a quattre dimensioni in uno spazio a tre

dimensioni. Gid nella prefazione alla memoria “Sulla Geome-
tria descrittiva a quattro dimensioni” del 1882 Veronese aveva
concepito la possibilitd di rappresentare (con il metedo per
proiezioni e sezioni caratteristico della geometria proiettiva)
un corpo a quattro dimension: in uno $pazio a tre dimensioni,
proprio come “la geometria descrittiva ordinaria insegna a
rappresentare un corpo a tre dimensioni sopra un piano (fo-
glio del disegno)”."®' 1l metodo per proiezioni e sezioni — ag-
giungeva Veronese — & utile per sviluppare nei giovani mate-
matici la potenza intuitiva dello spazio perché insieme
all'abilita nel disegnare e modellare sviluppa anche la capaci-
ta di percepire le forme spaziali. L'intuizione geometrica &,
infattl, il frutto di una capacita innata della nostra mente ma
pud affinarsi e svilupparsi con l'abitudine: s¢ anche, non es-
sendo avvezzi a rappresentarci gii oggetti in uno spazio a pil
di tre dimensioni, non riusciamo a vedere gli oggetti immersi
in esso, posstamo Imparare a farlo con I'esercizio & 'abitudine.

"™ GD, pp. 987088,

4. | FONDAMENT]

A differenza di Cantor e di altri matematici contemporanei
Veronese non ricerca una legittimazione delle proprie teorie
matematiche nella filosofia perché la discussione delia verita
matematica & una questione inerente alla matematica stessa:
in quanto scienza assolutamente véfa € non semplicemente
probabile, ia matematica non deve cercare altro che in se
stessa la garanzia della propria veritd. Alia filosofia della ma-
tematica @ tuttavia assegnato un ruolo preciso: 'indagine dei
fondamenti sotto 'aspetto pill propriamente filosefice (che
comprende la genesi dei concetti matematici), la determina-
zione del linguaggio e del metodo per l'indagine dei fonda-
menti, l'analisi del concetto di veritd di una teoria, la riflessio-
ne sulla natura della matematica e dei suoj oggetti.

4.1 MATEMATICA E FILOSCRA

1l probléma dei fordamenti & situato in un ambito comune a
filosofia e matematica. L'indagine dei principi primi di una
teoria comprende infatti due aspetti distinti: a) Fesplicitazione
dei concetti primitivi, 1a formulazione rigorosa di tutte le pro-
posizioni e la dimostrazione dellindipendenza e della non
contraddittorietd delle premesse; b) ia ricerca della genesi dei
concetti  del principi della scienza e la determinazione della
natura degli enti matematici. La gnoseclogia o teona della
conoscenza ha un ambito di applicazione comune alla mate-
matica perché studia I'origine del postulati delle tecrie ¢ ana-
lizza la formazione dei concetti di numero, di grandezza, di in-
finito ma “le ricerche matéematiche sui principi della scienza
sono bene distinte e devono tenersi distinte, da quelle filoso-
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fiche intorno alla genesi delle idee matematiche”.! Questa di-
stinzione tra problema filoscofico e problema matematico del
fondamenti rispecchia tra l'altro una precisa situazione stori-
ca: Poincaré ed Entiques svilupparono un interesse prevalente
per la genesi delle teorie mentre Pasch, Peano, Pieri, Hilbert si
dedicarono sopratiutto alio studio delle propriets formali e me-
tateoriche delle teorie geometriche. Il problema deila verita e
dell'esistenza degli enti geometrici & per Veronese esclusiva-
mente matematico mentre la riflessione suila natura empirica
© puramente intellettuale delle nozioni matematiche appar-
tiene alla gnoseologia. L.a maternatica comprende concetti e
operazioni mentali che non derivano semplicemente dalle sen-
sazioni: & compito della gnoeeoclogia ricercarne 'origine. La
legge del pensiero medlante la quale passiamo dal limitato
all'illimitato @ ad esempic un principio necessatio alio svilup-
po della scienza del quele il maternatico ignora la natura;
l'indagine di tale legge & affidata alla gnoseologia:

Possiamo evitare la questlone delia genesi dellillimitate e
dellinfinitc con apportune definizioni ¢ convenzioni, per sta-
bilirne con sicurezza i conesttl, per quanto occorra al matema-
tico, benché€ cosi non si risolva, 2 questione dalla conascenza.
J"él Una risposta esauriente nor la ¢conosco, né oserei daria
io.
L'indagine sull'origine dell'illimitato e dell'infinitamente
grande e piccolo non compete alla matematica ma alla tecria
detla conoscenza. Alla gnoseologia & affidato il compito di

- scoprire se la legge con la quale costruiamo gli enti matemati-

ci che sfuggono all'osservazione sia una proprieta del pensiero
O se e in che misura essa dipenda dall'esperfenza. E infatti
dallo studio deil'infinito matematico e dell'induzione che emerge
la Jegge mentale di generalizzazione che ¢i guida nel passag-
gio dal limitato ali'illimitato. Se il maternatico indaga la natu-

' GNA.. p- 204 [corsivo nel testo),

’_crr: Speranz, {1991], p. 446. La riceres eplstemologica pud andare in due dire-
zioni: studtare le origini della geometria fad esempio la genesi dall'esperienza
sensibile] oppure mirare alla givstlficazione della fermes ultima nefla Guale la
geometria si € sviluppata (ad esempio mediante yna chiarificazione dei postutati
della geometrla),

TVM. p. 12, Clr. anchg YM, pp. 31+32, nata 3.
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ra della conoscenza matematica, le motivazioni deila sua ri-
cerca sono differenti da quelle de] fllosofo: mentre guest'uitimo
ha per scopo laricerca di una spiegazione generale dejla facol-
ta conoscitiva dell'uomo, if matematico ha per scopo ia for-
mulazione assiomatica di una teoria.

Veronese separa | campi di indagine delle due discipline
perché la veritd di una teoria matematica che dipenda dalla
lepittimitd di una concezione filosofica pud essere coinvelta
insieme a quest'ultima in dispute senza fine.* Un‘altra ragione
per separare ricerche matematiche e filoscfiche 2 il rischio di
un’azione vincolante della metafisica nei confronti delle svi-
luppo della matematica. idee predominanti in una data epoca
hanno talvolta ritardato il sorgere di nuove teorie, come & ac-
caduto ¢on la scoperta della geometria euclidea o dell'esistenza di
numer transfiniti. Saccheri, pur avendo individuato le conse-
guenze della negazione del postulato delle parallele, non arri-
v& a concepire la possibilitd di una geometria non euclidea:
Gerdil avrebbe forse scoperto prima di Cantor I'esistenza di un
numero transfinito se tutti i suoi sforzi non fossero stati indi-
rizzati alla confutazione dell’'eternita dell'universo.” Poiché le
ricerche che introducono concetti nuovi estendono i confini
della scienza @ ne determinange il progresso, [ matematici non
dovrebbero esitare a introdurre idee nuove anche se contra-
stanti con la concezione filosofica o scientifica dominante. Le
critiche dei filosofi — continua Veronese ~ spesso nascondono
soltanto il timore di una confutaziore, perché le scoperte ma-
ternatiche, feconde di sviluppi filosofici, danno. adito a nuove
interpretazioni del mondo.,

E ad oscurare la luce nascente delle nuove vetita matematiche
1 aggivnsera quei filosofi che, fermi net principi matematic
g3 da essi conosciut], vedevana o credevano di vedere nelle

+~3e 1| problema matematice sui fondamenti della matematica e della geometria
si spinge firo alla sogHa del problema fllosofice intome slforigine delle idee
maternatiche e geometriche, perd non la oitrapassa. Questo & certo un gran bene
pet la nostra scienza, perch® altrimenti essa sarebbe in balla nei suoi principl
delle moheplicl apinionl filosnitche che si disputane la verita.” FG, p. XEl.

*VM, pp. 18-19. Alia teoria del cardinale Gerdit sl & {atto riferimento nel § 2.3.3. |
testi di Gerdil sono tati da Cantor ([18B5), p. 370-1), che coplie in &5 I'crigine
aell'interesse di Cauchy per le spexulazion! soll'infinito attuale nalte Sep: tegons de
phusigue générale, Parls, Gauthier-Villars, 1868.
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nuove idee un attentato atla lore ipotesi suila conoscenza e
sulla interpretazione della Natura, mentte da un nuovo ordi-
namento dei principl suggeriti e rinvigoriti da fatti nuovi, non
solo pud trarre profitto la matematica, ma Ja stessa filosofia.®

Esempi di maternatici privi di autonomia rispetto alla meta-

fisica sono per Veronese Gauss e Cantor. Il primo si lascid in- -

timorire dalle "strida dei beoti” e non pubblicd i suni studi sul
postulato delle paralfele che aviebbero anticipato la scoperta
delle geometrie non euclidee’ 1l secondo ©sd introdurre
l'infinito attuale ma non senza avvertire la necessita di discol-
parsi per aver introdotto un concetto che la tradizione filosofica
delle scienza moderna aveva bandito ¢ome contraddittorio:
Cantor affermd di essere stato condotto contro la propria vo-
lontd a& concepire I'infinitamente grande e addusse a giustifi-
cazione l'impossibilita di sviluppare la teotia degli insiemi
senza estendere il concetto di numero.® L'atteggiamento di
Cantor & contraddittorio: nonostante la rivendicazione della liberta
matematica da ogni vineolo metafisico’ Cantor avverte la necessi-
3 di ricorrere a considerazioni filosofiche per dimcsirare la plausi-

2 GINAy, pp. 204-205, :

" Cfr. Gauss, Lettera @ Bessel def 27 geanala 1829, in Gauss, (1900), VI, p. 206
“Brattants ancom per lungo tempo non arriverd certo a relaborare oltre le mie
bant ampie ricerche per rengerle pubbiiche, e forse questo non avverrd mai finché
sono |n viza, perché temo fe strida dei beott...".

® "o sono arTivato quasi contio |a mia volontd all'idea che I'Infinitarente grande
non vada penrsato solo nella forma del crescente oltre ognl limite o in quetla,
strettamente connessa alla prima e introdotta nel Seicento, di sucxesslone infl-
nita convergente, ma vada anche fissato mazematicamente, medianie numer,
nella forma precise dell'infinito-compiute; questa idez, infatli, @ in contrasto con
tradizioni filasofiche che mi erare cere. |...) Quanda parle di tradizion| non & k-
tendo solo nei sensa ristretto della mia esperienze personale. ma le riferisco agli
stessi fondatori della filosofia e delia scienza naturale modeme.” Cantor, {1333,

- p. 89, Cantor sl rifarisce ad aleuni passt di Locke, Dascartes, Spincza, Leioniz. E

ancora: “[o mi trove 3 dipendere da questa estensione dei concetto di numero a
tal punto, che senza di essa mi sarebbe pressoché impossiblle portare avanti li-
beramente, anche del plli picasle passo, ta teoria degli insiemi; spera che questa
drcostanza possa essere considerata Una givstificazions, o se necessario una di-
scolpa, per il jatto di introdurre netle mie tiflessioni idae in apparenza non perti-
aentl” Cantor, | 1883, p. 78.

* “Frovo invece che ceni limitazione non necessaria dell impulso matematico alia
ticerca porti con 5é un pericole molto magglore, tanto pill che non se ne pud ri-
cavare giuetificazione alcuna dall'essenza della discipling: Fessenza della matemali-
¢a, infatti, sta propric nella sua liferta. |...| la cnatematics ha if disitto di muoversi
in piena libertd e senza alcun vincalo metafisico |...|.“Cantor, |1883], p. 99-
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bilita dellinfinito attuale € giustificare Vintroduzione dei suoi nu-
meri transfiniti. Per Veronese, invece, il matematico non deve
soggiacere aj pregiudizi metafisici della sua epoca né ricomrere
ad argomentazioni filosofiche a sostegno della sua teoria. Sa--
ra piuttosto la filosofia a dover “accettare le nuove idee ma-
tematiche quando esse sleno formate definitivamente” e a ri-
conosceme la veritd . In particolare il matematico pud € deve
rifiutare le concezioni filosofiche che non si conciliano con il
libero sviluppo della sua scienza: ad esempio tutti i sistemi
che negano Finfinito attuale o lideality degli enti geometyici."
Il matematico. dopo aver costruito gli enti della sua teoria e
stabilito i postulati fondamentali che §i definiscono, analizza e
rigetta “quelle ipotesi e deduzioni filasofiche che contrastano
con le sue premesse ¢ colle loro conseguenze™.” L'empirismo
estremo di Pasch, ad esempio, € rifiutato sia perché afferma la
natura fisica e concreta degli enti geometrici sia perché non
ammette il principio delliillimitato, ossia la legge che permet-
te di passare da una successione limitata ad una iilimitata di
oggetti (& il principio che fonda l'induzione completa). Poiché
il principio dellillimitato & essenziale allo sviluppo della ma-
tematica (e anche della geometria, che senza di esso si ridur-
rebbe ad una semplice teoria sperimentale corne quella che si
incegna ai bambini), il matematico rifiutera su questa base
tutte fe teorie filosofiche che ne escludono la possibilita:

Nonh si pud ricondurre tutta la ggometria al puro empirismo, ri-
guardando ciod quali oggetti di essa i corpl delio spazio fisico
con le loro imperfeziont, se deve essere uha scienza deduttiva,

1 &NA, p. 203,

I Lagromento della massima liberts della maiamatica & usate ancora oggi per
giustificare alcune scelte epistemologlche, e non sole dai platenisti. Un esempio
interessante &i trove in ur passo di Marlo Bunge, I quale, glustiflcando
badesione al finzionismo {fictiontstn] in nome della libertd della maternaties, ri-
propene Una conzezione del rapporto wa filosofla ¢ matematica simile a quellz
di Veronese: “Come flasofi abbiama if davers di difendere |la matematica dalle
restrizion filosoifche, di fare in modo che le inzioni tmateratiche non siane rei-
ficate. | usare slcune dl esse per chiarire, precisare o sistematizzare idec-chiave
Rlosodlche ¢ di costruire upa filogofla daila matematica che cornbini ia ricercs
matematica attuale e la nostra fllosofia.” M. Sunge. "Moderate Mathematical Fic-
ticnism®. in Agami-Dacvas {1997), p. 70, Cf. anche il § 4.6, ave 3| discute
I'ontologia deile teorie matematiche.

RYM, p. 1D,
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e se in essa la legge di astrazione e quells dell'illimitato, che
sono necessitd delia nostra mente, non hanno il iore pienc
svolgimento,” '

Se dal passi finora commentati emerge l'idea che la filosofia
sla subordinata alla matematica, in un articolo del 1894 Vero-
nese afferma invece che “sotto un certo rispetto si pud am-
mettere che la filosofia abbracci tutta la matematica™ perché &
con metodo filosofico che si ricercano i concetti primitivi: 4

" Sebbene io sostenga la distinzione tra il problema marematico
e quello filosofico sopra ricordato, tuttavia non ho tanto orrore
per la filosofia quanti altri mostrano. E se trattate, come dissi,
dei principi della scienza significs fare della metafisica, ricorde-
d allora che questa metafisica regald ai matematici moderni i
calcolo infinitesimale.”

Se per filosofia si intende in senso lato la ricerca dei principi
di una scienza, allora Veronese & ben lieto di chiamarsi filo-
sofo e ammette che il metodo di una tale ricerca nen pud che
essere flosofico in quanto “conforme alla natura delfle cose”
delle quali si ricerca l'origine.* Nell'indagine sui fondament
d_ella scienza (e della geometria In particolare) la matematica
si deve infatti avvicinare al metodo della filagofia, che procede
dal generale al particolare indagando il significato dei concetti
che compaiono nel ragionarento. Nell'introduzione ai Fonda-
menti Veronese affronta uno studic “filosofico” dei concetti
presenti nelle definidoni, negli assiomi e nelle ipotesi, inter-
rogandosi sulla loro primitivitd e sulia ioro derivazione dalle
leggi del pensiero. La ricerca matematica di Veronese com-
prende dunque almeno due aspetti filosofici: il metodo di in-
dagine dei concetti e dei principi primi e ii rifiuto di alcune
teorie filosofiche incompatibili con 1l iibero sviluppo della ma-~
tematica. Vedremo nei prossimi paragrafi che Veronese, pur
intendendo limitarsi al solo problema matematico dei fonda-
mentl, affronta perd anche altre questioni proprie della filoso-
fia della matematica: Ja genesi dei concetti e dei postulati della

VM, p. 15.

" OPG, p. 199.
¥ ORG, p. 202,
¥ GNA,. p. 350,
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geometria, la determinazione della verita e dell’'ontologia di
una teoria matematica, la scelta del linguaggio e del metodo di
insegnamento della geometria.

4.2 La GENESI EMPIRICA DELLA GEOMETRIA

Per ragioni di chiarezza espositiva affronteremo separatamen-
te (in questo e nellultimo paragrafo) due problemi epistemolo-
gici strettamente connessi: la genesi degli oggetti geometrici e
I'ontologia della geometria ¢ della matematica. Questa separa-
zione & legittima perché Veronese fornisce soluzioni distinte ai
due problesni: mentre sostiene {'ofigine empirica del concetti
geometrici, assume una posizione “razionalista o idealista” a
propasito della natura degli enti della geometria e deila ma-
tematica.

L'origine degli enti geometrici ideali per astrazione da punti,
linee e piani materiali, l'individuazione di premesse empiriche
che descrivono proprietd degli oggetti concreti conosciuti per
intuizione nell'osservazione, la nascita dello spazio geometrico
astratto per combinazione di astrazione e intuizione dalle spa-
zio intuitivo (che & una “rappresentazione idealizzata” dello spa-
zio fisico) testimoniano la fede di Veronese nell'origine empiri-
ca della peomettia.'? Quest'ultima & fondata sull'esistenza di due
facolth caratterstiche dell'uomo, intuizione e astrazione: combinate
insieme esse permettono di trasformare la molteplicita dei dati sen-
sibili nell'unita degli oggetti astrattl ideali.” La costruzione dei con-

7 5t vedano rispattivamente 1 §§ 3.1.1, 2.1.2, 3.3.2,

¥ La genesi empirica della zeomatrla proposta da Veronese si fanda sut un pro-
cedimento d1 astrazione daghl aggetti fistd non molto soddisfacente. Una solu-
zZione empirica alternativa di un certo Interesse (e che Veronese avrebbe potuto
accettare) & fornfta in Glustl |(999]. Gli oggetti matematict provengonc non
dali‘astrazione da oggatti reali ma da un processo di aggettualizuadone delie procedu-
re- essi formalizzano Foperate umano, come mostra ka corrispondenza quasi to-
tale tre gli oggetti della gaometria teorica € le operazioni déil'agrimensare sul
tetrenio: tirare una retta tra.due puntl, descrivere una drconferenza, Tale tesi
sernbra rendere conte non solo dell'origing dei coneetti geometrici di punto, ret-
ta, piano, cerchis ma anche delle sezioni coniche e df aktre curve, nonché dei
aumer] consideratt come oggettualizazioni dellattivith del contaré, “Si tratta
sempre, € non potrebbe eséere altrimenti, di v precesso di astrazione, un o7i-
staliizzate In pochl tretti invariabili fa variet2 infinita delle operazion| effeitiva-
thente compiute; ma lastrazione avviene non a partlre dai dat! della realta; ma
dalie opsrazion] defla tecnica: la matematica ¢ figha non della natura, ma
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cetti geomefrici per astrazione dall'csservazione di certi corpi estemi
53. la concezione tradizionale della geometria greca. Gid Aristotele
i un passo della Meiafisica individuava nell‘astrazione la facol-
ta mediante la quale jl matematico prescinde dalle qualitd
sensibili delle cose.” Se la posizione di Veronese, analoga a
quella propria della geometria greca, non appare particolar-
mente originale, nuove sono perd le ragioni di questa sceita:
spio la genesi empirica pud unire 'esigenza di massima liber-
ta della geometria con la centralita accordata all'intuizione. In

particolare la concordanza con i risultati delle ricerche geome-.

triche contemparanee e [a maggiore apertura nei confronti di
nuove tectie e di-nuove forme geometriche sono ottime ra-
gioni per preferire la genesi empirica aila concezione apriori-
stica della geometria® C

"E"'i. ?nche se non fossi filosoficamente fautore dellorigine
empirica della geometria nel sensq spiesato nelly prefazione,
f1a le genesi dovrel preferire geometricamente c;ueila che com-
prende maggiote vanata di forme geometriche.” !

‘Mentre ogni forma di apriorismo comporta una certa statici-
ta della geometria perché ammette che alcuni postulati siano
assolutamente veri e non suscettibili di negazione, ['origine
empirica rende megiio ragione della costruzione di teorie
huove e della possibilitd di cambiamento. La filosofia della ma-

fie!]‘zme." Giust [1999], p. 25.

“Come it matecnatico comple i suoi stodi st cose che tsuitano da astezions
(egh, infatt], esegue le proprie indaglnl dopo aver sliminato tutto ol che & sen-
sibile ~ ad esemplo, il pest ¢ la legparezza, la durezza e il suo contrario &, anco-
ra, i gz_!do e il freddo e l¢ 3itre cappie di contrari sens(Blli — & laseia solo la
quantits € cid che & continuo o ad tna o & due ¢ a tre dimenslon;, e indaga sulle
a[fez_:onz dl queste cose, I quante 558 hanne quantits e continuitd, e non ie
studia afatto seconde un qualche aftro profila ¢ per alcune dt queste cose egli
ossewa‘le._pcsmoni reciprache ¢ le proprietz di queste ultfme, per altre csserva i
tapporti i commensurabilit? e di incommensurabilita, e per altre angora le pra«
perzioni, ma, ¢id nonostante, sosteniamo che & una sola e identica sdehza di
tutte Gueste cose, ossia la geomnetria), allo stesso modo sta le faccenda anche a
gropos!m dellessere.” Arlstatele, Maafisica, X! 3 160] & 28, [1971], p. 313,

Una posizione apriorstica in rapporto alla zenesi dells peometria & stata so-
stenuta da Russell in An Essay ox the onndations of Geomelry. 12 proprieta descritte
negli asslomi geometrici (della geometrla proieitiva) sone le condizioni di ogni
fon'n_a di e;:_:gna!ismo: anziche essere derivate dail'esparienza sono la condizio-
ne di passtbilit di ogni esperienza spaziale. y .

' OPG, pp. 199-200. .
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tematica non deve infatti spiegare o interpretare soltanto le teorie
gid costruite bensl rendere ragione della patura essenzalmente
dinamica della conoscenza. L'indagine della veritd deve essere
legata ai conereti processi di sviluppo della matematica piut-
tosto che allanalisi di concetti vuoti, indeterminati, a priori
{trascendenti), essere aperta al dinamismo della costruzione
di nuove nozioni anziché restace rinchiusa nelle forme della
scienza gia fatta. La genesi empirica della geometria legittima
l'intreccio di intuizione e astrazione che produce con la mas-
sirna liberta nuovi oggetti geometrici e permette di caratteriz-
zare la geometria come scienza dello spazie (non pid fisico ma
intuitivo). La stessa costruzione della geometria non archime-
dea 2 intimamente legata all'origine empirica di tale scienza,
perché |'idea che guida Veronese alla formulazione della nuo-
va teoria non & solo l'indagine sull'indipendenza dei postulati
(che comungque ne & una condizione essenziale) ma anche
I'analisi delle caratteristiche del continuo intuitive: la scoperta
che il principio di Archimede non & tra e proprietd osservabili
di un oggetto rettilineo e continuo permette di costruire una
teo:;ia che assurna tra le ipotesi la negazione di tale princi-
i0.%
pLa genesi empirica della geomettia non va confusa <on
un'ontologia empitica: gli enti geometrici non sono corpi fisici
concreti bensi oggetti puramente ideali. La scoperta deila na-
tura astratta anziché concreta degli enti geometrici, e in parti-
colare del punto, risale all'eleatismo: i paradossi di Zenone
confutarono la.concezione pitagorica del punto monade di-
mostando Vimpassibilita di considerare la linea come un in-
sieme discreto di punti reali”® L'affermazione della genesi

2 ~pyr fermo nelia concezione ¢he la geometria ha I# sva prima orgine
neil'ossarvazione degli oggetti del mondo estetno, e che da tale osservazione,
opporiunamente ideallzzate, #ssa deve trarre le sue prime verita, da formularst
na1 postulati, egh ha riievato che i postuteti ordinari del continuo contengono
pid di quanio & strettamente suggerite dall osservazione, limitata come & questa
a una regione fInita dello spazio; e che cagl avviena anche per it postulste di Ar
chimede, quanda o si voglis valido per una coppia di segmenti assolutamente
gua]siansi." Fano, [1932], pp. 5G0-50E: )

A considerare gli argomenti di Zenone & 'eleatlsmo in genere come una re-
azione alie dotivine pitagoriche incentrate sull'idea del punta adme itk avente
una posizione o [unitd considerata neilo spezio furons in particolare Paul Tan-
nery e Federigo Enriques. Cfr. Tannery, [1885] e Enriques. {1932b).
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empitica della geametria da un lato ha lo scopo di contrastare
ogni forma di apriorisme che impedisca la costruzione di nuove
tecrie non euctidee e non archimedee, dail'aitro ha Fintenzione di
garantlre un nesso tra geometria e spazio e giustificare I'esigenza
di distinguere le teorie geometriche da quelle matematiche pure.

4.3 IL LINGUAGGIO

Due anni prima della pubblicazione dei Fondamenti di geomeiria
Peano espone le proposizioni della geometria di posizione
“usando puramente segni aventi significato determinato, o
mediante definizione, o mediante le loro proprietad “* Egli
esprime con un numero limitate di convenzioni tutte le rela-
zioni logiche necessarie alla fondazione della geometria: solo
mediante tale sistema di segni determinati in modo univoco &
possibile, a suo parere, esporte in forma rigorosa la geome-
tria.® Veronese al contrario rivaluta il linguaggio comune, che
€ pib semplice & pid completo nonché passibile di perfezio-
namento senza ricorrere all'introduzione di segni purarnente
arbifrari che ostacolano la comprensione del ragionamento ed
escludono l'intuizione spaziale dalla geometria. Egli conosce
il calcolo deduttivo formulato da George Boole e ne riconosce
I'indubbio interesse teorico nelio studio della logica ma ritie-
ne perlomena prematuro i tentativo di sostituirlo al linguag-
gio comune nell'esposizione della teoria geometrica. Tale cal-
colo logico sl fonda, per Veronese, suil'idea gia formulata da
Descartes e da Leibniz di attribuire dei segni ad alcuni concet-
ti primitivi e di dedurre, secondo certe regole, altre verity dalla
combinazione di tali segni.** Analogamente, il caleolo logico
di Boole atiribuisce dei simbali determinati e univoci ai con-
cetti e alle operazioni fondamentali: grazie a tali simboli e in

# Peano, {188%], p. 57. nota 1.

*8i ha ¢osi il mez2o di esprimere e prapos|ziont di Geometria sotto forma rign-

rosa. ¢he invano st desldererebbe dal linguaggio comune, e iz soluzlone delle
questioni proposte riesce di molto apevalata.” Peano, 1138%), p. 57, nota |,
* “Descartes e Leibniz ebhers per primi I'idea &l rappresentare tuttl | concetti
rnediant2 an sistema di segnl decucendoli da un date numere di essi e per de-
durre colla eombinazione ¢ colle regole dt questi segni non solo le verita gia eo-
nosciute ma eziandio altre di nuove.” FG, p. 605,
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virtls di certe regole deduce dai principi altre verita logiche.”
Peano crea un sistemna di segni composto da simboli di concetti
ed operazioni logiche {ad esempio P indica “proposizione”, ¢ si-

gnifica “&", ~ indica la congiunzione “e”, \ la disgiunzione ‘0",

ecc.) & da simboli corrispondenti agli enti geometrici non de-
finiti {ad esempic 1 sta per “punto”, af sta per “la classe for-
mata dai punti interni al segmento ab, ove a e b siano punti™}.®
il linguaggio simbolico di Peano costituisce per Veronese un
ottimo strumento per la formulazione rigorosa delle teorie, ce
non addirittura per la creazione di "una specie di lingua uffi-
ciale per I'esposizione delle ricerche matematiche” # Se il van-
taggio essenziale dei sistemi di segni convenzionali & la po-
tenziale universalitd, solo un sistema di segnt immediatamen-
te comprensibile da tutti potrebbe rivelarsi sufficientemente
vantaggioso da soppiantare il linguageio naturale, La com-
prensione universale di uti linguaggio non @ raggiungibile sen-
za l'adozione di convenzioni generali e accettate da tutti gl
studiosi sul riferimento semantico dei simboli:

f...] farebbe d'uopa sopra tutto che gli scrittori di questa logica
non dessero il cattivo esempio di scegliere segni diversi per in-
dicare gli stessi concetti, aftriment per [eggere le differenti
opere occorrera un dizionario speciale *®

Lo scopo del calcolo deduttivo & Peliminazione delle imper-
fezioni del linguaggio comune nel quale “spesso processi dif-
ferenti logici vengono indicati collio stesso vocabolo, mentre
altre volte processi uguali vengono indicati con vocaboli di-
versi.” Un linguaggio simbolico converzionale evita i) rischio
dell'ambiguitd semantica perché i segni sono adottati in modo da
comispondare ad un upico significato ¢ le regole sono esplicitate
ail'inizio. L'adozione di una lingua simbolica elimina anche il
rischio, insito hella lingua naturale, della formulazione di di-
scorsi non significanti. Veronese raccomanda perd di non ri-
fiutare affrettatamente uno strumento solo perché & possibile

¥ “Percits | conoatti e le aperazionl si Indicans con sepnl. i quali devona avere un
solo slgnificato, @ mediante determinate regole si deducono dai principi ammes-
si, ridottl al tminor numero possidile, altre veritd fogiche.” TG, p. 605.

* peana, |1329], pp. 59-61.

¥ FG, p. 607.

¥ pG, p. 607.

s
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farne cattivo uso; la vacnita di certi discorsi formulati nel lin-
guaggio comtne & dovuta ad un cattivo uso della lingua piut-
tosto che a un difetto intrinseco: i “mari di parcle che non si-
gnificano nulia non dipendono dalle imperfezioni del linguag-
gio ma dalla vacuita delie idee"” Il tentativo deila logica dedut-

tiva simbalica di eliminare 'equivocita di alcuni termini & apprez--

zabile ma non & assolutamente necessario perché 'ambiguitd non
astacola lo sviluppo della scienza. In molti casi, proprio come
nel parlare quotidiano, € il contesto a suggerire con esatiezza
il significato di una parola,® [n altri casi i tratta di “una que-
stione di pura forma” che non deve far perdere di vista le
"questioni di maggior moments” e conduire a “pedanterie
senza necessitd”.* Veronese si riferisce a | principii di geometria logi-
camente esposti, ove Peano affronta, a suo giudizio, questioni pib di
forma che di sostanza quando ootregge alcune espressioni di
Pasch chiare dal contesto del suo discorso e traduce nel proprio
sisterna di segni alcune propesizioni di Eudlide facilmente esprimibili
in simboli.** Veronese non comprende il senso dellarpomentaziong

* PG, p. 607.

* *Pey it raatamatteo basta che dal contesto della propesizione risulti ben chiaro
il senso che l'autare ha voluto attribuirgli, senza bisogno che sia tgorosamente
determinato dalle singole parole quando ron v @ una necessitdh matematica.”
FG, p. 606. :

* *La questione che un vocaholo abbia significatt diversi, ad 'es: 2, 0. ¢, eco. 2
skesso pes Ja matematlca una questione di pura forma. EG, p. 4056

*"Ad tna questione pilt di forma che di sostanza va censidersto I'unico appunto
che il sig. Peana fa al signor Pasch cia che questi anzlehé dire “due puntj de-
teminato un segmente rettillneo” doveva dire "due punti distinti acc” mentre
fisulta chitramente dal conlesto del discorso che cos) sppunte vuek dire i sig. Pasch

. senza considerare poj che due punti in genersle nella geomatria non sone ooin-

cidenti, come lo seno due numert uguakt nell'aritmetica. A questiont di pura for-
tha 3ppartengono anche le traduzioni che i sig. Peano ha fatte In segmi logici
slelie prapoetzioni di qualche libro degli Elementi di Euelide, che meglio di altre
sl adattavana ad esaerz tradotte nei segni suddetti” i, p. 606, nota 2 {corslvo
mic}. In uoa le2iane tenuta al X Convegne di Storia della Matematicz di Rende
(luglic 1999) Silvio Bazel ha esposto in modo chiaro, propric a partire da oueste
esempio, la distanza che separa [impostazione di Veronese e di Pasch da quells
di Peano, Per Veronase e per Pasch & possibile comprendere del contesto cid cui
sl B2 riferimento, perché gl assiomi sane una sorta dj stipulazione ¢ sussiste
sempre un‘Interpretazione in un modetlo fissato, nel modello dok suggerito
dall'intuizione spaziale. Par Paano 21 contratio nen 2 il contesto a2 fomire il rife-
timento dei termint, ma sona le interpretazioni. le quali possone essere pil di
una o anche nessuna. Oooorre pertanto fissare ua unfverso di riferiments per sa-
pere se ai sitnboli 4 e b che denctano i punti in guestlane comisponde upe stes-
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di Peano perché ritiene che l'interpretazione del temini geome-
trici sia fissata dal rifetimento intuitivo. Agli enti denotati dai
termini ‘punto’ e retta’ non & possibile attribuire proprieta ar-
bitrarie ma soltanto proprieta conformi a quelle che attri~
buiamo agli oggetti concreti corrispondenti. o

Analizzando l'opera di Peano Veronese coglig alcuni difetti
del linguaggio simbolico, ancora incompi_uto e 1mperfe;to, ma
soprattutto riflette sulla propria scelta di adpttare nei Fonda-
menti di geometria il linguaggio comune, La Imgu_a na}:ura}e é
preferibile ad un linguaggio che introduce simboli arbitrari, ri-
duce il contributo dell'intuizione spaziale alla comprensione
degli elementi della geometria, elimina il rimando al mondo
gella nostra percezione e il ricorso alle figure:

Per le ragioni dette nella prefazione siamo perd 1_n ogni case
contrari nellinseghamento degli elementi a qualsiasi formall-
smo ¢ meccanismo che sostituiscs sistematicamente & possa
menomare se non annientare una delle pil belle facolta delio
spirito, l'intuizione spaziale, il cvj aluto pello studisg scientifico
degli elementi va inteso nel senso da roi splegato.

La scienza non ha per obiettivo la costruzione di una lingua
simbolica nella quale trascrivere tutti i suoi concettl: essa si
prefigee piuttosto (ed @ un compito ben pill difficile) di "stab‘ihrfe
le ipotesi da cuj si parte e di passare da esse a nuove verita”.
Se, dunque, il linguaggio non & il fine delia scienza ma un
mezzo che contribuisce alla determinazione delle sue ipotesi
fondamentali, il linguaggio comune pud servire egregiamente
allo scopo:

Netlo svolgimento del pensiero serve meglic a tale scopo i lin-
guaggio comune, il quale meglio si adatta ad esprimere le idee
sclentifiche e & collegare 1 principi delle varie scienze fra loro.

Il linguaggio simbolico ostacola, anziché facilitare. il passag-
gio daile premesse ad altre verita perché obbliga II pensiero a
seguire una via determinata per giungere alle conclusioni; il lin-
guaggic comune, invece, concede al pensiero ampia liberta e

5o oggetto o due oggett! dlstinti allintemo dl tale universo.
% RG, p. 604,
* PG, p. 605,
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non preclude aleuna via al suo sviluppo,” Cid che frena l'abitudine
del pensiero a muoversi in ogni direzione @ I'assunzione in un si-
stema di segni di certe regole pratiche legate all'uso stesso dei
simboli e aventi la funzioné di guidare il ragionamento. Nei fon-
damenti di geometria Veronese adotta il linguageio comune perché
lo ritiene pil) adatto al fine deliz scienza ma soprattutto agli scopi
della sua stessa opera: il primo capitolo dellIntroduzione, nel
quale egli analizza le nozioni comuni che stanno alia base
della geometria e delle altre scienze; non vuole essere un trat-
tato di logica ma una ricerca dei concetti e delle operazioni
fondamentali dei ragionamenti scientifici. Da un punto di vi-
sta logico sarebbe interessante indagare tutti 1 calcoli costrui-
bilt a partire da certi principi e da certe operazioni; da un punto
di vista matematico, pero, anche col linguaggio comune & possi-
bile per Veronese “giungere ad un'esposizione chiara dei principi
e delle operazioni delia logicd stessa che occorrono per stabi-
lire i concetti fondamentali della matematica™

Per esempio ol ¢i stamo occupatt nel cap. | dell'introduzione
delie nozieni comuni, sepza voler proprio trattare della logica;
ma egli & ben ceito che nelf'ordine delie -nostre idee, che tite-
ajamo naturalmente il migliors per raggivngese 1 nostri scopl, il
calcolo attuale logico non ¢i avrebbe servito.”

H linguaggio comune 2 pil adeguato perché nen richiede di
essere appreso preliminarmente ma & gia noto a tutti i lettori:
esso invoglia allo studio della scienza perché non. presenta le
difficolta che si incontrano quando si deve appiendere e ma-
neggiare un linguaggio nuovo, per quanto semplice e rigoroso.
L'adozione del simbolismo sarebbe vantaggiosa (nonostante
gli inconvenienti legati alla complessita del suo utilizzo) se un
sistema di segni, come ad esempic quello ntumerico, servisse
“con regole deternminate e feconde a passare da date verita ad
altte nuove importanti’; ma akneno per ora ¢on i linguaggi

7 *Occormra [nfatt] che 1l pensiero noh sia ostacolato dat mezzo'di cui si serve,
mentre nefic stato attuale delle applicazioni del caleolo logico H pansiera per
gcgtodita del segnl 2 obbligato a segulre una via pluttesto che un‘altra.” PG, pp.
06~607. .
= =[..1 vi sarebbe sempre una differenze notevolissima tra Vinteresse logico di
guestc slsteina 4 sepni e 'interessa matamatico.” FG, p. 606,
FG, pp. 605-605.
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simbelici che sono stati costruitt “non si evitane neppure ¢on
rigorosa certezza |...) 1 difetti ¢he possonc derivare dall’'uso
dell'evidenza nelle dimostrazioni”.® Veronese da un lato am-
mette ie potenzialita dei linguaggt di segni, dall'altro & scetti-
<o sulla possibilita concreta di costruire un sistemna di simboli
che sia pid completo e pill raturale del linguaggic comune: un
sisterna di segni non pud infatti sostituire la lingua naturale
finché si appogeia su.di essa per spiegare il significato dei
simboli.*' Mentre il linguaggio comune @ sufficiente ad espri-
mere ogni proposizione matematica perché nessuno ha mai
dimostrato I'esistenza di una qualunque proposizione mate-
matica che non si possa formitdare in esso, ™ "& per 1o meno
incerto se si possano esprimere tuite le relazioni matematiche
coi segni logici conosciuti®,* 1 calcoli logici finora costruiti —
afferma Veronese — sono incompileti, perché non sone ancora
in grado di “esprimere tutte le veritd conosciute delle scienze
matematiche”; riferendosi al caicolo di Schroder e in particola-
re all'applicazione de} linguaggio simbolico alla geometria
compiuta da Peano ne I principit di geometria logicamente esposti,
Veronese aggiunge che non vi sono "ragioni scientifiche suffi-
cienti perché un tale sistema di segni debba sostituire siste-
maticamente (il linguaggio comune] nell'esposizione non solo
delie ricerche superion, ...} ma neppure nelle questioni dei
principi stessi”,* Egli riconosce tittavia che lo sviluppo dei lin-
guaggi simbolici pud essere di grande importanza per la tratta-
zione dei fondamenti della geometria, in particolare per lo stu-
dio delle dimostrazioni ¢ dell'indipendenza dei postulati:

Non neghlamo che quando sia possibile usare questi segnl e

O BG, p, 607.

Al v interesse teorico di une tale dotirina netlo studio dellz logles non ¢ pare si
possa contrastare, ma benst che s¢ ne esageri l'importanza sia nell'esercizio pra-
tico della logica, sla nella sua sostitirione al linguaggio comune, di vl del rasto
sl fa uso pil © meno abkondante per spiegare & ftssare i signifiato dei segni
stessi, e il quale d'altronde & il sisterna dl segni pill completo e pi neturale per
esprimere | nostri pensier.”. FG. p. 605. ) _ )
< "Dy nessunc fu dimostrata che vi siano proposizicni di matematics che hon si
possanc esprimere ecattamente col linguaggic comune, _per_chef 5€ non gitro ba-
sterd sostituire 2i segni loglel 1 vocaboli coi quall st flssa i significate dei segnl o
completando 1| inguaggio stesso.” FG, p. $00.

FG, p. 606. .

“ 83, p. 806,
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quande si abbia una certa abilitd nel manegsgio di essi si possa
con maggior sicurezza indagaie le parti semplici di date dima-
strazioni e di date proprietd, e neppure vogliame negare che la
logica deduttiva possa servire con ulteriori sviluppi a trattare
alcune parti delle questioni dei principi meglio che col lin-
guaggio comune.

Egli non ammette perd che tali ricerche possanc essere con-
dotte solo con un calcolo simbolico perché ia scomposizione
in parti semplici delle proposizioni & attuabile anche con
l'ausilio del linguaggio comune, ¢os! come il confronto fra i
postulati per ridurne il numero attraverso io studio delie pro-
posizion] deducibili le une dalle altre ® possibile anche con
procedimenti diversi da quelli propri della logica deduttiva:

l...] ldea di scindere le proposizioni matematiche in parti
sgmp]ici e di ricondutle al numera minore possibile di postula-
ti, nan & propria della logica deduttiva, perché si hanno anche
antecedenti esempi dati <ol linguaggio comune, come per es.
quelo sui principt dell'aritmetica del sig. Dedekind

Analizzando i lavori di Peano senza troppa benevolenza Ve-
ronese I definisce “V'uitima espressione di quel metodo che s
pud chiamare signicismo™ 1'idea, afferma, resta schiava del se-
gno e permangono i difetti de! linguaggio comune, poiché uno
stesso vocabolo & usato per indicare concetti logici diversi.®
Veronese riconosce che “lo-spirito ¢ritico™ di Peano & lodevole,
ma solo a patto di ridurlo *in giusti e convenienti confini™:
egli. infatti, apprezza la ricerca del rigore purché non conduca
ad una limitazione eccessiva e ingiustificata del libero svilup-
po della scienza ¥ '

: FG, p. 607,

"Il sig. Peano indica inoltre nell‘opuscolo d-aritmetice per es, 'unitd ool segno
| & colio stesso segna indlea nella goometria il punto.” BG, p. $08. Peano usz [o
stes30 segno “1” per indlcare siz I'unith ¢he i punte, ma in due opere diverse: gli
Atithmetices principia e | principit di geometria togicamente espasti, ossia in due teorie ma-
Esrmt!che diversz, aritmetica ¢ geometria,

'E lodevole perd nei lavori di Pezno o spifita aritico, ristratta che sia in giustt
gcéomremenn confini, & lo scopo di ottenere il massimo rigore possibtie”™ FG, o,
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4.4 iL METODQ SENTETICO

La geometria analitica introdotta da Descartes e Fermat nel
Seicento e fondata sull'utilizze di risorse dell’analisi nella so-
luzione dei problemi geormetrici stabiliva una corrispondenza
fra i punti di una retta ed i numert reali, traducendo ie que-
stioni geometriche in problemi algebrici astratti, Essa prevalse
fino allinizio dell'Qttocento, quande alcuni grandi matemati-
ci, tra i quali Gaspard Monge, Jean-Victor Poncelet, Michel
Chasles, sostennero la rinascita del metodo sintetico puro,
fondato sullo studio diretto delle figure. Essi riconoscevano
nella generalita senza limiti dei risultati algebrici un pregio ir-
rinunciabile delia geometria analitica ma ritenevano possibile
ottenere un'analoga generalitd con metodi puramente sinteti-
¢i. Sintetico era il metodo greco, fondato sulla cosétruzione delle
figure; esso permetteva di evitare un grave difetto dell’analisi:
l'assenza di significato geometrico dei risultati, che 2 causa della
loro astrattezza e generalita vichiedevano di ‘essere interpretati
alla fine di ogni dimostrazione. A cid si aggiungeva spesso anche
timpessibilitd di attribuire un'interpretazione geometrica ai sin-
goli passi delle dimostrazioni, con la conseguente difficolta a
comprendere il rmgionamento ¢he dalie premesse conduceva alla
conclusione.® La rivaliti fra i sostenitori dell'uno & dell’akro
metodo s'inaspri nel corso dell'Ottocento. Diversi matematicl
tentarono di superare questa frattura metodologica interna
alla geometria mediante la creazione di nuovi metedi atti a ri-
assumere la generalitd dell'algebra e Pevidenza de) procedi-
mento costruttive euclideo. Grassmann, che sviluppd una nuo-
va analisi fondata sul prodotto di segmenti orientati grazie alla
quale attribuiva un significato alle formule analitiche, cered di ov-
viare a quello che riteneva il pill grave problema dell'applicazione
deil'algebra alla geometria: nella Ausdefinungsleire divenne possi-
bile non solo esprimere ogni formula in parcle, ossia tradurie
ogni conclusione in una proposizione discorsiva, ma anche
considerare ciascun passaggio da una formula ail’altra come
“I'espressione simbolica di un ragionamento concettuaie con-
dotto parallelamente”.® Con la nuova analisi il senso del ra-

“ Rlive, | 14721, 1, pp- 572 s5.
“* *Bj solita, con i metede abituzle, lidea & completemente oscurata dalliniroduione
di coordinate arbltrarie, che non hanna auils 3 che fare con il soggetto. e il cal-
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gionamento era colto nel suo svilippo e non soltanto nel suo
momento conclusivo. il caloolo deila nuova tecria dell'estensione
non uccideva lo spirito del ragionamento perché non si fonda-
va sull'attribuzione agli entt geometrici di coordinate numeri-
che arbitrarie, estranee alla loro natura. Grassmann aspirava a
costruire un calcolo tale che ciascun passaggio costituisse
un’'espressione simbolica di un passo del ragionamento con-
cettuale: ogni formula del suo linguaggio di simboli avrebbe
dovuto poter essere tradotta in una proposizione di senso
compiuto che contribuisse alla cornprensiong deflo sviluppo
progressivo dell’idea. Questo nuovo metodo, il solo “conforme
alla natura”, spiegava la genesi stessa dei concetti € it modo in
<ui essi erano derivati dai precedenti: esso conduceva al supe-
ramento della separazione fra metodo analitico e sintetico.™
Quarant'anni dopo la pubblicazione dell'opera di Grassmann,
Meritz Pasch applicd un nuove metodo alla geometria, metodo
che intendeva rifarsi direttamente alla natura dell’'oggetto e ri-
correre il meno possibile al calcolo. Nelle Vorlesungen liber eine
neuere Geometrie Pasch si richiamava al procedimento costrutti-
vo guclideo, differenziandosene per una maggioie generalita
dei concetti e delle dimostrazioni®' A differenza della geome-
tria analitica, che mira a tradurre ogni problema geometrico in

di caurdinate arbitrarle, che non hanho nulla a che fare con |l soggetto, e it cal-
¢olo consiste in uno svituppo meceanles di formule che nulla apporane allo spi-
rito e che d] conseguenza lo uccidoro. Qui, invece, dove I'idea non essendo tur-
brta da alcunché di estraneo traspare in tutta [a sua chiarezea attraverso le for-
muie, la spitlto & afferrato, ahche nel momente di clascun sviluppe di formaule,
attraverso lo sviluppo progressivo detl'idea.” Grassmann, 11844, p. 1i.

i .| m! sembra givstificata la speranza di aver trovata in quesia nuova analisi
if solo metado conforrne alla natura, seconds il Quale deve progredire ogni ap-
plicezione della matematica alla natura e secondo il quale dovrebbe essere pa-
rimenti trattata la geametrfz. se essa deve condurme a risultati generali e fruttuo-
&l [...] in effetti si dimosirera tra poco che, grazie a quests Analis], la ditferenze
fre 1a trattazione sintetica & quella analitica della geometria scompare del tutto™.
Grassmann, 1844], p. Il )

" “Ancivessa |la geometria di Pasch), come Ja geometria euclides, si fonda sully
geumetria elementare; ma bahché entrambe possano essere definlte pure guan-
to al procedimento, 5 distinguora nettamente quantd al mode in cui sono aee-
te. Nella geometria eudider | concetti sono delimitati it pid strettamente possiv
bile, in quella nuova scne it Id possibile ampi & estes|. Nalla geometrda eucll-
dea vark casi di una figura necessitano molte dimostrazioni differentt, nelia aue-
va geametra tuttl [ cast sono inclusi in ur'unica dimestrazione.” Pasch, }1884),

pp. 1-2,

4. ) fordamenti 233

un caleoio, la geometria di Pasch fonda il procedimento dimo-
strativo sulla costruzione delle figure ¢ introduce il nurmero
soltanto quando 2 la natura stessa della questione a richie-
derlo. Con questa nuova geometria Pasch sperava di eliminare
“'inconveniente della lentezza ¢ della pesantezza del procede-
re antico” e di contribuire nello stesso tempo alla nascita. di
“una geometria superiore con un catattere unitario”, la quale
sarebbe detivata dalla fusione di geometria analitica e sinteti-
ca.®® Fu perd Klein a pore fine a questa polemica in una nota al
programma di Erlangen nella quale dimostrava l'inessenzialita
della "differenza fra la nuova geometria sintetica e la nuova
geornetria analitica."™ A fine secolo i toni della polemica ini-
ziarono a smorzarsi. In un articole pubblicato nel 1891 sulla
rivista diretta da Peano, Corrado Segre affermd la necessitd di
stucliare sia l'analisi sia la geometria senza “limitarst ad uno
solo dei due indirizzi* perché riteneva ormai concluso il perie-
do della lotta, dato che gli analisti avevano riconosciuto la va-
liditd e T'utilitd del metodo sintetico.™ I due metodi - scriveva
Segre — non si escludono reciprocamente ma sj completano:
func appate "pilt penetrante, pilt luminoso”, l'altro “pili po-
tente, pill generale, © pil rigoroso”: 1a scelta non pud condi-
zionare il matematico, che dovrebbe piuttosto valersi “di
qualunque strumento per giungere ad un risuitato impottan-
te.”” Anche per Veronese la scelta del metodo da adottare non
pud essere oggetto di una rigida prescrizione perché ogni ma-
nifestazione del pensiero scientifico deve potersi sviluppare
liberamente in conformitd con le attitudini di ogni singoio ri-

"2 pasch, | 1534]. p. 2.

# *Se i| metodo gintetico procede di pid per mezo dell'intuizione dello spazio,
accordando ensd akle sue prime e semplic? teorle un'attrattiva non comune, tut-
tavia It campa di tale intuizione non 2 chiuse al mondo anatitico, € le formole
della geometria anafitlca si possono <oncepire wome aspressione asatiz e tra-
sparente delle relazioni gecmetriche. D'altra parte non bigogna fenere in pono
tonio il vantaggio ¢he un formalismo ben fondato offre al pracesso
dellinvestizazione, presedends In ¢erte misura il pensierc” F. Klein, [£872], nota
1, p. 337,

* Sepre, | 1891), pp. 47. Segre estende 2lla geometria nel suo compleseo guanto
Monge affermava della geometria descrittiva in particoiare: “Si dovrebbe deside-
rare che queste due scienze slano coltivate insieme: |3 geometsia descrittiva por-
terebbe nelle operazioni analltiche pilt complicate l'evidenza che la caratterzza;
a sua valta "AnaBsl portecebbe nella geometria la generalitt che le & propria.”

%5 Smgre, |1891), pp. 5t-52.
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cercatore e perché 1a scelta del metodo {e-dunque del modo.

nel quale si giunge alla veritd) & una sceita filosofica e indivi-
duale:

Daltronde mi pare che in generale massime rigide non si pos-
sano adottare, ma che debbano essere lasciate libere, come
nell‘arte, tutte le manifestazioni del pensiero scientifico a se-
conda delle attitudini individuail. E inoltte fa d'uopo nen di-
menticare che la matematica ha pure la sua filosofia, e che.in
qUesta ha non piccola 1mportanza il rnodo ¢on cui si atriva a]ia
verita *

Poiché perd la natura deI_ia geometria come sclenza & legata
alla nostra intuizione dello spazio, & opportuno che il metodo
di indagine déi fondamenti sia “basato sul processe costrutti-
vo dell'intizione spaziale™, e dunque sia semplice e intuitivo
come i fatti dell'intuizione stessa. I] metodo numericoe o anali-
tico non & per niente semplice e intuitivo, ma al contrario ar-
tificioso e indiretto. perché assume come proposizioni primi-
tive fondamentali delle ipotesi che preésuppongono la cono-
scenza dell’analisi e di buona parte della geometria.” Lanalisi
non & in grade di determinare la natura geometrica delie
grandezze; essa rappresenta ke grandezze mediante numeri ma
la distanza {ra due punti; la retta, il piano, gii spazi a tre o pill
dimensioni "non sono geometricamente le equazioni o fe for-
me analitiche ausiliatie che i rappresentano”® Un analogo

% RG, p. KAV,

TEG, p. XVi,

* Come esempio di mancanza di intultivith ed evidenza, Veronese propona, tra le
altre, T'ipatesi analitica della distanza che definisce 'elemento lineare dello spa-
zio come “radice quadrata di una espressione differenziale quadratica e positiva
delle coordinate™ essa non & elementare e inoltre non determina cosa sia 1a di-
stanza. Si tratta della teyza ipotesi di Riemann, che definisca plane e varioth -
ectese, nelle quali “il quadrato dell'elemento lingare 9i pud ricondume slla som-
ma dei quadeati dei differendali totall”, Rlemann, (1854), p. 10.

* £G, p. X1 A questo problema & legato quelle che si potrelibe chiamare della
“candinallzzazione™ per Veronese non & possibile indagam: i fondamenti di une
scienza senza scoprire perché s atfribuiscone certi numeti a certi punti o perché
une posiziona nella spazio & ¢onsiderata adeguatamente descritia da una parti-
colare terna di cacrdinate. [Japproccio apalitica non pud rendere conto di que-
ste scelte sen2a fare riferimento ad un contenuto fttuale: il ricorso all'intuizione
&-imprescindibile, Adottando ua rppricalo genetics al problema dai fondarnenti
Yeronese non si accontenta di asstmere una certa convenzions sanza' indagare
le tmativazionl: ogni scelta compiuta dal matematico risponde ad una precisa ra-
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rimprovero era stato mosso alla geometria analitica da Pon-
celet nell'Introdazione al Tratté des propriélés projectives des figures,
ove si affermava che Palgebra rappresenta le grandeze geo-
metriche con dei segni astratti completamente indetermina-
ti.% La generalitd dei risultati ottenuti per via analitica non &
perd per Poncelet una caratteristica esclusiva dell’algebra,
bens! un frutte del ragionamentoé implicito che ne sta alla base
e che astrae dai valori numerici e assoluti delle grandezze ® La
geometria sintetica procede in mode pil rigido o pill seveto
descrivendo la figsura senza maij perderla di vista e ragionando
su grandezze reali ed esistenti: essa si fonda su un tipo esplicito di
1agionamento c¢he da un lato permétte di determinare la natura
delle formne geometriche, dall‘altro impedisce 1'acquisizione di i~
sultati generali ** Per eliminare questa debolezza la geometria
pura dovrebbe fare astrazione dalle figure e dedurre conse-
guenze “che non sia possibile dipingere, all'immaginazione o
alla vista, mediante oggetti sensibili”, vale a dire dovrebbe
adottare una forma di ragionamento .implicito: in tal modao
non perderebbe la capacitd di determinare i propri oggetti, ac-
quistando al contempe una maggiore generalita ®® Un altro di-
fetto attribuito da Veronese al metodo analitico & l'incapacita di
fornire un'adeguata comprensione dei singoli passn della di-
mostrazione:

{...] esso ol conduce melto sovente dalle premesse al ﬁsultato_ﬁhale
senza farci conascere i diverst anelli della catena delie proprieta geo-
metriche eccomenti net passaggio dalla prima proprieta ali‘ultima, per
quanto semplice ed elegante possa essere la dimostrazione

Giad Grassmann aveva affermatoe che il calcolo analitico

realt& percepita attraverso f sensi,

& = aigebra utilizza dei segni astratti: essa rappresenta le grandez:ze assojute
mediante caratten che nah hanno per se stessi afcun valore e che lasdano a tafi
grandeme tutta I'indeterminazione possibile.” Poncelet, [1865], p. XI.

“8§1 & condatii a tutte queste conseguenze non solo quando si utilizzano i segnt
e le notazioni dell'Algebra ma anche ogni volta che nagionando su delle grandez-
2e qualunhque 51 fa astraziona dal lors valerl numeric e assoluti: in una pardla,
tutte le volte che si ragiona su grandezze Indeterminate, clod si: Ea ueo de| ragio-
namento puramente izplite.” Foncelet, [1845], p. XIk )
= Poncelet, | 1883], p. X,

@ pancelat, 118631, p. Xil.
M PG, p. XXL.
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“econsiste in uno sviluppo meccanico di formule”, che impedi-
sce la ¢comprensione delle spirito del ragionamento.”” Chasles,

prima ancora, aveva evidenziato l'insufficienza del metodo -

analitica nello studio dei fondamenti della geometria perché
8850 NOR spiega quaie rapporto abbia una data verita con
quelle che la precedono o la seguono nella dimostrazione ® 1l
metodo analitico introduce simboli complessi per descrivere
proprietd geometriche molto semplici. It metodo sintetico &
pil adatte alla trattazione delle questioni relative ai fonda-
menti della geometria perché rispecchia la semplicita delle fi-
gure geometriche anziché costituire un “formalismo ¢ mecca-
nismo che sostituisca sistematicamente ¢ possa menomare se
non annientare una delle pill belle facoltd dello spirito,
Vintuizione spaziale”.¥ [l metodo greco o sintetico o puro &
preferito sia perché storicamente antecedente a quello anali-
tico sia soprattutto in quanto “corrisponde meglio alla natura
del problema” poiché nasce dalla percezione della diversita di
luogo delle figure e si sviluppa secondo Fintuizione spaziaie. 1l
metodo sintetico, lungi dall'essere “artificic senza vita™ o
“giunco di simboli e di parole” & essenzialmente filosofico
perché non prescinde dalla natura degli oggetti ai quali si rife-
risce.”® Un ultimo pericolo si cela nella generalitd delianalisi: es-
sa conduce ad ipotesi astratte c¢he potrebbero contraddire alla
nactra esperienza dello spazio e dunque essere prive di significa-
to geometrico. Poincaré ed Hilbert, adottando un metodo anali-
tico anziché sintetico, seno incorsi in questo errore e hanno at-
tribuite possibilita geometrica a teorie Tatematiche contrarie
all'tntuizione spaziale:

Un'altra cosa desidero far rilevare, in cui parmi discostarmi dai
signort Poincaré ed Hilbert, 1 quali, trattando la geometria pid
oon le vedute deil'analisi che con quelle deil'tntuizione spaziale, so-
no portati a dare alla geometria un'estensione maggione di quella

* Grassmann, [1844], p. L.

8 “f dunque sufficiante in uno studio filesofico & fandamentale df una sclenza
sapere che na qualche cosa & verz $2 non si cdnosce perché ¢id accade € quale
gg:tu essa occupa nella serie delle verita & cui appamene"‘ Chasles, |1837|, p.
¥ G, p. 604,

€ GNA,. p. 205,
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che secondo Fintuizione essa posss e debba avere®

Non tutte le teorie analitiche astratte sono tecrie geometri-
che: & infatt] necessario che gli oggetti che esse descrivono
siano costruibili 2 partire dagli elementi piu semplici del si-
sterna:

[...[ accioceché un risultato enalitico abbia un effettivo significa
to geometrico hisogna che si riferisca ad vn ente che si possa
eostruire, ¢ in ogni caso la geomsatria non pud contentarsi di
sapere ad es. che esiste una data superficie, ma vuole conosce-
te anche le leggi della costruzione della superficie stessa.™

Soltanto il metodo sintetico, basato sul processo ¢ostruttivo
dell'intuizione spaziale, pud determinare le leggi secondo le quali
& possibile costruire un dato ente fomendo la garanzia della sua
esistenza geometrica.”

4.5 VERITA

Se per filosofia intendiamo la suprema ricerca della verita —
serive Veronese nella lezione inaugurale tenuta alluniversita
di Padova nel 1905 — la matematica & tanto pil filosofica in
quanto “essa non & selo la pidy ideale, bens! anche la pid posi-
tiva delie scienze, perché & la pil alta e la pill precisa espres-
sione del vero”.”? La matematica pura non & soggetta a confu-

“GNA.,p 350.Cf. i1 § 3.2.1.

™ BG, p. XXHI.

" 1| metodo sintetico & scelto da Veronese oltre ¢he pet I'espasizions dei fonda-
menti anche per linsegnamento dalia geometria elementare nelle scuale supe-
riori, Nells scuole inferiori invece egli propone un metodo intuitive basato sul-
l'osservazione e sull'esperisnza, Lo proposizioni geometriche sono enunciate
"solo per la figure che st possono direttamenta osservare”, § concekt] primitivi
$0no ottenuti dail'ossevazione degli ogzetti naturali e le proposizieni primitive
che Ji descrivono sono sottoposie a vertfica sperimentale attraverse It confronta
e i3 oosthezlone con pasticolari strucnenti (riga. squadra, compasso, carta milli-
metrata). AEG, p. V. Veronese ha scitto diversi tasti df geometta per le scuele:
Efementi di Geometria, ad wso dei licei ¢ degli istitali teenict (prima blennko); Nozioni elementar!
di Geometria intuitlwe, ad uso dol ginnasi inferiori, adatiate suozessivamente ai pro-
gratneni ministerfali delle Scuole tecniche con il titolo Elementi di Geometria intuitiva
ad uso delle Scuple fecniche; Complementi & Algebra ¢ Geomelria ad wo dei Licet moderni,
trattati con 2 collaborazions di Paoly Cazmrnga. Anche § Fordamenti di geonetria, il cui
sottotitolo & “Le2iani per fa Scuola di Magistero in Matematlca” & un manuale
ger gli studenti universitari che si preparanc a diventare insegnanti nelle scuole,

VM, p. 7.
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tazioni o revisioni come avviene alle scienze naturali, nelle
quali i fatti sono sempre approssimail e imprecisi poiché di-
pendono  dall'osservazione empirica. Gli enti matematici
astratti, invece, soho “l'espressione pili alta e pilt pura della
veritd” perché sono prodotti dell'intetletto umanoc € pertanto
raggiungona un grado dI certezza assoluta. Un concetto ma-
tematico & vero se & non contraddittorio e se tale verita, una
volta dimostrata logicamente & senza errori, non pud essere
confutata.” Veronese non dimentica che all'inizie dell'Ottocertto i
geometri hanno abbattuto ia certeiza delledificio euddideo, che
aveva resistito per secoli come modello di veritd assoluta, né sor-
vola sulle critiche mosse al calcolo infinitesimale di Leibniz e
Newton, Nel primo caso, poiché Veronese include fa geome-
tria tra le matematiche pure, la scoperta di gecmetrie logica-
mente coerentl che non soddisfano al postulate delle paral-
lele non ha confutato la teoria euclidea perché questa man-
tiene intatta tutta la sua veritd come teoria astratta; nel se-
conde caso errore non dipende dalla natura della seienza ma
datl'indeterminatezza dei suoi concetti fondamentali ¢ pertan-
to pud essere eliminato stabilendone in mode preciso il si-
gnificato, Altri errori nascono dalla mancata dimostrazione
della dipendenzz o indipendenza reciproca deile premesse,
necessaria per garantirne 1z non contraddittorietd, o ancora da
uno sbaglio del matematico in una dimostrazione.™ La verit3
della matematica & assoluta perché non dipende datl'adeguazione
fra pensiero ¢ realtd, bens! tra pensiero e pensiero: essa non €
appressimata e nemmeno provvisoria perché si fonda sulla
non contraddittorieta logica, che non dipende dall'esperienza.
La geometria ha verita assoluta solo se separata dall'applicazione
alla fisica e presentata in forma assiomatica rigorosa: in tal caso
infatti essa trova il fondamento della propria verita nella sola
non contraddittoriet? logica, Sia la geometria sia Ia matemati-

™ OPG, pp. 203-204.

-1, |2 scienze matematica & per sé esatiz, né dipese da essa ¢2 non poté rag-
glungere ne' cuoi fondamenti una forma definitiva. L'errore o dipende diretta-
mente dal matematico o deriva daila indsterminatezza di alcuni concetti fonda-
mantall, come ad esernpio quello dell'inflnitesimo attuale dei.Leibnitz. da lui poi
abbandonato, » che condusse a discussioni interrninabili; ¢ pud discendere an-
che dalla mancata dimostrazione detls possibilita logica 4 alcune nuove Ipates!
& dalla non appropriata loro interpretazicne.” VM, p. 8.

i
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ca trovano perd una conferma indiretta della propria vesitd
nell’applicazione alla natura™ La fiducia nella possibilitd di
scoprire applicazioni utili anche per "le pil alte e pil astratte

concezioni matematiche” riposa sulla convinzione che 1) le-

legel matematiche esprimano leggi del pensiero e 2) che esi-
sta un'armonia metavigliosa tra le leggi del pensiero e quelle
del mondo esterno:

ogni legge matematica, essendo una legge del pensiero, & an-
che vna legge defla Natura. E per 'armonia meravigliosa che
estste fra le leggi del pensiero e quelle del mondo fuori di esso,
non sl pud asserire a ptiosi che in QuUEstd nNoOn possano avere
un'applicazione gtile le pid alite e pill astratte concezioni ta-
tematiche, anche s¢ non furono suggerite dall’esperienza. ™

La fiducia nell'armonia tra matematica ¢ realta & motivata dal
successo delle applicazioni delta matematica del tempo alla fisi-
ca, alla chimica, alle scienze economiche e sociali, alla biologia @
alla fisiologia, oltre ¢he dalla convinzione galileiana che “la Natu-
ra & un libro scritto in lingua matematica™.™ L'esistenza di un
rapporto molto stretto tra leggi matematiche e leggi del pensie-
ro ¢ia era emersa nella ricerca dei principi e delle operazioni
su cui si fonda la matematica.™ In particolare, poiché lo studio
del ragionamento & compito della logica, sussiste un rapporto

™ “[ Grecl che studiarena quetle finee che si chiamano coniche, e cestituivane
per essi |alta geomelria, non potevano certo preveders ¢he parecchi secxll dege
sarebbere ritrovate fra le orbite degli a=ttd, d) cui Keplere determind le leggi. che
a lora volta servirono alla scoperta di Newton delle legge dell’attrazione univer-
sale." VM. pp. 24-25. Neppure Veronese poteva immaginare, quando costriziva la
sua geometria |perspazlale e cercava di convincere i contemporanei della possi-
bilita & intwire una quarta dimensicne, che noh malil anni dopo Einsteln avrab-
be rivoluzionato la concezione tridimenslonate dello spazio per aggiungeryi una
quatta dimensione: il terapo. Cosl come guando rivendicava la possibilitd
dell’esistenza astratta deli'infinitamente piccold Veronese pop aveva in mente
l'ipotesi deltesistenza reale 4 qualcosa di molto pitt pickolo dell'atomo di tate-
rfa, tredizionaimente considerato indivisibile. Proprio alla fine dell'Ottocanto
con gll esperimenti dl Goldstein, Parrin ¢ Thompson {che nel 1899 presentd una
relazione i congressa di Dover della British Assogiation dal titolo On the Exkslence of
Smaller tharn Aloms) si arrive alla scoperta di una nuova particella: I'elettrone, il
quale toglieva delinitivarnente all'atomo la prerogativa di componente alemen-
tare e indivisibile di materia, .

VM, p. 24,

VM, p. 25

Ber il § il eFG ap. L
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molto stretto tra matematica e logica. Benché Veronese sia

lontano dalla prospettiva logicista di riduzione della matema-

tica alia logica, tuttavia & indubbio che nei Fondamenti si indi-
viduano alcune leggi del pensiero ed alcuni concetti primitivi
in grado di spiegare come e perché siano sorti i principi e le
operazioni delia maternatica, La matematica dipende dalia lo-
gica perché & la conseguenza di determinate leggi del pensie-
ro ma i concetti matematic primitivi hon sono definiti in ter-

mini puramente logici o le verita della matematica pura deri- -

vate soltanto da principi logici. ™ Le leggi logiche del pensiero
influiscono sullo sviluppo della matematica in due modi: in
primo juogo la costruzione delie teorie matematiche & deter-
minata dai principi logici d'identitd, di non contraddizione e
del terzo escluse, vale a dire dai principi che regoianc ogni
processo di pensiere; in secondo Iuogo 1 concetti della mate-
matica non sono scelti in mode arbitrario dagli scienziati ma
derivano da certi concetti logici fondamentali che troviamo
formati in not fin da piceoli (prima, poi, uno, molti).” La ma-
tematica dipende daila logica perché si sviluppa conforme-
mente alle regole del ragionamento non contraddittorio e per-
che | suoi concetti primitivi derivano da certi concetti logici;
essa perd amplia e ridefinisce i) significato dei concetti e le
propriet2 delle operazioni, L'operazione matematica di addi-
zione tra numeri non coincide ad esempio con l'operazione
logica dell'unire insieme piY cose: dipende in modo essen-
ziale dalle regoie di associazione delle cose nef pensiero € non
& riducibiie & un insieme qualunque di regole che determina-
no I'uso del simbolo +. Veronese rifiuta una concezione for-
malistica ingenua che veda nel segno l'oggetto ultimo della
matematica: perché questa sia una scienza di concetti e non
di puri segni combinati arbitrariamente dal matematico, oc-
corre definire le regole delle operazioni tra numeri in analogia
con quelle delle operazioni del pensiero da cui derivano. La
matematica & una scienza libera che pud creare i suci oggetti,

™) le leggi del pensiero loglco puro sone cormunl ad entrambe [Rlosofia e

scienza della natura]. ¢ la matematica non ne & che la conseguenza.” VM, p. 6,

® "1l bamblna stesse sa distinguere ben presto l'idea dell'unita da quella df plu-
ralita, 31 prima e (I pol, @ muove incerto i prithi pass! in linea retta verso la mart-
Mz, che somidente 1o incoraggia e ghi tende amorgsatmente le braceis.” YM.p. 6
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not per questo & puraments convenzionale o arbitraria,
?aio c?he ?ie;u che intIr)oduc.e rimandano a partico’}arl concet-
ti logic fondamentali: un'indagine sui fondamenti della ma-
tematica ha proptio lo scopo di mettere in fuce le analogie e t
parallelismi tra il ragionamento e le applicazioni dei simboli
rivelando in che modo queste rispecchino il primo:

[...] la matematica pura non & nei suoi fondament! una combi~
nazione arbitrarfa di segni ma & una sclenza di concetti che sca-
turiscono direttamente dagli asslomi logic, da operazioti men-
tali comuni a senso determinato ed unico [...]."

Se la concezione della lfogica come studio delle operazioni
della mente che rendono possibile il ragionamento avvicina
Veronese alla prospettiva psicologista, egli non & affatto interes-
sato né al linguaggio simbolico della Jogica né all'uso strumen-
tale di essa per raccogliere indicazioni concernent la natura e la
costituzione della mente umana. Lintenzione di Veronese sia nel
caso della genesi della maternatica dalle leggi del pensiero sia nel
caso della genesi della geometria dall‘osservazione empirica €
duplice: da un lato la ricerca deli’crigine dei conceiti e del
principi permette una chiarificezione concettuale _della tecria ed
elimina nozioni non definite o I'appello all'intuizione, dallaltro
la ricerca dell'origine serve anche a confermare la verita della
tecria. La veritd delle proposizioni geornetnc_he‘ & garantita
dalla conformita all'intuizioné spaziale, la verita di quelie ma-
tematiche dalla non contraddittorieta logica, ossia dalla con-

i n le leggi del pensiero. _
foge?lltaé'c(i:‘fmostrggigone drf uR nuove fisultato costituisce I'unico
criterio rigoroso della sua veritd, il matematico pud talw?ltg
rinunciare al massimo rigore, soprattutto quando una teoria e
nuova e ancora paco studiata, purché stimoli altt a prosegui-
re nelle stesse ricerche. intervenendo in una polgmaéa tra Se-
gre e Peano sul significaro del rigore in matematica,™ Verone-
se prende le difese del primo: benché le dimostrazioni rigoro-
se siano essenziali per eliminare definitivamente gli errori da
una teoria, non ha senso abbandonare una teoria soltanto
perché contiene alcune imprecisioni. Alla verita, infatti, non si

" CRA, pp. 603604, o
R per u:f'zmp]a analisi deila poletnlca sl veda Manara-Spoglianti |1977).
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giunge, per Veronese, soltanto in modo rigoraso, anzi spesso
una huova teoria ¢ unp nuovo concetto sono introdotti senza
che sia possibile verificarne in modo inconfutabile la possibi--
lita logica. il primno modo nel quale si giunge alla verita & si~
mife ad un sentiero di montagna irto di ostacoli e pericoloso
ma the pure conduce alla meta; soltanto dopo aver conquista-
to la vetta & possibile, scendendo, studiare altri modi pilt sicu-
1 per raggiungerla.® 1l buon matematico, come lo scalatore
che non si accontenta di aver raggiunto la vetta ma cerca di
renderla accessibile ad altri, non deve accontentarsi del risul-
tato raggiunto ma continuare a studiarlo finché non sia riusci-
1o a tovame una dimostrazione rigorosa® Poiché non &
"matermatico” soltanto ¢id che & soggetto a dimostrazione e
quindi inconfutabile, il rischio di cadere nell'errore non deve
frenare la ricerca di nuove tecrie: occorre perd la volontd di
giustificare, almeno a posteriori, le proprie scoperte con una
dimostrazione rigorosa dei risultati. Per Peano, invece, in ma-
tematica & vero in senso assoluto soltanto cid che & dimostra-
to rigorosamente e finché non si & trovata una dimostrazione
non & possibile affermare di avere raggiunto alcun risultato.*
Poiché fa matematica & una logica perfezionata il cui compito
@ la derivazione di certe conseguenze dalle premesse, ogni ri-

2 *Savert) volte [x veritd scientifica appare come colfocata su una vetta eccelsa e
per raggiungerla non si hanno dapprima ¢he sentieri malagevoli'su chine peri-
tolose, st che vi @ gran facilith di penetrare negll abissi in cul sta Ferrore: softan-
to dopo che alia vetta si & giunt per siffatti sentieri, si riesce & tracdiare delle
stiade sicure che conducano ad essa senza paricoll, Cosl @ awveanuto Frequente-
rnente che i) primo modo di giungere ad una verith non sia stato plenarnente
scddlsfacente, e che solo dow |a scienza sia riuscita a completamne la dimestra-
Zione” Segre, {1391]. p. 53.

¥ g massima prudenza, tipete ancors, il massimo numer di controlli, ece.,
e, ¢i vogliono per non cadere nafi’errors; anche in <id gioven ['esempio degli
scienziati d[ valore, per insegnare quando & che nel risultaic ottenute si pud aver
fiducla: ma allora sard opportune farle conoscare. Solo bisogherd alla prudenza
congiungere l'onestd, ciok avwertire espressamente come la via tenuta non sla

scevm di dubbi, affinché neesuno i indotto a fidarsi ciecemente del risultato,”

ma anzd v sla un invito a cercame una pill completa dimostrazione.” Sepre,

[1821}, p. 5.
* "Cos i difesto dl ¥igore In lavori di matematica, nan sl pud, a nostro modo di

vedere, in alcun medo difendere o scusare. Not siteniame falsa ung proposizione,

s& vi si pud trovare un caso d'eccezicng; e che tioh ¢! possa considerare came of-
lenulo un rlsultato, finché esso non & dgerosaments provato, ancorché non si co-
noscane casi df eccezione.” Peang, 11891, p. 64.
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sultato non ottenibile per deduzione logica da un gruppo d
ipotesi definite & poesia e non matematica.™

4.6 ONTOLAGLA

Gli enti geometrici, gli enti matematici e gli oggetti delle
scienze formali in genere sono enti ideali: alcuni soro imma-
gini mentali ottenuti dalle rappresentazioni di oggetti empiri-
<, tipi ai quali gli oggetti concreti si approssimano, altri sono
pensieri r;mri ai quali non cormsponde alcun oggetto extra-
mentale ¥ Lo spazio generale, l'infinito e l'infinitesimo attuale
sono pure idealitd prive di esistenza concreta ma non di esi-
stenza o realta astratta: :

[l nostro spazio gensrale 2 geometricamente possibile, € quindi
esso ha una realid astralta, senza intendere con dd che il mondo
esteriore in <é sia una rappresentazione completa di questo spa-
Zo. Cosl, collipotesi delle diverse unitd rettilinee, che & conse-
guenza di quelle da nof fatte sullinfinito e sull'infinitesimto attua-
le, o in altre parole dell'indipendenza deila geometria dall’assioma
v d'Archimede, non abbiamo bisogno di credere alts realtdt concrela
dellinfinito & dellinfinitesimo attuale.®

Questi enti ideali privi di un corrispettivo concreto nion SORo
nozioni introdotte per abbreviare il ragionamento né entita fit-
tizie. Essi hanno realtd ed esistenza in quanto oggetti di un di-
scorso teorico coerente: tale esistenza & astratta perché gli enti
esistono nel pensierc e non necessariamente nella reaitd, Nes-
suna dimostrazione o scopetta fisica pud intaccarne l'esistenza,
che & puramente formale, determinata dal prin¢ipio di contrad-

dizione e non dall'esistenza di un oggetto concreto corrispon-
dente.®® La definizione degli enti matematici e geometrict ¢o-

5 ~fante a scelta dei punti di partenza, spetta alla matematica (che, veeondo noi,
2 una legica perfezionata) a dedume le conseguenze: e g'uetle dabbono essere
& non 4ond contunute

assolutamente rigorese, Chi enuncia delle conseguentze o
helle premesse, potrd fare della poesia, ma non defla matematica” Peanc,

(18911, p. 67.
Cfr. i1 § 3.4.5.

% BG, p, XL, _ L
» "Angw se fosse dimostiato ad es. che reaimente non selate [n:conemto il ne-

stco spazio generale, hon per Guesto geometricamenta saromma.obbligat] a r-
nunciare a questa IpatesiT FG, p. Xil. Si veda anche Il segudntd passy. ¥l sono
infine altri assiomi che non st riferiscono né agl oggert/-agkem| W4 SAMPO
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me prodotti del pensiero garantisce alla matematica e alla
geormnetria “la massima liberta possibile”

Se ¢i si vuel chizmare razionalisti o idealisti per le idee qui espo-
ste, accettiamo il titolo per distinguetcl da coloro che ingiusti-
ficatamente vorrebhero negare allo spirito matematico € geo-
metrico ta massima libentd possibile, domandandosi per es. ad
ogni nuovo risultato o ad ogni nuova jpotesi se abbia © ne una
rappresentazione sensibile, per es. nella geometria una pura
rappresentazione sensibite esterna. Ma lo accettiamo nei senso
che non si attribuisca ad esso alcun significato filosofica pro-
priamente detto.?

Veronese accetta il titolo di razionalista o idealista ma ron
le implicazioni filosofiche del termine. Per capire a cosa si rife-
tisca oon questa dichiarazione, @ opportuno riassurmere il diato-
g0 tra un matematico empirista ed un matematico raziohalista
irnmaginato da Du Bois-Reymond nella Allgemeine Functionentheorie.
Le differenze essenziali tra empitista e idealista riguardano la
conczione degli enti geometrici € del limite Entrambi sono
realisti ma le loro posizioni differiscono perché I'empirista &
materialista, ritiene che gli anti matematici siano oggetti con-
crefi e ammette solo l'infinite potenziale; I'idealista al contra-
rio ritiene che gli enti matematici siano oggetti immateriali
esistenti fucri del pensiero e ammette I'infinito attuale. Per
I'empirista non esiste nulia che non sia oggetto di percezione
irnmediata o riconducibile ad un oggetto di percezione me-
diante modificazioni di ordine fisico (decomposizioni, combi-
nazioni, variazioni di grandezza, di forma, di intensitd, di qua-
lita); per lidealista invece anche le nozioni che non si presta-
no a una rappresentazione sensibile, come il limite, I'infinito e
I'infinitesimo, devono essere considerate esistenti perché so-
no oggetti concepiti sul modello dellintuizione sensibile. Di-
versa & fa natura del limite, inteso da entrambi come un pro-
cedimento matematico grazie al quale a partire da una suc-

infine altri assicmi che non si riferiscono né agli oggatti estemi né al campo
geometrico cortlspondente a quefio della nostra oeservaziorne: ad esempio gl
assiomi ¢he concemong il punte determinato da una ripartizione di Dedefind. il
punto che serve alla costruzione dello spazio 2 quattro dimensioni, ecc.: questi
zssiomi hanno allora soltanto Un'sistenza astratta.” BGE, p. 436 |rslve mic)-

* FG, p. XV,

4. 1 fondamtentf 245

cessione di vaiori che si lasciano misurare © osservare si con-
clude all’esistenza di valori che sfuggono completarente alla
percezione e la cuj presenza non pud essere dimostrata.” Se
la serie di valori & sempre considerata come terminata ossia
interrotta a un certo punto, si ha i'empirismo, che & il sistema
della rinuncia totale, perché concede che solo il percepibile
sia esistente o corrispondente a qualcosa di esistente: per
Fempirista i limite non @ dato & Vinfinito delia serie & soltan-
to potenziale. Se la serie di valori & considerata come avente
un uitimo elemento ideale, mai raggiungibile ma dato, allora
si ha l'idealismo. che attribuisce realtd anche a cid che non pud
essere Né percepito né rappresentato. Consideriamo ad esem-
pio J'assioma di continuitd, che postula i'esistenza del punto
limite di una linea, la cui lunghezza diminuisce senza fine &
cala al di sotto di ogni quantitd data, per piccola che sia.” Per
I'empirista I'operazione che fa subentrare un punto al posto di
una linea & infondata perché il graduale incontrarsi e fondersi
di due punti & qualcosa di assurdo: ¢jd che separa due punti o
& un punto © & una linea e se € una linea, per quanto piccola,
non pud divenire un punto. L'idealista afferma in risposta che
il limite esiste ed & I'ideale termine ultimo della successione. §)
punto limite non € mai dato nella rappresentazione, che &
condizionata dalla limitatezza della nostra esperienza sense-
riale, eppure esiste perché @ concepito sul modello della no-
stra intyizione sensibile. Le stelie della voita celeste ¢ ap-
paiono it numereo illimitato perché pill Fosservazione telesco-
pica si fa precisa e pill sl 1ivelanc numerose, eppure sono in
numero infinito perché non & maj possibile determinare la lo-
0 quantita (sia che le steile da contare abbiano una fine sia
che non l'abbiang, tale fine non & mai raggiungibilz). Cost il
numero dei punti di divisione di un segmento delia retta, che
& illimitatamente grande nella rappresentazione, & infinitamente
grande nella reaitd. Poiché tali punti determinano dei segmen-
tl, questi ultimi saranno infinitesimi: esiste aliora T'infiuitamente
piccelo anche se non poassiamo formarcene una rappresentazio-
ne, L'empirista non ammette né il limite, né l'infinito, né
l'infinitamente piccolo perché essi oltrepassano i “limiti della

? Du Bois-Reymond., [1852), p. 1.
A Du Pale-Reymond, [1882], p. 60 € s3.
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pensabilitd umana”; il limite & un ideaie al quale non abbiamo
diritto di conferire reattd *® Come non esiste il limite. cosi per
I'empirlsta non &sistono neppure le figure gedmetriche esatte
perche l'esattezza @ un ideale; se pure nella realta esistessero
linee rette esatte, noi non saremmo in grado di riconoscerle
perché nessune strumento potrebbe misurare differenze pit-
piccole di ogni grandezza data a meno di ingrandire l'oggetto
all'tnfinito, il che & umanamente impensabile. Per 'empirista
le scienze matematiche non hanno bisogho della ¢ompileta
esattezza delie rappresentazioni ideali geometriche ma & ad
esse sufficiente la precisione delle rette che si trovano in natu~
ra, dalla percezione delle quali nulla lascia intendere che esi-
stano rette esatte.” L'empirista, “mentre lascia libere corso ai
suoi pensieri solo all'intemo di rappresentazioni e concettl
¢he comrispondono a percezioni ¢ che ne sono originati, si
comporta come un ragazze posatd che non oltrepassa mai la
siepe. del suo giardino.” Lidealista, al contrario, immagina
presente la fine di una sefie di rappresentazioni, la quale non
pud essere mai percepita né rappresentata: “come un ragazzo
selvaggio si fa beffe delle bariiere di confine, chiama sua pro-
pria Fintera regione delle rappresentazioni e delle idee ¢ ama
inerpicarsi attraverso sterpaglie ed oltre ogni scoglio su cime
dalle quali guardare lontano.”” il limite che I'empirista am-
mette non € il termine ideale di una serie di rappresentazioni
ma una rappresentazione reale che vi corrisponda nél modo
pil esatto possibile: ciascun oggetto empirico pud essere
idealizzato sempre di pill (ad esempio una striscia pud essere
pensata sempre pid sottile) perd durante tale idealizzazione le
rappresentazioni si modificano gradualmente restando sem-
pre reali poiché 'oggetto & rappresentato quantoe si voglia esatto
[beli%?ig genau] e non ompiutanente esaife [vollkommen ge-
naul. . . .

¥ Du Bois-Reymond, | 1882], p. 92 e ss. :

M la llnea reits ideale allor2 nan & altra che ta fine, arbitrariamente smmessa,
di una successione di rappresentazioni dovute a misurazioni sempre plo raffine-
te, ma non si pud affaito provare che tole suceessione di rappresentazioni ahbia
un termine, anzl nel mondo delle nastre percerlonl utto parla <ontro
gUest'ipctest.” Du Bols-Reyemond, |1882]. p. 99.

” Du Bois-Reymond, |1852|, pp. 112113,

* Du Bojs-Reymond, |1882|, p. 118.
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Né J'empitismo né l'idealismo sono per Du Bois-Reyinond in
grado di giustificare l'esattezza del calcoio infinitesimale,
Brunschvicg individua la causa del fallimento di entrambe le
interpretazioni nella fallacia del presupposto che le acoomu-
na: il postulato realista, statico. “rappresentazionista”, secon-
do il quale lldea si definisce attraverso la sua matera.
L'esistenza deli'infinito dipenderebbe ciog dalla rappresenta-
bilita dellinsiere di tutti gli elementi che io compongono an-
ziché dalla possibilitd di pensare la legge di formazione di
questi numeri.”’. Per Veronese i'errore che accomuna empirista
e idealista risiede nelle argomentazioni. filosofiche inaccetta-
bili mediante le quali tentano di dimostrare I'inesistenza o
I'esistenza del limite. L'esistenza non pud essere negata o at-
tribuita al limite a causa deil'assenza o presenza di un oggetto
concreto che gli corrisponda nel mondo fisico o ideale, bensi
deve essere attribuita al limite soltanto in virtl della possibiii-
ta logica di tale concetto. Alcuni enti puramente astratti intro~
dotti nei Fondamenti {ad esempio i segmenti infiniti e infinite-
simi attuali) non sono delie semplici idealizzazioni di oggetti
d'esperienza, nella considerazione dei quali astraiamo dalle
imperfezioni; essi sono piuttosto concetti non rappresentabiii,
le cui proprietd non sono derivate dall’osservazione. Questi
enti non hanne necessarigmente un'esistenza concreta ma hannoe
un‘ssistenza astratia perché sono il risultato di un processo del
pensierc: esistono nella nostra mente € ne sono un prodotto.
Non ia rappresentabilitd, dunque, bensi la non contradditto-
rietd & Funica condizione di esistenza per gli enti delia mate-
matica {un po’ pilt complessa &, come si & visto nel paragrafo
3.2, la condizione di possibilita geometrica). Alla juce del
dialego tra empirista e idealista si comprende 2 dichiarazione
sopta citata di Veronese: egli & maionalista o idealista perché af-
ferma che gli enti matematici esistono nella mente umana
comé prodotti de! pensiero; non 1o & perd in senso filosofico
perché non assuine né che tali enti esistano solo nei pensiero

né che essi esistano fuot di noi in un terzo regno. Veronese si

limita ad escludere le concezioni ontologiche inconciliabili
con il libero sviluppo della matematica: il realismo empirico
che nega l'esistenza del limite e ogni filosofia finitista che

“ Brunschvicg, {1929, p. 533.



e PR,

s ne b el Ao ke

07

-3

248 Giuseppe Verorese ¢ i fondamenti di geomelria

escluda l'esistenza di gruppi infiniti. Come lidealista deila
Allgemeine Functionentheorie Veronese amnmette anche ¢id che
fuoresce dal campo percettivo, convinto che sia pill importan-
te “guardare lontano” anche a costo di commettere erori piutto-
sto che rimanere racchiusi nel picoolo giardino della percezione:;
adottare una coneszione razionalista significa garantire la massi-

ma liberta alla ricerca matematica.® A differenza dell'idealista 1)

matematico non ha perd bisogno di aderire a teorie metafisi-
chie ma si accontenta di rifiutare le ipotesi che contrastans con le
teorie matematiche stesse. individuando nell’atteggiamento nei
confronti dell'infinito il carattere distintivo di ogni filosofia della
matematica, Veronese si presenta come un razionalista infini-
tista: se gli oggetti maternatici esistona solo nel nostro pen-
giero e ne sono prodofti, massima @ infetti la liberta dei ma-
tematico di creare nuovi enti e nuove teorie.

Proprio per garantire tale liberta Veronese assume il principio
della continuita del pensiero, che penmette di ampliare ogni gruppo

dato di oggetti mediante la creazione di nuovi oggetti esterni - 3

al gruppo. Un insieme di punti considerato come totalitd di
tuttl i punti possibili diventa cost a sua volta elemento di un
insieme pill ampio che il pensiero costruisce con un salto:
nuovi punti amphiano {universo del discorso che & sempre in
crescita e mai dato una volta per tutte. E interessante citare a
questo proposito un passo di Zermelo tratto da Uber Grenzzafien
und Mengenberichte del 1930, nel quale si afferma lintrinseca
non “completabilitd” dell'universo degli insiemi, che pud
sempre essere ulteriormente esteso: di fronte alla sfiducia
causata dai risultati di Skolem nella possibilita di rendere ca-
tegorica la teoria degli insiemi (un sistema di assiomi, lo i~
cordiamo, & categotico se due gualunque modelli di quegli
assiomi sono fra loro isomorfi), Zermelo difende le ‘antino-
mie' della teoria degli insiemi, ritenendole causa non di un
impoverimento ma piuttosto di un ampliamento della mate-
matica “al di ia di ogni orizzonte”. Alla base dei paradossi
della teoria degli insiemi, come anche delle antinomie kantia-
ne starebbero “le tendenze polarmente contrapposte dello
spirito pensante, I'idea del progresso aeatore e guella della

% “Con questo Idealismo nol abbiame almeno [ vanteggio sull'erapitista che fac-
clama uso di tutte e ipotest possibili pella ricerca della verts §...]." FS, p. XV.
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conclusione che riassume”, le quali

trovano la loro raffigurazione simbolica & la lore simbolica con-
cillazione nella successione transfinita dei numeri basata sul
concetto di buon ordinamento; Iz quale nella sus continuazio- -
ne illimitata non possiede alcuna vera conclusione, ma solo
dei punti dl stasi relativa [...|.%

Sostenendo che gli enti geometrici e pill in generale quelli
matematici astratti sono il risultato di un processo creativo
del pensiero, Veronese non ha alcuna difficolta ad assumere il
punto di vista del pensierc stesso, che passo dopo.passo si
awentura nell'illimitato é neil’infinito, rivelande la limitatezza
dello stadio precedentemente raggiunto. Qui emerge una di-
stinzione che permea tutta F'epistemologia di Veranese e risul-
ta essenziale per la costruzione della geometria iperspaziale:
la distinziene tra punto di vista relativo e punto di vista asse-
luto. Da un punto di vista relativo lo spazio a tre dimensioni &
I'insieme di tutti i punti possibili, da un punto di vista assolu-
to fuori di esso esistono ancora éltri punti che determinano
uno spazio a quattro dimensioni. In questo continuo passag-
gio tra relativo e assoluto emerge un aspetto importante del
pensiero di Veronese: agli non ipostatizza linfinito ass_o[uto
(che pud sempre essere considerato a sua volta come relativo)
né fa appello all'infinitd divina per legittimare ia capacita
dell'uvomo di pensarlo. Cantor al contrario si appella ad una
pretesa affinita tra intelletto umano & divino per spiegare la
possibilita del primo di trascendere la propria intrinseca limni-
tatezza arrivando a costruire e distinguere anche dei numeri
infiniti,"® - .

Dato uno spazio che consideriamo ¢ome un tutto, esso Non
contiene tutti i punii possibili ma tutti queili finora costruiti
(o tutti i punti relativi a tale spazio). Veronese non esclude che
si possa stabilire per convenzione che una data classe ¢ la

# Zermelo, [1930), p. 195. o
16 ") o parole “inteilette finito™, che sentismo tanto spessa, sono a mic giudizio
del tutto Inproprie; par quante |a natura unana sia limitata ~ e 1o & davvero —
essa ha moltisim? punti di contatto eon Vinfinite; anzi se non fosse essa stessa
infinita sotto molti espetti, quela salds certezzs e fiducia nell'essere
dell'Assolute nel quale sappiamo di essere tutti unit] sarabbe inspiegabile.” Can-
{or, [1382], pp. 91-92.
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classe di tutte le cose pensabili; se tale condizione non €
esplicitata, 2 perd legittimo supporre che il pensiero non sl ar-
resti mai ad una classe data, ma sia in grado di superarla pen-
sando un altro oggetto al di fuori di essa. ™' Se ad esempio si
studia soltanto la geometria euclidea, si pud considerare lo
spazio a tre dimensioni come un insieme di punti al di fuori
del quale non ne esistano altri. Questa limitazions — sembra
insinuare Veronese — & perd anch'essa un'ipotesi e dunque il
problema & capovolto: senza un'esplicita limitazione il pensie-
ro s'inoitra al di 13 delle tre dimensioni, continuando ad im-
maginare punti nello spazio a quattio, poi a cinque, ecc. di-
mensioni. Per fermare il progresso del pensiero a! di [ dello
spazio ordinario occorre postulare che esso sia il gruppo di
tutte le cose che vogliamo considerare. Veronese smaschera
cost la posizione tradizionale di chi si oppone all'esistenza
della quarta dimensione: poiché il pensiero tende a trascen-
dere ogni limite e a proseguire all'infinito per Fautoriflessivita
che lo contraddistingue, sard il geometra che vuale negare gh
iperspazi a dover introdurte un‘apposita ipotes Fhe ne esclu-
da la possibilita. Se non si stabilisce 4 priori che il pensabile &
limitato, il nostro pensiero scavalca ogni limite che ad esso si
para dinanzi, senza che la nostra mente giunga mai ad un pun-
to di arresto: Ia totalitd di tutte le cose pensabili, ammesso
che esista, sfugge al dominio del nostro pensiero perché 550
non raggiunge mai la fine del processo che lo porta oltre ogni
nuovo limite. Sforzandosi di concepire una classe che conten-
ga tutto cid che possiamo pensare ¢ che abbiarno pensato fi-
no & un dato momento, il nostro pensiere & destinato a sco-
prire che esiste sernpre qualcos'altro al di fuori di tale classe:
ciascuna classe che sia oggetto del pensiero trova un aitro og-
gerto fuori di &, propric come ogni proposizione pensata pud
essere a sua volta pensata, Il processo grazie al quale il pen-
siero trascende opni suo prodotto per determinarne un altro
non & considerato negativamente, come il tentativo della ra-
gione di trascendere un limite ad essa intrinseco. Il supera-

19 5w i dice (hvece che A contiene tutte fe cose possiblli che vogliamo pensare,

con cib esciudiamo a priori @ cose non ¢ontenate o A7 PG, p. 14, In ta] mso pe-

rd 'esclusione degli oggetti che sianno al di fiori delfa classe & determinata a
priori & non dipende dalla finjtexza Jetia reente umana
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mento del limite con un salto che ¢i porta in una nuova di-
mensjone non conduce all’errore perché I'esistenza astratta &
distinta dall'esistenza reale (sia essa concreta o ideale). La ra-
gione non si shilancia sull’esistenza reale nel mondo esterno
delle cose pensate: si limita piuttosto a garantimne l'esistenza
astratta attraversa Vindagine della non contraddittorieta logica.
Tenendo conto dellintergioco tra intuizione e astrazione
nella determinazione degli oggetti geometrici e delle premes-
se che ne descrivono le proprieta e seguendo 'indicazione di
Veronese che si autodefinisce razionalista o idealista perché
ammette [a possibilita della costruzione di oggetti geometrici
puramente astratti ai quali non corrisponde alcuna rappresen-
tazione sensibile, si pud caratterizzare la concezione di Vero-
nese come un razioralisme critico. 11 razionalismo di Veronese
non va confuso con il razionalismo secentesco che si fondava
sulla possibilita di ottenere una conoscenza certa del mondo
per mezzo del pensiero e si opponeva alle posizioni degli empiri-
sti radicali che sostenevano lorigine empirica di tutti i coneetti e
di tutte {e veritd. Se uno strascico di quest opposizione & ancora
presente in Du Bois~-Reymond, non si trova perd {almeno non
esplicitamente) in Veronese, che rifiuta le argomentazioni filo~
sofiche a sostegno della matematica. Nei Fondamenti di geometria si
$COpIe perd una traccia della fiducia nella capacita della ragione
e addirittura rtella possibilita della sua identificazione co! proce-
dimento matematico: Veronese afferma infatti {’esistenza di una
misteriosa corrispondenza tra leggi del pensiero, leggi della
natura, leggi comuni alla matematica e alla geometria. Quan-
do il pensiero can l'intervento dell’astrazione integra e infor-
mazion] forite dall'esperienza, esso & guidato dalle sue stesse
regole e dall'analogia con il finito ¢he conosciarno per osserva-
zione diretta: si costituisce una sorta di equilibrio tra Iz descri-
zione della realts mediata dai dati sensortali e I'imposizione alla
realtd di una certa struttura interpretativa o di un certo sche-
ma mentale proprio del pensiero. L'intervento del pensiero
sembra essere guidato in modo da ingontrare la realtd che fu-
ture osservazioni potranno svelarci: poiché il libro della natura
& seritto in linguaggio maternatico, non stupisce che il nostro
pensiero, le cui leggi fondamentali sono le stesse che operano
nella matematica, possa fornircene una descrizione veritiera.
Se con lespressione tazionalismoe sperimentale (formula
comunemente adottata per caratterizzare i'epistemologia di
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Enrigues) si sottolinea 'esigenza di rivalutare sia I'esperienza
sia la ragione (da un lato il contenute empirico degli assiomi,

- dall’altro 1l procedimento deduttivo con il quale sono dimo-

strate tutte le verita del sistema), Veronese non sembrerebbe
molto distante da questa posizione, che attribuisce un ruolo
importante ail'esperienza ¢ all'intuizione. La sua concezione
filosofica & perd radicalmente diversa da quella di Enriques,
per i quale la geometria @ una sclenza empirica, 1 cul pestulati
non hanno certezza assoluta perché privi di necessita logica (sia
dall'assurzione del postulato délle parallele che dall’assunzione
della sua negazione si ottengono infatti teorie non contradditto-
re e dunque logicamente possibili). Veronese al contrario
considera [4 geometria una scenza mista che non pud essere
ricondotta ad una parte della meccanica. Insistendo sulia de-
rivazione {testimoniata dalle ricerche fisio-psicologiche) delie
nostre rappresentazioni geometriche dalle sensazioni, Enri-
ques afferma che il tipo di necessita che attribuiamo ai po-
stulati euclidei & subieitiva ¢ si propone il compito di

Desumere i concefti spaziali, che cadono sotto lintuizione

esatta del matematice, dafle rappresentazion] sensiblli di cui la

psicologia fisiologica mostra la genesi. Spiegare i postulati -
della Geometria che ¢osl viene subiettivamente costruita, rat-

taccandone ia necessita alla struttura logica del pensiero. La

spiegazione consiste precisamente in questo, che i suddetti

postulatf appalono ¢ome c¢ondizioni logicamente. necessarie,

per la pessikilitd di certe associazioni, da cui hanno origine i

concetti geometra.'®

Se la genesi delle rappresentazioni spaziali & empirica, la
giustificazione di esse 2 subiettiva: i rapporti spaziaii tra gli
oggetti non sono altro che condizioni fogiche necessarie per
poter associare tra loro le rappresentazioni genetiche e quelle
attuall degli oggeétti -materiall dai quali deriviamo gli enti
geometrici. Nel Problemi della sdenza Enrigues individua nella
genesi psicologica dell'intuizione il punto di- contatto tra em-
pirismo e apriorismo:

Le premesse del nativismo e dellempirismo appariscons en-
trambe, fing a un certo punto, vere, ma le conseguenze che se

% £nriques, [1901].
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ne traggono unilaterali e incompitte, I due Indirizzi tendono a
conciliarsi nelia ricerca di spiegare l'intuizione spaziale come yno sei-
luppo psicologico da sensazioni, it cud si tenga conte della struttura del

soggetto. _ .

Veronese si oppone fermamente a questo progetto di indivi-
duare una necessitd psicologica nel modo in cui i concetti
geometrici si formano a partire dalie rappresentazioni spaziali
che derivano dalle sensazioni perché o si ammette che il po-
stulato di Euclide non & pill certo o st dimostra la necessita
Jogica ¢he ¢i spinge ad estenderlo allo spazio illimitato, nel
quale non & pil sufficiente la testimonianza dei sensi:

Ma meno ancora possiamo concepire che, riconoscendo Forlgine
empirica della geometria, e che quindi nel mondo fisico il postula-
to di Euclide & meno sicuro degli aitrl, si attribvisca poi a queste
postulato una recessity intuitva subigltive, perché lintuizione in tal
caso dipende necessariamente dall'elemento emplrico € pud
variare con esso.'™

Poiché l'intuizione dipende necessariamente dall’esperienza
insieme alla quale si origina, & assurdo che da un Jato si tico-
nosca che la geometria @ priva di necessitd jogica perché ha
crigine nell'esperienza e dall'altro e si attribuisca una neces-
sita intuitiva. La geometria non & una descrizione pili ¢ meno
certa della realtd; essa & una teoria astratta che formisce
un‘interpretazione del mondo esterno in accordo ¢on le nostre
rappresentazioni spaziali intuitive.

I} razionalistno di Vercnese va compreso nelfopposizione
ali'empirismo e ad ogni filosofia che freni lo sviluppo della mate-
matica rifiutando principi prodott] dal pensiero (henché forse sug-
gexitt dall'esperienza) essenziali allo sviluppo di ogni teoria mate-
matica: il passaggio dal limitato ail'illimitato, il quale permet-
te lidealizzazione degli enti geometrici, l'accettazione della
legge di generalizzazione che fonda l'induzione completa e
Fassunzione del concetto di limite. ['essenza del razionalismo
di Veronese 3i coglie nell’affermazione della legge della continuitd
del pensiero, che non & determinata dall’esperienza ma caratte-

' Enriques, Problemi della scienan, Zanichelli, Bolagna, 1906, p. 174, cit. in. Speran-
2a, 19911, p. 461. - .
VM, p. 35, note 12,
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rizza 1a nostra facoltad pensante in quanto tale e. permette il
superamento di ogni limite. ™ Propric l'assunzione di questo
principio che grazie all’autoriflessivitd del pensiero permette
di trascendere ogni totalita data per costruirne un'altra pilt
ampiy, rivela che la geometria di Veronese, pur essendo ango-

ra definita come scienza dello spazio, ha il compito di descri- -

vere la realtd senza limitarsi al dati che Posservazione empiri-
¢a fomisce: cornpite deila geometria & piuttosto, in una con-
cezione chiaramente razionalistica, quello di trascendere il da-
to empitico per produrre con il solo pensiers una nuova realta
astratta che comprenda al suo interno la rappresentazione
empirica della reait, _ :

Laggettivo ¢ritico ¢he connota questo razionalismo fondato
sullinterazione tra ragione e esperienza rimanda sia all'attenzione
per il problema dell’'origine dei concetti e dell'ambito della loro
applicazione, sia all'impostazione storico-critica di Veronese, il cui
testo (in particolare FAppendice) @ ricco di riferimenti e confronti
dialetticl con le posizioni di altri matematicl.'® Critica in senso

stimologico & anche I'attenzione che Veronese rivolge alle conce-.

zioni filosofiche che contrastano o limitano la ricerca scientifica,
Critico & sopratiutte l'atteggiamento del matematico verse if pro-
prio stesso lavoro perché il ricorso all'intuizione, benché legittima,
Tion deve aviere valore fondante in una teonia ma esseme espunto
appena possibile se si vuole raggiungere un alto standard di rigo-
re. L'appello all'intuizione non ha [a conseguenza di limitare il
campo di ricerche del matematics ma separm con precisione i
campo della geometiia da quello della matematica astratta:
Veronese non ceonsidera lintuizione come un presupposto

non analizzabile di ogni discorso geometrico ma evidenzia

Fintergioco tra astrazione e intuizione che interviene a vaii li-
velli nella determinazione dell’oggetto geometrico. E significa-
tivo che la riflessione rigorosa sul nuolo deli’intuizione in ma-
tematica e sulia distinzione tra origine empirica e giustifica-

%% Da quests princlpio derivano tra 'aftro t due risultati pid importanti della teo-
rid eaternatics di Veronese: la costmczione del continue non archimedes e Ja de-
terminazione della teoria degli ipercpazi,

% A scansa dl equivesi precistamo che adottando Fespressione razionalismo ¢ritico,
cotppromessa o l'epistemalogia df Popper, non si & certo inteso classificare
Veronese come un fallibilista né scorgese nella sta opera anticipazioni del me-
todo per Congetture e confutezioni, )
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zione logica delle premesse si accompagni In Veronese al tenta-
ttvo di conservare la centrality del dati esperienziali nella costru-
zione di ogni teoria geometrica senza rinundare ail'espunzione

del ricorse all’intuizione nella formulazione assiomatica delle -

tecrie. Il contributo di Veronese allo sviluppo assiomatico-
formale della geometria @ dunque, quasi paradossalmente, le-
gato al recupero dei ruolo dell'intuizione nella determinazione
degli oggetti e delie premesse geometriche. H tentativo di
conservare alla geometria il ruolo di scienza dello spazio. pri-
vilegiando il metodo sintetico rispetto a quello analitico, iungi
dal concludere in un programma di ricerca regressivo e poco
fecondo, ha fornito invece lo spunto per uno studio algebrico
delle strutture ordinate non archimedee sviluppato da Levi-
Civita € da Hans Hahn. Se oggi il punto di vista sintetico sem-
bra superato, poiché lo studio delia gecmetria € ricondotto
all'interazione di diverse strutture topologiche, differenziali,
algebriche, non bisogna perd dimenticare che & in un certo
senso propric dalla concezione sintetica delie grandezze geo-
metriche che & sorto lo studio delle strutture aigebriche ordi-
nate, allo sviluppe delle quali il programma di Veronese ha
contribuito in mode tutt’altro che marginale, Gli studi di Levi-
Civita sulla costruzione di un modelio nurnerico di campo or-
dinato non archimedeo che rappresentasse il continuo geo-
metrico costiuito da Veronese e Je ricerche di Mans Habn sul
rapporto tra le proprietd del campo dei numeri reali e quelle
di campi ordinati non archimedei ma completi {in un senso
molto simile a quello espresso per i reali dall'assioma di
completezza di Hilbeit} testimoniane importanza e la fecon-
dita della teoria e della concezione epistemologica di Verone-
se non solo da un punto di vista logico e filosofico, ma anche
matematico e storice,
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