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RESUME. La sélection de variables est un probleme difficile a résoudre. Comment choisir I’ ensem-
ble des variables pertinentes pour résoudre une tdche fixée ? La sélection de variables neuro-
nale essaye de résoudre le probleme pendant I’apprentissage du réseau de neurones. Parmi
les méthodes utilisées avec les réseaux de neurones de type perceptron multicouches, certaines
sont issues d’une technique d’élagage des poids, OBD (Optimal Brain Damage), proposée par
LeCun et al. en 1990. Apres avoir rappelé ces différentes méthodes, cet article montre comment
essayer de les améliorer en suivant quelques principes simples. Une étude comparative situera
ces différentes méthodes par rapport a d’autres techniques statistiques ou neuronales.

ABSTRACT. Feature Selection is a complex problem. How to determine the set of relevant features
according to a fixed task ? Neural Feature Selection try to solve the problem during the neural
network learning. Some frequently used methods are derived from a pruning technique, OBD,
proposed in 1990 by LeCun and al. This article review these methods and propose some en-
hancements by using some simple rules. A study will then compare the previous methods and
other classical ones.

MOTS-CLES : perceptron multicouches, élagage.

KEYWORDS: multilayer perceptron, pruning.



1. Introduction

Les méthodes de sélection de variables sont composées généralement de trois com-
posantes : un critere d’évaluation des variables, une procédure de recherche pour ex-
plorer I’espace des différentes combinaisons de variables et un critere d’arrét. Nous
allons aborder ici les méthodes de sélection de variables neuronales dont le critere
d’€valuation est dérivé de la technique d’€lagage des poids OBD (Optimal Brain Da-
mage) proposée par [LEC 90]. Dans des études précédentes [LER 97] [LER 99], une
comparaison des différentes composantes des méthodes de s€lection de variables nous
a permis de passer en revue les techniques de sélection de variables dérivées d’OBD
et de proposer quelques améliorations a ces méthodes.

Apres avoir fait quelques rappels a propos des différents criteres mis en ceuvre lors
de la sélection de variables par réseaux de neurones, nous présenterons les méthodes
dérivées d’OBD ainsi que les variantes proposées dans la littérature. Nous propose-
rons aussi plusieurs améliorations a ces méthodes. Dans le cadre de la classification,
une étude comparative sur plusieurs problemes artificiels ou réels situera ces diverses
méthodes par rapport a d’autres techniques classiques de sélection de variables neuro-
nales. Pour finir, quelques remarques et perspectives concluront cette étude.

2. Sélection de variables et réseaux de neurones

La détermination de variables pertinentes est un probleme essentiel dans I’identi-
fication de modeles. De nombreuses publications comme [LER 99] et [ZAP 99] es-
sayent de procéder a un €tat de 1’art des différentes méthodes utilisées. Il est pratique
de voir les techniques de sélection de variables sous trois angles différents, trois com-
posantes qu’il est possible de régler séparément :

— un critere d’évaluation des variables, pour comparer différents sous-ensembles
de variables et en retenir un,

— une procédure de recherche, pour explorer I’espace des différentes combinaisons
de variables,

— un critere d’arrét, pour stopper la procédure de recherche ou déterminer 1’en-
semble de variables a sélectionner.

Nous allons nous intéresser a ces trois criteres pour les méthodes de sélection de
variables neuronales.

2.1. Critere d’évaluation (mesure de pertinence)

Les mesures de pertinence associées aux méthodes de sélection de variables neu-
ronales sont souvent basées sur des heuristiques calculant I’importance individuelle
de chaque variable dans le modele obtenu apres apprentissage. Ces heuristiques sont
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nombreuses, mais peuvent €tre classées selon leurs similarités en quatre grandes fa-
milles :

— les mesures d’ordre zéro (i.e. utilisant les valeurs des parametres du réseau),

— les mesures du premier ordre (i.e. utilisant les dérivées du premier ordre des
parametres du réseau),

— les mesures du second ordre (i.e. utilisant les dérivées du second ordre des para-
metres du réseau),

— les termes de régularisation permettant de pénaliser les variables inutiles pendant
I’apprentissage.

Seules les mesures du second ordre nous intéresserons dans ce document. Le lec-
teur pourra se référer a [LER 99] pour une revue des trois premieres mesures ou a
[GRA 98a] [GRA 98b] pour le lien entre régularisation et sélection de variables.

2.2. Procédure de recherche

En général, le critere d’évaluation utilis€ pour la sélection de variables n’est pas
monotone. Il faudrait donc examiner I’ensemble des 2% — 1 sous-ensembles possibles
de k variables. Cette solution, combinatoire par rapport au nombre de sous-ensembles,
est inapplicable pour des valeurs méme modérées de k.

Les procédures de recherche couramment utilisées sont donc tres souvent des heu-
ristiques basées sur des parcours séquentiels de recherche (cf. e.g. [KIT 86]) forward
ou backward. D’autres méthodes plus complexes et pour la plupart sous-optimales
sont issues de techniques de parcours de graphes.

Une grande partie des méthodes de sélection de variables neuronales sont des mé-
thodes backward, ou les variables sont éliminées grace a des considérations sur les
parametres du réseau et/ou sur les données. Il existe aussi des méthodes de construc-
tion incrémentale de réseaux de neurones qui peuvent étre considérées comme des

méthodes de sélection forward ou des neurones sont ajoutés itérativement en entrée
[MOO 94] [GOU 97].

Un probleme se pose lorsque sont utilis€s conjointement une évaluation indivi-
duelle des variables et un parcours séquentiel : les dépendances entre les variables ne
sont pas prises en compte explicitement. De plus, a cause de la non-linéarité des RN,
la corrélation entre variables n’est plus un indicateur satisfaisant de leur dépendance.
Certaines méthodes de sélection de variables ignorent simplement ce probleme, d’au-
tres proposent d’éliminer une variable a la fois et de réapprendre ensuite le nouveau
réseau ainsi obtenu avant d’évaluer I’importance des variables restantes. Cette solution
permet de tenir compte des dépendances entre variables que le réseau aura découvert
griace au réapprentissage. Le probleme de I’initialisation des poids se pose aussi au
moment du réapprentissage : faut-il partir des poids obtenus avec le réseau précédent
ou les réinitialiser aléatoirement ? Ce probleme reste ouvert, mais il semble judicieux



de réinitialiser les poids aléatoirement a chaque étape pour obtenir de meilleures per-
formances au prix d’un apprentissage souvent plus long.

2.3. Critere d’arret

Une fois que les méthodes d’évaluation et de recherche ont €été fixées, il va falloir
examiner tous les sous-ensembles fournis par la méthode de recherche.

Une bonne heuristique, dont la complexité est suffisamment raisonnable dans la
plupart des applications, est d’estimer 1’erreur en généralisation pour les différents
sous-ensembles de variables sélectionnés. L’ ensemble de variables idéal est celui qui
donne les meilleures performances. L’erreur de généralisation peut €tre estimée grace
a un ensemble de validation, par validation croisée ou par des estimations algébriques
comme FPE (Final Prediction Error, [AKA 70]). Plusieurs mesures ont ét€ proposées
en statistiques [GUS 95] ou pour les réseaux de neurones [MOO 91] [LAR 94].

La plupart des méthodes de sélection de variables utilisent des techniques assez ru-
dimentaires pour arréter la sélection : certaines méthodes fixent un seuil par rapport au
critere de pertinence, d’autres classent juste les variables en fonction de I’estimation de
I’erreur en généralisation. [Van 97] propose un critere d’arrét intéressant basé sur un
test statistique. Il effectue I’équivalent d’un test de Student sur les erreurs quadratiques
(en régression) ou les taux d’erreur (en classification) de deux modeles pour décider
si leurs moyennes sont statistiquement égales. Pour cela, il est nécessaire d’effectuer
la sélection de variables jusqu’au bout (i.e. éliminer ou sélectionner les k variables) et
choisir le plus petit modele obtenu avec une erreur statistiquement proche de I’erreur
minimale. Nous proposons un critere d’arrét similaire en 3.3.

3. Méthodes du second ordre

Plusieurs méthodes de sélection de variables sont inspirées des techniques d’éla-
gage des poids dans le réseau de neurones. La décision de supprimer un poids est faite
selon un critere de pertinence. Une connexion est coupée si sa pertinence est faible.
Apres avoir présenté une technique d’élagage précise (Optimal Brain Damage), nous
passerons en revue les différentes méthodes de sélection de variable qui en ont dé-
coulé. Nous proposerons aussi des variantes a ces méthodes a partir de considérations
générales issues de [LER 97] et [LER 99].

3.1. L’élagage des poids par Optimal Brain Damage (OBD)

[LEC 90] a proposé une technique d’élagage appelée OBD, ou il définit la perti-
nence d’une connexion par :

Pertinence(w;) = =H;;w? = 182—Jw2 [1]
SO j_28w§ J
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ou J est la fonction de cofit (erreur quadratique), H sa matrice hessienne (dérivée
seconde par rapport aux parametres w). Le Hessien de la fonction de colit est utilisé
pour calculer la dépendance du modele par rapport aux poids.

Pour utiliser cette mesure de pertinence d’une connexion comme critere de sélec-
tion d’une variable, il faut calculer la pertinence d’un neurone de la couche d’entrée
en faisant I’approximation suivante :

Pertinence(x;) = Z Pertinence(w;) [2]
JEFanOut(q)

ot FanOut (i) représente I’ensemble des poids partant de la variable 4.

3.2. La sélection de variables par Optimal Cell Damage (OCD)

OCD a été proposé dans [CIB 94] [CIB 96], une méthode €quivalente étant propo-
sée au méme moment dans [MAQO 94]. Cette méthode généralise la technique d’éla-
gage OBD a la sélection de variables.

En utilisant les équations 1 et 2, nous obtenons :

1 o*J
S; = Pertinence(x;) = 5 E —wa [3]
JEFanOut(1) Y

OBD et OCD considerent que H, le Hessien de la fonction de cofit, est une matrice
diagonale. En faisant I’approximation du cofit par une fonction quadratique (dévelop-
pement de Taylor du second ordre), les termes croisés sont négligés. Cela revient a
supposer que I’influence sur le colit de la suppression simultanée de deux poids est la
somme des influences des deux suppressions réalisées individuellement. Dans le cas
d’un PMC, le Hessien " diagonal " peut alors étre estimé en O(N) (ou IV est le nombre
d’exemples). Dans le cas des réseaux récurrents, le calcul est plus difficile [PED 96].

Cibas a proposé un algorithme de sélection de variable backward basé sur I’équa-
tion 3 :

Algorithme OCD (plus de détails dans [CIB 94] [CIB 96])

0. Répéter la rétropropagation jusqu’a convergence de la variation du colt
estimé sur des données de validation (la convergence est déterminée en
comparant la variation du colit a un seuil 8 )

1. Calculer la pertinence de chaque entrée grace a I’équation 3

2. Trier les entrées par ordre croissant de pertinence '

3. Supprimer les entrées dont la pertinence cumulée S; = 2;21 S, est
inférieure a un seuil fixé g

4. Recommencer en 0 tant que les performances estimées sur une base de test
ne chutent pas.




Dans I’article original de Cibas ([CIB 94]), les hyperparametres 8 et ¢ sont dé-
terminés par validation croisé€e, ce qui mene a de nombreux calculs. Pour essayer de
nous démarquer du choix des hyperparametres, nous avons donc proposé la variante
suivante.

3.3. N-OCD, notre variante d’OCD

Suite aux travaux de [CIB 96], nous avons proposé une variante d’OCD (N-OCD)
qui distingue bien les criteres mis en ceuvre pour la sélection de variable en essayant
d’améliorer I’évaluation de la mesure de pertinence et celle du critere d’arrét.

3.3.1. Evaluation de la mesure de pertinence

OCD donne de bons résultats mais possede un inconvénient : si le seuil q est trop
¢levé, 1’algorithme peut supprimer des variables significatives. De méme, un grand
nombre de variables de pertinence faible ne signifie pas que toutes ces variables sont
inutiles et a éliminer. C’est la raison pour laquelle nous proposons une autre version
d’OCD ot nous n’utilisons pas le seuil g. Nous supprimons les variables une par une
en réapprenant le perceptron multicouches et en réestimant les mesures de pertinence
a chaque fois.

3.3.2. Critere d’arrét

Un autre probleme se pose alors : quel critere d’arrét utiliser ? L’estimation de
I’erreur en généralisation avec un ensemble de test fournit un critere d’arrét non mo-
notone, qui oscille au fur et a mesure de la sélection. Il est assez brutal de s’arréter
des que les performances en test diminuent. Notre variante d’OCD va donc supprimer
toutes les variables jusqu’a la derniere (étapes 0 a 5 de I’algorithme) et déterminer
ensuite quel sous-ensemble de variables il faut sélectionner grace a un test statistique
(étapes 6 a 8).

Algorithme N-OCD

0. Pour p = k jusqu’a 1 (nombre de variables)

1. Estimer les parametres du perceptron multicouches ayant p entrées (en
utilisant par exemple une technique de early stopping pour arréter I’appren-
tissage)

2. Estimer I’erreur .J(p) (sur un ensemble de test)

3. Calculer la pertinence de chaque entrée grace a 1I’équation 3

4. Supprimer la variable la moins pertinente

5. Retourner en 0.

6. Jo = min(J(p)) (pour p = po)

7. {pi} ={p/ J(p) = J, au sens de Fisher (equation 4)}

8. py = min(p;)

Supposons que nous possédons initialement k variables. Grace a notre algorithme
nous obtenons un ensemble de £ modeles ayant de moins en moins de variables. No-
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tons F'(p) (de p = 1 a k variables) ces modeles et J(p) I’erreur en généralisation
estimée sur des données de test.

Le premier reflexe est ensuite de choisir le réseau F, = F(p,) qui obtient la plus
petite erreur .J,. Malheureusement, le nombre de données servant a estimer I’erreur
est limité, il existe sirement d’autres modeles donnant a peu pres la méme erreur.

En considérant que J(p) est I’estimation de la variance de 1’erreur commise par
le modele F'(p), il est possible de faire un test de Fisher pour comparer 1’erreur du
modele F'(p) et celle de F, (équation 4) :

J(ps)

o

J(p;) =~ J, ssi <F,(N-1,N-1,1-q) [4]
ou N est le nombre d’exemples, F, le quantile d’une loi de Fisher et o le niveau
de signification du test. En théorie, ce test s’applique pour des échantillons gaussiens
ce qui n’est pas toujours le cas. Par contre, le fait que I’estimateur de la variance
soit asymptotiquement gaussien nous conforte dans 1’utilisation du test de Fisher (cf.
[SAP 90] pour plus d’informations sur le test de Fisher).

Nous obtenons ainsi un ensemble de modeles tels que J(p;) ~ J,. En posant
comme hypothese que nous cherchons le plus petit ensemble de variables possible,
il suffit de prendre p} = min(p;) i.e. le plus petit modele statistiquement proche du
modele obtenant une erreur en test minimale.

Cette méthode, testée sur les mémes problemes qu’OCD, permet ainsi d’obtenir
a chaque fois un modele avec de bonnes performances et un nombre plus faible de
variables.

3.4. D’autres variantes

Revenons a I’hypothese de diagonalité du Hessien faite par OBD et OCD : elle per-
met de calculer le Hessien rapidement mais au prix d’approximations fortes. [HAS 93]
propose une autre technique d’élagage OBS qui calcule entierement le Hessien (calcul
en O(N?)). Cette méthode, qui n’est pas envisageable pour des valeurs de N élevées
ou un grand nombre de poids, a cependant un avantage : elle permet de mettre a jour
immédiatement les poids du réseau apres la suppression d’une connexion. De plus,
[HAS 94] montre sur plusieurs exemples qu’OBS donne de meilleures performances
en généralisation qu’OBD.

De la méme maniere qu’OCD utilisait le calcul de pertinence des poids donné
par OBD, Unit-OBS proposé dans [STA 97] se sert du calcul de pertinence des poids
donné par OBS pour supprimer des variables. L.’avantage de cette méthode est qu’il
n’est plus nécessaire de recalculer le Hessien a chaque élimination d’un poids, mais a
chaque suppression d’une variable.

Quelle que soit la méthode utilisée (OBD ou OBS), la pertinence d’une connexion
(ou d’une variable) est calculée a partir des mémes données que celles utilisées pour
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I’apprentissage. [PED 96] proposent deux nouvelles méthodes d’élagage YOBD et
~vOBS qui calculent la pertinence en fonction d’une approximation de 1’erreur en gé-
néralisation obtenue grace au critere FPE Final Prediction Error [AKA 70]. Comme
OBD et OBS, vOBD et yYOBS pourraient aussi étre transformées en techniques de
sélection de variables.

3.5. Une autre variante : Early Cell Damage (N-ECD)

L’hypothese de base d’OBD et d’OBS est que la fonction de colt a atteint un
minimum local. En pratique, I’apprentissage du réseau de neurones est arrété par Early
Stopping, avant que le minimum local ne soit atteint. [TRE 97] propose donc deux
nouvelles variantes d’OBD et OBS : EBD (Early Brain Damage) et EBS (Early Brain
Surgeon). A partir de considérations heuristiques, il ajoute deux nouveaux termes dans
le calcul de la pertinence des poids pour prendre en compte le fait que la dérivée de la
fonction de colit n’est pas nulle a la fin de I’apprentissage.

Nous proposons d’étendre cette méthode d’€lagage pour obtenir une nouvelle me-
sure de pertinence donnée par I’équation 5, en continuant a utiliser notre test statistique
comme critere d’arrét. Soit N-ECD (ECD pour Early Cell Damage) 1la méthode ainsi
obtenue.

1 527 . (2-)?
S; = = Z —Qwi —2—w; + aQJJ [5]
2 JEFanOut(1) 6wj 6wj %Jg

Algorithme N-ECD

0. Pour p = k jusqu’a 1 (nombre de variables)

1. Estimer les parametres du perceptron multicouches ayant p entrées (en
utilisant par exemple une technique de early stopping pour arréter 1’appren-
tissage)

2. Estimer I’erreur .J(p) (sur un ensemble de test)

3. Calculer la pertinence de chaque entrée grace a I’équation 5

4. Supprimer la variable la moins pertinente

5. Retourner en 0.

6. M° = min(J(p))

7. {pi} ={p/ J(p) = J, au sens de Fisher (equation 4)}

8. p} = min(p;)

Comparons N-OCD et N-ECD sur le probleme des vagues de Breiman a 40 va-
riables (décrit dans le paragraphe 4.2). La figure 1 montre que N-OCD et N-ECD ont
un comportement assez proche : le taux d’erreur des modeles obtenus successivement
par les deux méthodes stagne autour de 15 % jusqu’au moment ot il ne reste plus as-
sez de variables pour résoudre correctement le probleme. Par contre, le taux d’erreur
des modeles obtenus par N-ECD est inférieur a ceux de N-OCD. Cette figure illustre
aussi de maniere générale 1’utilité du test statistique comme critere d’arrét : il permet
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de trouver, sur cet exemple, le modele le plus intéressant, avec le moins de variables
possibles et de bonnes performances

45 T T T T T T T

Erreur en classification (%)

40 .

35 b

30

251

Arrét N-OCD
20

1
Arrét N-ECD

NbVar supprimées

10 I I I I I I I
0 5 10 15 20 25 30 35 40

Figure 1. Comparaison des performances des modeles obtenus progressivement par
N-OCD (en trait épais) et N-ECD (en trait simple) sur le probleme des vagues de Brei-
man a 40 variables. L’axe horizontal représente le nombre de variables supprimées,
[’axe vertical représente le taux d’erreur du modele (en test)

4. Etude comparative

Nous allons présenter les résultats obtenus avec des méthodes de sélection de va-
riables couvrant la plupart des techniques présentées dans [LER 99] :

— une méthode statistique (Stepdisc) basée sur le Lambda de Wilks, mesure de
pouvoir discriminant classique en Analyse de Données (cf. [AUR 91]),

—une méthode issue de la théorie de I’'information, MIFS [BON 94] [BAT 94],
basée sur I’information mutuelle,

— des méthodes neuronales de différents ordres (cf. 2.1) :

- ordre 0 : HVS [YAC 97]

- ordre 1 : SBP [MOO 92], Ruck [RUC 90], Dorizzi [DOR 96], Czernichow
[CZE 96]

- ordre 2 : N-OCD (3.3), N-ECD (3.5)
I1 est extrémement délicat d’essayer de comparer quantitativement des différentes
méthodes de sélection de variables. Il n’y a pas de mesure de pertinence idéale et

la précision de la sélection dépend fortement du type de parcours utilisé et du cri-
tere d’arr€t. Dans le cas des méthodes connexionnistes, il serait évidemment possible
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d’échanger chacun de ces criteres d’'une méthode a I’autre. Le tableau 1 essaye de

récapituler les différentes caractéristiques des méthodes utilisées dans cette étude.

Méthode Parcours Critere d’arrét
Stepdisc Stepwise Test statistique
Bonnlander (MIFS) Forward Seuil (0.99)
Yacoub (HVS) Backward Variation des
performances en test
Moody (SBP) Backward Variation des
(sans réapprentissage) performances en test
Ruck Backward Seuil
(sans réapprentissage) | (moyenne des pertinences)
Dorizzi Backward Seuil
(sans réapprentissage) | (moyenne des pertinences)
Czernichow Backward Seuil
(sans réapprentissage) | (moyenne des pertinences)
Cibas, Leray (N-OCD) Backward Test statistique
Leray (N-ECD) Backward Test statistique

Tableau 1. Récapitulatif des composantes (type de parcours et critere d’arrét) des
différentes méthodes comparées dans cette étude. Le détail des mesures de pertinence
utilisées est détaillé dans [LER 99]

Nous avons choisi d’appliquer ces méthodes de sélection de variables a différents
problemes artificiels de classification permettant de mettre a jour leurs qualités ou
défauts respectifs :

— comportement face a un probleme non linéaire (4.1),
— comportement face a des variables inutiles (4.2),

— influence du critere d’arrét (4.3),

— comportement face a des données tres corrélées (4.4).

Nous présenterons ensuite les résultats obtenus par N-OCD pour un probleme réel de
diagnostic (4.5).

Pour chaque probleme, nous indiquons les performances en test d’un réseau de
neurones de type perceptron multicouches (avec une seule couche cachée de 10 neu-
rones), ’ensemble de variables sélectionnées par chacune des méthodes et les per-
formances du réseau de neurones correspondant. L’intervalle de confiance a a % est
donné par la formule suivante, expliquée dans [BEN 92] avec /N nombre d’exemples,
T performance du classifieur, Z, /5 fractile de la loi normale et « le niveau de signifi-
cation du test.
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ZQ
T-l_ a/2 :tZ T(l—T) + a/2
I(OA,N) — 2N a/2Z2 N 4N?2 [6]
1+ £

4.1. Non-linéarite

Prenons un probléme de classification simple dans 2° avec des variables non cor-
rélées et une frontiere de décision non linéaire. Pour cela, il suffit de prendre deux
gaussiennes de matrice de variance/covariance respectives X1 = 4 x I et X = I (ou
I est la matrice identité dans R2°). Pour que 1’importance des variables soit progres-
sive, nous avons choisi de placer les centres des gaussiennes de telle maniere que les
variables influent de plus en plus sur la frontiere de décision. Ainsi, nous avons pris
pr = (0,..,0)et uo = (0,1,2,...,19)/C.

C sert de critere de recouvrement des deux classes : s’il est trés grand la premicre
classe (dont la variance est la plus grande) recouvre completement la seconde ; s’il
est proche de 0, les deux classes sont disjointes. Dans les deux cas, le probleme de
classification n’est pas intéressant. Nous avons alors fixé arbitrairement C' pour avoir
|1 pe2|| = 2 (ot ||.]| est la norme euclidienne).

Pour nos diverses études, les bases d’apprentissage, de validation et de test ont
respectivement 2 500, 2 500 et 5 000 éléments. Dans ce probleme, I’importance des
variables est progressive : x; est la variable la moins utile, x2 est moins utile que x3,
etc. Ainsi les dernieres variables sont bien plus importantes que les premicres, ce que
I’on retrouve dans la table 2. Cette table nous montre aussi que Stepdisc n’est pas vrai-
ment adapté au cas de frontieres non linéaires, c’est la seule méthode a sélectionner
Z1 qui est la variable la moins utile pour ce probleme !

La figure 2 donne la répartition des méthodes de sélection de variables selon les
performances des modeles obtenus (axe vertical) et le pourcentage de variables sup-
primées (axe horizontal). Les meilleures méthodes sont celles qui donnent le modele
le plus performant possible en supprimant le plus de variables possibles. Grace a cette
figure, il est possible de noter plusieurs comportements caractéristiques des différentes
méthodes. De maniere générale, La méthode proposée par Bonnlander (MIFS) avec
un parcours forward ne sélectionne pas assez de variables. De méme, le critere d’arrét
proposé par Yacoub (HVS) est trop brutal et ne supprime pas assez de variables.

Comme nous avons défini le probleme pour que les variables ne soient pas corré-
1ées, le réapprentissage entre chaque suppression de variables n’est pas utile. Les mé-
thodes qui réestiment la mesure de pertinence a chaque étape (Yacoub, Leray, Cibas)
semblent 1égerement pénalisées par rapport aux autres (Dorizzi, Ruck, Czernichow).
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M¢éthode p*

Variables sélectionnées

Performances

Aucune 20 [ 1T11T1111111111111111 | 94.80% [94.15 - 95.35]
Stepdisc 17 | 1000111111T111111111 | 94.88% [94.23 - 95.43]
(Bonnlander) | 5 | 00010000000000011011 | 90.60% [89.76 - 91.38]
(Yacoub) 18 | OIOITITIITTI11T111111 | 94.86% [94.21 - 95.44]
(Moody) 9 | 01000100011000110111 | 92.94% [92.20 - 93.62]
(Ruck) 10 | 00000000101101111111 | 94.86% [94.21 - 95.44]
(Dorizzi) 11 | 00000000101111111111 | 94.66% [94.00 - 95.25]
(Czernichow) | 9 | 00000000001101111111 | 94.02% [93.33 - 94.02]
(Cibas) 14 | 01001110010111111111 | 94.62% [93.96 - 95.21]
(Leray) 15 | 01011011101110111111 | 94.08% [93.39 - 94.70]

Tableau 2. Résultats comparatifs de plusieurs méthodes de sélection de variables
pour un probleme de classification non linéaire a deux classes
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Figure 2. Comparaison des performances (avec intervalle de confiance) de différentes
méthodes de sélection de variables pour un probleme de classification non linéaire a
deux classes : pourcentage de variables supprimées (axe horizontal) vs pourcentage
de bonne classification (axe vertical)
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4.2. Variable inutiles

Nous présentons dans le tableau 3 les résultats obtenus sur un probleme de classi-
fication comportant un nombre important de variables inutiles.

Ce probleme a été proposé par [BRE 84] et repris dans une variante bruitée par
[DEB 91]. C’est un probleme a 3 classes avec un ensemble de 21 variables de dif-
férents degrés de pertinence et 19 variables supplémentaires (bruit gaussien centré
réduit) inutiles a la classification. Le nombre d’exemples est de 300 en apprentissage,
1 000 en validation et 4 300 en test. Les performances du classifieur de Bayes (perfor-
mances optimales) ont été estimées par Breiman a 86 % de bonne classification.

Pour ce probleme bruité, toutes les méthodes éliminent les variables de bruit pur.
Exception faite la méthode proposée par Cibas, toutes les autres donnent des résultats
similaires, aussi bien en termes de taux de classification (autour de 85 %) qu’en termes
de nombre de variables sélectionnées (entre 11 et 14 pour Stepdisc, Bonnlander et
Leray ; et entre 16 et 18 pour Yacoub, Moody, Ruck, Dorizzi et Czernichow).

Stepdisc donne de bons résultats par rapport au probleme précédent : ici les fron-
tieres sont presque linéaires et les données sont unimodales.

| Méthode | p* | Variables sélectionnées | Performances |
Aucune 40 | 1111111111 11111111111 (+19 vb) | 82.51% [81.35 - 83.62]
Stepdisc 14 | 000110111111111011100 (+0 vb) 85.35% [84.26 - 86.38]
(Bonnlander) 12 | 000011101111111110000 (+0 vb) 85.12% [84.02 - 86.15]
(Yacoub) 16 | O00111111111111111100 (+0 vb) 85.16% [84.07 - 86.19]
(Moody) 16 | 000I11111111111111100 (+0 vb) 85.19% [84.10 - 86.22]

(Ruck)(Dorizzi) | 18 | OI1111111111111111100 (+0 vb) 85.51% [84.43 - 86.53]
(Czernichow) 17 | O10111111111111111100 (+0 vb) 85.67% [84.59 - 86.69]
(Cibas) 9 | 000001111110111000000 (+0 vb) 82.26% [81.09 - 83.37]
(Leray) 11 | 000001111111111100000 (+0 vb) 84.56% [83.45 - 85.61]

Tableau 3. Résultats comparatifs de plusieurs méthodes de sélection de variables
pour le probleme des vagues de Breiman a 40 variables. Sont indiquées dans la co-
lonne "Variables sélectionnées" celles retenues parmi les 21 variables informatives
ainsi que le nombre de variables de bruit pur sélectionnées (vb)

4.3. Choix du critere d’arrét

Reprenons le probleme original des vagues de Breiman avec uniquement les 21
premieres variables, plus ou moins utiles a la classification. Pour ce probleme, non
bruité, les résultats des méthodes changent : les méthodes utilisant un seuil comme
critere d’arrét ne sélectionnent plus assez de variables ou trouvent des modeles avec
de moins bonnes performances.

13



Méthode p* | Variables sélectionnées Performances

Aucune 21 | 11111111111 1111111111 | 85.28% [84.19 - 86.31]
Stepdisc 14 | 001110101111111011100 | 84.19% [83.07 - 85.25]
(Bonnlander) 8 | 000001100111101010000 | 83.05% [81.90 - 84.14]
(Yacoub) I8 | OITI11111111111111100 | 85.46% [84.38 - 86.48]
(Moody) 16 | 0O001T1111111111111100 | 85.63% [84.55 - 86.65]
(Ruck)(Dorizzi) | 12 | 000111101111111010000 | 84.65% [83.54 - 85.70]
(Czernichow) | 10 | 000110101011111010000 | 82.58% [81.42 - 83.68]
(Cibas) 15 | 001011111111111110100 | 85.23% [84.14 - 86.26]
(Leray) 13 | 000011111111111110000 | 85.67% [84.59 - 86.69]

Tableau 4. Résultats comparatifs de différentes méthodes de sélection de variables
pour le probleme des vagues de Breiman avec 21 variables
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Figure 3. Comparaison des performances (avec intervalle de confiance) de différentes
méthodes de sélection de variables pour le probléeme original des vagues de Breiman :
pourcentage de variables supprimées (axe horizontal) vs pourcentage de bonne clas-
sification (axe vertical)

La figure 3 permet une nouvelle fois de noter plusieurs comportement caractéris-
tiques des différentes méthodes. Comme en 4.1, la méthode proposée par Bonnlander
(MIFES) avec un parcours forward ne sélectionne pas assez de variables. De mé€me, le
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critere d’arrét proposé par Yacoub (HVS) est trop brutal et ne supprime pas assez de
variables.

Cette figure montre cette fois-ci que notre méthode est satisfaisante en sélection-
nant peu de variables avec de tres bonnes performances. Notre critere d’arrét basé sur
un test statistique semble plus intéressant que les seuils fixés par 1" utilisateur.

4.4. Variables corrélées

Prenons maintenant le probleme a deux classes utilisé en 4.1 mais en le modifiant
pour obtenir quatre groupes de cinq variables successives corrélées. Cette variante
reprend les caractéristiques du probleme précédent en remplagant la matrice Identité
utilisée pour X1 et Yo par une matrice diagonale par bloc (chaque bloc est de di-
mension 5 x 5). Ainsi le nouveau probleme possede quatre groupes de cinq variables
successives corrélées.

M¢éthode p* | Variables sélectionnées Performances

Aucune 20 | 1111111111111 11111T | 90.58% [89.74 - 91.36]
Stepdisc 11 | 00001101011010110111 | 91.96% [91.17 - 92.68]
(Bonnlander) | 5 | 00001001010000100001 | 88.48% [87.57 - 89.34]
(Ruck) 10 | 00011001011110100011 | 91.06% [90.24 - 91.82]
(Leray) 7 | 00000010101010100011 | 90.72% [89.88 - 91.49]

Tableau S. Résultats comparatifs de plusieurs méthodes de sélection de variables
pour un probleme de classification non linéaire a deux classes avec des variables
corrélées

La table 5 donne les résultats de quelques méthodes représentatives pour ce pro-
bleme. Stepdisc et la méthode de Ruck donnent de tres bonnes performances, mais sé-
lectionnent un grand nombre de variables corrélées. Comme pour les autres exemples,
la méthode de Bonnlander retient tres peu de variables et obtient des performances
légerement plus faibles que les autres méthodes. Notre méthode trouve un modele
possédant a la fois un faible nombre de variables (7 par rapport aux 10 et 11 de Ruck
et Stepdisc) et de bonnes performances. En effet, le réapprentissage du réseau entre
chaque sélection de variables permet de prendre en compte la corrélation entre va-
riables, ce que ne fait pas la méthode de Ruck.

4.5. Probleme réel de diagnostic

Dans [LER 98], nous avons appliqué notre premiere méthode de sélection de va-
riable (N-OCD) a un probleme de diagnostic dans le réseau téléphonique francgais.
Pour cela, nous avions proposé une architecture modulaire dont le premier niveau de-
vait traiter les données provenant de chaque centre de transit du réseau téléphonique
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afin de reconnaitre 5 types de surcharges (dont 2 fortement semblables). Pour chaque
centre de transit, nous avons a notre disposition un ensemble de 36 variables (indica-
teurs de trafic ...). Certaines variables sont soit inutiles pour notre tache, soit fortement
corrélées.

‘ Méthode ‘ p* | Variables sélectionnées | Performances |

Aucune 36 | 11111ttt eereatatnantn 75.00%
[73.00 - 77.00]

Stepdisc 17 | 100100010110110011010100000001111111 73.60%
[71.60 - 75.60]

(Bonnlander) 9 | 000000001100101101010000000000001001 74.70%
[72.70 - 76.70]

(Leray) 8 | 000001001101101100000000000000000100 76.70%
[74.70 - 78.70]

Tableau 6. Résultats comparatifs de plusieurs méthodes de sélection de variables
pour un probleme de reconnaissance de surcharges dans le réseau téléphonique

La table 6 nous donne les résultats de la sélection de variables (et d’un PMC appris
avec ces variables) pour le probleme de reconnaissance de surcharge au niveau d’un
centre de transit donné, en utilisant la méthode statistique (stepdisc), la méthode ba-
sée sur I’information mutuelle et la méthode N-OCD. Le classifieur neuronal construit
a partir des variables sélectionnées par N-OCD obtient des performances 1égerement
supérieures au classifieur utilisant toutes les variables a un coit moindre (moins de pa-
rametres dans le réseau...). Il obtient aussi des résultats supérieurs aux autres méthodes
puisqu’il a été construit pour obtenir de bonnes performances avec moins possible de
variables (alors que les performances du classifieur n’entrent pas en compte pour les
méthodes comme Stepdisc et celle de Bonnlander).

5. Conclusion

Les études comparatives précédentes portent sur différents problemes de classifica-
tion, méme si la plupart des méthodes présentées ici (dont nos deux méthodes N-OCD
et N-ECD) s’appliquent aussi dans le cadre de la régression. Ces comparaisons per-
mettent de tirer quelques conclusions sur les méthodes de sélection de variables. Tout
d’abord, il n’existe pas de méthode de sé€lection miracle. Les méthodes dérivées des
techniques d’élagage comme OBD ne sont pas meilleures que les autres. Par contre,
les résultats vont dépendre de la politique choisie par rapport aux différents criteres
utilisés :

— les criteres de pertinence basés sur des hypotheses de linéarité ou de distribution
unimodale sont mal adaptés aux autres problemes (4.1) ;

— I’évaluation du critere de pertinence est liée aux parametres du modele. La sup-
pression d’une variable dans le réseau de neurones change automatiquement la valeur
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de ses parametres optimaux. Ne pas réestimer les parametres du modele signifie que
I’on considere toutes les variables indépendantes. Un réapprentissage est nécessaire si
I’on désire prendre en compte la corrélation entre les variables (4.4) ;

— le role du critere d’arrét est déterminant : un critere basé uniquement sur les
variations de performances peut s’avérer trop brutal et stopper trop tot la sélection (ou
I’élimination) des variables (4.3) ;

— pour les problemes de taille " raisonnable ", il semble intéressant de faire a la
fois la sélection de variables et I’apprentissage du réseau de neurones (4.5).

L’ observation de ces différents phénomenes nous a mené a proposer deux regles
permettant d’améliorer a un moindre colt les méthodes dérivées d’OBD ainsi que la
plupart des méthodes de sélection de variables neuronales existantes :

— il faut réapprendre le réseau a chaque étape, avant de réestimer la pertinence des
variables ;

— le choix du meilleur ensemble de variables peut se faire grace a I’estimation
des performances sur un ensemble de test et a I’utilisation d’un test statistique pour
déterminer 1’ensemble de variables minimal.
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