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CORRESPONDANCE DE JACQUET-LANGLANDS LOCALE ET
CONGRUENCES MODULO /¢

par

Alberto Minguez & Vincent Sécherre

Abstract. — Let F be a non-Archimedean local field of residual characteristic p, and ¢ be a prime
number different from p. We consider the local Jacquet-Langlands correspondence between ¢-adic
discrete series of GLy, (F) and an inner form GL,, (D). We show that it respects the relationship of
congruence modulo ¢. More precisely, we show that two integral ¢-adic discrete series of GL, (F) are
congruent modulo £ if and only if the same holds for their Jacquet-Langlands transfers to GL., (D).

2010 Mathematics Subject Classification: 22E50
Keywords and Phrases: Modular representations of p-adic reductive groups, Jacquet-Lang-
lands correspondence, Speh representations, Congruences mod /£

1. Introduction

1.1.

Soit F un corps localement compact non archimédien de caractéristique résiduelle p, soit H le
groupe linéaire général GL,,(F), n > 1, et soit G une forme intérieure de H sur F. Celle-ci est un
groupe de la forme GL,, (D), ot m est un diviseur de n et D une algébre & division de centre F,
de degré réduit noté d, tels que md = n. Notons Z(G, C) ’ensemble des classes d’isomorphisme
de représentations lisses complexes irréductibles, essentiellement de carré intégrable, de G. La
correspondance de Jacquet-Langlands locale ([20, 11, 2]) est une bijection :

7 92(G,C) > 2(H,C)

caractérisée par une identité de caracteres sur les classes de conjugaison elliptiques régulieres.

1.2.

Sil’on fixe un nombre premier £ différent de p et que I'on passe aux représentations f-adiques,
en fixant un isomorphisme de corps entre C et une cloture algébrique @Q, du corps des nombres
{-adiques, on obtient une bijection :

7o (G, Q) > 2(H,Qp)

oit 2(G, Q) est I'ensemble obtenu & partir de 2(G, C) par extension des scalaires de C & Q,. On
a alors, pour les représentations f-adiques, les notions de représentation entiere et de réduction
mod /, et 'on peut étudier la compatibilité de 7, vis-a-vis de la réduction mod ¢. L’analogue
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de ce probléme pour la correspondance de Langlands locale a été étudié par Vignéras [26], puis
Dat [9] et Bushnell-Henniart [6].

1.3.

Enoncons dés maintenant le principal résultat de cet article. Rappelons que deux représenta-
tions f-adiques irréductibles entieres de G sont dites congruentes mod ¢ si leurs réductions mod
£ sont identiques.

Théoréme 1.1. —

(1) Une représentation de 2(G,Q,) est entiére si et seulement si son image par 7, lest.
(2) Deuz représentations entiéres de Z(G, Q) sont congruentes mod ¢ si et seulement si leurs
images par Ty le sont.

Passant au dual de Zelevinski, et désignant par 2 (G, @g) I’ensemble des classes de représenta-
tions de Speh de G, la correspondance 7ty détermine une bijection :

compatible aux congruences mod £. Par restriction & I'ensemble 27 (G,Q,) des représentations
{-super-Speh, c’est-a-dire dont la réduction modulo ¢ est irréductible et dont le support cuspidal
est supercuspidal, on obtient une bijection de 24 (G, Q) sur 2 (H, Q,), elle-méme induisant par
réduction mod £ une bijection entre représentations super-Speh de G et de H, a coefficients dans
le corps résiduel F; de Z; (corollaire 5.9).

Quand G est le groupe multiplicatif A d’une F-algebre a division de degré réduit n, c’est-a-
dire quand m = 1, toutes les représentations irréductibles de A sont super-Speh, et on retrouve
la correspondance de Jacquet-Langlands locale mod ¢ de Dat [10] entre Fy-représentations irré-
ductibles de A et Fy-représentations super-Speh de H.

1.4.

La preuve du théoreéme 1.1 est en partie inspirée de celle de [10, Théoreme 1.2.4]. Plutdét que de
travailler directement avec les représentations de Z(G, Qy), on applique l'involution de Zelevinski
de facon & passer & 2°(G,Q,) — voir cependant le paragraphe 1.7. Toutefois, des modifications
substantielles doivent étre apportées pour traiter le cas des représentations de 2°(G, Q) qui ne
sont pas f-super-Speh. Pour expliquer la marche suivie, nous devons décrire plus en détail la
structure des représentations de Speh f-adiques de G. Etant donnée une représentation entiere
7 e Z(G,Qy), il existe un unique diviseur  de m et une unique représentation irréductible cuspi-
dale & de GL,,,-1(D) tels que 7 soit 'unique sous-représentation irréductible, notée Z(a,r), de
I'induite parabolique normalisée :

(1.2) F X Ovg x - x ovL !

ag
ol vz est un caractere non ramifié associé a o (paragraphe 2.2). La représentation & est entiere,
et sa réduction mod ¢ prend la forme :

1) =0c+ov+-+ov2!

oil a = a(%) est un diviseur de d et o une Fy-représentation irréductible cuspidale de GL,,,,-1(D),
et ou v est le caractere valeur absolue de la norme réduite. La représentation ¢ n’est pas unique-
ment déterminée par &, mais il y a un unique entier k¥ = k(o) divisant mr~! tels que o apparaisse
comme sous-quotient de l'induite parabolique d’une représentation irréductible supercuspidale
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de GL4(D) x - -+ x GL4(D), ou l'entier s vérifie krs = m. (Autrement dit, k(o) est le nombre de
termes du support supercuspidal de ¢.) On pose alors :

w(F) = a(3)k(o)

qui est un diviseur de n. Les représentations /-super-Speh sont exactement celles pour lesquelles
onaw(w) = 1.

Dans le cas déployé, c’est-a-dire lorsque d vaut 1, 'entier a(d) est toujours égal a 1, ¢’est-a-dire
que la réduction modulo ¢ d’une représentation irréductible cuspidale /-adique de H est toujours
irréductible. A Pautre extréme, lorsque m vaut 1, U'entier k(o) vaut toujours 1. Pris séparément,
ces deux entiers ne peuvent donc pas étre invariants par la correspondance de Jacquet-Langlands.
Nous verrons qu’en revanche leur produit w(7) l'est, et que ¢’est une quantité importante dans la
preuve du théoreme 1.1. En outre, U'invariant w(7) apparait naturellement lorsque I'on compte
— & torsion non ramifiée preés — le nombre de représentations de Speh entieres de G congrues a 7
modulo ¢. Plus précisément, ce nombre ne dépend que de w(7) et du nombre n(7) de caracteres
non ramifiés de G laissant 7 invariante par torsion.

Proposition 1.2. — Soit & une représentation enticre de 2°(G,Qy), et soit c(%) la plus grande
puissance de ¢ divisant ¢ — 1. L’ensemble des classes de torsion (définition 2.1) de représen-
tations enticres de 2°(G, Q) qui sont congrues a % est fini, de cardinal noté t(%), et on a :
e(T) stw(w) =1,
t(Mw(w) =< o) —1 sil<w(m) <,
() -1t siw(F) = L.

Cette formule généralise et précise des résultats de Vignéras [26] et de Dat [10] ne fournissant
que la majoration ¢(7) < ¢(7), qui est une égalité si et seulement si 7 est f-super-Speh. La propo-
sition 1.2 a été prouvée dans [21] dans le cas ol T est cuspidale (voir le théoreme 3.3 plus bas).
Le passage au cas général, immédiat lorsque G est égal & H (voir [10, Lemme 2.2.4]), nécessite
une propriété de congruence des représentations de Speh (voir le paragraphe 1.6).

1.5.

A partir de 14, la preuve du théoreme 1.1 se fait par récurrence sur w(7). Comme au paragra-
phe 1.3, fixons une F-algebre a division de degré réduit n et notons A son groupe multiplicatif.
Il est préférable, a partir de maintenant, de prendre A plutot que H comme groupe de référence
pour la correspondance de Jacquet-Langlands. Considérons :

(13) g(G’@Z) - II‘I‘(A,@Z)

la composée de (1.1) avec la réciproque de la bijection obtenue de (1.1) en choisissant G = A. La
théorie du caractere de Brauer de Dat permet de transporter les relations de congruence mod /¢
de G & A, c’est-a-dire que deux représentations entieres de 2°(G, Q) qui sont congruentes mod
¢ ont des images dans Irr(A, Q,) qui sont congruentes modulo £. Puis, un argument de comptage
fondé sur la proposition 1.2 montre que la bijection (1.3) préserve U'invariant w et qu’elle induit
par réduction mod ¢, pour tout entier w > 0, une application injective :

X (G, Fp) — Xy (A, Fy)
ot X, (G, Fy) est I'ensemble des réductions modulo ¢ de représentations de Speh entieres 7 telles

que w(7) = w. La correspondance de Jacquet-Langlands préservant le niveau normalisé, et les
éléments de X,,(G,Fy) de niveau normalisé fixé étant — & torsion non ramifiée prés — en nombre
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fini, un second argument de comptage (proposition 3.8) implique que toutes ces injections sont
bijectives, ce qui met fin a la preuve du théoréme principal.

1.6.

L’argument de comptage évoqué ci-dessus consiste a compter, a torsion pres par un caractere
non ramifié, le nombre de réductions mod ¢ de représentations entieres 7 de 2°(G, Q) d’invariant
w et de niveau normalisé fixés. Grace a la théorie des types de Bushnell-Kutzko [17], qui permet
de décrire une représentation irréductible cuspidale sous la forme d’une induite compacte, il exis-
te une formule décrivant explicitement la réduction modulo ¢ d’une représentation irréductible
cuspidale f-adique entiere. Mais pour les représentations de Speh, la théorie des types est moins
précise, et nous ne connaissons pas de formule explicite pour la réduction modulo ¢ d’une telle
représentation (voir toutefois la conjecture 7.7). Le comptage se fait donc de facon détournée,
en se ramenant a un comptage de représentations cuspidales, au moyen du résultat suivant.

Proposition 1.3. — Soient 61 et 0y deux représentations irréductibles cuspidales £-adiques en-
tieres, et soit un entier r = 1. Pour que les représentations Z(d1,r) et Z(da,r) soient congrues
mod £, il faut et il suffit que les représentations o1 et o soient congrues mod £.

Ce résultat permet aussi de déduire immédiatement la proposition 1.2 a partir du cas cuspidal
traité dans [21].

En fait, nous prouvons un résultat plus général, qui est une propriété remarquable de compa-
tibilité de la classification de Zelevinski de [16] & la réduction modulo ¢. Voir le paragraphe 7.1
pour les termes non définis, et le théoreme 7.3.

Théoréme 1.4. — Soient 71, 09 deux représentations irréductibles cuspidales £-adiques entie-
res congruentes mod £, et soit W un multisegment formel. Alors les représentations Z(uxo1) et
Z(n[x]o2) sont congruentes mod L.

1.7.

Terminons cette introduction en remarquant que, dans la preuve du théoréme principal (voir le
paragraphe 1.4), il n’est pas nécessaire de passer par les représentations de Speh : contrairement a
[10], qui utilise le fait que les éléments de X1 (G, Fy) sont irréductibles, notre argument fonctionne
encore si I'on utilise (G, Q). Dans ce cas, la réduction modulo ¢ de L(&,r) — I'unique quotient
irréductible de (1.2) — n’est plus irréductible en général, méme si w(d) = 1, mais notre second
argument de comptage — qui porte de toutes facons sur des ensembles X,,(G,Fy) de représenta-
tions non irréductibles en général, est toujours valable.

Nous avons préféré utiliser les représentations de Speh d’une part pour conserver une certaine
continuité avec [10] et en particulier obtenir le corollaire 5.9, qui généralise & une forme intérieure
quelconque la correspondance de Jacquet-Langlands locale mod ¢ de Dat, d’autre part parce que
le théoreme 7.3 s’exprime au moyen de la classification & la Zelevinski plutot que de 2(G, Q).

2. Préliminaires

Fixons un nombre premier p et un corps localement compact non archimédien F de caracté-
ristique résiduelle p. On notera ¢ le cardinal du corps résiduel de F.
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Fixons un corps algébriquement clos R de caractéristique différente de p. Toutes les représen-
tations considérées aux paragraphes 2.1 et 2.2 sont des R-représentations lisses de groupes locale-
ment profinis [25]. On omettra de préciser R lorsque cela n’entrainera aucune confusion.

2.1. Notations

Fixons une F-algebre a division centrale D de dimension finie, et de degré réduit noté d. Pour
tout m > 1, on note M,,, (D) la F-algebre des matrices carrées de taille m a coefficients dans D et
GL,,,(D) le groupe de ses éléments inversibles, noté aussi G,,. Celui-ci est un groupe localement
profini. On convient de noter Gg le groupe trivial.

Pour tout entier m > 0, notons Irr(G,,, R) ensemble des classes d’isomorphisme des représen-
tations irréductibles de G, et R(G,,,R) le groupe de Grothendieck des représentations de lon-
gueur finie de G,,, qu’on identifie au groupe abélien libre de base Irr(G,,,R). On pose :

Irr(R) = U Irr(G,, R), RR) = @ R(Gm, R).
m=0 m=0

Si 7 est une représentation de longueur finie de G,,, on note [7] son image dans R(G,,,R) et
on pose deg(m) = m, qu’on appelle le degré de m, ce qui fait de R(R) un Z-module gradué. Si
en outre o € Irr(G,,, R), on note [ : o] la multiplicité de o dans 7.

Sia=(m,...,m,) est une composition de m, c’est-a~dire une famille finie d’entiers positifs
de somme m, il lui correspond le sous-groupe de Levi standard M, de G,,, constitué des matrices
diagonales par blocs de tailles myq, ..., m, respectivement, identifié a G,,,, x --- X Gy,,.. On note
P, le sous-groupe parabolique de G,, engendré par M, et les matrices triangulaires supérieures.

On fixe une racine carrée de ¢ dans R. On note %, le foncteur d’induction parabolique (norma-
lisé relativement au choix de cette racine) de M,, a G,, le long de P,,, et on note r,, son adjoint a
gauche, c’est-a-dire le foncteur de restriction parabolique lui correspondant. Ces foncteurs sont
exacts et préservent le fait d’étre de longueur finie.

Si, pour chaque i € {1,...,r}, on a une représentation m; de G,,,, on note :
(2.1) T X o X T =1o(M ® - @ mp).
Si les 7; sont de longueur finie, la semi-simplifiée de cette induite ne dépend que de [71], ..., [m].

Ceci fait de R(R) une Z-algebre commutative graduée (voir [16, Proposition 2.6]).
Au moyen des foncteurs de restriction parabolique, on définit également une comultiplication :

T T m—k) (7) € R(R) @ R(R)
k=0

faisant de R(R) une Z-bigebre commutative.

Si 7 est une représentation et x un caractére — c’est-a~-dire un morphisme de groupes a valeurs
dans R* et de noyau ouvert — de G,,, il existe un unique caractere pu de F* tel que x soit égal
a o Nrd, ou Nrd : G,,, = F* désigne la norme réduite. On note 7 - i ou wx la représentation

tordue g — x(g)7(g).

2.2. Représentations cuspidales et représentations de Speh

Pour les notions de représentation irréductible cuspidale et supercuspidale de G,,,, m > 1, on
renvoie le lecteur a [16].

Soit o une représentation irréductible cuspidale de degré m > 1. Il lui correspond deux entiers
n(o),s(o) =1 (voir [17, 3.4]). Le premier est le nombre de torsion de o, c’est-a-dire le nombre de
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caracteres non ramifiés de G,,, laissant ¢ invariant par torsion ; il est caractérisé par la propriété
suivante :

(2.2.1) Six est un caractére non ramifié de G,,, on a ox = o si et seulement si X" =1,

Le second est défini au moyen de la théorie des types. (Dans le cas ot R est le corps des nombres
complexes, il peut également étre défini par le biais de la correspondance de Jacquet-Langlands
[24, §2] ; ’équivalence entre les deux définitions se déduit facilement de ce que la correspondance
de Jacquet-Langlands laisse invariant le degré paramétrique de Bushnell-Henniart [5].) On note
v la composée de valeur absolue normalisée de F — donnant a une uniformisante de F la valeur

¢~ ' — avec la norme réduite Nrd sur G,,. Le caractére non ramifié :

(2.2) Ve = 150

possede la propriété importante suivante.

(2.2.2) Si o’ est une représentation irréductible cuspidale de degré m' = 1, linduite o x o’

est réductible si et seulement si m' = m et o' est isormorphe a ov, ou a ovyt.

Un segment est un couple [o,n] formé d’une classe d’isomorphisme de représentation irréduc-
tible cuspidale o et d’un entier n > 1. Dans [16, 7.2], nous associons & un tel segment [0, n]| une
sous-représentation irréductible de 'induite :

(2.3) X oV, X X ot

notée Z(o,n). Quand R est le corps des nombres complexes, elle est uniquement déterminée par
cette propriété ; sa duale de Zelevinski est une représentation essentiellement de carré intégrable
qui est 'unique quotient irréductible de (2.3). Pour un corps R général, nous aurons seulement
besoin de la propriété suivante de Z(o,n). Notons m le degré de o.

(2.2.3) Pour tout ke {l,...,n— 1}, on a T(mpmm—k))(Z(o,n)) = Z(0, k) ® Z(ovE n — k).
Ajoutons-y deux propriétés de 'application [o,n| — Z(o,n).
(2.2.4) Pour tout caractere p de F*, on a Z(o - u,n) = Z(o,n) - p.

(2.2.5) Sio’ est une représentation irréductible cuspidale et n' =1 un entier, alors Z(o’,n’)
est isomorphe a Z(o,n) si et seulement si les segments [o,n] et [0/, n'] sont égaux.

Définition 2.1. — Soit 7 une représentation de la forme Z(o,n), avec o irréductible cuspidale
de degré m et n > 1.

(1) On pose n(m) = n(o).

(2) On appelle classe de torsion de w 'ensemble (7) des classes de my ou x décrit les caractéres
non ramifiés de G,,.

Remarque 2.2. — D’apres les propriétés (2.2.4) et (2.2.5), Uentier n(m) est le nombre de carac-
téres non ramifiés x de G, tels que mx = , et {7) est 'ensemble des représentations Z(ox,n)
ou x décrit les caracteres non ramifiés de G,,, ¢’est-a-dire ’ensemble des représentations Z(o’, n)
ot ¢/ décrit les représentations de la classe d’inertie de o.

Dans le cas ou 7 est cuspidale, c’est-a-dire lorsque n = 1, ensemble {(7) est la classe d’inertie
de 7.
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Définition 2.3. — Etant donné un entier m > 1, nous noterons :
(24) Z(Gm,R)

I'ensemble des classes de représentations irréductibles de Gy, de la forme Z(o,r) ot r > 1 décrit
les diviseurs de m et o les représentations cuspidales de G,,,,—1. Les représentations irréductibles
de cette forme sont appelées les représentations de Speh de G,.

Etant donné un segment o, n], 'induite (2.3) a un unique sous-quotient irréductible résiduelle-
ment non dégénéré au sens de [16, §8]. Il apparait avec multiplicité 1, et on le note :

St(o,n).

Sin = 2, pour que ce sous-quotient soit cuspidal, il faut et il suffit que R soit de caractéristique
¢ > 0 et qu’il existe un entier r = 0 tel que n = w(o)l", avec :

(2.5) w(o) = lordre de ") dans (Z/(Z)*

(voir [16, Proposition 6.4]). D’apres [16, Corollaire 6.12], si la représentation o n’est pas super-
cuspidale, on a w(o) = 1.

Réciproquement, d’apres le théoreme de classification [16, Théoréme 6.14], étant donnée une
représentation irréductible cuspidale o de G,,, il existe un unique entier naturel :

k(o) > 1

tel que o apparaisse comme sous-quotient de I'induite parabolique d’une représentation irréduc-
tible supercuspidale du sous-groupe de Levi standard GL, (D) x --- x GL,(D) avec rk(c) = m.
En particulier, o est supercuspidale si et seulement si k(o) = 1.

Plus précisément, il y a une représentation irréductible supercuspidale o de G,,,(,)-1 telle que
o soit isomorphe & St(a, k(). En outre, si 7 est une représentation supercuspidale de G,z (o)1
telle que o soit isomorphe & St(7, k(c)), alors il existe un i € Z tel que 7 soit isomorphe & av/’,.

2.3. Réduction modulo /

Soient ¢ un nombre premier différent de p et Q, une cloture algébrique du corps des nombres
(-adiques. On note Z, son anneau d’entiers et Fy son corps résiduel.

Pour la notion de Q-représentation enticre de G,,,, m > 1, et de réduction mod ¢, on renvoie
le lecteur & [16] (voir aussi [25, 27]). On note r, le morphisme de réduction mod £ de R(Q,)®

— le sous-Z-module de R(Q,) engendré par les représentations enticres — dans R(F).

Définition 2.4. — Deux Q,-représentations irréductibles entieres de G,, sont dites congruentes
(modulo ¢) si elles ont la méme réduction mod /.

Rappelons le résultat important suivant (voir [17, Théoreme 3.15)).

Théoréme 2.5. — Soit ¢ une Qy-représentation irréductible cuspidale entiére de degré m. Il

y a une Fy-représentation irréductible cuspidale o et un entier a = a(c) =1 tels que :
(2.6) @) =o+ov+--+ov

La représentation o n’est pas uniquement déterminée par (2.6), mais sa classe inertielle [G,,,, o]
ne dépend que de la classe inertielle [G,,,, 7] de .
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Proposition 2.6. — (1) Il y a un entier u = 0 tel que a vérifie la relation :
(2.7) n(c) = an(o)l®.
Plus précisément, n(co) est le plus grand diviseur de n(5)a~! premier a (.
(2) Sia>1, alors le plus grand diviseur de a premier a { est égal a :
(2.8) e(0) = Uordre de ¢™%) dans (Z/0Z)*.
(3) On a l’égalité s(o) = as(a). A
(4) Soit un entier i € Z. Pour que ov' = o, il faut et il suffit que (o) divise i.

Démonstration. — On renvoie a [17, 3.5] pour les assertions 1 & 3 et a [21, Lemme 4.1] pour la
derniere. O

3. L’invariant w

Dans cette section, nous introduisons un invariant important, discuté au paragraphe 1.4.

3.1. Invariant w et comptage de représentations de Speh congruentes

Dans ce paragraphe, comme au paragraphe 2.3, nous fixons une Q,-représentation irréductible
cuspidale entiere o de degré m > 1, et un facteur irréductible o de sa réduction mod ¢. Notons
a(0) la longueur de cette réduction mod ¢.

D’apres le paragraphe 2.2, il y a un unique entier k = k(o) divisant m et une représentation
irréductible supercuspidale a de G,,,;,—1 tels que o soit isomorphe & St(a, k).

Lemme 3.1. — L’entier (o) est égal au plus grand diviseur commun a £(a) et s(a).

Démonstration. — Soit i € Z. D’apres la proposition 2.6(4), U'entier e divise i si et seulement si
oV’ = o, ce qui arrive, compte tenu de I'unicité du sous-quotient résiduellement non dégénéré,
si et seulement si o est un sous-quotient de :

i i k=1
av' X av v’ X - X avy U

D’apres la propriété d’unicité de a, l'entier e(o) divise i si et seulement s’il y a un ¢ € Z tel que

av' soit isomorphe & avl, ce qui, d’apres la proposition 2.6(4), équivaut a i € e(a)Z + s(a)Z. O

Posons :
(3.1) w(o) = k(o)a(d).
Dans la terminologie de [10], la représentation 7 est dite ¢-supercuspidale si w(o) = 1.
Lemme 3.2. — Si w(d) > 1, alors son plus grand diviseur premier a ¢ est égal a £(«).
Démonstration. — Supposons d’abord que a(d) > 1, de sorte que son plus grand diviseur pre-

mier a £ est (o). Si k(o) = 1, alors o est égale a « et le résultat est immédiat. Sinon, le résultat
découle du lemme 3.1 et de (2.5).

Supposons que k(o) > 1 et que a(cd) = 1. D’apres [21, Théoréme 4.3], Uentier ¢(o) est égal a
1, et le résultat découle a nouveau du lemme 3.1 et de (2.5). O

L’invariant w(d) a été introduit dans [21], dont I'un des principaux résultats est le suivant.

Théoréme 3.3. — Soit & une Q-représentation irréductible cuspidale enti¢re de G,,. On note
c(0) la plus grande puissance de ¢ divisant @ — 1.
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1) L’ensemble des classes d’inertie de Q,-représentations irréductibles cuspidales enticéres de
qui sont congrues a o est fini, de cardinal noté t(v).
)

(
G
(2) Ona :

2
c(0) stw(o) =1,

t(o)w(@) =< ¢(0)—1 sil<w(d) <,
(@) -1 siw(@) = L.

Nous aurons besoin d’'un analogue du théoreme 3.3 pour les représentations de Speh.

Définition 3.4. — Soit r un diviseur de m, et soit & une Q,-représentation irréductible cuspi-
dale de G,,,-1. Si 7 est la représentation de Speh Z(7,r) de G,,, on pose w(7) = w(7).

Le résultat suivant, utilisé dans la section 5, sera démontré dans la section 7.

Proposition 3.5. — Soit & une représentation enti¢re de 2 (G, Qy), et soit c(%) la plus gran-
de puissance de ¢ diwvisant ¢"™) — 1.

(1) L’ensemble des classes de torsion de représentations entiéres de 2 (G, Q) qui sont con-
grues a T est fini, de cardinal noté t(7).

(2) Ona :
() stw(mT) =1,
t(Mw(m) =< o) —1 sil<w(m) <,
c(F) (-1 siw(F) = L.

On a légalité n(7) = n(c) d’apres la définition 2.1, donc ¢(7) = ¢(5). Pour déduire la propo-
sition 3.5 du théoreéme 3.3, il suffit donc de montrer que ¢(7) = ¢(5), ce qui sera une conséquence
immeédiate de la proposition 7.6 (voir le paragraphe 7.5).

3.2. Comptage de réductions mod ¢ de représentations de Speh

Comme dans [21], appelons réduction mod ¢ d'une classe inertielle [G,,, 5] de Q,-représenta-
tions irréductibles cuspidales de G,,, ’ensemble des réductions mod ¢ des représentations inertiel-
lement équivalentes & & qui sont entieres. Fixons un entier w > 1 et un nombre rationnel j > 0.
Notons :

%(D? m? w’ J)

I’ensemble des réductions mod ¢ de classes inertielles de Q-représentations irréductibles cuspi-
dales & de degré divisant m, de niveau normalisé inférieur ou égal a j, et telles que w(5) = w.

Proposition 3.6 ([21]). — Soient un entier w = 1 et un nombre rationnel j = 0. L’ensemble
(D, m,w,j) est fini, de cardinal noté ag(D, m,w,j), et on a :

aZ(D7 m, waj) = CL[(F, md7 waj)
Plus précisément, on a une formule pour ay(D, m,w, j) (voir [21, Corollaire 1.7]).

Définition 3.7. — Soit 7 une représentation de Speh dans 2°(G,,, Q). La réduction mod ¢
de la classe de torsion (7 ), notée r;((7)), est 'ensemble des ry(7Y) ou X décrit les caractéres non
ramifiés de G,,, tels que 7Y soit entiere.



10 ALBERTO MINGUEZ & VINCENT SECHERRE

Notons :
&(D,m,w, j)

'ensemble des ry((7%)) ot % décrit les représentations de Speh dans 2 (G, Q) tels que w(%) = w
et dont le niveau normalisé est inférieur ou égal & j. Le résultat suivant, utilisé dans la section 5,
sera démontré dans la section 7. Ici encore, ce sera une conséquence immédiate de la proposition
7.6 (voir le paragraphe 7.6).

Proposition 3.8. — L’ensemble &(D,m,w,j) est fini, de cardinal a;(D,m,w, ).

Il s’ensuit que les ensembles finis &(D, m,w, j) et &(F, md,w,j) ont le méme cardinal.

4. La correspondance de Jacquet-Langlands dans le cas complexe

Dans cette section et la suivante, on fixe un entier n > 1 et une F-algebre a division centrale
de degré réduit n dont on note A le groupe multiplicatif. On désigne par C le corps des nombres
complexes.

Soit G = GL,,(D) une forme intérieure de GL,,(F). Traditionnellement, la correspondance de
Jacquet-Langlands locale est une bijection de la série discrete de G vers celle de GL,,(F). Pour
nous, il est préférable de choisir A plutét que GL, (F) comme groupe de référence.

4.1. Correspondance de Jacquet-Langlands

Soit Z(G, C) ensemble des classes de représentations lisses complexes, irréductibles et essen-
tiellement de carré intégrable de G. La correspondance de Jacquet-Langlands locale ([20, 11, 2])
est une bijection :

(4.1) j:2(G,C) - Irr(A,C)

caractérisée par une identité de caracteres sur les classes de conjugaison elliptiques et régulieres.
Elle préserve le caractere central, le degré formel [11, 20, 7] et le niveau normalisé [1]. Comme
elle est compatible & la torsion par un caractere de F*, elle préserve aussi le nombre de torsion.

Sir est un diviseur de m et o une représentation irréductible cuspidale de GL,,,,—1(D), I'induite
parabolique :

(4.2) O X oV, XX ovl

admet un unique quotient irréductible, noté L(o, ) ; celui-ci est essentiellement de carré intégra-
ble, et tout élément de Z(G, C) s’obtient de cette fagon ([8, 2.2]).

Soit r = 1, soient des entiers my, ..., m, = 1 de somme m et, pour chaque i € {1,...,r}, soit
m; une représentation irréductible essentiellement de carré intégrable de GL,,, (D). Les induites
paraboliques de la forme :

(4.3) m X - X 7m € R(G,C)

forment une base du groupe abélien libre R(G, C), appelée base standard. 11y a donc un unique
morphisme surjectif de groupes abéliens :

(4.4) J:R(G,C) — R(A,C)

qui soit nul sur I'ensemble des induites paraboliques de la forme (4.3) avec r = 2, et qui coincide
avec la bijection j sur 2(G,C).
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4.2. Compatibilité a I’involution de Zelevinski

Etant donnée une représentation irréductible 7 € Irr(G, C), on note 7* sa duale de Zelevinski.
L’image de (G, C) par I'involution de Zelevinski est 'ensemble 27(G, C) des classes de représen-
tations de Speh de G. Pour le lemme suivant, voir aussi [3, §3.5].

Lemme 4.1. — Soit une représentation € Z(G,C), qu’on écrit L(o,r) avec r un diviseur de
m et o une représentation cuspidale de GL,,,,—1(D). Alors :

(4.5) J(*) = (1)~ ji(m).

Démonstration. — Dans le groupe de Grothendieck de G, on a :

T = 21" i o mg ()

«

ou « décrit les familles d’entiers > 1 de somme r et ou n(«) est le nombre de termes de a. En
appliquant J, le seul terme de la somme qui contribue est celui correspondant a a = (). On en
déduit le résultat voulu. O

Pour toute représentation m € (G, C), qu’on écrit Z(o,r) ou r est un diviseur de m et o une
représentation cuspidale de GL,,,-1(D), on pose () = (—1)""!. Ainsi, I'application :

(4.6) l:m— g(r*) =¢(m) - I(m)
est une bijection de Z(G,C) dans Irr(A, C).

5. Le théoréme principal

Dans cette section, nous conservons les notations de la section 4.
Fixons un isomorphisme de corps ¢ : C ~ Q, et notons J; le morphisme :

(5.1) R(G, Q) — R(A, Q)

obtenu & partir de (4.4) par changement du corps des coefficients. On note aussi 74 la bijection :
(5.2) Z(G,Qp) — Irr(A, Q)

obtenue & partir de (4.6) par changement du corps des coefficients.

Remarque 5.1. — Le morphisme de groupes ]g et la bijection Tg peuvent également étre définis
de la méme fagon que J et [ 'ont été a partir de 7, au moyen de la correspondance :

(5.3) 3o 2(G,Qp) — Irr(A,Qy)

obtenue a partir de (4.1) par changement du corps des coefficients. La correspondance j, ne dé-
pend pas du choix de I'isomorphisme de corps ¢ : C ~ Q, car, pour tout automorphisme de corps
a de C et toute représentation irréductible complexe m de G, le caractere de Harish-Chandra
0.« de la représentation tordue 7@ est égal a a00,;, ou 0, est le caractere de Harish-Chandra de
7, et le signe (—1)™~! apparaissant dans la correspondance est invariant par .. Par conséquent,
ni ]g ni Tg ne dépendent du choix de I'isomorphisme de corps ¢.
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5.1. Le morphisme de groupes J,

Dans [10] Dat définit le caractére de Brauer 0, d’une Fy-représentation lisse irréductible 7
d’un groupe réductif p-adique. Rappelons-en les principales propriétés pour le groupe G.

Notons G'® le sous-ensemble ouvert de G formé des élément semi-simples réguliers et compacts
modulo le centre de G, et notons G® le sous-ensemble de G formé des éléments d’ordre premier
a ¢ modulo le centre (voir [10, §2.1] pour les définitions précises).

A toute représentation lisse irréductible 7 € Irr(G, Fy) on associe une fonction :
0, € CO(GSS, Zy)C

appelée son caractere de Brauer, GOO(G?S,Z@)G étant I'espace des fonctions localement constan-
tes sur G“®, a valeurs dans Z; et G-invariantes par conjugaison.

L’application 7 — 67r induit un morphisme de groupes rendant commutatif le diagramme :

R(G,Qy)° —— (G, Z,)C

e l l age

R(G,F) - C* (GG, Zy)"

ou 0 désigne le caractere de Harish-Chandra, et ou le morphisme vertical de droite est la restric-
tion a G®. Ce diagramme détermine 0 de facon unique, parce que le morphisme ry est surjectif
(voir [16, Théoreme 9.40]).

En particulier, lorsque G = A, le morphisme 0 est injectif ([10, Proposition 2.3.1]).

Proposition 5.2. — Il existe un unique morphisme de groupes :
(54) Jg . fR(G,F@) g fR(A,Fz)

tel que le diagramme :

R(GW@Z)G i) (A7@€)e

rgl ll’z

R(G,Fr) —— R(A,Fy)

Je
soit commutatif.
Démonstration. — La preuve de Dat (voir [10, (3.1.2)]) est encore valable ici. O
Remarque 5.3. — (1) Lorsque G est égal a GL,,(F), le morphisme J; est le morphisme noté

LJg, dans [10].
(2) Soit A’ le groupe multiplicatif d’une F-algebre a division de degré réduit n. Notons :

3, R(G,Fy) — R(A,Fy)
le morphisme obtenu en remplagant A par A’ dans (5.4), et notons :
B: :R(A/aFf) - :R(AaFK)

le morphisme obtenu en remplagant G par A’ dans (5.4). Alors B est bijectif et J, = Bo Jj. En
effet, c’est vrai sur C, donc sur Qy, et le résultat suit par compatibilité a la réduction mod /.
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5.2. Preuve du théoréme principal

Rappelons que Uinvariant w(7) a été introduit dans la section 3. Pour tout entier w > 0, on
pose :
(5.5) Z,(G, Q) = {Fe Z(G,Qy) | 7 est entitre et w(F) = w}.
Lorsque w = 1, c’est 'ensemble des représentations irréductibles f-adiques entieres ¢-super-Speh
de G au sens de [10]. On note :
Xw (G7 FZ)
I'image par r; de I'ensemble Z,(G, Q).

En général, X,,(G,Fy) n’est pas formé de représentations irréductibles. Toutefois, pour w = 1,
Iensemble X (G, Fy) est le sous-ensemble de (G, Fy) formé des représentations super-Speh de
G, c’est-a-dire celles dont le support cuspidal est supercuspidal. B

Remarquons également que, dans le cas ot G est le groupe GL,, (F), ’ensemble X,,(GL,, (F),[F/)
est inclus dans 2 (GL,(F),F,) pour tout w > 0.

Théoréme 5.4. — Soit un entier w = 0.

(1) Pour toute représentation 7 € Xy, (G, Fy), il y a un signe e(r) € {—1,+1} tel que :
(5.6) () - dy(m)
appartienne a Xy, (A, Fy) ; on note ly(r) la quantité (5.6).

(2) L’application m — ly(m) de Xoy(G,Fy) dans Xy (A, Fy) est bijective.

(3) La bijection Iy induit une bijection de % (G, Qy) dans Zu(A, Q) et le diagramme :

Z,(G, Q) — Z,(A,T))

| [

Xw(Ga Fﬁ) .?.’ xw(Aa Ff)

L

est commutatif.

Remarque 5.5. — Si e X, (G, Fy) est la réduction modulo £ de 7 € Z,,(G,Qy), alors le signe
e(m) apparaissant dans (5.6) est égal a e(7).

Démonstration. — La preuve se fait par récurrence sur w. Le théoréeme est vrai lorsque w = 0,
puisque dans ce cas tous les ensembles concernés sont vides. Fixons un entier w > 1 et supposons
que le théoréme est vrai pour tout w’ < w — 1.

Supposons d’abord que 1’ensemble 2, (G, @g) est non vide. Dans ce cas, le lemme 3.2 montre
que le plus grand diviseur de w premier a ¢ divise £ — 1.

Pour alléger les notations dans cette démonstration, notonsiplutét que 7@. Soit & € 24, (G, Qy)
entiere, et notons p son image par 1. Par hypothese de récurrence, la bijection 1 envoie bijective-
ment la réunion des 2, (G,Q,) pour w’ < w sur la réunion des 2, (A, Q) pour v’ < w. On
en déduit que :

(5.7) w < w(p).
La bijection I étant compatible & la torsion par un caractére, on a I'égalité n(%) = n(p), donc :

(5.8) e(m) = ¢(p).



14 ALBERTO MINGUEZ & VINCENT SECHERRE

On note ¢ cette valeur commune donnée par (5.8).
Lemme 5.6. — On a t(7) < t(p).

Démonstration. — La bijection 1 étant compatible a la torsion par un caractere, elle induit une
bijection entre classes de torsion de (G, Q,) et classes inertielles de Irr(A, Q,), encore notée 1.
Soit O(7) I’ensemble des classes de torsion des éléments de 2°(G, Q) qui sont entiers et congrus
a la classe de torsion de 7.

Si la classe de torsion (7 ) est dans O(7), le diagramme commutatif de la proposition 5.2 et la
compatibilité de 1 & la torsion montrent que 'image p; de T a sa classe inertielle dans O(p). La
bijection I induit donc une injection de O(%) dans O(p), ce dont on déduit que t(%) < t(p). O

Lemme 5.7. — On a t(p) = t(7) et w(p) = w.
Démonstration. — Partons des inégalités :
t(T) <t(p) <c

données par le lemme 5.7 et la proposition 3.5.

Siw = 1, alors ¢(7) = ¢ d’apres la proposition 3.5, ce dont on déduit 1’égalité ¢(p) = t(7). On
en déduit aussi que t(p) = ¢, ce qui implique que w(p) = 1 d’apres la proposition 3.5.

Sil<w < ¥, alors d’apres la proposition 3.5 on a :

c—1 c—1
=1t(7) < t(p) < —=.

w w(p)
On en déduit que w(p) < w, ce qui, avec (5.7), entraine w(p) = w, puis t(p) = (7).

Enfin, si w > ¢, alors on a aussi w(p) = ¢ d’apres (5.7). Par conséquent, d’apres le lemme 3.2,
les entiers w et w(p) sont divisibles par ¢. D’apres la proposition 3.5, on a :

c(l—1) R < () = c(l—1)

wl

On en déduit que w(p) < w, ce qui, avec (5.7), entraine w(p) = w, puis t(p) = t(7). O

L’égalité t(p) = t(7) entraine le corollaire suivant.

~

Corollaire 5.8. — L’image de O(%) par 1 est égale a O(p)

L’égalité w(p) = w implique que 1 induit une injection :
'pr(Ga @6) - 'pr (Aa @5)

Le corollaire 5.8 implique l'existence d'une application injective I de X,,(G,F;) dans X,,(A,Fy)
telle qu’on ait 1’égalité :
ry 07 =1lo ry
sur Z,(G,Q,). (L’existence de I provient du fait que limage de O(%) par [ est incluse dans O(p),
et son injectivité de ce que cette image est exactement O(p).) Le morphisme ry étant surjectif,
l est unique. Pour prouver que [ est bijective, nous allons utiliser un argument de comptage.
Fixons un nombre rationnel j > 0 et notons :

&(G,w, j)
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I'ensemble des ry((7)), ou & décrit les éléments de Z;,(G,Q,) de niveau normalisé inférieur ou

égal a j (paragraphe 3.2). Par compatibilité a la torsion, et comme I préserve le niveau normalisé,
I’application I induit une application injective :

(5.9) E(Gw,§) — E(A,w,j).

D’apres la proposition 3.8, ces ensembles sont finis et de méme cardinal ; 'application (5.9) est
donc bijective.

Considérons maintenant un élément de X,,(A,Fy), que 'on écrit ry(p). Sil’on note j le niveau
normalisé de p, alors r;((7)) a un antécédent par (5.9), qu’on écrit r,((7)), et on vérifie que ry(7)
est un antécédent de ry(p) par I. Ainsi I est bijective, ce qui prouve I'assertion 2 du théoréme.

Pour toute représentation m € 2°(G,Fy), il existe donc un signe €(r) tel que Jy(7) = e(r)-1(n),
ce qui prouve 'assertion 1 du théoreme.

Soit maintenant p dans 2;,(A, Q). Par surjectivité de I et de ry, la représentation ry(p) a un
antécédent 7 dans Z,(G,Qy), ce qui prouve l’assertion 3.

Pour terminer la démonstration du théoréme 5.4, supposons enfin que 'ensemble Z;,(G, Q)
est vide. Dans ce cas, &;(G,w,j) est vide pour tout nombre rationnel j > 0. D’apres la propo-
sition 3.8, 'ensemble X,,(A,F;) est vide lui aussi. L’ensemble Z;,(A,Q,) est donc vide, ce dont
on déduit que le théoreme est vrai dans ce cas. [

Le corollaire suivant, qui généralise [10, Théoréme 1.2.4], s’obtient en appliquant le théoréeme
5.4 avec w = 1.

Corollaire 5.9. — La bijection ly induit une bijection entre l’ensemble X1(G,Fy) des représen-
tations super-Speh de G et Irr(A,Fy).

5.3. Retour au théoréme 1.1

Apres avoir fait un détour par les représentations de Speh, nous montrons comment déduire
le théoreme 1.1 du théoreme 5.4.

Soit 7 une représentation de 2(G,Qy), qu’on écrit L(5,r) ot r est un diviseur de m et & une
représentation irréductible cuspidale de GL D). Notant w le caractére central de &, celui
de T est égal a :

mrfl(

W (V&)r(rfl)/%

La représentation 7 est entiere si et seulement si o 1’est, et & est entiere si et seulement si w 'est.
Par conséquent, 7 est entiere si et seulement si son caractere central ’est. La correspondance :
Je: 2(G,Qp) — Irr(A, Q)
obtenue & partir de (4.1) par changement du corps des coefficients préserve le caracteére central.
On en déduit que 7 est entiere si et seulement si son image par j, 'est, ce qui entraine la premiere

assertion du théoreme 1.1.

Soient maintenant deux représentations entieres %, T2 de 2(G,Q,). Appliquant I'involution
de Zelevinski, on obtient deux représentations 7%, 7% € 2°(G,Q,), qui sont entiéres car de méme
caractere central que 7, T2. D’apres le théoreme 5.4, les représentations 7}, 75 sont congruentes
mod £ si et seulement si leurs images :

lg(%;k) :3£(7~T1)7 i = 1727
le sont. Pour mettre fin a la preuve du théoreme 1.1, il reste a vérifier que 7], 75 sont congruentes
mod / si et seulement si 71, 72 le sont, ce qui suit de [15, Proposition A.3].
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6. Un intermede : le foncteur K

Il nous reste maintenant a prouver les propositions 3.5 et 3.8. Nous commencons par prouver
un résultat préliminaire, la proposition 6.5, qui fait I'objet de la présente section.

Nous allons avoir besoin du foncteur K étudié dans [17] et [23]. On suppose connu le langage
des strates et des caractéres simples [22, 4]. On fixe un entier m > 1 et on pose G = Gyy,.

6.1. Rappels sur le foncteur K

Soit [A, na, 0, 8] une strate simple de M,,,(D), que I'on suppose maximale au sens de la défini-
tion 2.2 de [23], c’est-a-dire que U'intersection de U(A) avec le centralisateur de E = F[/5] dans G
en est un sous-groupe compact maximal. Fixons un R-caractere simple 0 attaché a cette strate.

Soit (J, k) une S-extension de 6. Le groupe J est un sous-groupe ouvert et compact de G ; il
possede un pro-p-sous-groupe ouvert et distingué J! tel qu’on ait un isomorphisme de groupes :
(6.1) J/IY ~ GL, (k)
pour un entier m’ et une extension finie k& du corps résiduel de F convenablement choisis. (Préci-
sément, le centralisateur de E dans M,,,(D) est isomorphe, en tant que E-algebre centrale simple,
a une algeébre de matrices M,,»(D’) ot D’ une E-algebre a division centrale ; alors k est le corps
résiduel de D'.) Notons I' le groupe de droite de (6.1).

On note K le foncteur 7 — Homji(k, ) de la catégorie des R-représentations lisses de G dans
celle des R-représentations de J/J! en faisant agir J sur K(7) par la formule :

z-f=m(x)ofor(x)?
pour z € J et f € K(m). On identifie une fois pour toutes les groupes J/J! et T par I'intermédiaire

de (6.1). Ce foncteur est exact et envoie représententations de longueur finie sur représentations
de longueur finie. Il induit donc un morphisme de groupes :

R(G,R) - R(I',R)
que 'on note encore K, et qui satisfait aux conditions suivantes :
(6.1.1) Pour tout 7 € Irr(G,R) et tout o € Irr(I',R), on a [K(7) : o] = 0.
(6.1.2) Pour tout m € Irr(G,R) et tout caractére non ramifié x de G, on a K(mwx) = K(m).

Notons © 'endo-classe définie par la paire ([A,ny,0, 5], 0) (voir [4] pour une définition précise).
On renvoie a [17, §5.2] pour les deux propriétés suivantes.

(6.1.3) Pour tout w € Irr(G, R), son image K(m) est non nulle si et seulement si le support
cuspidal de 7 est formé de représentations cuspidales d’endo-classe ©.

(6.1.4) Simerr(G,R) est cuspidale et d’endo-classe ©, alors K(m) est cuspidale et chacun
de ses facteurs irréductibles apparait avec multiplicité 1.

Précisément (voir [17, Lemme 5.3]), il y a un sous-corps ko de k et une R-représentation irréducti-
ble cuspidale o € Irr(I', R) tels que K(7) soit la somme des Gal(k/ko)-conjugués de o ; I'extension
k/ko ne dépend que de 'endo-classe © et le nombre b(w) de Gal(k/ko)-conjugués de o vérifie :

(6.2) b(m)s(m) = [k : ko],

ou s(m) est l'entier introduit au paragraphe 2.2. Avec les notations introduites plus haut, kg est
le corps résiduel de E et V'entier (6.2) est le degré réduit de D’ sur E.
Enfin, on a la réciproque suivante lorsque R est de caractéristique 0.
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(6.1.5) Supposons que R est de caractéristique 0, et soit w € Irr(G, R) tel que K(m) contienne
un facteur irréductible cuspidal. Alors 7 est cuspidale.

En effet, si K(7) contient un facteur irréductible cuspidal 7, et R étant de caractéristique nulle,
ce facteur est un facteur direct de K(7). Par adjonction, 7 est un quotient de I'induite compacte :

ind§ (k ® 7).
Mais celle-ci est cuspidale d’apres [17, §3.1].

Remarque 6.1. — Si R est de caractéristique > 0, cet argument ne fonctionne pas car T peut
étre un sous-quotient irréductible sans apparaitre comme une sous-représentation de K(m). Par
exemple, supposons que G est égal & GLa(F) et que £ divise ¢+ 1, et choisissons pour définir K le
caractere trivial x du sous-groupe compact maximal standard de G. Alors 'induite parabolique :

T=1x1

est une représentation irréductible non cuspidale de G et K(7) est I'espace de ses vecteurs inva-
riants sous le pro-p-sous-groupe des matrices a coefficients entiers et congrues a I'identité modulo
I'idéal maximal de 'anneau des entiers de F. Celui-ci est de longueur 3, il contient le caractere
trivial de T' avec multiplicité 2 et un facteur cuspidal (non supercuspidal) avec multiplicité 1.
(Le groupe I est ici égal a GLy(k) ou k est le corps résiduel de F.)

6.2. Un lemme en caractéristique nulle

En procédant comme dans [17, Remarque 5.7], on définit pour tout entier n > 1 un foncteur
K., de la catégorie des R-représentations lisses de Gy, dans la catégorie des R-représentations de
GL,n (k). Prenant la somme directe des morphismes qu’ils définissent, on forme un morphisme
de bigebres :

RR) = P R(CLyu(D),R) — P R(CLyyn (), R) = R™(R)
n=0 n=0
que I’on note encore K, les structures de bigebre étant définies au moyen des foncteurs d’induction
et de restriction paraboliques.

Etant donnés une représentation irréductible cuspidale 7 € Irr(I', R) et un entier n > 1, 1’alge-
bre des endomorphismes de l'induite parabolique 7™ = 7 x -+ x 7 (n fois) est une algebre de
Hecke de type A, et cette induite possede une unique sous-représentation irréductible correspon-
dant au caractere trivial de cette algebre (voir James [14] — et aussi [16, 3.3] et [18, 4.2]) ; on
la note z(7,n). On a la propriété suivante (voir [16, Proposition 7.21]).

Proposition 6.2. — Soit o € Irr(G,R) cuspidale d’endo-classe © et soit T un facteur irréduc-
tible de K(o). Alors K(Z(o,n)) contient z(7,n) pour tout entier n = 1.

La seule autre propriété de z(7,n) dont nous aurons besoin par la suite est la suivante.

Proposition 6.3 ([18], Lemme 5.9). — Supposons que T € Irr(I", Q) est cuspidale, et notons
T sa réduction modulo €. Alors la réduction modulo ¢ de z(T,n) est égale a z(T,n).

Dans le cas ou R est de caractéristique nulle, on va préciser la proposition 6.2.
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Lemme 6.4. — Supposons que R est de caractéristique 0. Soit o une R-représentation irréduc-
tible cuspidale de G, et soient 11,. ..,y les facteurs irréductibles de K(o), qui sont cuspidaux et
non isomorphes deux a deuxr. Pour tout entiern =1, on a :

K(Z(o,n)) = Zz(ﬁ,nl) X z(T9,m2) X + -+ X z(Tp, Mp)

«

ot o décrit l'ensemble des familles (ny,na,...,ny) d’entiers naturels de somme n.
Démonstration. — On procede par récurrence sur n = 1, le cas oun = 1 étant immédiat. Fixons
un entier n = 2, et notons ¥ = ¥(o,n) l'image de Z(o,n) par K. Si a« = (ny,...,np) est une

famille de b entiers positifs ou nuls de somme n, on a :

Tia(Z(0,n) = K(Z(0:11)) @ K(Z(0vg' 12) ® - @ K(Z(owy ™ my)

m/-a

ou rfnn,. ., désigne le foncteur de restriction parabolique sur la catégorie des R-représentations de
GLyvn (k) qui correspond a la famille m' - a = (m/ny, m'na, ..., m'ny). Compte tenu de (6.1.2)
et de (2.2.4), cette représentation est égale a X(o,n1) ® X(0,n2) ® - - - ® X(0, np).

D’apres la proposition 6.2, pour chaque i € {1, ..., b}, la représentation z(7;, n;) apparait dans
Y (o,n;). Par adjonction, on en déduit que l'induite :

z(a) = z(11,m1) X 2(T2,M2) X -+ X 2(Tp, Mp)

qui est irréductible d’apres [18, Proposition 4.3|, apparait dans (o, n), et ce pour toute com-
position a. En d’autres termes, la représentation :

A= Zz(n,nl) x z2(Ta,ma) X+ -+ x 2(Tp,Mp) = Zz(a)

est une sous-représentation de X.

Etant donné k € {1,...,n — 1}, appliquons le foncteur r};in = r?:;,hm,(n_k)). Par hypothese de

récurrence, on trouve :

ri(S) = )1 D (@) ®2(8)
a B

ou « décrit les compositions de k et 3 celles de n — k. Par ailleurs, d’apres la formule de Mackey,
on a:

TR (A) = Y et () = X )1 2(8) ® 2(y — 6)
R v o6

ou 7y décrit les compositions (gi,...,gy) de n et ¢ les compositions (dy,...,dy) de k telles qu'on
ait d; < g; pour tout ¢, et ou 'on note v — § la composition de n — k formée des entiers g; — d;.
En réarrangeant 'ordre des termes, on trouve rgn(z). Par conséquent, la différence 3 — A est
une représentation cuspidale dans Rﬁn(R).

Supposons que cette différence n’est pas nulle et soit 7 un terme cuspidal irréductible apparais-
sant dans 3. D’apres (6.1.5), on en déduit que Z(o,n) est cuspidale, ce qui n’est pas possible si
n = 2. [

6.3. Congruences et foncteur K

On suppose maintenant que R est égal & F,. Etant donnée une Q,-représentation irréductible
cuspidale entiere & de G, on note A(d,n) la réduction mod ¢ de Z(5,n).
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Proposition 6.5. — Soient &1 et &y deux Q-représentations irréductibles cuspidales de G con-
gruentes mod ¢ et d’endo-classe ©. Alors, pour toutn = 1, les représentations A(c1,mn), A(T2,n)
ont la méme image par K.

Démonstration. — Soit 0 I'unique Q-caractere simple attaché a [A,na, 0, 3] dont la réduction
mod ¢ soit 6. D’apres [17, Proposition 2.37], ce caracteére simple possede une S-extension & dont
la réduction mod ¢ est k. Notons K le morphisme associé a & ; il est lié a K par ’égalité :

rgoK:Korg

entre morphismes d’algebres de R(Q,) vers RIi*(F,).

Soit & une Q-représentation irréductible cuspidale de G d’endo-classe ®. Compte tenu de la
propriété (6.1.4), 'image de & par K est égale & T +To + -+ Tpoub=>5b(0) et ou 7q,...,7p
sont des Q-représentations irréductibles cuspidales de I' deux & deux non isomorphes. D’apres
le lemme 6.4, on a :

K(Z(F,n)) = Zz(ﬁ,nl) X 2(Ta,ng) X -+ X 2(Tp, np)

«

ou « décrit les familles (nq,...,n;) d’entiers > 0 de somme n.
Notant 7; la réduction modulo ¢ de 7;, la réduction mod ¢ de z(7;,n) est, d’apres la proposition
6.3, égale a z(7;,n). Il s’ensuit que :

K(A(o,n)) =rpo0 R(Z(&,n)) = Zz(ﬁ,nl) X z(T9,n2) X+ X z(Tp, Mp).

«

L’entier n > 1 étant fixé, cette quantité ne dépend donc que de :
Kor(o)=m+12+ -+

On remarquera que les 74, 7 € {1,...,b} ne sont pas nécessairement non isomorphes deux a deux.
Ceci met fin & la preuve de la proposition 6.5. O

7. Compatibilité de la classification de Zelevinski aux congruences

7.1. Classification de Zelevinski

Comme dans le paragraphe 2.2, R est un corps algébriquement clos de caractéristique différen-
te de p, et o est une R-représentation irréductible cuspidale de degré m > 1.

Notons D, ’ensemble des segments de la forme [ox, n] o n = 1 est un entier et y un caractere
non ramifié de G,,, et notons Irr, 'ensemble des classes de représentations irréductibles qui sont
des sous-quotients d’induites de la forme ox1 X -+ - X ox, ou n = 0 est un entier et x1,..., X, des
caracteres non ramifiés de G,. Pour tout ensemble X, notons N(X) I'ensemble des applications
de X dans N a support fini. Nous construisons dans [16] une application surjective :

(7.1) N(D,) > Trr,

qui est bijective lorsque o est supercuspidale, et coincide avec la classification de Zelevinski [28]
lorsque R est le corps des nombres complexes.

Il sera commode d’employer un formalisme légerement différent de celui de [16]. Un segment
formel est une paire [a,n] formée de deux entiers a € Z et n > 1. L’entier n > 1 est la longueur
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du segment formel. Si [a,n] est un segment formel et si o est une représentation irréductible
cuspidale de degré m > 1, on pose :
[a,n|X o = [ove,n]

qui est un segment au sens donné plus haut. On note D ’ensemble des segments formels, et on
appelle multisegment formel un élément de N(D). On a par linéarité une application p +— puXo
de N(D) dans N(D,). Par linéarité également, on définit la longueur d’un multisegment formel.

Soient = [a1,n1]+---+[ar,ny| et v = [c1,m1]+- - +[cs, ms] deux multisegments formels de
méme longueur, dont les segments formels sont supposés étre rangés par longueur décroissante.
On écrit p<= v si:

(7.2) Z n; < Z m;
i<k i<k

pour tout k € {1,...,min(r,s)}. Ceci définit une relation d’ordre < entre multisegments formels
de méme longueur.
Pour p,v e N(D) comme ci-dessus, notons :

m(W, v, o)
la multiplicité de Z(vXlo) dans la représentation Z([a1,n1]|Xlo) x -+ x Z([a,, n, | K o). Lorsque
w, v varient, ces multiplicités vérifient la condition suivante.
Proposition 7.1. — On a m(u, w,0) =1 et, si m(u,v,0) # 0 alors < v.

Ceci caractérise les représentations Z(u[x¥ o), p € N(D), a isomorphisme pres.

Remarque 7.2. — Au sujet de la dépendance de ces multiplicité en o, voir la proposition 4.15
et la remarque 4.18 de [19].

On suppose maintenant que R est le corps Qy, et on fixe un multisegment formel p de longueur
n = 1. On a une application :
(7.3) g Z(LXo)

qui a toute Q,-représentation irréductible cuspidale & de degré m > 1 associe une représentation
irréductible de degré mn. Si & est entiere, son image par (7.3) l’est aussi.

Dans cette section, nous allons démontrer le résultat suivant. Nous en déduirons les proposi-
tions 3.5 et 3.8 aux paragraphes 7.5 et 7.6 respectivement.

Théoréme 7.3. — Si &1, 0o sont des Q,-représentations irréductibles cuspidales entiéres con-
gruentes de Gy, m =1, alors les représentations Z(1[X151) et Z(LXd2) sont congruentes.

Nous procédons en trois étapes, la premiere étant le cas ou 1 est un segment formel et oo est
inertiellement équivalente a o.

7.2. Le cas d’une congruence dans une méme classe inertielle

Fixons un entier m > 1, et posons G = G,,.
Lemme 7.4. — Soient & une Q-représentation irréductible cuspidale entiere et X un Qg-ca-
ractére non ramifié entier de G. Les conditions suivantes sont équivalentes :

(1) Les représentations oX et & sont congruentes modulo €.
(2) L’ordre de la réduction de X mod ¢ divise entier n(c) (paragraphe 2.2)



CORRESPONDANCE DE JACQUET-LANGLANDS LOCALE ET CONGRUENCES MODULO ¢ 21

(3) Il existe un Qq-caractére non ramifié entier X, de G tel que 5X = Xy et dont la réduction
mod { est triviale.

Démonstration. — Supposons que X vérifie la condition 2. Notons y sa réduction mod ¢ et Xg
le relevement de Teichmiiller de x. Par hypothese, 'ordre de X divise n(5), ce qui implique que
X0 = 7. Le caractere Yo = X(Xo) ™! a une réduction mod ¢ triviale, et on a :

OX = OXoXe = OXt
c’est-a-dire que la condition 2 implique la condition 3, elle-méme impliquant aussitot la condition
1.

Supposons maintenant que les représentations oy et o sont congruentes modulo £. Soit o un
facteur irréductible de la réduction mod ¢ de &, et soit a sa longueur (voir le paragraphe 2.3).
Il y a donc un entier i € {0,...,a — 1} tel que ox = ov'.

Supposons d’abord que a = 1. Dans ce cas, g\ est congrue a ¢ si et seulement si on a oy = o,
¢est-a-dire si et seulement si x"(?) = 1. Grace & (2.7), ceci est équivalent a "0 = 1.

Supposons maintenant que a > 1. Il y a donc un entier i € Z et un Fy-caractére non ramifié &
de G tel que x = &V et 0€ = o, cette dernitre condition étant équivalente & £™(9) = 1. L’ordre
de v étant égal a «, ordre de ¢ dans (Z/¢Z)*, celui de x divise le plus grand multiple commun
a a et n(o), qui vaut e(o)n(o) d’apres (2.8). D’apres (2.7), il existe un entier v = 0 tel que n(o)
soit égal & £(o)n(o)€?, ce dont on déduit que Y™ = 1. O

Corollaire 7.5. — Soit G une Qy-représentation irréductible cuspidale entiére de G, et soit ¥
un Qg-caractére non ramifié entier de G. Si la représentation X est congrue a ¢ modulo ¢,
alors Z(oX,n) est congrue a Z(c,n) modulo ¢ pour tout n = 1.

Démonstration. — D’apres le lemme 7.4, nous pouvons supposer que la réduction mod ¢ de X
est triviale. Soit i le Qp-caractere non ramifié de F* tel que Y = fio Nrd. On a :

(7.4) Z(oX,n) =7 - p,n) =7Z(@,n) p

qui est bien congrue a Z(a,n) modulo 4. O

7.3. Preuve du théoréme 7.3 dans le cas d’un segment
Dans ce paragraphe, nous prouvons le résultat suivant.
Proposition 7.6. — Soient &1, &y deux Q-représentations irréductibles cuspidales entiéres de

G, et soit un entiern = 1. Les représentations irréductibles Z(c1,n) et Z(G2,n) sont congruentes
si et seulement si o1 et oo sont congruentes.

La preuve, qui occupe la totalité du paragraphe 7.3, est découpée en trois étapes. Avant de
commencer la preuve, signalons que la conjecture suivante implique immédiatement le résultat
voulu.

Conjecture 7.7. — Soit & une Qy-représentation irréductible cuspidale entiére de G, soit o
un facteur irréductible de sa réduction mod ¢, et soit a = a(d). Pour tout entiern =1, on a :

re(Z(5,n)) = Y. Z(0,n0) x Z(ov,n1) x -+ x Z(ov* " ng1)

ou o décrit les familles (no,...,nqg—1) d’entiers =0 de somme n.
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7.3.1. Pour l'implication directe, il suffit d’appliquer le foncteur de Jacquet r,, avec la famille
a = (m,...,m) et d’'utiliser la formule :

ro(Z(0,n) =0Q®0r; ® - ® 51/2_1
et le fait que la réduction mod ¢ commute aux foncteurs de Jacquet (voir [16, §1.2.4]).

7.3.2. Pour la réciproque, nous procédons par récurrence sur n, le cas n = 1 étant immédiat.
Commencons par prouver le lemme suivant.

Lemme 7.8. — Soient &1, &y deux Q,-représentations irréductibles cuspidales entiéres congru-
entes de G. Alors on a :
a(d1) = a(d2)

et les caracteres vy, et vz, sont égaux.

Démonstration. — Comme 77 et 09 sont congruentes, on a a(d1) = a(d2), que 'on note a, et il
y a une [Fy-représentation irréductible cuspidale o telle que :

r(o1) =r(F2) =0 +ov+---+ oL

On déduit de la proposition 2.6 que s(71) = s(02). Les caracteres vy, et vz, sont donc égaux. O

Fixons une Q-représentation irréductible cuspidale entiere & de G et un entier n > 2. Posons
a = a(0), et fixons un facteur irréductible o de la réduction mod ¢ de &. Posons :

A = A(o,n) =ri(Z(,n)).
Avec les notations du paragraphe 2.3, on commence par remarquer que, si a = 1, alors le résultat
est immédiat car, dans ce cas, A est égal a Z(o,n) d’apres [16, Théoreme 9.39]. Supposons donc
dorénavant que a > 1. Dans ce cas, selon la proposition 2.6, le plus grand diviseur de a premier

a ¢ est égal a entier ¢(o) défini par (2.8). Pour alléger les notations, cet entier sera noté e dans
la suite de la démonstration. Comme Z(&,n) est 'unique sous-représentation irréductible de :
T X OVg X - x&u?il
et comme la réduction mod ¢ commute & l'induction parabolique ([16, §1.2.3]), les sous-quotients
irréductibles de A sont, d’apres (2.6), des sous-quotients d’induites paraboliques de la forme :

oV X oo X o™, dq,... iy € 7.

D’apres la proposition 2.6(4), si m est un sous-quotient irréductible de A, il y a donc une famille
d’entiers naturels a = (ng,...,n._1), de somme n, telle que 7 soit un sous-quotient de 'induite :

(7.5) 1(0-7 a) = gXno » (O'I/)Xm VI (O,Vefl)xne_l

(ot o*™ désigne le produit de n copies de o, pour tout entier n = 0 et toute représentation o).
La premiere chose a faire est de prouver qu’une telle famille est unique.

Lemme 7.9. — Soit v une famille d’entiers = 0 de somme n telle que © soit un sous-quotient
de I(o,7). Alors ~y est égale a .

Démonstration. — Si o est supercuspidale, alors le résultat est une conséquence de 'unicité du
support supercuspidal (voir [16, Théoreme 8.16]).
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Supposons que o n’est pas supercuspidale. D’apres la paragraphe 2.2, il y a un unique diviseur
k = k(o) de m et une représentation irréductible supercuspidale 7 de G, telles que kr = m et o
soit isomorphe & St(7, k). Ecrivons m comme un sous-quotient de :

kfl)xno % ..

(T X TV, X +++ X TV] 1 kalyefl)xne_li

cx (v x Tt o x TR

Réarrangeant l'ordre des termes et posant ¢’ = £(7), on voit que cette induite est égale & I(7, o)
avec o = (mg,...,me_1) ol pour tout ¢ € {0,...,¢ — 1} on note :

my = Z Ny,

(ixt)

la somme portant sur 'ensemble Y (i') des couples (i,t) € {0,...,e — 1} x {0, ...,k — 1} tels que
les représentations Tviv’ et 71" solent isomorphes.

Nous posons s’ = s(7) pour alléger les notations. D’apres la proposition 2.6(4) appliquée a T,
un couple (4,t) appartient a Y (i) si et seulement si e divise i — i’ + ts’, auquel cas i — i est un
multiple du plus grand diviseur commun a €’ et ', égal & e d’apres le lemme 3.1.

Par conséquent, si (7,t) appartient a Y (i'), alors 7 est le reste de i mod e. Inversement, notons

i le reste de ¢ mod e et soit ¢t € {0,...,k — 1}. Compte tenu du lemme 3.1, on a :
g ts /
(7.6) (i,t) eY(i') = L 7% est le reste de — mod .
e e e

D’apres le lemme 3.1 et (2.5), le quotient e’e™! est le plus grand diviseur de k premier & £. Par
conséquent (7.6) admet k' = kee’~! solutions ¢ € {0,...,k —1}. Pour i’ € {0,...,¢' — 1}, on a :

(77) my; = k/’/’I’LZ‘
oui€{0,...,e— 1} est le reste de ' modulo e.
Remarque 7.10. — L’entier €/e™!, qui est noté w(7) au paragraphe 2.2, est le plus petit entier

t > 1 tel que T/t soit isomorphe a 7, et &’ est une puissance de /.

Le cas supercuspidal permet de conclure que les familles o’ et 7/ sont égales, ce dont on déduit
grace a (7.7) que les familles « et «y sont égales. O

Nous avons prouvé que, pour tout sous-quotient irréductible 7 de A, il y a une unique famille :
a=a(m)=(ng,...,Ne_1)

d’entiers > 0 de somme n telle que 7 soit un sous-quotient de I(o, ) (voir (7.5)). La représen-
tation 7 s’écrit de fagon unique sous la forme d’une induite :

tma(Ta), Ta=T0®  ®me_1 € Irr(My,.0, R),

ou m - « est la famille (mny,...,mn._1) et ou m; est, pour chaque entier i € {0,...,e — 1}, un
sous-quotient irréductible de l'induite (ov’)*™:.

Lemme 7.11. — Soit ™ un sous-quotient irréductible de A, et soit a = o(m). La multiplicité
de m dans A est égale a la multiplicité de mq, dans rm,.qo(A).

Démonstration. — En effet, si 'on écrit :

A= Zk(T) -7 € R(Cpn, Fr)
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ot 7 décrit les classes de Fy-représentations irréductibles de G, et ot k(7) € Z, alors :
Pra(A) = Y E(T)  Prma(T).
T

D’abord, d’apres le lemme géométrique ([16]), 7, apparait avec multiplicité 1 dans r,.q (7).
Soit 7 telle que 7, apparaisse dans 7. (7). Appliquant & nouveau le lemme géométrique, pour
que la représentation r,,.,(7) contienne un terme homogene, c’est-a-dire un terme irréductible
de la forme kg ® -+ - ® ke_1 OU K; est pour chaque 7 un sous-quotient irréductible de o*™, il faut
et il suffit que a(7) soit égal & a(m). Ce terme homogene est alors unique, égal & m,. On a donc
Ta = T €€ qui, en induisant, donne 7 = 7. [

Grace a la propriété d’unicité du lemme 7.9, on peut décomposer A sous la forme :

e—1
(7.8) A(F,n) = > Ai(F,n) + Anixe(F,n)
=0
ou A;(d,n) contient, pour chaque i, les termes de A(d,n) qui sont des sous-quotients irréducti-

bles de (o%)*™ et otl Apixte(F, 1) contient les termes 7 de A(&,n) pour lesquels a(m) contient
au moins deux valeurs non nulles (elles sont donc alors toutes strictement inférieures a n).

Lemme 7.12. — Soient &1, oo deux Qy-représentations irréductibles cuspidales entiéres con-
gruentes de G telles que a(d1) = a(d2) > 1. Alors on a :

Amixte(a'la n) = Amixte (8-27 n)

Démonstration. — Soit o = (ng, ..., ne—1) une famille de e entiers > 0 de somme n. Pour toute
Qg-représentation irréductible cuspidale & de G, le module de Jacquet 7,,.o(A(5)) est égal a :

ro(Tima(Z(F,1))) = r(Z(F,10)) @ re(Z(GEVE0,m)) @ - @ re(Z(Fva" " "2 g _y)).

D’apres le lemme 7.8, les représentations 51V§1 et 52V§2 sont congruentes pour tout entier k € Z.

Si « contient au moins deux valeurs non nulles, c’est-a-dire si n; < n pour tout ¢, ’hypothese
de récurrence faite au début du paragraphe 7.3.2 implique que :

Pima(AG1,1)) = Pim.o(A(T2,n)).
Soit 7 un sous-quotient irréductible de Apixte(d1,m). D’apres le lemme 7.11, on a :
[A(G1,n) : 7] = [Pma(AG1,0)) : o] = [Pma(AG2,n)) : o] = [A(G2,n) : 7]

et par symétrie on a la méme chose pour tout sous-quotient irréductible de Aixte(d2, 1), ce qui
met fin a la preuve du lemme 7.12. O

7.3.3. Pour traiter les autres termes irréductibles de A, c’est-a-~dire les m pour lesquels ()
n’a qu’'une valeur non nulle (donc égale a n), on commence par le lemme suivant.

Lemme 7.13. — Pour toute Fy-représentation irréductible m de G,y et tout i € Z, les représen-
tations 7 et wv't ont la méme multiplicité dans A.

Démonstration. — Fixant un caractére non ramifié @ de Gy, relevant v et notant | |p la valeur
absolue sur F*, on a :

(7.9) [A:m ) =[A:m-| k] =[AGn) | |5 : 7] = [AGZ ", n) : 7).
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Calculant la réduction mod ¢ de &% au moyen du théoréme 2.5, on trouve :
r(Go ) =(c+ov+ - o) v

Ayant supposé que a > 1, la proposition 2.6 implique que les représentations tordues ov*, k € Z,
apparaissent toutes, & isomorphisme pres, parmi o,ov,...,ov* ' Ainsi 0" est congrue a &
modulo ¢, et le corollaire 7.5 implique que (7.9) est égal a [A : 7]. O

On en déduit que :
(7.10) Ai(F,n) = Ao(F,n)v', i€{0,...,e—1}.

Il nous reste donc & analyser la quantité Ag(d,n) pour n > 1.

D’apres le paragraphe 7.1, la quantité Ay(d,n) s’écrit comme combinaison Z-linéaire de repré-
sentations irréductibles Z(v[xlo) ou les v sont des multisegments formels de longueur n. Ayant
supposé que a > 1, les représentations ov, et o sont isomorphes ([17, Corollaire 3.24]) et donc :

[a,k]Xo =[0,k] X o

pour tout segment formel [a, k]. Ainsile multisegment v[X]o ne dépend que de o et des longueurs
des segments composant v. On peut donc supposer que v décrit les partitions de n, en identifiant
une partition (ng,...,n,) de n avec le multisegment formel [0,n1] + - - - + [0, n,.]. Nous écrivons
donc :

Ao(F,n) = Y d(F,v) - Z(vK o)

ou v décrit les partitions de n et ou les d(&,v) sont des entiers relatifs.

Nous renvoyons & [16] pour la notion de représentation irréductible résiduellement non dégéné-
rée. Soit 1 une partition de n. Notons p¥ sa partition conjuguée. Par [16, Proposition 9.19], si
le module de Jacquet :

P (Z(1E )
contient un sous-quotient irréductible résiduellement non dégénéré, alors v < p et ce sous-quo-
tient irréductible résiduellement non dégénéré est unique et apparait avec multiplicité 1 : on le

note St(o, u"). Dans le cas particulier on u¥ = (n), on retrouve la représentation résiduellement
non dégénérée St(o,n) du paragraphe 2.2. Etant données deux partitions v, de n, on note :

e(k,v)

la multiplicité de St(o, u") dans le module de Jacquet 7., v (Z(v[X]0)), entier > 0 ne dépendant
que de i, v et 0. On a donc e(p, ) = 1 et, si e(n,v) # 0 alors v < n. Par conséquent, on a :

(7.11) [P (D03, 1)) St(o, 1)) = D (1, v)d(F, V).
v=Ilp
Nous faisons maintenant appel aux résultats de la section 6. Il y a un morphisme de groupes :
K : R(Gn, Fy) — R(GLyyp (), Fy)

pour un entier m’ > 1 et une extension k du corps résiduel de F convenablement choisis relati-
vement & (I’endo-classe de) la représentation o.

Soit 7 un facteur irréductible de K(o) ; d’apres la propriété (6.1.4), c’est une représentation
cuspidale de GL,y (k). Pour toute partition p = (ny,...,n,) de n, notons st(r, n) le seul sous-
quotient irréductible non dégénéré de 7*" ® - - @ 7.
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Proposition 7.14 ([16], §8.1). — La représentation St(o, ) est l'unique sous-quotient irré-
ductible de 0™ ® - ® o *" dont l'image par K contienne la représentation st(, 1), et celle-ci
apparait avec multiplicité 1.

Notons R(Gy,p, o) le sous-groupe de R(Gy,p, Fp) engendré par les sous-quotients irréductibles
de ™™,

Lemme 7.15. — Pour tout 11 € R(Gp,0), on a :
[P (1) St 18] = [rones (K(ID)) & st(r, 1)

Démonstration. — Ecrivons :

H:Zk(ﬂ')-ﬂ'

ot 7w décrit 'ensemble Irr (G, Fy), et :
Pmpy (1) = m(m) - St(o, 1) + 6
avec m(m) € Z et ou 0 ne contient aucun facteur irréductible résiduellement non dégénéré. Alors,

d’apres la proposition 7.14, la représentation K(St(o, ")) contient st(7, u*) avec multiplicité 1,
et K(d) ne contient pas st(r, u"). O

Soient maintenant &; et &y deux Q-représentations irréductibles cuspidales entieres congru-
entes de G telles que a(d1) = a(02) > 1. Il s’agit de montrer que d(51,v) = d(53,v) pour
toute partition v. Supposons que o est un facteur commun aux réductions mod ¢ de o1 et
d9. D’apres la proposition 6.5, les représentations A(d1,n) et A(d2,n) ont la méme image par
K. L’identité (7.10) jointe a la propriété (6.1.2) implique que, lentier j = 1,2 étant fixé, les
quantités A;(gj,n), i € {0,...,e — 1}, ont la méme image par K.

Remarque 7.16. — Les quantités A;(Gj,n), i € {0,...,e — 1}, j = 1,2, sont définies relative-
ment au choix de o.

Puis, grace au lemme 7.12, on en déduit I'égalité :
(7.12) K(Ay(T1,n)) = K(Ag(52,n)).
Appliquant le lemme 7.15 & Ay (71, n) et Ay(d2,n), qui appartiennent & R(Gy,y, o) par définition,
on déduit de (7.12) que, pour toute partition p de n, on a :
[P (Bo(@1,m)) £ 860, 1)) = [P (Bg(F2,m)) : St 1),

Puis, appliquant (7.11), on en déduit que :

D e(w,v)d(E1,v) = D e(u, v)d (G2, v).

v v<p

Posons x(v) = d(d1,v)—d(d2, V) pour toute partition v de n. Supposons qu’il y ait une partition
u telle que x(p) # 0 et choisissons p minimale pour cette propriété (pour l'ordre de dominance
<). Ecrivons :
e(1, Wx(p) + - e, v)x(v) = 0.
v<ap

Comme e(p, i) = 1 et comme les x(v) sont tous nuls pour v < p par minimalité de p, on trouve
x(p) = 0.
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Ceci prouve que Ag(d1,n) = Ag(d2,n) pour tout entier n = 2, ce qui met fin a la preuve de
la proposition 7.6.

7.4. Preuve du théoréme 7.3 dans le cas général

Nous revenons maintenant au début de la section 7. Soit & une Q,-représentation irréductible
cuspidale entiere. Etant donné un multisegment formel p, écrivons :

Z(uX o) = Z n(w,v,o) - L(v¥ )
v
ou l'on note :
I(vXIo) = Z([a1,n1 ]| XIT) x -+ x Z([ayp,n, | X T)
pour tout multisegment formel v = [a1,n1]+ -+ [ar,n,] et ol les n(w, v, ) sont dans Z. Avec

les notations du paragraphe 2.2, on a donc :

~ ~ )1 sip=v,
A0 = { ) e
A décrivant les multisegments formels. Réduisant modulo ¢, on obtient :

r(Z(wB3)) = D n(w,v,5) - r(1(v R 5)).

v

Soient &1, &y des Qy-représentations irréductibles cuspidales entiéres congruentes. D’apres la
proposition 7.6, et comme ry commute a 'induction parabolique, on a :

r(I(vxiay)) = r(I(vIXI02)).

Par ailleurs, d’apres [19, Proposition 4.15], on a I’égalité n(u,v,51) = n(w,v,02). Ceci met fin
a la preuve du théoreme 7.3.

7.5. Preuve de la proposition 3.5

Soit T une représentation de Speh entiere de G,,, qu’on écrit Z(a,r) avec r un diviseur de m
et o une représentation irréductible cuspidale entiere de G,,,,—1. D’apres la définition 2.1, on a
¢(T) = ¢(d). D’apres (7.4) et la proposition 7.6, on a t(7) = t(¢). Enfin, on a w(7T) = w(5) par
définition. Le résultat se déduit alors du théoreme 3.3.

7.6. Preuve de la proposition 3.8
D’apres le paragraphe 2.2, 'application :
(7.13) (a,r)— Z(5,7)

est une bijection entre I’ensemble des paires formées d’un diviseur r de m et d’une classe d’iso-
morphisme de Q,-représentation irréductible cuspidale & de G,,,,-1, et I'ensemble Z(G,,, Q).

Fixant un entier w > 1 et un nombre rationnel j > 0, application (7.13) induit une bijection
entre :

(1) classes d’isomorphisme de Q-représentations irréductibles cuspidales & de degré divisant
m, de niveau normalisé inférieur ou égal a j, et telles que w(5) = w ;
(2) et 'ensemble des 7 € Z(G,,,,Q,) de niveau normalisé inférieur ou égal a j.
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Enfin, la proposition 7.6 et la propriété (2.2.4) impliquent que, en réduisant mod ¢, on obtient
une bijection :

ro((5)) — ro(CZ(3,7)))

entre les ensembles finis o7)(D, m,w, j) et &(D, m,w, j), ce qui prouve la proposition 3.8.
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