PRINCIPE DE MAZUR EN DIMENSION SUPERIEURE
par

Boyer Pascal

Résumé. — Le principe de Mazur pour GLs fournit des conditions simples pour qu'une
Fj-représentation irréductible non ramifiée provenant d’une forme modulaire de niveau
T'o(Np) provienne aussi d’une forme de niveau I'g(IV). L’objectif de ce travail est de proposer
une généralisation de ce principe en dimension supérieure pour certaines formes intérieures
étendues non quasi-déployées d’un groupe unitaire en étudiant la torsion dans la cohomologie
des variétés de Shimura dites de Kottwitz-Harris-Taylor en lien avec la dégénérescence de la
monodromie locale.

Abstract (Mazur’s principle in higher dimension). — The Mazur principle for GLo
gives simple conditions for an irreducible unramified F;-representation coming from a modular
form of level T'o(Np) to come for some modular form of level T'o(N). The aim of this work
is to give a generalization of this principle in higher dimension for some particular extended
inner forms non quasi split of a unitary group studying the torsion cohomology classes of
Shimura varieties of Kottwitz-Harris-Taylor type within its link with the local monodromy
degeneracy.
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Introduction

Dans la théorie classique des formes modulaires, une question importante est la
détermination du niveau optimal a partir duquel une représentation galoisienne modulo [
est modulaire : que I’on pense par exemple a son application a la preuve du grand théoréme
de Fermat. Les conjectures de Serre, désormais prouvées par Khare et Wintenberger dans
[12], fournissent un cadre précis pour cette question dans le cas de GL,. Avant que ne
soient établies les conjectures de Serre, le principe de Mazur, rappelé ci-apres, constituait
le résultat le plus évolué sur ce theme et, par exemple, I'ingrédient principal dans la preuve
du théoreme de Ribet.

Théoréme. — (Principe de Mazur cf. [14] théoréme 6.1)
Soient N un entier, p un nombre premier ne divisant pas N et p : Gal(Q,;/Q) — G Ly(F))
une représentation galoisienne provenant d’une forme modulaire de niveau I'o(Np). On
suppose que

- D ;é l;

— p est irréductible et non ramifiée en p et

— | ne divise pas p — 1.
Alors p provient d’une forme modulaire de niveau I'o(N).

L’objectif de ce travail est de proposer une version du principe de Mazur pour les
représentations automorphes de GL,; autoduales pour un corps CM, en utilisant la co-
homologie des variétés de Shimura. Il est bien connu qu’au dela du cas d = 2, il n’y a pas
de variété de Shimura pour GL, et la solution usuelle consiste a remplacer GL,; par un
groupe de similitudes G/Q qui, localement pour < la moitié > des premiers p, ressemble
a GLq4(Qy), au sens plus précis o, cf. (LZI)), G(Q,) =~ Q) x GLy4(F,) X -, ou F est
un corps CM et ol v|p sera une place de F' jouant le role du premier p dans le prin-
cipe de Mazur. Pour que la situation géométrique soit la plus simple possible et qu’on
dispose donc d’un meilleur contréle de la cohomologie, on choisit le groupe G' de fagon a
nous retrouver dans la situation étudiée par Harris et Taylor dans [10], i.e. en signatures
(1,d — 1) x (0,d) x -+ x (0,d). La formulation précise du principe de Mazur dans cette
situation est donnée au théoreme [[3.2 donnons simplement dans cette introduction une
idée de ce que devient I’hypothese clef < p non ramifiée en p > dans notre situation.

Une représentation automorphe II de G fournit des parametres de Satake en ses places
de non ramification et donc un idéal premier m d’une algebre de Hecke < anémique >, cf.
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la définition [.2.4] : on note aussi m 1'idéal maximal associé a la réduction modulo [ de ces
paramétres de Satake. D’aprés [10], on associe & m une représentation p= de Gal(F/F) et
Pm sa réduction modulo /. Comme dans le cas de G Ly

— on part d’'une Fj-représentation p, de Gal(F/F) s’écrivant comme la réduction mo-
dulo [ de p; ol m est associé a une représentation automorphe II de niveau I,

— et on cherche des conditions pour l'existence d’une représentation automorphe II’
de niveau I" avec I, C I, quitte & augmenter / en des places annexes w # v, de
sorte que si m’ est 1'idéal premier de I'algebre de Hecke anémique associé a IT’, alors
m’ C m, autrement dit si p, , est la représentation galoisienne construite par [10],
alors sa réduction modulo [ est isomorphe & py,.

Lorsque la composante en p du sous-groupe compact considéré est parahorique, la condition
de non ramification en p dans le cas de GL,, est remplacée par la dégénérescence de la
monodromie au sens suivant. Le logarithme de la monodromie a la place v de pg définit un
opérateur nilpotent Ny, de GL,4 dont la taille des blocs de Jordan fournit une partition

ds , de d. En supposant pn irréductible et en prenant [ > dg, — 1, ou dy, est I'indice

de nilpotence de Ny, alors Ny, possede une structure entiere unique et admet donc
une réduction modulo [ fournissant une partition dy, ne dépendant pas du choix de II.
La condition de non ramification pour GLy devient alors : pour la relation de dominance

usuelle sur les partitions, dw, est strictement plus petite que dg .

La démonstration repose sur I’étude de la torsion dans la cohomologie des variétés de
Shimura dites de Kottwitz-Harris-Taylor, et sur 'observation que cette torsion se releve,
cf. le résultat principal de [6], en caractéristique 0 quitte a augmenter le niveau en une
place annexe. L’idée consiste alors a jouer avec cette propriété

— en la place p ou a l'aide des hypotheses du théoreme [[L3.2], on parvient a diminuer le

niveau en p tout en gardant une torsion non triviale,

— puis en augmentant le niveau en une place annexe quelconque, on releve cette torsion

en caractéristique nulle.

On étudie en outre, cf. le corollaire [L3.3] I'existence d'un II tel que dw, = dg, ainsi,
cf. le corollaire B.4.2, que des conditions explicites sur m pour que Ng , en v ne dégénére
pas i.e. tel que la partition en bloc de Jordan de la réduction modulo [ de N , soit égale
ady,.

Nous remercions V. Sécherre pour nous avoir expliqué le lemme [LT7 ainsi que V.
Lafforgue pour ses nombreuses remarques sur une premiere version de ce travail.

1. Dégénérescence de la monodromie et diminution du niveau

1.1. Rappels sur les Q-représentations de GL;(K). — Notons K un corps local non
archimédien dont le corps résiduel est de cardinal ¢ une puissance d'un nombre premier
p. Une racine carrée q% de ¢ dans Q, étant fixée, pour k € %Z, nous noterons w{k} la
représentation tordue de 7 ou l'action de g € GL,(K) est donnée par 7(g)v(g)* avec
v:g € GL,(K) g~ valldetyg),
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1.1.1. Définitions. — Soit P = M N un parabolique standard de GL,, de Lévi M et de
radical unipotent N. On note 0p : P(K) — @lx Uapplication définie par

5p(h) = | det(ad(h)ien)|

Pour (m, V1) et (mo, Vo) des représentations de respectivement GLy, (K) et GL,,(K), et
Py, n, le parabolique standard de GLy, yy, de Levi M = GL,,, xGL,, et de radical unipotent
N

T X T
désigne 'induite parabolique normalisée de P, ,,,(K) & GLy, 1n,(K) dem @y ¢’est a dire
Uespace des fonctions f: GLy, 1ny(K) — Vi @ Vi telles que

—-1/2

Flnmg) = 552 (m)(m1 @ m2)(m) < f(g)>, Vn € N, Vim € M, ¥g € GLn, 1, (K).

Rappelons qu’une représentation irréductible 7 de GL,,(K) est dite cuspidale si elle n’est
pas isomorphe a un sous-quotient d’une induite parabolique propre.

1.1.2. Notation. — Soient g un diviseur de d = sg et w une représentation cuspi-
dale irréductible de GL4(K). L’unique quotient (resp. sous-représentation) irréductible de
{12} x w{32} x - x w{57} est noté Sty(m) (resp. Speh,(T)).

Notons Ok 'anneau des entiers de K et wg une uniformisante. Le sous-groupe compact
ouvert de GL4(Of) des éléments dont la réduction modulo wy est triangulaire supérieure,
est le classique sous-groupe d’Iwahori. Rappelons que toute représentation irréductible de
GL4(K) admettant des vecteurs non nuls invariants sous le sous-groupe d’Iwahori est, avec
les notations précédentes un sous-quotient d’une induite x; X - -+ X yg ou les x; sont des
caracteres de K™ uniquement définis a 'ordre pres.

1.1.3. Notation. — Pour toute représentation irréductible m de GL4(K) ayant des vec-
teurs non nuls invariants par le sous-groupe d’Iwahori, on notel)]

V(r) = {Xi(w[() =1, ,d}
ot les caracteéres x; sont tels que m est un sous-quotient de l'induite x1 X - -+ X Xq-

Remarque. Avec les notations précédentes, on a

V(S00) = {x(@00 = x(@0e e

1.1.4. Définition. — Etant donnée une partition de d

m=(my >mg>--->m,>1)avecd=mq+---+m,,

1. Plus précisément V() est un multi-ensemble, i.e. on garde en mémoire la répétition des x(wr).
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le sous-groupe parahorique standard associé Iw(m) est par définition I'ensemble des
éléments de G'Ly(Ok) dont la réduction modulo wy appartient au parabolique standard
P, ....m, de Levi GLy,, X GLypy, X -+ X GLyy,, :

Iw(m) := Ker (GLd(OK) — Pm17m27...7mr(0K/(wK))).

Un sous-groupe parahorique est alors un conjugué d’un parahorique standard par un
élément de GLy4(Ok).

Remarque. Pour m; = mg = --- = my = 1, on retrouve le classique sous-groupe d’Iwahori.

On associe habituellement a une partition m = (my > --- > m,) de d, un diagramme de
Ferrers dont la i-eme ligne est de longueur m,. Les longueurs t; > --- > ¢,,, des colonnes
du diagramme de Ferrers définissent alors la partition

m* = (t; > >ty,)
conjuguée de m.

1.1.5. Notation. — Pour m une partition de conjuguée m* = (t; >ty > -+ >ty ), on
note mY la partition dont la conjuguée est (to > t3 > -+ > tn,.).

Remarque. Autrement dit m(! est la partition obtenue & partir de m en supprimant sa
premiere colonne.

1.1.6. Définition. — On dira d’une partition m = (m; > mg > -+ > m,) de n qu’elle
est contenue dans une partition m' = (mj > mf, > --- > m!,) de n’ si r < 1’ et si pour
tout i =1,---,r onam; <mh.

On rappelle la relation de dominance usuelle sur les partitions

k k
n>ny>-)<m=(m>=my>--)SVE>1> n, <> my

i=1 i=1

—~

ﬂ:

La relation n < m est équivalente a m* < n* sur les partitions conjuguées.

1.1.7. Lemme. — Soit m =~ Sty, (x1) X - -+ X Sty (xs) avect1+---+ts =d et 0t x1,- -+, Xs
sont des caracteres de K*. L’ensemble des sous-groupes parahoriques P tels que m ait des
vecteurs non nuls P-fixes, admet un plus grand élément dont les tailles des blocs sont, a
conjugaison pres, ceux de la partition d(m) conjuguée a (t; > -+ > tg).

Démonstration. — Notons K = GL4(Ok) le compact maximal de GL4(K), puis (1) son
pro-p radical. Rappelons que 7 a des vecteurs non nuls P-fixes si et seulement si ’espace
() des vecteurs non nuls K(1)-fixes de m vu comme représentation de IC/IC(1) a des
vecteurs non nuls fixes par P’ := P/K(1), c’est-a-dire si (7)Y, ott U’ le radical unipotent
de P’, contient le caractere trivial de M’ = P'/U".

En appliquant l'involution de Zelevinski Z, on se rameéne a la propriété que K(Z())
contient un facteur non dégénéré, c’est-a-dire au fait que Z () est Al-dégénérée, ou \ désigne
la partition de d donnée par les blocs de M’, au sens de la théorie des modeles de Whittaker
dégénérés, cf. [16] §V.5. Le résultat découle alors de loc. cit. O

U/
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1.1.8. Définition. — A la représentation 7 ~ Sty, (x1) X - - - X Sty () on associe T'(r)
le diagramme de Ferrers étiqueté par V(m) défini comme suit :

— les longueurs des lignes de ce tableau sont les t; >ty > -+ > t,
1—t; t;—1
— et on étiquette la i-eme ligne de gauche a droite avec dans l'ordre les x;672 ,--- , x5q" % .
1.2. Représentation galoisienne associée 4 m. — Soient F'* un corps totalement

réel et F/Q une extension quadratique imaginaire : on considére alors le corps F' = EF*
qui est CM. Pour toute place w de F', on notera

— F, son localisé en w,

— O, son anneau des entiers d’uniformisante w,, et

— @y le cardinal du corps résiduel k(w) := O,/ (w,).

Soit B une algébre a division centrale sur F' de dimension d? telle qu’en toute place
x de F, B, est soit décomposée soit une algebre a division et on suppose B munie d'une
involution de seconde espece * telle que | est la conjugaison complexe ¢. Pour § € B*=1,
on note fz linvolution x — 2% = Ba*371 et G/Q le groupe de similitudes, noté G, dans
[10], défini pour toute Q-algebre R par

G(R) =~ {(\,g) € R* x (B” ®g R)* tel que gg** = A}
avec B? = B®p,. F. Si z est une place de Q décomposée z = yy° dans F alors

G(Q.) = (BF)" x Qp ~QF x H(B;’f’)x, (1.2.1)

ot, en identifiant les places de F'™ au dessus de z avec les places de I au dessus de y,
x =[1; z; dans F*. Dans [10] lemme 1.7.1, les auteurs justifient I'existence d'un G' comme
ci-dessus tel que pour tous tels d, Et et F :

— si z est une place de Q qui n’est pas décomposée dans E alors G(Q,) est quasi-

déployé;

— les invariants de G(R) sont (1,d — 1) pour le plongement 7 et (0, d) pour les autres.
On fize & présent un nombre premier p = uu® décomposé dans E tel qu’il existe une place
v de F' au dessus de u avec

(BP)* ~ GLy4(F,).
On note

V1 = 0V,V2, "+ ,Up
les places de F' au dessus de u. Avec un abus coupable de notation, on utilisera G(F,,) pour
désigner le facteur en v de la formule (L2.1]), isomorphe donc a GL4(F,).

1.2.2. Définition. — Soit Z I'ensemble des sous-groupes compacts ouverts < assez pe-
tits (@] de G(A™), de la forme UK, avec
— U"=UPxZ} xITi—y Ker((’)gvi — (Os,, /Pﬁl)x) pour des entiers ny, - - - , n, positifs
ou nuls,
— et ou K, est un sous-groupe parahorique.

2. tels qu'’il existe une place x # p pour laquelle la projection de UY sur G(Q,) ne contienne aucun
élément d’ordre fini autre que l'identité, cf. [10] bas de la page 90
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— Pour I = U"K, € T comme ci-avant, on notera [V = U" et [, = K,,.

On note alors, cf. le §2T1 (X[)ser le systeme projectif des variétés de Shimura, dites de
Kottwitz-Harris-Taylor, associé au groupe G au dessus de Spec O, tel qu’il est introduit
dans [10].

1.2.83. Notation. — Pour I € I, on note Spl(I) ’ensemble des places w de F telles que
Pw := wig est décomposée dans E et, cf. la formule (ZZ1), la composante locale I, de I a
la place w est isomorphe a GLy(Oy).

Fixons pour la suite un isomorphisme ¢ : Q, ~ C. Etant donnée une Qj-représentation
algébrique irréductible ¢ de G(Q), rappelons qu'une C-représentation irréductible I, de
G(AL) est dite £&-cohomologique s’il existe un entier i tel que

Hi((Lie G(R)) ®g C, Uy, Il ® 1(€¥)) # (0)

ot U, est un sous-groupe compact modulo le centre de G/(R), maximal, cf. [10] p.92. Une
Q-représentation irréductible 1™ de G(A>) sera dit automorphe &-cohomologique s’il

existe une C-représentation &-cohomologique Il de G(A) telle que L(HOO> ® Il est une

C-représentation automorphe de G(A).

Remarque. Si ' : Q; ~ C est un autre choix d’isomorphisme et si II*® est automorphe
&-cohomologique relativement & ¢, alors, d’apres la formule de Matsushima, (+/)~! o t(IT%°)
'est relativement a ¢/

1.2.4. Définition. — Pour [ un nombre premier distinct de p et I € Z un niveau fini,
soit
T; = ZZ[TW- cweSpll)eti=1,--- ,d],

l'algebre de Hecke <« anémique > associée a Spl(I), ou T),; est la fonction caractéristique
de

d—i

GLd(Ow) diag(wwv s W, 17 T 1>GLd<Ow) - GLd(Fw)

Remarque. L’algebre T ne dépend que de Spl(/) au sens ousi J €; C est tel que Spl(J) =
Spl(/) alors T; = T;.

On fixe a présent une représentation algébrique £ de G(Q) et on note, cf. le §2.3] Vez, le
Q-systéme local associé, défini sur tout X; pour I € Z. On note alors T;(£) I'image de T;
dans les endomorphismes Z;-linéaires du quotient libre H 1 (X, 5 | V¢ 7,) de la cohomologie
en degré médian de la fibre générique géométrique de Xy, a coefficients dans V; 7 .
Remarque. Dans la suite nous ne nous intéresserons qu’aux systemes de valeurs propres
de Hecke m de T; donnant lieu, cf. le début du §I.3] a une représentation galoisienne pp,
irréductible de sorte qu’il suffit de considérer 'image de T; dans la cohomologie en degré
médian. En outre on a vu dans [5] que tout systéme de valeurs propres de Hecke dans la ;-
cohomologie, se relevait, quitte a augmenter le niveau I, en une représentation automorphe
tempérée entiere, ce qui justifie de ne regarder que I'image de T; dans le quotient libre de
la cohomologie en degré médian.
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Les idéaux premiers minimaux de T;(&) sont les idéaux premiers de T;(§) au dessus de

l'idéal nul de Z; et sont donc en bijection naturelle avec les idéaux premiers de T (§) @z, Q.
Ainsi pour un tel idéal m premier minimal, (T;(£) ®z, Q;)/m est une extension finie K de
Q.
Remarque. Un idéal m premier minimal de T (&) est dit £&-cohomologique au sens ot il existe
une Q,-représentation automorphe &-cohomologique IT de G(A) possédant des vecteurs non
nuls fixes sous [ et telle que pour tout w € Spl(I), les parametres de Satake de II,, sont
donnés par les images des TV € K= := (T;(£) ®z, Q;)/m, olt K est une extension finie de
@Q;. On notera q'un tel II n’est pas nécessairement unique mais définit une unique classe
d’équivalence proche au sens de [15] que 'on notera II.

On fixe une cloture algébrique Q; et on notera T;(¢) := T;(§) ®z, Z; de sorte que K
s'injecte canoniquement dans @; = (T;(§) ®z Q;)/m &z, Z.

Dans la suite nous ne considérerons que des idéaux premiers £-cohomologiques, ce qui
permet de définir leur représentation galoisienne associée au sens suivant.

1.2.5. Définition. — On note
pr: Gal(F/F) — GLq(Q,)
la représentation galoisienne associée a un tel IT d’apres [10] et [15].

Remarque. Pour toute place w € Spl(I), les valeurs propres de p(Frob,,) sont données par
les parametres de Satake de II, et appartiennent donc a K.

La restriction de p; au groupe de Galois local en v s’identifie a une représentation de
Weil-Deligne (o ,,, N5 ,,) oit N5, est le logarithme de la partie unipotente de la monodromie
locale. Notons que cet opérateur nilpotent est défini via la somme finie

- -1
Yo

In(l-z)=- > —,
ik

ou dg , est 'ordre de nilpotence de N . En particulier
— si p; est entiere, i.e. 8'il existe un réseau stable I' et si [ > d , — 1, alors 'opérateur

N5, est défini sur I" et on note N , 1 sa réduction modulo I'idéal maximal de 'anneau
des entiers de Q;. Dans la suite [ vérifiera toujours l'inégalité [ > dg, — L.

— Si en outre la réduction modulo [ de p;; est irréductible alors tous les réseaux stables
I' sont homothétiques et on notera simplement Nr?w‘

1.2.6. Notation. — Tout élément nilpotent de GL4(F,) admet une forme de Jordan as-
sociée a une unique partition de d donnée par la taille de ses blocs de Jordan. On note

dsp 1esp. dwmy

m,v
la partition associée a N, (resp. & Nyy).

On introduit alors les diagrammes de Ferrers étiquetés T , et Ty, associés respecti-
vement a N5, et Ny, dont les longueurs des lignes sont les tailles, classées par ordre
décroissant, des blocs de Jordan de I'opérateur de monodromie associé. En particulier d ,,
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est la longueur de la premiere ligne. On rappelle par ailleurs que les longueurs des colonnes
de 75 , sont les dim Ker Ngrvl —dim Ker N . On a une formule analogue pour T, , de sorte
qu’en particulier

Oy < d

m,u
Remarque. Avec les notations de la définition [[T.§ et la description de la correspondance
de Langlands locale, Ty , est le diagramme de Ferrers T'(II5 ).

1.3. Enoncé du théoréme principal. — A présent on notera simplement T; pour
T (). Considérons un idéal maximal m de T qui est £-cohomologique au sens ot au moins
un idéal premier minimal m C m 'est. Pour un tel m, on a une injection T;/m — O, ou O
désigne I’anneau des entiers de K7 : la composée de cette injection avec la réduction modulo
l'idéal maximal de Oy coincide alors avec la surjection T;/m — T;/m. On peut ainsi parler
de la réduction modulo m des parametres de Satake S (w) lesquels ne dépendent donc que
de m et sont donc donnés par le multi-ensemble des racines du polynéme de Hecke en w

d i(i—1)

Pono(X) = (=1)'qu”

1=0

T X" € Fy[X]

le.
Sm(w) == {)\ € T;/m =~ T tel que Pp,(N\) = 0}.

Ainsi tout idéal premier m C m qui est £&-cohomologique, fournit une (ou des) représentation
automorphe dont les parametres de Satake modulo [ en toute place de Spl(1) sont donnés
par m; pour deux tels idéaux premiers on obtient ainsi des représentations automorphes
dites congruentes, au sens ou elles partagent les mémes parametres de Satake en presque
toutes les places.

1.3.1. Définition. — On dira que Ny, est détérioré relativement a m, si, cf. la notation
L. IA et la définition [[L1.6], d;w(l) n’est pas contenu dans dp, .

1.3.2. Théoréme. — Soient
— I € T un sous-groupe compact ouvert tel que modulo w,, la composante I, de I a
la place v, cf. la formule (I.Z1), est un sous-groupe parahorique relativement d une
partition m = (mq > -+->m,) de d avecr > 1,
— et, cf la remarque suivant la définition[1.2.4], m un idéal mazimal de Ty,
tels que m soit maximal relativement au fait qu’il existe un idéal premier minimal m C m
ainsi qu’une représentation automorphe irréductible 11 € Il possédant des vecteurs non
nuls invariants sous I. On suppose alors que :

1) P, est irréductible
Q)ZZdl;?U—l;
3) la partition dy,, est strictement plus petite que la partition m* conjuguée a m ;

4) au choix
(1) soit Ny, est détérioré relativement a m,
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(1) soit la composante locale en v de Il n’est pas de la forme xy1 X Xv2X? pour X,
et Xv,2 des caracteres de I tels que Xy2 = Xo,1v mod [ ou

) —val
viveF —q ™",
et 7 une représentation quelconque.

Alors pour toute place w € Spl(I) distincte de v, il existe un sous-groupe parahorique
I, (resp. I,,) associée a une partition m., > m (resp. m. ) ainsi qu’un idéal mazimal &-
cohomologique w' de Ty, ou I' := I} I/ 1", tel que

ﬁm’ = ﬁm'

Autrement dit p,, provient d’une représentation automorphe de niveau I'.

Remarque. Comme | > dg; ,—1 et p,, est irréductible, Ny, , est bien défini indépendamment
du réseau stable. Par maximalité de m, on a d ,, = m" de sorte que I'hypothese dy, < dy ,
est clairement nécessaire pour obtenir un énoncé de diminution du niveau. o
Le principe de la démonstration consiste a calculer la cohomologie en niveau I de la
variété de Shimura associée a G, cf. le §2.1] en utilisant la suite spectrale de Rapoport-
Zink en la place v. On constate alors
— P,, étant irréductible, sur Q, cette suite spectrale dégénére en E;, tous les groupes de
cohomologie étant concentrés en degré médian ;
— Thypothese dy, < di , impose que certains des termes initiaux de cette suite spectrale
ont de la torsion non triviale.
Ainsi la cohomologie de toute la variété de Shimura admet une filtration dont certains
gradués sont de torsion et la partie la plus difficile de la preuve consiste, proposition 3.3.1]
— a montrer que la cohomologie elle-méme admet de la torsion non triviale
— et que celle-ci subsiste en diminuant 1égerement le niveau en v.
On utilise alors le résultat principal de [6] qui permet de relever une telle classe de torsion
en caractéristique 0 quitte a augmenter le niveau en une place auxiliaire.
Une question naturelle est d’itérer ce résultat afin de construire un niveau I’ = V"1 I},
avec I C I, et I un sous-groupe parahorique associé¢ a une partition m, de sorte qu’il
existe m avec

d

my dm,v =m

et IT € Il ayant des vecteurs non nuls invariants sous I’. C’est clairement le cas si dp,,

n’admet pas plus d’'une ligne de longueur 1 puisqu’alors la condition 4-ii) est toujours
vérifiée. Plus généralement on a I’énoncé suivant.

1.3.3. Corollaire. — Supposons que [’ensemble des étiquettes des lignes de longueur 1
du diagramme de Ferrers étiqueté associé a dn,, ne contient aucun sous-ensemble de la
forme {a, qa}. Alors pour toute place w € Spl(I) distincte de v, il existe un sous-groupe
parahorique 1!, (resp. I!,) associée a la partition dy," (resp. m.,) ainsi qu’un idéal mazimal
¢é-cohomologique W' de Ty, ou I' := I'I' I tel que

ﬁm’ = Py
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autrement dit p,, provient d’une représentation automorphe de niveau I'.

Remarque. On notera que dans le cas d = 2 si 'hypothése 4-ii) n’est pas vérifié alors il n’y
a rien a démontrer puisqu’il existe alors un II+ non ramifié en v.

Au §3.4l on donnera par ailleurs un énoncé de non dégénérescence de la monodromie,
i.e. des conditions explicites sur m et m, pour que dg , = dm,, cf. le corollaire

2. Cohomologie des variétés de Kottwitz-Harris-Taylor

2.1. Rappels sur la géométrie. — On reprend les notations du 1.2 ou G est un
groupe de similitudes sur Q et p = wu® un nombre premier décomposé dans F avec une
place notée v de F' au dessus de u telle que (B%)* ~ GLy4(F,). On note alors

(XI)IEI

le systeme projectif des variétés de Shimura associé au groupe G au dessus de Spec O, tel
qu’il est introduit dans [10] : ces variétés de Shimura sont dites de Kottwitz-Harris-Taylor.
Ce systeme projectif est muni d’une action de G(A>) x Z telle que I'action d’un élément w,
du groupe de Weil W, de F, est donnée par celle de — deg(w,) € Z, avec deg = valo Art™?
ott Art™!: Wb ~ F* est I'isomorphisme d’Artin qui envoie les Frobenius géométriques sur
les uniformisantes.

2.1.1. Notation. — Onnote : X, (resp. X1,,) la fibre spéciale (resp. générique) de X
env et Xy = Xr,, X SpeclF, la fibre spéciale géométrique (resp. Xpz, la fibre générique
géométrique).

Pour I € 7 tel que, cf. la définition [L2.2] sa composante I, a la place v, est le sous-groupe
parahorique standard associé a la partition (m; > --- > m,) de d. Alors le morphisme
X1 — Xpv est le probleme de modules correspondant a la donnée d’une chaine d’isogénies

Ga=6Gyo— G — = G, =Ga/Ga[w,]

de O,-modules de Barsotti-Tate ou :

— pour tout ¢ = 1,--- ,r, 'isogénie G; 1 —> G, est de degré ¢™ et

— la composée de ces r isogénies est égale a 'application canonique G4 — Ga/Galw,],
ol G4 est le module de Barsotti-Tate associé a la variété abélienne universelle sur X;jv.

2.1.2. Notation. — Pour tout 1 <1 <1, on note Y7, le sous-schéma fermé de Xy 5, sur
lequel G;—1 — G; a un noyau connezxe. Pour tout S C {1,--- ,r} non vide, on note
Vis= )Yz Vis=Yris— U Yir
€S SCT

Pour tout 1 <m <r, soit
YI(T) = H Yis et a: YI(T) — Y]
gS=r

la projection.



12 BOYER PASCAL

De la théorie du modele local de Rapoport-Zink, on déduit la description suivante, cf.
par exemple [15].

2.1.3. Proposition. — Le schéma X est de pure dimension d et a réduction semi-stable
sur O,, i.e. pour tout point fermé x de Xy, il existe un voisinage étale V. — Xy de x et
un O,-morphisme étale

V— SpeCOU[T17 o 7Td]/<T1 Ty — wv)

pour 1 < m < d. Le schéma X est réqulier et le morphisme de restriction du niveau
X1 — X est fini et plat. Tous les Y g sont lisses sur Spec k(w) de pure dimension
d— 1S avec

T
Xrs, = U Yr,
i=1
ot pour i # j, les schémas Y, et Y;; n'ont pas de composante connexe en commun.

La fibre spéciale géométrique X;,, quel que soit le niveau I, admet une stratification
dite de Newton : pour tout 1 < h < d, on note

>h =h
Xis,, Ttesp. X

S 1751)’

la strate fermée (resp. ouverte) de Newton de hauteur h, i.e. le sous-schéma dont la partie
connexe du groupe de Barsotti-Tate en chacun de ses points géométriques est de rang > h
(resp. égal a h).

2.1.4. Notation. — On note
X s XPE L i XTE o X,
et j=h =i o j=h,

Lorsque le niveau I, en v de I est de la forme Ker(GLd((’)v) —» GLd(OU/wZ“)), pour

tout 1 < h < d, la strate de Newton Xﬁ?y est alors géométriquement induite au sens ou il
existe un sous-schéma fermé ngmlh muni d'une action de Py 4_,(O,/P)*) tel que :
=h =h
legv = legvvlh XPh,d—h(Ov/'P:)nl) GLd(OU/PLnl)

2.2. Systémes locaux d’Harris-Taylor. — Passons provisoirement en niveau infini
en v et notons Xy~ la tour associée : a ’'aide des variétés d’Igusa de premiere et seconde
espece, les auteurs de [10] p136, associent a toute représentation admissible p, des inver-
sibles de l'ordre maximal D, de 'algebre a division centrale D, j, sur F, d’invariant 1/h,
un systeme local Ly, (py) sur X7 o | muni d’'une action de Py q4(0,) agissant via la
projection Py 4_,(O0,) — Z x GL4_1(O,). On note alors

‘C(pv) = ‘Clh(pv) XPh,dfh(Ov) GLd(OU)

sa version induite sur X7k ; .
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2.2.1. Notation. — Soient m, une représentation irréductible cuspidale de GL4(F,) et
pour 1 < t < g, on note m,[t]p la représentation de Dy, , associé a la représentation
de Steinberg St (m,) par la correspondance locale de Jacquet-Langlands. La représentation

: \ =t
mo[tlp de Dy fournit alors un systéme local sur Xp,& ; i,

€y

L(mo[t]p)1,, = @ Ls,(po,i)1.,

ot (m, [t]D)|DXh = @™ pvi avec p,; irréductible et muni d’une action de Py q4y(F,) via
son quotient GLd_tg X 7.

2.2.2. Définition. — Les systemes locaux d’Harris-Taylor sont alors les

tg—d

HT,, (70, 1) == L7, [t]p), @ T, @ E°2

ou II; est une représentation quelconque de GLy,(F,). La version induite est notée
— tg—d
HT (7, 11,) = (z(m o)1, ® I ® 5"7) %Py oro(iey GLa(FL),

ou l'action du radical unipotent de Py, 4—y(F,) est triviale, et celle de

¢ %
(gOO,U’ ( %) get ) 70v) € G(AOOW) X Ptg,d—tg(Fv) X WU
est donnée o

— par celle de g¢ sur II, et deg(o,) € Z sur -7 ainsi que

— cellede (9>, g5', val(det gy) —deg 0,) € G(A®") X G Lg—1y(F)) X Z sur Lz (7u[t]p)1,,®

tg—d

27T ,ouZ:1Z — Z, est défini par E(1) =q¢"2
On dit de l'action de G L, (F,) qu’elle est infinitésimale.

Remarque. En particulier le facteur II; n’intervient pas réellement ni dans le calcul des fais-
ceaux de cohomologie, par exemple des extensions intermédiaires de la notation suivante,
ni dans celui des groupes de cohomologie, par exemple de H( Xy 5, 1,,, HT1,, (70, I11)).
Précisément, d’apres la description des actions rappelée ci-avant, en tant T; x G L, (F,) X
GLy_14(F,) X Z-module, un tel groupe de cohomologie s’écrit comme une extension de

modules irréductibles de la forme M ® (Ht ® x ovalo det) @I, ® x~1, ot M (resp. II,)
est un T;-module (resp. une représentation de GLg_y(F,)) irréductible, et x : Z — Q.
2.2.3. Notations. — On pose
HT(m,, 1) := ﬁ(ﬂ'v, I1,)[d — tg],
et le faisceau pervers d’Harris-Taylor associé est
P(t,m,) = Pj . HT (r,, St(m,)) @ L(m,),

ou 1LY désigne la correspondance locale de Langlands.
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D’apres cf. [1] proposition 4.3.1 complétée par le corollaire 5.4.1, on a 1’égalité suivante
dans le groupe de Grothendieck des faisceaux pervers équivariants

j!:tgHT<7TvaHt) = Jv* gHT(”vyﬂt)

HR
T Z P HT (T ) < Stalm S1)(R/2) (223)

On rappelle que 7 est inertlellement équivalente a m, si et seulement s’il existe un

caractére ¢ : Z —» Q,° tel que 7/, ~ 7, ® (¢ o val o det). Les faisceaux pervers P(t,m,) ne
dépendent que de la classe d’équivalence inertielle de 7, et sont de la forme

P(t,m,) = ex, P(t,my)
ou P(t,m,) est un faisceau pervers irréductible.

2.2.4. Notation. — Pour I € I, on notera Pr(t,m,) := P(t,m,)" le faisceau pervers
d’Harris-Taylor sur Xy, et on ajoutera plus généralement un indice I pour les HT (m,, I1;)
lorsqu’on les considére a niveau fini I.

Remarque. Lorsque I, est un sous-groupe parahorique, le faisceau pervers Py(t,m,) est nul
si m, n’est pas un caractere.

Le résultat principal de [I] sur les faisceaux de cohomologies des faisceaux pervers
d’Harris-Taylor, dont on pourra trouver une preuve simplifiée dans [7] peut s’écrire comme
suit sous la forme dune résolution ot on a posé s = ng ;

t s—t
O—>j, QHTltq(ﬂ'v,Ht{ }®Speh (771}{5}))(85 7 — ...

— l —1
- T T, (T - 1/2) @ 7 {5)) © 2
— j'HTy, (7, 1) — P HT, (70, 11) — 0, (2.2.5)

ou pour tout tg < h < d, II; (resp. II;_4,) une représentation de GL,(F,) (resp. de
GLj_y(F,)), on a noté

HTy, (10, I @ Ty tg) := HTy, (70, Tl @ Uptg) Xpyy g an(@) Prga—tg(F)-

Pour Y, une représentation cuspidale de GL,(F,), i.e. un caractere de F*, le Z- systéme
local L1, (x,) est isomorphe & Z; muni de l'action du groupe fondamental I (X77) de
X; f qui se factorise par son quotient IT; (X} *s ) = D), ou I'action de D, est donnée par
le caractere x,. En remarquant, cf. [3] lemme 3.0.2, que I'adhérence X;sflv de X7h Is, est lisse,
on en déduit que Z;[d — h] est un faisceau pervers sur X%gv qui s’identifie, avec ’action de

I, (X772 ) comme ci-avant, alors aux deux extensions intermédaires

5Ly, (xo)[d — B) = PHIENL, (x,)[d — ). (2.2.6)

Remarque. D’apres le résultat principal de [3], la résolution précédente ([Z2.5]) est encore
valide sur Z;. En revanche I'isomorphisme (2.2.6]) n’est valable que lorsque la réduction
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modulo [ de 7, est encore supercuspidale et pas seulement cuspidale. Dans ce texte nous
ne considérerons que le cas g = 1, i.e. les m, qui sont des caracteres x,.

2.2.7. Notation. — On notera Y [’ensemble des classes d’équivalence inertielle des ca-
racteres de F*.

2.3. Relévement des classes de cohomologie de torsion. — Fixons un plongement
oo : E < @ et notons ® I'ensemble des plongements ¢ : F < Q; dont la restriction
a F est 0y. On rappelle alors qu’il existe une bijection explicite entre les représentations
algébriques irréductibles € de G sur Q; et les (#® + 1)-uplets

<a07 ((Ta))aeé)

ou ag € 7Z et pour tout ¢ € ¢, on a ch = (ap1 < -+ < agq). 1l existe alors une extension

finie K de Q; telle que la représentation :~! o & de plus haut poids (ao, (CTU))(,E@), est définie
sur K. On note W x 'espace de cette représentation et We o un réseau stable sous I'action
du sous-groupe compact maximal G(7Z;) et ou O désigne I'anneau des entiers de K.
Remarque. Si on suppose que & est [-petit, i.e. que pour tout o € ® a,4 — a,1 < [, alors
un tel réseau stable est unique a homothétie pres.

Notons A une uniformisante de O et soit pour n > 1, un sous-groupe distingué I,, € Z de
I € Z, compact ouvert agissant trivialement sur We o/an := We 0 ®0 O/A". On note alors
Ve, o/ le faisceau sur X; dont les sections sur un ouvert étale T' — X sont les fonctions

f : 7T0(X[n X x; T) — W§7o/>\n
telles que pour tout k € I et C € (an X x, T), on a la relation f(Ck) = k' f(C).

2.3.1. Notations. — On note
Veo =limVeopn el Ve g = Veo ®o K.

n

On utilisera aussi la notation Vez, et Vg@ pour les versions sur Zy et Q; respectivement
ainst que
HT¢(my, 1) := HT (m,, 1) @ V; 5,

Remarque. La représentation & est dite réguliére si son parametre (ao, (CTU))(,E@) est tel que
pour tout 0 € ®, ona a,; < -+ < dgg-

On rappelle le résultat principal de [6] qui permet de relever en caractéristique nulle les
classes de torsion.

2.3.2. Théoréme. — (cf. [6] corollaire 2.9) Soit i tel que le sous-module de torsion
de Hi(XI,ﬁ,Vng)m est mon nul. Alors pour tout v € Spl(I), il existe une représentation
irréductible &-cohomologique T1(v) non ramifiée en toute place w # v ne divisant pas I et
dont les paramétres de Satake modulo | en w sont donnés par Sy(w).
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Remarque. La composante en v de I1(v) est ramifiée et d’apres loc. cit. en utilisant le lemme
[LT7, possede des vecteurs non nuls invariants sous un certain sous-groupe parahorique
associé a une partition de la forme (m >1>1>..->1).

D’apres le théoreme précédent, pour prouver il suffit alors de montrer, cf. la pro-
position B3] qu’il existe un niveau I’ de la forme I’ = I"I/ ou I est un sous-groupe
parahorique contenant strictement I, tel que la localisation en m de la cohomologie de X
a coefficients dans V¢ est non nulle et donc, par maximalité de m nécessairement de torsion.

3. Preuve du théoréme principal

3.1. Suite spectrale de Rapoport-Zink. — On considere a présent un niveau I € 7
tel que la composante I, de I a la place v est le sous-groupe parahorique standard Iw, (m)
associé a la partition m = (m; > my > --- > m,) de d. Avec les notations de [Z1.2]

la variété de Shimura X; admet une réduction semi-stable & la place v ce qui permet de
reprendre les constructions de Rapoport-Zink, cf. par exemple [11] §3.

3.1.1. Notation. — On note RV1.,(Z;) le compleze des cycles proches sur X; ,.

Rapoport et Zink construisent en particulier un bicomplexe A ainsi qu’un isomorphisme
de complexes
R\III,U(ZI) ~ S(A)
o s(A) est le complexe simple associé a A ainsi qu’'un morphisme
v:A— A[-1,1](-1)
qui via lisomorphisme précédent fournit
(T-1)@T": RY;,(Z)) — RY1,(Z))(—1).

Le bicomplexe A est ensuite muni d’une filtration croissante W, A de sorte que les gradués
correspondant gri¥ s(A) sont les gri¥ s(B) ot B est le bicomplexe a différentielles nulles, cf.
les notations _

ar,*Zl

arfl,*Zl ar,*Zl<_1)

afl,*zl a'2,*zl(_1) e ar,*zl(_r + ]-)
ot le coin en bas a gauche correspond a (0, 0) et ou W,.3 est obtenu en appliquant le foncteur
de troncation canonique 7<,, & la g-iéme ligne de B. Ainsi le gradué grlV R¥;,(Z;) a pour
faisceaux de cohomologie

T

(Her RV, (Z2)) :(O,~-~,O,ar+17*Zl(—|fr\),a|r|+37*Zl(—\r|—1),-~-). (3.12)

1>0

Rapoport et Zink montrent en outre que 'opérateur (T'— 1) ® TV défini plus haut, induit
un isomorphisme

(T—-1)@TY) : grV R, ,(Z)) — gt R ,(Z))(—7). (3.1.3)
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Sur Q, (T'— 1) ® TV est nilpotent ce qui permet de définir
N=1logT @T": RV;,(Q)[d—1] — RY,(Q)[d — 1](-1),

lequel correspond alors a l'opérateur de monodromie usuel. Ainsi les grl¥ s(A) ®7z, Q, sont

les gradués de la filtration de monodromie de R¥; ,(Q,).

Remarque. Les gr’¥ RV ,(Q,) sont décrits explicitement en tout niveau dans [1].
Rappelons, cf. [4] §1.4, que D := D% X;5,,7Z;) est muni de deux structures perverses

notées p et p+

AerD & Vr e X, HFizA=0, Vk > —dim {z}
AePD o vr e X, HFLA =0, Vk < —dim {2}

ou i, : Spec k(z) — X3, et

Hii* A =0, Vi>—dimm+1
- dm =15 4 de torsion
HiPA=0, Vi<—dim{z}
H-dim{e}il A libre

AGP+D§0<:>W€X,{

AGP+D20<:>W€X,{

3.1.4. Notation. — On introduit le faisceau pervers
— d—1
Uiz = BV(Zi)ld = 1)(—5—)
qui est autodual et pervers pour les deux t-structures p et p+. On notera aussi
w w VA d—1
&r, \III,U,Z = 8ry R\I/LU(Zl)[d - 1](T)
3.1.5. Lemme. — Les gr}fV\I/Lle sont pervers pour les deux t-structures p et p+.
Démonstration. — De la description donnée plus haut de gr!Vs(B), lequel a un décalage

prés correspond a gr!” U7, et donc de (BI2), on en déduit que ce dernier appartient a
PD0(X; 5., 7)) C P*D=%(X[5,,7Z;). De la lissité des Y75 et donc des YI(T), on obtient de
méme, apres application du foncteur de dualité de Grothendieck-Verdier, que gr’¥V ¥ 107, €
PD20(X; o 7)) C PD2(X1s,,Z1), Aol le résultat.

O

Rappelons que gr!VW¥ [0, étant pur, il est semi-simple et s’écrit d’apres [I] théoreme
2.2.4
,
ngW\I/I,v,@l - @ @ Pf(haxv)(é)v

1<h<d  yp€T
h=r+1 mod 2

ou, cf. la notation 2.2.7] T désigne I’ensemble des classes d’équivalence inertielle des ca-
racteres de [F°.
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3.1.6. Lemme. — Sur Z;, on a une décomposition

w o w _
gr, \III,U,Zl - @ grryh\IlLUle’
1<h<d
h=r+1 mod 2

ot grmqjl,vzl ®Z @l = @XUET Pf(ha XU)(%)

Démonstration. — Le résultat découle d’apres ([22.6) du fait détaillé ci-dessous.
Considérons une extension

0—-A —A— A, —0

ou A; et Ay sont des p-extensions intermédiaires de systeémes locaux sur respectivement
XM et X752 avec hy > hy et telle que A ®= Q est scindée. Soit alors A, le tiré en arriére
1,5, 1,5, 7 2

AL - - - o A

o

Ay ®7 Q— A®7 Q

de sorte que

Al =—=A4A,

!

Aye—— A —= A]

.

A A, T

Comme Aj est une p-extension intermédiaire, si 1" était non nul, sa restriction a Xlzsflf serait

non nulle ce qui ne se peut pas puisque cette strate n’intersecte pas ngj. Ainsi donc A

est scindée.
O

On fixe une fois pour toute une énumération de Y = {x, 1, xv.2,- - } et on considere le
tiré en arriere

Prr, (er,\h h)(5)- -~ gr}fV‘I'I,U,Zl
|
v

Pr(xv1, h)(5)——erV ¥, 5,
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. . W L w _ T N
Soit alors le quotient gr;’5,V; 7 = gr," ¥, = /Prr,(Xv1, h)(5). On procede alors comme
précédemment en considérant le tiré en arriere

PI,FT(Xv,P% h)(%)L - grf,vzz‘l’z,vzl
\
¥

PI(XU,Qa h)(%)c—> gry22\p[,v,@l7

et ainsi de suite de fagcon a obtenir des structures entieres Pr r, (X, h)(5) pour tout o = r+1
mod 2 et 1 < h <d.

3.1.7. Lemme. — Les structures entiéres Prr, (X, h)(5) ne dépendent pas de v . Par
ailleurs on a des isomorphismes

r—2
5 )

(T =D @T s Prr, (X 1)(5) = Prr, (s b

pour tout 2 < h<d,h=r—1 mod2et3—-—h<r<h-1.

(3.1.8)

Démonstration. — D’apres (B.13) et la décomposition du lemme B.T6, (7'—1)® 7" induit
des isomorphismes

(T - 1) ® T\/ : grmml,v,il L> grﬁzh\pl,v,il(_l)

pour tout 2 < h <d,h=r—1 mod2et 3—h <r < h—1. Le résultat en découle
alors puisqu’on utilise, pour tous ces 7, la méme numérotation de T pour construire les
structures entieres Py, (Xvi, 7)(%).

2
U

3.1.9. Notation. — On notera alors plus simplement Prr(xy,t) la structure entiére de
Pr(xo,t) fournie par U, 7, €t le choix de l'énumération de 1.

Remarque. On ne cherche pas ici a préciser de quelle structure entiere il s’agit. Lorsque le
niveau en v est grand, on peut montrer que plusieurs telles structures coexistent pour les
Pr(my,t) lorsquon filtre ¥, = .

La suite spectrale dite de Rapoport-Zink associée

Y = H™ (X5, 00", RV 10 (Z0) @ Veg)) = HP (X015, Vez,), (8.1.10)

r

5), ou comme dans [1T], se décrire a I'aide

peut alors se raffiner en utilisant les Py r(xy, h)(
des Y7 ¢ :

Bi= @ @ H (Vs Vg (i)

i>max{0,—p} §S=p+2i+1

3.1.11. Proposition. — Soit [ € T avec donc I, un sous-groupe parahorique. Soit m un
idéal premier de Ty tel qu’il existe r et i # 0 avec H'(X; 3, ngV\IfLU’@l ®Veg,)m # 0. Alors
la représentation galoisienne pg associée est réductible.
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Démonstration. — Le théoreme 2.2.4 de [I] décrit les gradués grV' o 100, €0 termes des
faisceaux pervers d’Harris-Taylor lesquels sont indexés par les représentations irréductibles
cuspidales d'un GL,(F),) pour g variant de 1 a d. En niveau parahorique a la place v, seules
les cuspidales (caractéres) pour g = 1 contribuent.

Les groupes de cohomologie des faisceaux pervers d’Harris-Taylor sont explicités au §3
de [2]. Pour ce faire on décrit la partie II>°-isotypique de ces groupes de cohomologie
pour II une représentation automorphe cohomologique. On note alors que pour avoir de la
cohomologie [I*-isotypique en dehors du degré médian il faut que la composante locale II,
en v soit de la forme Speh,(m,) pour 7, une représentation tempérée, auquel cas I[1* est de la
forme Speh,(7) pour 7 cuspidale, ce qui en termes galoisiens signifie que la représentation
galoisienne associée a II par la correspondance de Langlands globale s’écrit p| — |1% S)
@ pl - |%1 ou p est la représentation galoisienne associé a 7 par la correspondance de

Langlands globale.
O

3.1.12. Proposition. — On suppose que p,, est irréductible et on choisit une partition
m = (my > --->m,) de d mazimale de sorte qu’il existe

— I € T avec I, = Tw,(m) un sous-groupe parahorique associé a m et

— un idéal premier m C m tel que H*(X;5,,9;,5 ® Veg,)m est non nul.
Si en outre, tous les H'(X 5,81 ¥; 7 ® Ve z,)m sont sans torsion, alors la partition dw,
associé a l'opérateur de monodromie est égale a celle dg .

Démonstration. — D’apres la proposition précédente si p,, est irréductible alors les
H'( X158t ¥, 5, ® Veg,)m sont nuls pour tout i # 0 et la suite spectralefBIEﬂ]l) de
Rapoport-Zink dégénere en FEj. Par maximalité de m, les idéaux premiers m C m tels
qu'il existe IT € Tl contribuant & H(X;s,, ¥, 7 ® V7 )m @7 Q sont tels que, d’aprés
le lemme [LT.7 la composante locale II, est de la forme St;, (x0,1) X -+ X Sty,, (Xv,m,) O
(ty > -+ > tm,) est la partition conjuguée & m et ou les x,; sont des caracteres de F.X.

En particulier tous les p; fournissent la méme partition dg , = (t1 > -+ > ty, ).

On peut aussi bien entendu retrouver la partition (¢t > - -+ > t,,,) a l’aide de la filtration
de monodromie et plus particulierement a partir de la dimension de ses groupes de cohomo-
logie . En effet pour ¢ > 0 et II une représentation automorphe irréductible £-cohomologique

de composante locale en v de la forme Sty (xy1) X -+ X Sty (Xvm,), sa contribution
H)(X15,,81" ¥, 7 @V, 7 )n®7, @l] {I1} & la Q;-cohomologie de gr}" ¥, 7 @V, 7 est égal

a une constante ey, ;(II) multipliée par le cardinal de l'ensemble suivant

{k:: tr>i+letty=1+1 modZ},

3. On montre dans loc. cit. que les filtrations de monodromie et de poids de ¥, .3, coincident a un
décalage pres.
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ol ey r(II) est, pour une représentation ayant ses parametres de Satake modulo [ donnés
par m, essentiellement donnée par la dimension de Pespace des invariants (I1°°)! multipliée
par une constante indépendante de II, cf. la définition 3.3.3 de [2].

Ainsi comme tous les II tels que ey ;(IT) # 0 ont une composante locale en v de la. forme
Ste, (Xw,1) X =+ X Sty (Xom;) Pour la méme partition (¢, > - -+ > ¢,,,), on en déduit qu'il
existe une constante e telle que le nombre de lignes de taille 7 dans le diagramme de Ferrers
de d~ , multiplié par e est égal a

dimg H*(X1 3,81 1V, 7, © Vez Im ®z, Q — dimg H*(X; 5,811V, 7 © Vg, )m 7, Q.

Supposons en outre que tous les H' (X7 5,,grV ¥, 7,@V; 7, )m sont sans torsion. On a alors
une filtration de H°(X,;,,V, oF, ® Ve 7, )m dont les gradués sont les H°(X[ 5, gV, 7 ®

Vez )m ®z Fi et ot lopérateur N, 1ndu1t d’apres (B.13]), des isomorphismes

Nm,v : HO(XLgv?grr \III,U,Z ® ngl) ®il Fl ~ H° (XLgv? gI‘_r\I/val ® Vv&Zl)m ®Z Fl'

Ainsi la décomposition de Jordan de Popérateur de monodromie agissant sur H°(X; 5, ¥, FQ
VgE)m fournit un diagramme de Ferrers dont le nombre de lignes de longueur i est égal a

dimg, H(X15,, gryjlml,v,il ® Vez, Jm X7z, F - dlm]F H(X15,, grz+1\111 07 © Ve, Zl) X7z, F,

dim@l HO(XI,gva grz‘vKl\I’I,v,Zl ® Vg Zl) X7, Q - dim@ HO(XI,gvv grﬁl\yl,vzl ® Vg Zl)m ®7, Q.

Comme la représentation galoisienne H%(X;;,, ¥ [oF, ® V&E)m est isotypique relativement
& la représentation irréductible p,,, le diagramme de Ferrers de H°(X;z,, ¥, oF, © VeF,)m
est simplement un multiple de celui de dp,, et donc finalement dy, , = dg .

3.2. Construction d’une classe de torsion. — Soit m C m un idéal premier de T;
tel que, cf. la remarque suivant la définition [L.2.4], il existe I € Z avec I, un sous-groupe
parahorique associé a la partition dg; ,*. On choisit un tel m de sorte que dg; ,* soit mazimal.

Rappelons que nécessairement

dﬁ,v* < dm,v*a
et qu’en cas d’égalité il n’y a plus rien a démontrer. Supposons donc l’inégalité précédente
stricte de sorte que d’apres la proposition | des isomorphismes et de l'in-
terprétation de 'opérateur de monodromie N = logT ® TV sur Q, si tous les EP étaient
libres alors on aurait dg; , = dm» ce qui n’est pas par hypothese. Ainsi donc il eX1ste reti

tel que

H'(Xr5,,er, Y, 7 @V, 7 Jmror 7 (0).
D’apres [1] et comme remarqué a la fin du §2.7] les faisceaux pervers d’Harris-Taylor des
gr) (9, g,) en niveau parahorique, sont les Pr(x,, t)(%). Ainsi donc il existe un caractére
Xo de FvX et un entier ¢ < d tels que la cohomologie en niveau I de P r(x,,t) a de la torsion.

On reprend alors les arguments du §2 de [6] dans un cas plus général i.e. désormais I, n’est
plus le sous-groupe compact maximal mais un sous-groupe parahorique. Considérons pour
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ce faire ty maximal tel qu’il existe un caractere x, et iy € Z que I'on choisit minimal, pour
lesquels

H"(Xp5,, Prr(Xv to) ® Ve z, )mor 7 (0).

3.2.1. Lemme. — Pour tout to <t < d, la torsion des H{(X % , HTrr(Xo, Il) ® Ve 7, )m
est nulle.

Remarque. Dans 'énoncé ci-avant et dans la suite H77 r(xo, HQ@VE 7 désigne une structure
entiere quelconque de HT(x., ;) ® V&@z’ étant sous entendu que le résultat ne dépend
pas du choix d’une telle structure.

Démonstration. — Commencons par noter que comme X fgv est ponctuel, on a nécessairement
to < d. On raisonne par récurrence sur ¢ du cas trivial ¢ = d a ¢ty + 1. Supposons donc le
résultat acquis jusqu’au rang t + 1 et traitons le cas t. On considere la filtration par les
poids de j,ZtHTLF(XU,Ht) dont les gradués gr}’ (!, x.,t) sont, d’aprés (ZZ3), nuls pour
k>0 ou —k <t —d et sinon donnés par pji(tfk)HTI,p(Xv, IL{E} x St_p(xo{L}))(—K/2) :
on rappelle, cf. (Z20), que les p et p+ extensions intermédiaires coincident pour les
systemes locaux d’Harris-Taylor associés a un caractere. On considere alors la suite
spectrale associée, cf. [2] preuve de la proposition 5.1.1 :

By = H™ (X5, g1 xo, t) @ Vez,) = H (Xrs,, 57 HT (X, T1) @ Vez,)-

Le résultat découle alors trivialement du fait que les Eifn sont
— sans torsion, d’apres la définition de tq et
— nuls pour 7 + 5 # 0.
O

3.2.2. Lemme. — Avec les notations précédentes, on a iy = 0, autrement dit pour tout
i # 0,1, la torsion de H(Xr5,, Prr(Xv, o) ® Vez )m est triviale.

Démonstration. — On reprend I'étude de la suite spectrale précédente pour t =t :
B! = H™ (Xp5, 977 Xonto) ® Vez,) = H™ (X, 57" HT1p (o, Iliy) © Vez,).

Par définition de t;, pour tout ¢ # 0, les Eifn sont nuls pour i + j # 0 et sinon sans
torsion. S’il existait 7 < 0 tel que la torsion de E?,{1 était non nul, alors celle de qum =
H(X;s,, 0 H TL}“(XU’ Ily,) ® V¢ 7,)m serait aussi non nulle ce qui n’est pas puisque, X
étant affine, les H (X 5, iC HT r(Xo, Iy ) @ Ve 7,) sont nuls pour tout ¢ < 0. On a ainsi

1o > 0 et on conclut en utilisant la dualité de Verdier.
O

On peut calculer les H' (X oo 5, P52 HTpvyeo (X0, I1;,)®V, 7, )m en utilisant la résolution
225 On remarque alors, d’aprés le lemme B.2.1] et le fait que sur Q, la cohomologie
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est concentrée en degré 0, que la torsion de HO(X oy s,, ?j5° H T 1oyee 1(Xo, Hiy) @ Ve7z, )m
provient d’un morphisme non strict entre les Z;-modules libres

H(X vy s, e HT 1 (X T {=1/2} © xo{t0/2} @ 2Y%) @ V, 7 ) —
H (X[vvoo Sv7.]'* HTltO (Xlﬂ Hto) ® ‘/f 7 ) (323)

Comme par hypothese p,, est irréductible, en niveau infini en v, les représentations auto-
morphes I qui contribuent a la Q;-cohomologie des deux termes de [3.2.3] ont leur compo-
sante locale en v, d’apres le §5 de 2], de la forme

IT, >~ Styy41(Xw,0) X St (Xo,1) X -+ - Sty (Xo,r)

ol les x, 1 sont des caracteres de F avec X, inertiellement équivalent a y,. D’apres loc.
cit. la contribution d’une telle représentation II s’obtient en remplacant dans I’écriture
précédente de II,, le facteur Sty ii1(xwo) par linduite normalisée Sty (xw0{—1/2}) X

Xv,0ito/2}.

3.2.4. Lemme. — Pour tout t < to, les H (X1 5,,Pjin HTr.r (X0, II;) ®‘/§Zl)m vérifient les
propriétés suivantes :

— les quotients libres sont nuls pour tout i # 0 ;

— ils sont nuls pour tout i <ty —1t;

— pour i =ty —t, le sous-module de torsion est non nul.

Démonstration. — Le premier point découle, comme déja noté, du fait que p, est
irréductible. Passons provisoirement en niveau infini en v et calculons les groupes de
cohomologie de ?j " HTy,(x0, ;) & aide de la résolution 2225 En ce qui concerne les
H'(Xpvpe 5,5 Vg HT, (X0, 1) ® Ve 7, )m pour @ <t —t, du fait que les strates de Newton
sont affines et que donc les H°(X oy 5,, ji " HT (Xo, In) ® V7)) sont nuls pour § < 0,
seuls les tg — t 4+ 2 premiers termes de la résolution interviennent, lesquels se retrouvent
aussi, quitte a modifier les composantes infinitésimales, cf. la remarque suivant 2.2.2] dans
la résolution de P HT 1oy (Xv, [y). En utilisant les propriétés d’adjonction de j_thl et
i1 les fleches

_ t—h—1 t _ htil-t
j h+1HT1t(Xv> Ht{T} X Spehh+1—t(Xv{§})) ®= 2 —

J':hHTlt(XmHt{ }®Spehh t(Xv{ H)e="T

dans la résolution de ?j;." HT}, (X0, II;) se déduisent de celles

t —h 2fo
%}Mpehhﬂ wl{2h) 857 —

HTlto(Xv,Hto{ "} @ Speh, to(Xv{ ) "

a modification des composantes infinitésimales pres.

j!:h+1HT1t0 (Xva Hto{
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Remarque. Notons, cf. [9] 3.1.4, que la réduction modulo [ de x,[d]p est irréductible, de
sorte que L(x,[t]p) admet un unique réseau stable. Il en est de méme pour les Speh,(x,)
de sorte que, pour Il;, bien choisi ne jouant aucun role, il n’y a pour chacun des faisceaux
écrits dans les morphismes précédents, qu'un unique réseau stable.

D’aprés le lemme B.27], les groupes de cohomologie des ji"HT1, (xv, 1)) pour h > t,
sont sans torsion de sorte que la torsion cherchée ne provient que des fleches entre les

t_h h+

-1 t _ htl-t
T} ® Spehh+1—t(Xv{§} ®="2 Q® VEZz)

HO (levoovgv ) j!:thlHTlt (XW Ht{
—

t .

2

— h t _h=t
HO (levwﬁm.]!_hHTlt (XW Ht{ } ® Spehh—t<X”{§} ®=2 ‘/le)
et plus précisément, du fait qu’elles sont ou non strictes. Or comme remarqué ci-avant,
cette propriété se lit aussi dans la suite spectrale associé au calcul des groupes de cohomo-
logie de Pj. " HT 1., (Xv» [ty ), ce qui donne les propriétés de I'énoncé en niveau I*v*°. Pour
redescendre en niveau I, on utilise la suite spectrale

EY = Exti(I,, H (Xjeye5,, P)) = HY (X 1oy, 5., P) (3.2.5)

ou P est un faisceau pervers quelconque : les propriétés sont alors clairement vérifiées en
niveau /. O

3.3. Diminution du niveau. — On reprend les notations du paragraphe précédent ou
d est la partition associée au sous-groupe parahorique /,. On se propose dans un premier
temps de montrer le résultat suivant.

3.3.1. Proposition. — Sous les hypotheses du théoremell.3.2, il existe i € Z ainsi qu’un
niveau J = I°J, avec J, un sous-groupe parahorique associé a une partition m’ strictement
plus grande que la partition m associée a I,, tel que H’(XJJ—,U,ng)m est non nul et de
torsion.

Démonstration. — Considérons une représentation automorphe II vérifiant les points sui-
vants :
— elle est &-cohomologique avec pour composante locale en v

IT, >~ Styy41(Xw,0) X St (Xo,1) X -+ - Sty (Xo,r)

out les x, 1 sont des caracteres de F* avec X, inertiellement équivalent a x, ;
— en niveau [, le morphisme (323)) en les I1°-composantes isotypiques n’est pas

stricte. En particulier la partition associée a (g, 1,¢1,- -+ ,t,) doit étre inférieure ou
égale a d”.
On choisit une telle représentation I de sorte que la partition associée a (to+1,t1,- -+ , ;)

soit minimale. D’apres la preuve du lemme précédent,
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— en utilisant la suite spectrale (3.2.5) pour P = Prr(x., 1) ® V; 7, on obtient que la
torsion de H %o (Xrer Prr(Xe, 1) ® Vez )m est non nulle ou I/ est un sous-groupe
to+1
parahorique associé & la partition (dy, ,)* duale de (1,---,1,¢, -+ ,t,);
— pour tout ¢ > 1 et en notant I’ := "I}, les groupes de cohomologie H (X v 5., Prrr(Xv, t)®
Ve 7, )m sont sans torsion.

A partir de la torsion construite dans H'™(Xrp, Ppr(xe, 1) ® Vez, )m, on cherche &
construire de la torsion dans un des H' (X, Ve)w. Pour ce faire il sufﬁt que I’ contienne
strictement I puisqu’alors tous les quotients libres de la suite spectrale de Rapoport-Zinkl
(B.IL10) sont nuls. Comme

to+1
b 8) < (o, Lt o t) < &°
avec égalité dans la premiere si et seulement si 5 = 1, on en déduit le lemme suivant.

3.3.2. Lemme. — Si le diagramme de Ferrers étiqueté Ty, , ne contient pas deux blocs
de taille 1 d’étiquettes {\,q\} ou sity > 1 alors I contient strictement I, i.e. (dy, ,)* est
strictement plus grande que d%

On suppose & présent que to = 1 de sorte que tous les H(X; 5, Prr(t, ) ® Ve 7, )m sont
libres des que ¢t > 1.

3.3.3. Lemme. — Dans le cas to =1 et si I} = I,,, alors Ny, n'est pas détérioré relati-
vement & m au sens de la définition .31

Démonstration. — Notons suivant [4], Fil{ (¥ 107,) I'image du morphisme d’adjonction

=1_.=1,%
g \I]IUZL "I’qul

— (C’est un faisceau pervers qui correspond au noyau de l'opérateur de monodromie.
— Son conoyau coFil{ (¥ 107,) est libre, et Prr(1,x,) n'en est pas un constituant quel
que soit le caractere y,.

Les groupes de cohomologie H*(X I,S—U,coFilll(\IlLUzl) ® Ve 7 )m peuvent alors se calculer
en utilisant une filtration de stratification quelconque de sorte que ses gradués sont les
Prr(t, xo) (5 — k) pour 1 <t < det 0 <k <t—1. Par hypothese les termes Ef? de cette
suite spectrale sont sans torsion et concentrés sur la droite p+¢ = 0. Comme dans la preuve
de la proposition B.I.T2, par maximalité de I et d’apres (B.1.8]), 'opérateur de monodromie
sur H°(X; 5,, coFil} (¥ 127,) ® Vez )m a pour diagramme de Ferrers un multiple de celui de

da,v(l) ou m C m est un idéal premier quelconque tel qu’il existe IT € H~ contribuant a

H—O<X[,§v7 U3 ® Vez,)m L'absence de torsion des H(X1s,, Prr(t, xo) (5 — k) @ Vez,)m
pour tout 1 <¢ < det 0 <k <t—1, nous fournit comme dans la preuve de | que le
diagramme de Ferrers associé a Ny, ,, sur

HO (Xl,gv7 COFil} (\I/I,’U,Fl)®‘/v£7il)m = HO (X17§U7 \I/I,’U,Fl)® g Zl) / HO(XI Sv Fll' (\I[I,'U,Fl )®‘/V£ Zl)

est un multiple de celui de da,v(l). Ainsi en particulier Ny, , n’est pas détérioré. O
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Ainsi sous les hypotheses du théoreme [[L3.2] on a construit une classe de torsion dans la
cohomologie en niveau J = I'J, avec [, strictement contenu dans J,,. O

Remarque. En reprenant la description précédente de ’apparition de la torsion, il est aussi
possible d’augmenter le niveau en une place de ramification de I autre que v.

3.4. Un énoncé de non dégénérescence de la monodromie. — On change a présent
de point de vue : considérant qu’il est a priori difficile d’avoir des informations sur la
partition dm,, on cherche des conditions pour que dy, = dn, Ou au moins pour que dmy
ne soit pas trop < éloignée > de d . L'idée est de reprendre les arguments précédents, i.e.
d’étudier la torsion dans la cohomologie des variétés de Shimura. Pour résumer la preuve
précédente, sous les hypotheéses 1-2-3) du théoreme [[3.2, on montre
— tout d’abord que, quitte a diminuer le niveau en v, un des groupes de cohomologie
d’un faisceau pervers d’Harris-Taylor de la forme P(1, x,) a de la torsion
— puis en utilisant une des hypotheses 4), on vérifie que cette torsion se propage a la
cohomologie de la fibre générique de la variété de Shimura.
Prenons alors comme point de départ des conditions explicites sur m ou m, pour que, quel
que soit le niveau en v, la localisation en m de la cohomologie de la fibre générique de la
variété de Shimura a coefficients dans V soit sans torsion. D’apres le théoreme 4.4 de [5],
cf. aussi [8] dans un cadre plus général, il suffit qu’il existe une place w € Spl([) vérifiant
la propriété suivante
a € Sp(w) = quor & Sm(w), (3.4.1)
auquel cas la localisation en m de la cohomologie de V; 7 est concentrée en degré médian
et sans torsion.

3.4.2. Corollaire. — Avec les notations et sous les hypothéses 1-2) de[1.32, on suppose
en outre qu’il existe une place w € Spl([1) telle limplication de (34-1) soit vérifiée. Alors
N nest pas détérioré relativement a wm. Si en outre, cf. Uhypothése 4-ii) de [[32, la
composante locale en v de Il n’est pas de la forme Xx,1 X Xp2X? pour X,i1 et Xvo des
caracteres de F) tels que X2 = Xp1v mod [ alors

Ao = d

m°

Remarque. Pour s’assurer que la localisation en m de la cohomologie n’a pas de torsion, on
peut aussi utiliser [13], et demander que

— le parametre £ soit tres régulier au sens de la définition 7.18 de loc. cit.,

— que [ soit bon, cf. la définition 2.3 de loc. cit.

— et que le niveau [ soit maximal en [.

Démonstration. — On reprend les arguments du paragraphe précédent et donc I'étude de
la torsion dans la localisation en m de la suite spectrale de Rapoport-Zink. Rappelons que
P étant supposé irréductible, sur Q,, cette suite spectrale dégéneére en E; de sorte que si
aucun de ses termes 7 n’a de la torsion alors dy, = dg,,. Si au contraire un des termes
a de la torsion alors, cf. le lemme B.2.2] il existe 1 <ty < d que ’on choisit minimal tel que
la torsion de H*(X7s,, Prr(Xov, to) @ Vg,Zl)m est non nulle. En reprenant le raisonnement de
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la preuve de la proposition B.3.1l on en déduit que, comme par hypothese la localisation
en m de la cohomologie de la variété de Shimura est sans torsion, que nécessairement
to = 1. Pour que cette torsion n’apparaisse pas dans ’aboutissement de la suite spectrale
de Rapoport-Zink, il faut donc nécessairement,
— avec les notations du lemme B33, que I/ = I, et donc Ny, n’est pas détérioré
relativement a m,
— et que, cf. le lemme [3.3.2], que la composante locale en v de II; n’est pas de la forme
Xv,1 X Xv2X? pour X, et x,o des caracteres de F* tels que x,2 = Xp17 mod [.
Les deux résultats de I’énoncé en découle alors trivialement. O
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