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Absract : I give in this article one proof to the famous conjecture of Ulam
about the (-1)-reconstruction of the symmetrical graphs.
Résumé : Je donne dans cet article une preuve à la célèbre conjecture d’ Ulam
sur la (-1)-reconstruction des graphes symétriques.

Introduction

En 1977, Stockmeyer [11] a infirmé la conjecture Ulam-Kelly [12] et [5] sur la
(-1)-reconstruction des tournois. Et depuis 1942, quoique n’a été publié que en
1960, la célèbre conjecture est toujours ouverte pour les graphes symétriques
et justifie de nombreux travaux et résultats : citons par exemple la ( -1 ) -
reconstruction des arbres démontré par PJ Kelly [5] et la ( -1 ) -reconstruction
des tournois non fortement connexes [2] démontré par F.Harary et E Palmer (
voir aussi [8] et [9]) . D’autres travaux remarquables et plus récents ont introduit
l’algèbre dans la reconstruction des graphiques [7] ( voir aussi [1] ). Parmi les
auteurs qui ont utilisé les outils algébriques, je cite M. Pouzet et N M. Thiéry
[6] .
Rappelons que dans [3], J. Fisher a donné des contre-exemples à la (-1)- recon-
struction des graphes symétriques infinis.
Dans cette note, je vais donner une preuve à la conjecture d’ Ulam sur la (-1 ) -
reconstruction des graphes symétriques finis en introduisant la notion de mesure
sur les graphes et en assimilant les points de la base d’un graphe à des particules
sur lesquels agissent des forces partielles -représentées par la i-permutation-
préservant les mesures et qui vont être déduites d’une force agissant sur les
particules par permutation.
Dans le théorème 1.1 je démontre que toute i-permutation sur E ( c.a.d une
permutation sur les parties à i éléments de E) est déduite de l’action d’une
permutation sur les éléments de E.
Puis, je donne dans le théorème 1.2 une application des i-permutations dans la
preuve de la conjecture d’Ulam [4] et [12].
Ce travail est une section de l’article [10].

Notations et définitions

Soit ωi
j , le type d’un graphe de cardinal i (à un isomorphe près).

A tout ωi
j , associons un nombre µi

j , de tels façon que µi
j = µk

l ⇐⇒ i = k et j = l
Pour tout graphe G de base E, la mesure µ

G
ou µ est la fonction définie sur les

parties de E par : µ(χ) = µi
j si G|χ est isomorphe à ωi

j , µ
i
j est dite la mesure

de χ.
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Une i-permutation σi sur un ensemble E est une permutation sur les parties à i
éléments de E.
Une i-permutation σi sur les parties de E à i éléments est dite déduite d’une
permutation σ sur E si: σiχ = σχ, ∀χ ⊆ E .
Si G et G’ sont deux graphes sur un même ensemble E, une (n-1)-permutation
entre les parties à n− 1 éléments est dite préservant les mesures µn−1

i si µ
G

(χ) =

µn−1
i ⇐⇒ µ

G′
(σn−1(χ)) = µn−1

i

Un graphe est dit bicolore si card{µ(χ); χ ⊆ E�|χ| = 2} ≤ 2 et card{µ(χ); χ ⊆
E�|χ| = 1} = 1.
Un graphe est dit multicolore si card{µ(χ); χ ⊆ E�|χ| = 2} ≥ 2 et card{µ(χ); χ ⊆
E�|χ| = 1} = 1.
Un multigraphe multicolore (G1 · · ·Gk) est un ensemble de k graphes multicol-
ores sur une même base E.

1 Cas où les graphes sont bicolores

1.1 Action des i-permutations sur un ensemble E

Théorème 1.1 Soit E un ensemble de cardinal n ≥ 3 .
Toute (n−1)-permutation σn−1 sur les parties de E à n−1 éléments est déduite
d’une permutation σ des éléments de E : c’est à dire :
σn−1χ = σχ, ∀χ ⊆ E � | χ |= n− 1.
Et σ vérifie : σ(A ∩B) = σn−1(A) ∩ σn−1(B) si | A |=| B |= n− 1 .
On en déduit que :

σ(xi) =
⋂

j∈{1,··· ,n}�{i}

σn−1(E�{xj}) ∀xi ∈ E

Théorème 1.2 (Conjecture d’Ulam) [10]
Soit G et G’ deux graphes sur une même base E de cardinal au moins égal à 3.
Si G et G’ sont (-1)-hypomorphes, alors G et G’ sont isomorphes .

Preuve : On aura besoin du lemme suivant:

Lemme 1.1 Soit G et G’ deux graphes multicolores sur un même ensemble E
à au moins 3 éléments.
Si σn−1 est une (n-1)-permutation sur les parties à n−1 éléments et préservant
les mesures µ2

i sur les parties à n-1 éléments, alors σn−1 est déduite d’une
permutation σ̃ avec σ̃τ préservant elle aussi les mesures µ2

i où τ est une per-
mutation sur les éléments de E.
Et à une représentation près des graphes G et G’, σn−1τ sera déduite de σ̃τ
avec σ̃τ préservant les mesures.

Preuve du Théorème
Preuve (Valable même pour les graphes multicolores)
En utilisant le lemme 1.1 on trouve une permutation σ préservant les mesures
µ2
i , donc G(x, z) = G′(σ(x), σ(z)) pour tout couple d’éléments x et z de E. D’où

le résultat. X

2



A

B

C

DE

F

G

H

IJ

K

Figure 1: Deux graphes multicolores

Figure 2: Deux multigraphes multicolores

1.2 Généralisation de la conjecture d’Ulam

Théorème 1.3 Soit G et G’ deux graphes sur une même base E de cardinal au
moins égal à 3.
Si ∀j G et G’ abritent le même nombre de parties de mesure µn−1

j alors G et
G’ sont isomorphes .

Preuve
Des hypothèses il existe une (n-1)-permutation σn−1 préservant les mesures
µn−1
i . Il s’en suit que G et G’ seront (-1)-hypomorphes, Et le résultat se déduit

directement du Théorème 1.2. X
—————————–
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