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Résumé – La détection d’un objet dans des images bruitées est étudiée au moyen d’une mesure de contraste basée sur la divergence de Rényi.
L’analyse étend, et contient comme un cas particulier, les travaux antérieurs réalisés sur une comparaison pour cette même tâche de détection
de la divergence de Kullback-Leibler avec celle de Bhattacharrya. L’extension porte sur l’étude de l’influence du paramètre de la divergence de
Rényi, l’échelle d’observation, et le type de bruits testés en incluant d’autres familles de bruits d’intérêts pratiques en imagerie.

Abstract – A binary detection task on the presence or absence of an object over a background in noisy images is studied based on a contrast
metric taken as the Rényi divergence. The analysis extends, and contains as a special case, previous works realized for the same detection task
on the comparison of the Kullback-Leibler divergence and the Bhattacharryya divergence. The extension deals with the influence of the Rényi
parameter, the observation scale, and the type of noise tested and including new noise families of practical interest for imaging.

1 Introduction

On s’intéresse au domaine du traitement des images bruitées
caractérisées par les propriétés statistiques des différentes ré-
gions qui les constitutent. C’est le cas par exemple en imagerie
cohérente (imagerie laser ou échographie ultrasonore) dans les-
quelles opère le bruit de speckle, mais aussi dans les imageries
à faibles flux de lumière où l’on trouve du bruit de photon lié
à la nature quantique de la lumière, ou encore dans les ima-
geries computationelles qui combinent des bruits thermiques
avec des opérations de produits ou de ratio. Un enjeu applica-
tif, par exemple en télédétection ou en imagerie biomédicale,
dans l’études de ce type d’images est celui de la détection d’ob-
jets. Pour ce faire, il est important de disposer d’une mesure de
contraste adéquat entre les objets d’intérêts et le fond sur lequel
ils apparaîssent. Par cela on entend une métrique robuste aux
changements de famille de bruit, i.e. même valeur de contraste
signifie même performance de détection indépendamment de la
famille de bruit dans les images. Une approche générique ba-
sée sur ce critère a été proposée dans [1]. Dans cette étude les
auteurs montrent la supériorité de la distance de Bhattacharrya
sur la divergence de Kullback-Leibler pour une tâche de dé-
tection binaire réalisée selon un schéma de maximum de vrai-
semblance généralisée avec les familles de bruits que l’on ren-
contre classiquement dans le domaine de l’optique. Ces deux
mesures de contrastes sont présentées comme distinctes dans
[1] or la divergence de Kullback-Leibler et de façon indirecte
la distance de Bhattacharryya sont deux cas particuliers de la
divergence paramétrable de Rényi. Nous revisitons l’approche

de [1] avec la divergence de Rényi afin d’apprécier l’influence
de son paramètre sur les performances de cette divergence en
tant que mesure de contraste. L’étude des mesures de diver-
gences en traitement statistique de l’information est une thé-
matique vaste [2, 3]. Nous nous concentrons ici sur un schéma
de détection binaire tel qu’introduit dans [1] et nous étendons
le type de bruit à d’autres familles de bruits, non considérées
dans [1], et ayant des intérêts pratiques en imagerie. Nous étu-
dions également l’influence de l’échelle d’observation sur [4]
le comportement de la divergence de Rényi.

2 Schéma de détection et contraste
Nous reprenons le schéma de détection de [1], i.e. la détec-

tion dans une image de NT pixels d’un objet de NP pixels
positionné sur un fond de NQ = NT −NP pixels. Les niveaux
de gris dans les régions objet et fond sont aléatoires, spatiale-
ment indépendants et distribuées selon des lois de probabilités
Pi pour l’objet de même type que Qi pour le fond mais de
paramètres différents. Nous nous plaçons dans le cas particu-
lier de l’observateur idéal, pour lequel Pi et Qi sont connues.
La détection se fait via l’exploration de l’image par une sous-
fenêtre de même forme et taille que l’objet recherché. Nous
étudions comme mesure de contraste la divergence de Rényi
[6] qui prend en entrée deux distributions normalisées {Pi} et
{Qi}, i = 1 à N , avec le même alphabet, selon

Dα(Pi‖Qi) =
1

α− 1
log

(
N∑
i=1

Pαi Q
1−α
i

)
. (1)



Quand α = 1, le théorème de L’Hospital mène à la divergence
de Kullback-Leibler et pour α = 0.5, on retrouve, à un co-
efficient d’échelle 1

2 près, la distance de Bhattacharryya. En-
fin, pour α = 2, on retrouve une expression reliée à la diver-
gence du χ2. Notons que pour α > 1, l’entropie de Rényi n’est
ni convexe ni concave mais considérée comme pseudoconcave
[5].

Afin de caractériser la performance de la divergence de Ré-
nyi d’ordre α comme mesure de contraste, à l’identique de
[1] pour une famille de bruit donnée, nous générons dans un
premier temps pour chaque couple de paramètres associés aux
bruits issus de la famille considéré la courbe ROC construite au
moyen du test du maximum de vraisemblance relatif à la tâche
de détection. Afin d’obtenir pour chaque couple de paramètre
un unique point caractéristique, l’AUC (Area Under Curve) de
la courbe ROC est ensuite calculée. Dans une deuxième étape,
à chaque valeur d’AUC obtenue est associée la valeur de la di-
vergence de Rényi pour les couples Pi et Qi correspondants.
Ces deux étapes sont répétées autant de fois que de bruits étu-
diés au sein de la famille considérée afin d’obtenir pour cette
famille un nuage de points représentatif. Différemment du tra-
vail proposé par Goudail et al., nous proposons alors de quan-
tifier la performance de la divergence de Rényi d’ordre α pour
cette famille, en estimant la dispersion du nuage de points ob-
tenus autour de la caractéristique idéale (i.e. pour l’observateur
idéal) démontrée pour la distance de Bhattacharrya dans [8] et
donnée par

AUC ' 1

2
+

1

2
erf (2NPDα(Pi‖Qi)) (2)

avec erf la fonction de taux d’erreur et que nous généralisons
ici à la divergence de Rényi. Plus précisément, l’erreur qua-
dratique moyenne (MSE) associée à la régression non linéaire
entre le nuage de points générés et l’Éq. (2). La divergence de
Rényi d’ordre α est alors une mesure de contraste d’autant plus
performante que le nuage de points présente une faible faible
MSE au sein d’une même famille de bruits. Nous considérons
dans cette étude deux familles distinctes : la famille exponen-
tielle en incluant les bruits optiques (Poisson, Géométrique,
Bernoulli, gaussien, ...) considérés dans [1] mais également
d’autres d’intérêt pratique comme celle de Nakagami [7], que
l’on rencontre en imagerie ultrasonore ; et nous proposons éga-
lement de tester d’autres bruits distribués selon des lois non ex-
ponentielles (Logistic, Hypergéométrique, Stud-ent) ou encore
le bruit de Cauchy que l’on rencontre en imagerie computa-
tionnelle dès lors que l’on réalise des ratios d’images acquises
avec des bruits thermiques de type gaussien. Dans la suite, nous
étudions l’influence du paramètre α associées à la divergence
de Rényi sur la dispersion de l’AUC de l’Éq. (2) et ce pour
les deux familles testées. Pour les bruits issus de la famille ex-
ponentielle, la divergence de Rényi entre deux distributions est
déterminée de manière analytique au moyen de l’expression
sous forme paramétrée de la densité de probabilité dit à para-
mètres naturels donnée par P (x|θ) = b(x)e(η(θ).T (x)−A(η)))

avec T (x) la statistique suffisante, η le paramètre naturel,A(η)
la fonction de log partition, θ le paramètre de la famille, et

b(x) la mesure de base. Il est possible [9] de déduire pour cette
forme paramétrée l’expression analytique de la divergence de
Rényi telle que

(1− α)×Dα (Pi||Qi) = Jα,A(ηP , ηQ) (3)

avec Jα,A(ηP , ηQ) = αA(ηP ) + (1 − α)A(ηQ) − A (αηP +
(1− α)ηQ). Le tableau 1 récapitule la forme analytique de la
divergence de Rényi pour quelques bruits exponentiels consi-
dérés dans la partie expérimentale, et calculées à partir de l’Éq. (3).
Dans la cas de la famille non exponentielle, les divergences
entre densités sont estimées numériquement.

3 Résultats et discussion
La Fig. 1.(a) montre les caractéristiques d’AUC en fonction

de la divergence de Rényi obtenues pour des densités de pro-
babilités de type exponentiel (7 bruits), et la Fig. 1.(b) pour des
bruits de type non exponentiel (4 bruits). Pour chaque valeur
de α un “nuage de points" et la courbe de régression associée à
l’Éq. (2) sont représentés : plus précisément, α est égal à 0, 1
pour la courbe de régression discontinue, à 0, 5 (Bhattacharrya)
pour la courbe pleine ; et à 1, 5 pour la courbe en pointillés.
Pour ces tests, la taille de l’objet à détecter est NP = 4 pixels
(10% de la taille de l’image) comme le propose les auteurs
dans [1] et chaque point est un point moyen obtenu sur un en-
semble de 1000 tirages du couple de distributions considérées.
La Fig. 1 montre que, pour ce set-up expérimental, la valeur de
α = 0, 5 (Bhattacharrya) correspond à la caractéristique la plus
intéressante en termes de dispersion des bruits exponentiels
considérés. En particulier, pour cette valeur de α, les nuages de
points obtenus pour chacun des bruits suivent presque parfaite-
ment l’approximation de Barret [8] de l’Éq. (2) matérialisée par
la courbe continue noire. Pour des valeurs inférieures ou supé-
rieures, la dispersion du nuage de points est plus importante et
tant à augmenter avec la valeur de α. Il apparaît donc ici que les
résultats de [1] peuvent être étendus à l’ensemble de la famille
exponentielle. Par ailleurs, on constate également que l’optima-
lité de la distance de Bhattacharrya pour la tâche de détection
considérée s’étend également aux densités de probabilités non
exponentielles, ce qui représente un autre apport vis-à-vis du
travail de [1] dans lequel de telles distributions n’étaient pas
considérées. La dispersion du nuage semble pour cette famille
moins sensible aux paramètre α même si là aussi une augmen-
tation de la MSE est visible ; cette caractérisation qualitative
du phénomène reste à mettre en perspective du nombre moins
élevé de bruits considérés pour cette famille (4 au lieu de 7 pour
la famille exponentielle).

Nous étudions à présent notre tâche de détection pour diffé-
rentes tailles NP de l’objet afin d’observer l’apport possible du
paramètre α vis-à-vis du changement d’échelle de la cible dans
l’image de taille fixe. En particulier, la Fig. 2.(b) illustre les ré-
sultats quantitatifs obtenus pour l’évolution de la MSE en fonc-
tion de la valeur de α pour des tailles de l’objet NP = 6 (15%
de la taille de l’image), et 10 (25%). Les mêmes familles de
densités de probabilités que précédemment sont considérées.
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FIGURE 1 – Évolution de l’AUC relative à la tâche de détection en fonction de la divergence de Rényi entre la densité de probabilité
du fond de l’image et celle de l’objet. Pour la famille exponentielle (a), 7 bruits sont utilisés dont la distribution de Nakagami,
et 4 pour la famille non exponentielle (b). Chaque point est obtenu en considérant, pour un bruit donné, différents couples de
paramétrisation des densités et correspond à une valeur moyenne de l’AUC obtenue sur 1000 tirages. Pour un même type de bruit,
seul le paramètre associé à la distribution (voir Tab. 1) bruitant l’objet à détecter varie, celui associé au fond de l’image reste fixe.
Par ailleurs, sur chacune des figures (a) et (b), apparaissent les régressions non-linéaires associées à l’Éq. (2) : la courbe discontinue
correspond à une valeur du paramètre α de 0,1 ; la courbe pleine à une valeur de 0,5 (Bhattacharyya) du même paramètre ; et enfin,
la courbe en pointillé illustre la régression obtenue pour une valeur de α égale à 1,5.
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FIGURE 2 – Évolution de l’erreur quadratique moyenne (MSE) associée à la régression non-linéaire de l’Éq. (2) en fonction du
paramètre α de la divergence de Rényi pour les familles exponentielles (trait plein) et non exponentielles (pointillés). En (a), la
taille de l’objet à détecter correspond à 10% de la taille de l’image, comme dans [1] et (b), la taille de l’objet est de 15% de la
taille de l’image pour le couple de courbes en rouge, et de 25% pour le couple de courbes en bleu.
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α
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])
TABLE 1 – Exemples de formes analytiques de la divergence de Rényi entre deux densités de probabilité de même type au sein de
la famille exponentielle, calculées à partir de l’Éq. (3).

.

Nous constatons, pour les deux tailles de l’objet, qu’il existe
toujours un minimum de la MSE caractérisant donc un mini-
mum de dispersion du critère, et ce pour les deux familles de
bruits exponentielle et non exponentielle ; mais qui cette fois-ci
ne correspond pas à la valeur 0,5 du paramètre α de la diver-
gence de Rényi, c’est-à-dire, à la distance de Bhattacharrya.
En particulier, pour une taille de l’objet de 15% de la taille de
l’image (NP = 6), le minimum est atteint pour α = 0, 65 pour
les densités de type exponentiel, et 0, 80 pour les non exponen-
tielles. Cet effet de glissement de la valeur α vers la “droite” est
majoré pour une taille de l’objet de 25% de la taille de l’image
(NP = 10). Pour les bruits exponentiels la valeur minimum de
la MSE est atteinte pour une valeur de α légèrement supérieure
à 1, et proche de 1,2 pour les distributions non exponentielles.
On notera également que pour les densités de probabilité expo-
nentielles le minimum de MSE est plus faible que pour les dis-
tributions non-exponentielles et tend à augmenter avec la taille
de l’objet.

4 Conclusion
Nous nous sommes intéressés ici à la divergence de Rényi

comme mesure de contraste pour la détection d’objets au sein
d’images bruitées. Partant du schéma expérimental de [1], nous
avons étendu les résultats obtenus pour l’observateur idéal au
travers des points suivants :

– La divergence de Bhattacharrya (Rényi pour α = 0, 5)
comme mesure de contraste reste la divergence optimale à
la tâche de détection considérée pour l’ensemble des dis-
tributions de la famille exponentielle ;

– Cette même distance conserve ses propriétés de discrimi-
nation pour des distributions non-exponentielles de type
Cauchy ;

– Ce résultat est confirmé quantitativement par une estima-
tion la MSE associée à la régression non linéaire de l’Éq. (2)
pour chacune des familles de bruit ;

– La divergence de Rényi permet de s’adapter à la problé-
matique d’échelle liée à la taille de l’objet à détecter : pour
des tailles d’objets différents de celle considérée dans [1],
il apparaît que des valeurs de α différentes de 0,5 per-

mettent d’obtenir une dispersion plus faibles des caracté-
ristiques de l’AUC, et ce pour les deux familles de bruits
considérées.

Cette étude préliminaire doit être confortée par une approche
analytique afin de valider les résultats obtenus en simulation, en
particulier sur les aspects de dépendances à l’échelle de l’ob-
jet à détecter. Par ailleurs, des tests sur des images bruitées
réelles (imagerie médicale par exemple) permettront également
de compléter cette étude menées uniquement sur des images
synthétiques pour l’instant.
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