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Modélisation de l’endommagement anisotrope du béton

R. Desmorat

LMT (ENS Cachan, CNRS, Université Paris Saclay), 94235 Cachan, France
desmorat@lmt.ens-cachan.fr

RÉSUMÉ. Un modèle d’endommagement anisotrope est proposé pour les matériaux quasi-fragiles tels que le béton. Comme
demandé par la thermodynamique des solides, une seul variable d’endommagement, tensorielle d’ordre 2, est considérée et
ce quel que soit le chargement : étant une variable d’état elle représente l’état micro-fissuré de la matière indépendamment
du signe du chargement. L’anisotropie de l’endommagement elle même permet de rendre compte de la forte dissymétrie trac-
tion/compression. La variable d’endommagement de Cordebois-Sidoroff-Ladevèze H = (111−D)−1/2 est introduite dans la mo-
délisation ainsi qu’une partition deviatorique/hydrostatique est faite. Une modélisation originale du couplage dit "shear-bulk"
est donnée, en accord avec des résultats numériques obtenus par éléments discrets. La propriété recherchée d’un adoucissement
graduel est obtenue (dans le diagramme contrainte-déformation). La triaxialité des contraintes est utilisée afin d’améliorer les
performances multi-axiales du critère de Mazars et in fine du modèle d’endommagement anisotrope, en bi-compression notam-
ment.

ABSTRACT. An anisotropic damage model is proposed for quasi-brittle materials such as concrete. As required by thermo-
dynamics a single damage variable, tensorial, is considered for any loading: as a state variable it represents the micro-
cracking pattern whatever the loading sign. Damage anisotropy is used to model the strong dissymmetry tension/compression.
Cordebois-Sidoroff-Ladevèze damage variable H = (111−D)−1/2 is introduced within a deviatoric/hydrostatic split. An orig-
inal shear-bulk coupling is derived, in accordance with numerical discrete element computations. The sought property of
gradual stress softening, with a tail in stress-strain diagram, is obtained. Stress triaxiality is used to enhance the performance
of Mazars criterion therefore of the full anisotropic damage model, in bicompression for instance.

MOTS-CLÉS : endommagement anisotrope, béton, couplage shear-bulk, triaxialité, dissipation.

KEYWORDS: anisotropic damage, concrete, shear-bulk coupling, triaxiality, dissipation.
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1. Introduction

Nous nous attachons ici à proposer un modèle d’endommagement anisotrope valide sous chargement multiaxial
monotone ne nécessitant pas de borner numériquement les valeurs propresDi à 1. Nous nous basons sur la modéli-
sation développée pour un modèle d’endommagement anisotrope dit initial [Desmorat(2004), Desmorat et al(2007)]
qui a montré que la prise en compte de l’anisotropie induite permet de modéliser compression et traction avec peu
de paramètres (5 au total, incluant les paramètres d’élasticité E et ν). Le modèle initial est basé sur le critère
de Mazars et n’est pas satisfaisant sous chargement confiné, en compression notamment. Des pistes d’améliora-
tion (de nouvelles déformations équivalentes) dans le cas d’un endommagement anisotrope ont été proposées par
[Ragueneau et al(2008)].

Le couplage "shear-bulk" est reformulé. Cette appellation traduit le fait que le module de cisaillement et le
module de compressibilité sont tous deux affectés par la même variable d’endommagement. Le modèle d’en-
dommagement proposé i) utilisera la variable H = (111−D)−1/2 [Cordebois and Sidoroff(1982), Ladevèze(1983)]
comme variable d’endommagement en lieu et place de la définition classique D, ii) traduira que tant le niveau d’en-
dommagement que son anisotropie induite sont gouvernés par les extensions (comme proposé par [Mazars(1984),
Mazars(1986), Ramtani et al(1992)] et iii) aura un comportement sous chargement confiné acceptable malgré le
fait que les déformations permanentes ne seront pas modélisées.

Les améliorations sous chargement confiné seront obtenues par l’introduction de la triaxialité des contraintes
dans le critère de Mazars, définie classiquement comme le rapport contrainte hydrostatique σH / contrainte de von
Mises σeq , si σ est le tenseur des contraintes,

TX =
1

3

trσ

σeq
=
σH
σeq

(1)

2. Modèle d’endommagement anisotrope avec nouveau couplage shear-bulk

Comparé au modèle initial on fait le changement de variable H = (111−D)−
1
2 et la dépendance à l’endomma-

gement des contributions déviatoriques et hydrostatiques est due à la définition d’une nouvelle contrainte effective
(Eq. (3) ci-après). Cette dépendance est rendue homogène à H2. Ce point clef permet de ne plus avoir à bor-
ner les valeurs propres Di ∈ [0, 1] de l’endommagement (tensoriel) classique D car Di = 1 correspondent à
un état non borné Hi ∈ [1,∞[ du tenseur H. Le cas "non endommagé" correspond à H = 111 ⇔ D = 000 ou
Hij = δij ⇔ Dij = 0 en terme de composantes. La pertinence d’utiliser H comme variable d’état, de loi
d’évolution Ḣ = · · · ≥ 0, et éviter ainsi d’avoir à borner les endommagements principaux a été remarquée par
[Ladevèze(1983)], puis par [Carol et al(2001)] qui utilise le cadre de Lavedèze mais définit la loi d’évolution de
l’endommagement comme L̇ = 2H · Ḋ ·H = 2(Ḣ ·H−1 +H−1 · Ḣ) = · · · ≥ 0 à partir du concept d’endom-
magement pseudo-logarithmique.

2.1. Loi de comportement

Les équations de la loi de comportement proposée pour les materiaux quasi-fragiles sont les suivantes,

– Elasticité initialement isotrope,

εεε =
σ̃′

2G
+

1

9K
tr σ̃ 111 (2)

– Contrainte effective,

σ̃ = (H · σσσ′ ·H)
′
+

1

3

[
1

3
trH2 〈trσσσ〉 − 〈− tr σσσ〉

]
111 (3)

Combiné à Eq. (2) cela traduit une orthotropie induite due à l’endommagement, y compris lorsque les chargements
sont compressifs.

– Fonction critère d’endommagement,
f = ε̂− κ ≤ 0 (4)

avec ε̂ la déformation équivalente de Mazars. La fonction de consolidation est choisie linéaire en trH,

κ = κ0 + SRsν (trH− 3) (5)
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avec κ0 le seuil d’endommagement, et comme autres paramètres caractéristiques du matériau : l’exposant d’en-
dommagement s et la résistance à l’endommagement S, affectée par la triaxialité TX (négative) par l’intermédiaire
de la fonction de triaxialité Rν [Lemaitre and Chaboche(1985)], ici normée à 1 en cisaillement et possiblement
bornée à la valeur B > Rcν = 3/2(1 + ν) (qui est un paramètre du modèle) afin de modéliser la compression
bi-axiale,

Rν = min

[
1 +

9

2

1− 2ν

1 + ν
〈−TX〉2 , B

]
TX =

σH
σeq

(6)

– Endommagement anisotrope induit gouverné par la partie positive – en termes de valeurs principales – du
tenseur de déformation, 〈ε̃〉+. La loi d’évolution est ici écrite en terme de taux de la variable H,

Ḣ = λ̇〈ε̃〉+ ε̃ = EEE−1: σ (7)

Le multiplicateur d’endommagement λ̇ satisfait aux conditions de charge-décharge de Kuhn-Tucker f ≤ 0, λ̇ ≥ 0,
λ̇f = 0.

Rappelons que la triaxialité des contraintes a pour valeurs TX = 1/3 en traction (Rtν = 1), TX = 2/3
en traction equi-biaxiale (Rν = 1), TX = 0 en cisaillement (Rν = 1), TX = −1/3 en compression (Rν =
Rcν = 3/2(1 + ν) > 1), et TX = −2/3 en compression equi-biaxiale (Rν = 3(1 − ν)/(1 + ν) > Rcν >
1). Une définition standard de la fonction de triaxialité des contraintes est ici préférée à la notion de facteur de
réduction de déformation équivalente γ =

√
〈−σ〉+ : 〈−σ〉+/〈− trσ〉 introduite par J. Mazars et ses collaborateurs

[Mazars(1984), Pontiroli(1995), La Borderie(2003)].

Six (ou cinq) paramètres "matériau" sont introduits au total, selon que B prend la valeur∞ ou non : E, ν pour
l’élasticité, κ0 comme seuil d’endommagement, la résistance à l’endommagement S, l’exposant de triaxialité s, la
paramètre de bi-compression B. Leur nombre est assez faible car l’anisotropie induite est responsable en partie de
la dissymétrie traction/compression.

Il n’y a pas d’utilisation – inconsistante d’un point de vue thermodynamique – de variables différentes pour la
traction et pour la compression : ce sont en fait des composantes différentes du même tenseur d’endommagement
H (ou D) qui jouent.

2.2. Bulk modulus

La loi d’élasticité couplée à l’endommagement anisotrope s’inverse analytiquement en σ = ẼEE : ε avec aux
triaxialités positives TX (traces trσ et tr ε positives) :

ẼEE = 2G

[
H−1⊗H−1 − H−2 ⊗H−2

trH−2

]
+

3K

trH2
111⊗ 111 (8)

qui tend vers 000 comme voulu lorsque H→∞. Aux triaxialités TX négatives (traces trσ et tr ε négatives) :

ẼEE = 2G

[
H−1⊗H−1 − H−2 ⊗H−2

trH−2

]
+K 111⊗ 111 (9)

qui tend vers K 111 ⊗ 111 lorsque H → ∞. Le module de compressibilité K̃ = K reste unchangé aux triaxialités
négatives .

On a donc un module de compressibilité effectif (endommagé) aux triaxialités positives

K̃ =
3K

trH2
=

3K

tr (111−D)
−1 si TX > 0 (10)

Il décroît avec l’endommagement comme tracé en Fig. 2.2, où l’endommagement hydrostatique DH = DH =
1
3 trD = 1− 1

3 trH
−2 est classiquement défini en terme de variable D. Cela donne une variation nonlinéaire dans

la plupart des cas incluant la traction uniaxialeH1 ≥ 1,H2 = H3 = 1. Le cas de traction equi-triaxiale correspond
lui à un tenseur d’endommagement sphérique de composantes principales

Hi =
1√

1−Di

=
1

3
trH Di = 1− 1

H2
i

= 1−
(

3

trH

)2

=
1

3
trD = DH (11)

Dans ce dernier cas une variation linéaire est obtenue. La perte de raideur de compressibilité is tout à fait simulaire
à celle obtenue à partir de calculs numériques par éléments discrets.
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Fig. 9 Evolution of K̃/K = 1/h(D) versus hydrostatic damage
(left, in fact versus

√
3DH for comparison) and versus the norm

‖D‖ (right) for the 8-cube sample: h(‖D‖) exhibits a loading

dependency when h(DH ) is kept invariant and can be consid-
ered as intrinsic
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Fig. 10 Evolution of K̃/K = 1/h(D) versus hydrostatic
damage DH for the six 8-cube samples. Straight line corresponds
to K̃/K = 1 − ηDH

Identification of parameter η (Eq. 13) is obtained from
Fig. 12 in which bulk modulus measurements on
uniaxialy damaged specimens are superimposed.

Note that localization occurs for the y ≡ 2 and z≡3
directions after the peak load making the specimen a

full structure instead of an equivalent Gauss point. One
has to limit the identification of the damage hydro-
static parameter to the beginning of the loading (prior
to localization) if the iso-triaxial damage assumption is
used. Parameter η is evaluated to be:

η ≈ 1.2

The crack patterns obtained for the two samples are
shown in Fig. 13. Note that the number of beams to
break before failure varies from 1,500 beams for the
8-cube sample to 8,000 for the 16 one. Using elastic
prediction algorithm needs to solves 8,000 systems of
24,576 degrees of freedom.

5 Identification of the anisotropic damage model

One can now represent the response of the anisotropic
damage model with the identified sensitivity to hydro-
static stresses function h(D) = 1/(1−ηDH ), the elas-
ticity law reading:

ε = 1 + ν

E

[
(1 − D)−1/2σD(1 − D)−1/2

]D

+ 1 − 2ν
3E

[ 〈tr σ 〉
1 − η

3 tr D
− 〈−tr σ 〉

]
1 (14)

The monotonic response in tension and compression is
plotted in Fig. 14. On this curve, the effect of parameter
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Figure 1. Effective bulk modulus K̃ as a function of hydrostatic damage (of
√
3DH on the left). Left : from discrete

element computations using 8 × 8 × 8mm3 cube (computations from [Delaplace and Desmorat(2007)]), right :
present damage model.

3. Réponses du modèle d’endommagement anisotrope proposé

Les paramètre du nouveau modèle ont été obtenus par identification croisée à partir de ceux du modèle initial
(menée sur la traction et sur la compression). Les contraintes ultimes sont choisies identiques pour les deux modèles
(σtu = 3.5 MPa en traction, σcu = 30.5 MPa en compression). Les paramètres du modèle proposé sont au final

E = 37000MPa, ν = 0.2, κ0 = 9 10−5, S = 1.45 10−4, s = 4.9, B =
5

3

Les réponses du modèle sont données sur les figures suivantes (celles du modèle d’endommagement anisotrope
initial étant reportées en pointillés)
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Figure 2. Response of proposed anisotropic damage model in tension (dashed line : initial anisotropic damage
model). A larger strain scale used in b).

Remarque concernant la bi-compression

On observe sur la figure 5 le rôle du paramètreB. Avec la valeur ν = 0.2 la même réponse est obtenue pour tout
B ≥ 2 que pour le cas non bornéB →∞. Le choixB = 5/3 est cohérent avec les résulats de [Kupfer et al(1969)]
exhibant un ratio contrainte ultime en bicompression / contrainte ultime en compression de ≈ 1.15, i.e. ici une
contrainte ultime de 35 MPa en bicompression. Le choix B = 1.725 est cohérent avec le ratio de 1.35 obtenu par
[Yin et al(1989)] (contrainte ultime de 41 MPa en bicompression).

4. Thermodynamique de l’endommagement tensoriel d’ordre 2

Précisons finalement le cadre thermodynamique du modèle d’endommagement proposé.
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Figure 3. Response of proposed anisotropic damage model in equi-biaxial tension (dashed line : initial anisotropic
damage model).
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Figure 5. Response of proposed anisotropic damage model in equi-biaxial compression for different values of
bicompression parameter B (dashed line : initial anisotropic damage model, thick line : unbounded Rν case
B →∞ or any case B ≥ 2).

4.1. Potentiel thermodynamique et lois d’état

Soit ρ la masse volumique, ψ? l’enthalpie spécifique de Gibbs fonction des tenseurs des contraintes et d’en-
dommagement σ, H, symétriques d’ordre 2, considérés comme variables d’état,

ρψ?(σ,H) =
1

4G
tr (H · σ′ ·H · σ′) + 1

18K

[
1

3
trH2 〈trσ〉2 + 〈− tr σ〉2

]
(12)
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Figure 6. Response of proposed anisotropic damage model in shear (dashed curve : initial anisotropic damage
model). A larger strain scale used in b).

Ce potentiel thermodynamique est continûment différentiable [Ladevèze and Lemaitre(1984), Lemaitre et al(2000),
Lemaitre and Desmorat(2005)].

Les lois d’état sont :
ε = ρ

∂ψ?

∂σ
Z = ρ

∂ψ?

∂H
(13)

Elles conduisent :

– à la loi d’élasticité couplée à l’endommagement anisotrope ((.)′ signifie "partie déviatorique"),

ε =
1

2G
(H · σ′ ·H)

′
+

1

9K

[
1

3
trH2 〈trσ〉 − 〈− tr σ〉

]
111 (14)

Cette loi d’élasticité couplée à H definit bien la contrainte effective σ̃ déjà donnée en Eq. (2) et peut être réécrite
comme Eq. (2)-(3).

– à la definition de la force thermodynamique Z associée à la variable d’endommagement H,

Z =
1

2G
σ′ ·H · σ′ + 1

27K
〈trσ〉2 H (15)

4.2. Convexité par rapport à σ et H

La dérivée seconde du potentiel thermodynamique par rapport au tenseur des contraintes (avecH la fontion de
Heaviside et où le produit tensoriel ⊗ est tel que H⊗H : σ = H · σ ·H, le tenseur d’ordre quatre H⊗H étant
symétrique),

ẼEE
−1

= ρ
∂2ψ?

∂σσσ∂σσσ
=

1

2G

[
H⊗H− 1

3
(H⊗ 111 + 111⊗H) +

1

9

(
trH2

)
111⊗ 111

]
+

1

9K

[
1

3
trH2H(trσ) +H(− trσ)

]
111⊗ 111

(16)

Il s’agit de l’inverse du tenseur d’élasticité effectif. La convexité du potentiel thermodynamique ρψ?par rapport au
tenseur des contraintes est garantie – grâce à la partition deviatorique/hydrostatique – si ẼEE

−1
(X) est défini positif

pour tout tenseur X d’ordre 2 non nul, et l’on peut montrer que

X : ẼEE
−1

: X =
1

2G
tr (X′ ·H)

2
+

1

27K

[
1

3
trH2 〈trX〉2 + 〈− tr X〉2

]
> 0 (17)

ce qui démontre bien la convexité par rapport à σ car X : ẼEE
−1

: X = 2ρψ?(X,H) > 0 pour tout X 6= 0.

La convexité de ρψ? par rapport au tenseur d’endommagement H est également obtenue car pour tout X 6= 0
d’ordre 2

X : ρ
∂2ψ?

∂H∂H
: X =

1

2G
tr (σ′ ·X)

2
+

1

27K
〈trσ〉2 (trX)

2
> 0 (18)
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La convexité par rapport à la variable d’endommagement n’est pas nécessaire. Elle a été recherchée (et obtenue)
par [Badel et al(2007)] également dans le cas de l’endommagement anisotrope.

4.3. Loi d’évolution non standard de l’endommagement anisotrope

La fonction critère de Mazars f = ε̂− κ est utilisée. Elle n’est pas écrite en terme de force thermodynamique
Z associée à H, et la loi d’évolution de l’endommagement Ḣ = λ̇〈ε̃〉+ (Eq. 7) est non standard : elle ne derive pas
d’un potentiel d’evolution parfois encore appelé (pseudo-)potentiel de dissipation (une formulation dans le cadre
des matériaux standards généralisés peut être trouvée dans [Ladevèze(1983)]). On doit donc démontrer la positivité
de la dissipation intrinsèque (c.f. section suivante). Le multiplicateur d’endommagement λ̇ ≥ 0 est déterminé par
la condition de cohérence f = ε̂− κ = 0 & ḟ = ˙̂ε− κ̇ = 0,

λ̇ =
tr Ḣ

tr〈ε̃〉+ =
1

S tr〈ε̃〉+
d

dt

(
R−sν ε̂

)
(19)

De manière exacte à triaxialité des contraintes positive TX (i.e. à trσ ≥ 0, Rν = 1) ou en tant qu’approximation
dans le cas dans le cas TX négative (trσ ≤ 0), la loi évolution de l’endommagement anisotrope induit s’écrit :

Ḣ =
1

SRsν

˙̂ε

tr〈ε̃〉+ =
1

SRsν

〈ε̃〉+
tr〈ε̃〉+

〈ε〉+: ε̇
ε̂

(20)

4.4. Positivité de dissipation intrinsèque

La dissipation intrinsèque a pour expression D = ρ
∂ψ?

∂H
: Ḣ = Z : Ḣ [Lemaitre and Chaboche(1985)] de

sorte que

D =

[
1

2G
σ′ ·H · σ′ + 1

27K
〈trσ〉2 H

]
: Ḣ = A : Ḣ ≥ 0 (21)

Le dernier terme entre crochets est la somme de deux tenseurs du second ordre positifs 1
2Gσ

′·H·σ′ et 1
27K 〈trσ〉2 H,

car H est un tenseur symétrique défini positif, de par sa loi d’évolution Ḣ = λ̇〈ε̃〉+ ≥ 0 (on a les conditions de
charge-décharge de Kuhn-Tucker f ≤ 0, λ̇ ≥ 0, λ̇f = 0, avec f la fonction critère). Le produit scalaire A : Ḣ
de deux tenseurs d’ordre 2 positifs est positif [Desmorat(2000)] et donc la dissipation l’est. Cela démontre D ≥ 0
et montre que le second principe de la thermodynamique est satisfait, quelque soit le chargement, éventuellement
multiaxial, non proportionnel.

5. Conclusion

Un modèle d’endommagement anisotrope a été proposé pour les matériaux quasi-fragiles tels que le béton.
Comme le demande la thermodynamique des matériaux solides, une seule variable d’endommagement est intro-
duite, tensorielle d’ordre 2, ce quelque soit le chargement : une variable thermodynamique d’endommagement
représente l’état de micro-fissuration du matériau, état certes orienté par le chargement et son histoire, mais état
existant que les micro-fissures soient ouvertes ou fermées. La dissymétrie traction/compression est obtenue notam-
ment grâce à l’anisotropie induite de l’endommagement : en traction selon 1 c’est la composante 11 du tenseur
d’endommagement qui évolue, en compression selon 1 ce sont les composantes transverses 22 et 33 (égales) du
tenseur d’endommagement qui évoluent. Un premier point clef de la modélisation est la considération du tenseur
d’ordre deux H = (1 −D)−1/2 de Cordebois-Sidoroff-Ladevèze comme variable d’endommagement en lieu et
place de la variable historique d’endommagement D. H est croissant tout comme D, mais l’état vierge non en-
dommagé correspond à H = 111. L’état complètement dégradé correspond à H tensoriellement infini (positif). La
partition déviatorique/hydrostatique du modèle initial est conservée pour la définition de la contrainte effective.
Mais un nouveau couplage entre endommagement jouant sur le module de compressibilité et endommagement
jouant sur le cisaillement (ou « shear-bulk coupling ») est proposé. On sait en effet à nouveau qu’il n’y a pas deux
variables d’endommagement jouant indépendamment sur la compressibilité et sur le cisaillement. Le couplage
cisaillement/compressibilité obtenu sans paramètre « matériau » spécifique est trouvé en accord avec celui cal-
culé numériquement par éléments discrets. La propriété recherchée d’un adoucissement post-pic graduel, de type
Mazars (1984) est ici reproduite dans le cas de l’endommagement anisotrope. La bonne performance multiaxiale
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du modèle d’endommagement proposé, en bi-compression notamment, est due à une dépendance aux triaxialités
négatives du critère de Mazars (étendu simplement ici à l’endommagement anisotrope H par une consolidation
choisie linéaire en trace(H). Au final un total de seulement 6 (voire 5) paramètres sont introduits incluant les para-
mètres d’élasticité. Il n’y a pas deux jeux séparés pour la traction et pour la compression. Contrairement au modèle
initial, une grande dissymétrie traction/compression peut être obtenue, simplifiant grandement l’identification des
paramètres. Les réponses bi-axiales du modèle sont présentées.
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