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Résumé – Les systèmes multi-porteuses, et en particulier leur structure de modulation, connaissent un intérêt croissant. Suivant la forme d’onde
considérée, plusieurs mesures de performance peuvent changer comme le PAPR (Peak-to-Average Power Ratio), l’efficacité spectrale, le taux
d’erreur ou la complexité d’implémentation. Dans ce papier, nous montrons que, sous certaines contraintes sur les formes d’ondes, l’OFDM
(Orthogonal Frequency Division Multiplexing) est une structure de modulation optimale en termes de PAPR.

Abstract – Multicarrier modulation systems, especially their modulation scheme, are knowing a growing interest. According to the waveform
considered, several measures can change such us the PAPR, the spectral efficiency, the bit error rate, and the complexity of implementation. In
this paper, we show that, under certain constraints on the modulation scheme, OFDM has an optimal PAPR performance.

1 Introduction
L’OFDM est un système multi-porteuses largement utilisé

dans les applications filaires comme l’ADSL ou sans-fils telles
que : le DVB-T/T2, le WiMAX, et le LTE, grâce à sa robus-
tesse contre les canaux sélectifs en fréquence en comparai-
son avec les systèmes mono-porteuses. Cependant, l’OFDM
souffre d’une grande variation de son enveloppe et cela intro-
duit des distorsions non-linéaires au niveau de l’amplificateur
de puissance, d’où l’introduction du PAPR, une variable aléa-
toire mesurant les fluctuations de la puissance du signal.
Dans ce papier, dont une version en anglais avec toutes les
preuves détaillées a été soumise pour publication dans une re-
vue [1], nous montrons analytiquement que, parmi tous les
systèmes multi-porteuses (MCM) basés sur des fonctions de
modulation à support temporel plus large ou égal à la période
symbole, l’OFDM 1 est optimal en termes de PAPR. De plus,
nous montrons que l’OFDM n’est pas le seul optimum, mais
qu’il existe une large famille d’optimums que nous identifions.
Finalement, nous déduisons que pour construire un système
meilleur que l’OFDM en termes de PAPR, le support tem-
porel d’au moins une porteuse doit être strictement plus petit
que la période symbole. À notre connaissance, ceci est la pre-
mière étude théorique sur l’optimalité de l’OFDM en termes
du PAPR. Le reste de ce papier est structuré comme suit : la
Section 2 définit le système multi-porteuses considéré dans les
dérivations, et modélise le problème de réduction du PAPR

1. L’étude considère l’OFDM sans intervalle de garde, mais valable aussi
pour l’OFDM avec un préfixe cyclique, puisque l’ajout de ce dernier n’ajoute
pas de valeur supplémentaire sur le pic de puissance.

comme un problème d’optimisation. La solution de ce pro-
blème est présentée dans la Section 3. La Section 4 donne
quelques applications pour illustrer les résultats théoriques. Fi-
nalement, la Section 5 conclut l’article et ouvre des perspec-
tives de travail.

2 Description du système

2.1 Système GWMC

Nous considérons le système multi-porteuses à forme
d’onde généralisée ou Generalized Waveforms for Multi-
Carrier (GWMC) dont le signal transmis s’écrit

X(t) =
∑
n∈Z

M−1∑
m=0

Cm,n gm(t− nT )︸ ︷︷ ︸
gm,n(t)

. (1)

M présente le nombre de porteuses. Cm,n est le symbole com-
plexe d’entrée d’indice n modulé par la porteuse m et soit σ2

C

sa variance. T est la période symbole GWMC. Chaque trans-
formée de modulation et le filtre de mise en forme sont modé-
lisés par une unique fonction notée gm ∈ L2(R) (l’espace des
fonctions de carré intégrable).



2.2 Problème d’optimisation associé à la réduc-
tion du PAPR

Supposons que les formes d’ondes (gm)m∈[[0,M−1]] du sys-
tème GWMC satisfont les conditions suivantes :

A = min
m,t

∑
n∈Z

|gm(t− nT )|2 > 0, (2)

et B = max
m,t

∑
n∈Z

|gm(t− nT )| < +∞ (3)

Eq.(2) exprime que les versions translatées de chaque porteuse
gm se chevauchent en temps. Le support temporel de la forme
d’onde gm ne s’annule pas durant la période symbole. Eq.(3)
exprime que les fonctions gm ont une « décroissance » tempo-
relle. À temps discret, nous considérons P le nombre d’échan-
tillons par période symbole T , et on définit le PAPR du signal
GWMC par :

PAPRd =
maxk∈[[0,P−1]] |X(k)|2

Pmoy
(4)

Pmoy = lim
K→+∞

1

2K + 1

K∑
k=−K

E(|X(k)|2) (5)

L’indice d correspond au contexte discret. La puissance
moyenne Pmoy est définie sur un temps d’intégration infini,
parce ce que le scénario considéré suppose une transmission
infinie dans le temps, mais l’observation est limitée à une seule
période symbole GWMC. La CCDF (Complementary Cumu-
lative Distribution Function) du PAPR du signal GWMC est
approchée par la formule suivante [3] :

Pr(PAPRd ≥ γ) ≈ 1−
∏

k∈[[0,P−1]]

[1− e−x(k)γ ], (6)

avec x(k) =

∑M−1
m=0 ‖gm‖

2

P
∑
n∈Z

∑M−1
m=0 |gm(k − nP )|2

.

La norme ‖gm‖ est définie comme :
‖gm‖2 =

∫ +∞
−∞ |gm(t)|2 dt. Réduire le PAPR revient à

réduire sa CCDF, qui est la probabilité que le PAPR dépasse
une certaine valeur γ. En se basant sur ce fait, nous avons
prouvé dans nos travaux précédents [2], que le problème de
réduction du PAPR peut être formulé comme un Problème
d’Optimisation à contraintes.

Problème d’Optimisation (PO).

maximiser
(gm)m∈[[0,M−1]]

∫ T

0

ln(1− e

−γ
∑M−1
m=0 ‖gm‖

2

P
∑
n∈Z

∑M−1
m=0 |gm(t−nT )|2 ) dt,

sous les contraintes Eq.(2) et Eq.(3).

3 Résultats théoriques

3.1 Analyse théorique
Dans le PO, les fonctions (gm)m∈[[0,M−1]] jouent le même

rôle et seulement la somme
∑
n∈Z

∑M−1
m=0 |gm,n(t)|2 intervient

dans la quantité que l’on veut maximiser. La maximisation se
fait alors sur une seule fonction positive f(t), telle que :

f(t) =

M−1∑
m=0

∑
n∈Z

|gm,n(t)|2, (7)

et
∫ T

0

f(τ)dτ =

M−1∑
m=0

‖gm‖2. (8)

La quantité maximisée devient :

maximiser
f∈L∞

β(f) =

∫ T

0

ln(1− e
−γ

∫T
0 f(τ)dτ

Pf(t) ) dt. (9)

sous la contrainte ∃ a =MA tel que f(t) ≥ a > 0.

Nous remarquons que la fonction β(f) ne change pas si on
multiplie la fonction f(t) par un scalaire. Alors, si le problème
Eq.(9) a une solution optimale, il existe un ensemble infini
de solutions optimales. De plus, notons f̃(t) := f(Tt), on a
β(f) := T β̃(f̃) et f̃ ≥ a > 0. Maximiser β̃ par rapport à f̃ est
alors équivalent à maximiser β par rapport à f . Par ailleurs,
nous considérons la normalisation suivante :γTP

∫ 1

0
f̃(τ)dτ = 1

qui correspond à f̃(t) = Cf(tT ), avec C = P
γ
∑M−1
m=0 ‖gm‖2

.
Ainsi, la nouvelle expression du PO est :

maximiser
f̃∈L∞

β̃(f̃) =

∫ 1

0

ln(1− e
−1

f̃(t) ) dt. (10)

sous les contraintes ∃a f̃ ≥ a > 0 (11)

γT

P

∫ 1

0

f̃(τ)dτ = 1 (12)

On définit les sous ensembles convexes de L∞ :
– F :=

{
f : [0, 1]→ R∗+/

∫ 1

0
f(τ)dτ = P

γT

}
,

– Fa := F ∩
{
f : [0, 1]→ R∗+/f ≥ a

}
,

– F+ := ∪
a>0

Fa.

Pour caractériser les optimum du PO dans Eq.(10) sous les
contraintes Eq.(11)-(12), on rappelle la définition de ses points
stationnaires.

Définition 1. On dit qu’une fonction f∗ ∈ Fa est un point sta-
tionnaire de β̃ défini dans Eq.(10) sous les contraintes Eq.(11)-
(12) si et seulement si pour tout φ ∈ L1 ∩ L∞([0, 1]) tel que :∫ 1

0

φ(t) dt = 0 (13)

on a
dβ̃(f∗ + εφ)

dε

∣∣∣∣
ε=0

= 0. (14)

L1 est l’espace de Lebesgue des fonctions intégrables. La
solution du problème d’optimisation est organisée comme suit :

Lemme 1. Soit f0 l’unique solution de l’équation
1− 2f0 + 2f0e

−1
f0 = 0, (f0 ≈ 0.63).

∀f̃ ∈ Ff0 , ∀φ ∈ L1 ∩ L∞([0, 1]) tel que Eq.(13) est vérifiée,

on a
d2β̃(f∗ + εφ)

dε2

∣∣∣∣
ε=0

≤ 0. (15)



TABLE 1 – Valeurs de γmax pour différent nombre de porteuses
M pour le système OFDM

M 8 32 64 126 256 512 1024
γmax, in dB 11 17 20 23 26 29 32

Lemme 2. La constante f∗ = P
γT est l’unique point station-

naire de β̃ définie dans Eq.(10) sur l’ensemble F+.

Corollaire 1. La constante f∗ = P
γT est un maximum global

de β̃ dans Eq.(10) sous les contraintes Eq.(11)-(12) sur l’en-
semble Ff0 .

Le lecteur peut se référer à [1], pour une preuve détaillée des
Lemmes 1-2 et du Corollaire 1.

3.2 Discussion
La condition ∀f̃ ∈ Ff0 citée dans les résultats précédents

peut être exprimée en termes des fonctions de modulation
(gm)m∈[[0,M−1]] comme suit :

∀t γ ≤
P
∑M−1
m=0

∑
n∈Z |gm,n(t)|

2

f0
∑M−1
m=0 ‖gm‖2

, (16)

ce qui veut dire que nos résultats sont valides pour les valeurs
de γ inférieures à une valeur seuil γmax. Considérons le sys-
tème OFDM par exemple : le module des formes d’ondes gm
correspond au filtre rectangulaire supposé d’énergie unitaire
(‖gm‖2 = 1), et P =M pour un échantillonnage critique. La
valeur seuil est exprimée par : γmax = M

f0
. La Table 1 montre

les valeurs de γmax, le seuil de validité de nos résultats, en fonc-
tion du nombre des porteuses M , pour le système OFDM. En
pratique, le PAPR n’atteint pas ces valeurs de γ pour le nombre
de porteusesM qui lui correspond ; les valeurs intéressantes du
PAPR pour le dimensionnement d’un système sont observées à
10−4. En se basant sur les résultats théoriques précédents, nous
déduisons des propriétés qui peuvent prédire le comportement
de la distribution du PAPR pour le système GWMC en compa-
raison avec l’OFDM.

Propriété 1. (Condition suffisante d’optimalité) Tout système
GWMC satisfaisant Eq.(2)-(3) tel que :

M−1∑
m=0

∑
n∈Z

|gm(t− nT )|2 = constant par rapport à t, (17)

a une performance globalement optimale parmi tous les sys-
tèmes GWMC satisfaisant Eq.(2)-(3) tel que Eq.(16) est véri-
fiée.

Corollaire 2. (Optimalité de l’OFDM) L’OFDM atteint une
performance optimale en PAPR parmi tous les systèmes
GWMC satisfaisant Eq.(2)-(3) tel que Eq.(16) est vérifiée. Il
en va de même pour le système Walsh-Hadamard.

Corollaire 3. Tout système GWMC satisfaisant Eq.(2)-(3) et
Eq.(16) tel que Eq.(17) n’est pas vérifiée, a une performance
en PAPR plus faible que l’OFDM.

Propriété 2. Pour construire un système GWMC avec une per-
formance en PAPR meilleure que l’OFDM, les fonctions de mo-
dulation doivent satisfaire au moins l’une des conditions sui-
vantes :

i) le système ne satisfait pas Eq.(2).

ii) le système ne satisfait pas Eq.(16).

En effet, le résultat dans Corollaire 3 est vrai quand les
contraintes Eq.(2)-(3)-(16) sont vérifiées. En pratique, toutes
les formes d’ondes satisfont Eq.(3), parce qu’elles sont bornées
et ont un support temporel fini. De plus, on s’intéresse essen-
tiellement aux gm qui ont leur support autour de la période T
(à quelques passages par zéro près). Alors on a :

i) si une famille de fonctions (gm)m∈[[0,M−1]] ne satisfait
pas Eq.(2), cela veut dire qu’il existe au moins un indice
m0 ∈ [[0,M − 1]] tel que gm0 a un support temporel plus
petit que la période symbole, cela veut dire que son ampli-
tude s’annule au moins durant un intervalle de temps, alors
gm0

a un plus grand support fréquentiel et par la suite une
plus faible localisation fréquentielle.

ii) si Eq.(16) n’est pas satisfaite, pour un système GWMC dé-
fini, le PAPR est alors comparé aux valeurs de γ > γmax.
Sachant que le PAPR est borné par un facteur de M

[4] : PAPRborne =
maxm,n |Cm,n|2B2

σ2
CA

M , la CCDF est alors
égale à zéro quand γ > PAPRborne. Ainsi, l’analyse est
restreinte aux valeurs de γ entre γmax et PAPRborne, ce
qui ne représente pas un intervalle de grand intérêt, puis-
qu’en pratique le PAPR n’atteint pas ces grandes valeurs
de γ.

4 Applications
Pour illustrer nos résultats, nous considérons trois variantes

de l’OFDM, qui sont basées sur différentes familles de fonc-
tions de modulation, et nous simulons la CCDF de leur PAPR.
Une comparaison entre elles et l’OFDM est présentée.

4.1 Walsh-Hadamard-MC (WH-MC)
Au lieu d’utiliser la IFFT (Inverse Fast Fourier Transform)

pour la modulation, on peut utiliser la transformée inverse de
Walsh-Hadamard (IWHT) [8]. Les fonctions de modulation
sont exprimées par :

gm(k) =Wq,p(k)

Wq,p sont les fonctions de Walsh et sont les les colonnes de
la matrice d’Hadamard de dimension M = 2Q. Les fonctions
de Walsh ont toutes le même module qui est constant dans le
temps. Par Corollaire 2, WH-MC a la même performance op-
timale en PAPR que l’OFDM. Nous vérifions cette conclusion



FIGURE 1 – CCDF du PAPR pour Haar Wavelet-OFDM,
l’OFDM, le WH-MC et le WCP-OFDM.

par simulation. On génère 10000 réalisations du symbole WH-
MC en utilisant la constellation QPSK (Quadrature Phase-
Shift Keying). On considère 64 porteuses. Nous observons sur
la Fig.1 que l’OFDM et le WH-MC ont la même distribution
du PAPR, et donc la même performance. Ainsi, l’observation
est consistante avec la prédiction théorique.

4.2 WCP-OFDM
Le WCP-OFDM (Weighted Cyclic Prefix-OFDM) est une

variante de l’OFDM qui donne une version pondérée du si-
gnal Cyclic Prefix-OFDM, en utilisant des filtres de mise en
forme non-rectangulaires. Le filtre prototype OBE (Out-of-
Band Energy) défini dans [6], est utilisé dans le WCP-OFDM.
Ce filtre satisfait Eq.(2)-(3) et son module dépend du temps.
Suivant le Corollaire 3, la performance en PAPR du WCP-
OFDM doit être plus faible que l’OFDM. Pour confirmer cette
conclusion, nous simulons la CCDF du PAPR en considérant
le filtre OBE comme montré dans la Fig.1. Nous remarquons
que la courbe du WCP-OFDM est décalée vers la droite, en
comparaison avec l’OFDM. Alors, l’OFDM a une meilleure
performance en PAPR que le WCP-OFDM, ce qui s’accorde
avec nos résultats théoriques.

4.3 Wavelet-OFDM
Wavelet-OFDM, ou OWDM (Orthogonal Wavelet Division

Multiplexing) [7], est un système MCM basé sur la transformée
en ondelettes [5]. Plusieurs types d’ondelettes peuvent être uti-
lisées pour moduler le signal, comme les Daubechies, les Coi-
flets et les Symlets. Nous nous intéressons aux ondelettes de
Haar, qui appartiennent à la famille des Daubechies. En passant
d’une échelle à une autre, le support temporel de l’ondelette est
divisé par deux. Pour une ondelette mère de support T , les on-
delettes des échelles plus petites ont donc un support plus petit
que la période symbole T , cette famille de fonctions ne satis-
fait pas alors la contrainte Eq.(2). Suivant la Propriété 2, on
peut avoir une performance en PAPR meilleure que l’OFDM,
c’est ce que nous vérifions par simulation dans la Fig.1 en ex-

trayant les coefficient de détails et d’approximation de l’onde-
lette de Haar au niveau maximum 6 pour M = 64. La courbe
du Wavelet-OFDM est décalée vers la gauche, en comparaison
avec l’OFDM. Ainsi, le Haar Wavelet-OFDM a une meilleure
performance en PAPR que l’OFDM.

5 Conclusion
Dans ce papier, nous étudions le système GWMC basé sur

des fonctions de modulation qui ne s’annulent pas durant la pé-
riode symbole. Nous montrons que le PAPR est optimal quand
la somme de ces fonctions est constante dans le temps, et qu’il
existe une infinité de famille optimales dont l’OFDM fait par-
tie. Avoir un meilleur PAPR que l’OFDM revient donc à ré-
duire le support temporel de la forme d’onde.
Le prochain travail consiste à construire une forme d’onde qui
réduit le PAPR en comparaison avec l’OFDM, en agissant sur
le nombre d’intervalles qu’il faut annuler dans le temps tout en
prenant en compte le compromis entre le PAPR et la localisa-
tion en fréquence.
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