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LES SECTIONS DE DIRAC ET L’ESPACE-TEMPS EINSTEIN

JEAN LOUIS JONOT

ABSTRACT. ”Peut-on donner une représentation géométrique de 'univers 2
pour laquelle les équations relativistes d’Einstein et de Dirac soient unifiées?”
C’est une question tres difficile. On se pose une question plus accessible: ” Peut-
on décrire les lois relativistes et les lois quantiques avec un unique opérateur?”.
Dans cet article, on propose de modéliser I'univers avec un opérateur défini
par une section de Dirac hermitienne v. Le tenseur de Poisson v#¥ défini par
cette section permet de construire un (2, 0)-tenseur métrique -y, en dehors des
?singularités de I'univers” €. La métrique définie par le tenseur de Poisson est
relativiste, c’est-a-dire, si V est la connexion de Levi-Civita de vy, et Ruv, R
sont respectivement le tenseur de Ricci de V et la courbure scalaire alors

1
Ry — KT = (5R+A) Vo

ou K est la constante d’Einstein, T}, est le tenseur énergie-impulsion et A
est la constante cosmologique. A ’aide de ces opérateurs, on décrit I’équation
relativiste de Dirac comme une équation d’état de rang 1 sur les champs com-
plexes,

Y®V (Z) = —iAZ,
et on généralise I’équation de Schrédinger aux champs complexes, cette équation
est une équation d’évolution de rang 2, le long d’un champ chronologique T,

ve ® RY (Z) = —iACTZ.

Les champs en cordes permettent de définir la notion de masse d’une par-
ticule et I’équation d’évolution de 'onde associée a la corde est décrite par
I’équation de Schrodinger classique

thory = — AY + Vi,

2M
M. représente la masse de la corde ¢ associée au champ en corde, A est
lopérateur de Laplace-Beltrami défini localement par le tenseur de Poisson
.

L’ensemble des singularités de 'univers sont les parties de 2 ou la métrique
n’existe plus, on modélise cet ensemble comme une réunion finie disjointes
de sous-variétés de dimension 0,1,2 ou 3. En ces singularités, certaines di-
mensions d’espace et le temps peuvent disparaitre suivant la géométrie de la
singularité.

1. EQUATION DE DIRAC ET SECTION DE DIRAC

Dans ce qui suit {o = (TQ, M, Q,R4) est le fibré tangent de 2. Le complexifié

du fibré tangent est

(o C=(TQ®C,T,Q,C"
dont la base est 'univers Q qui est une C*°-variété de dimension quatre [4]. On
note A"Q = A"T*Q, le fibré des n-formes différentielles sur 2. L’espace des (p, q)-
tenseurs, p fois covariant et ¢ fois contravariant, est noté

TPQ = (QPT*N) @ (RITQ) .

1



2 JEAN LOUIS JONOT

Les sections de & sont les champs réels et les sections de £ ® C sont les champs
complexes. Tout champ complexe Z s’écrit de fagon unique

Z =X +1iY,
X est la partie réelle du champ et Y sa partie imaginaire, on pose
X =Re(Z) etY =Im(2),
le champ conjugué est noté _
Z =X —iY.

Une section v du fibré End (Alﬂ RTOARC,TOR® (C) est une section de Dirac
locale du fibré £g ® C. Les endomorphismes de Dirac sont définis par,

Y (Z)=vd®Z),de AN Qet ZcT (€q®C).

L’endomorphisme conjugué de v% est 7%, il est défini par

7(2) = ~1(2).

Pour une carte U de trivialisation de £, on note {3, }, le local frame associé a
cette carte alors {9, } est le local frame sur U de £n ® C. Tout champ complexe Z
s’écrit

Z =2"0,, Z" € C*(U,C).

On note {d*} le local frame dual de {d,} et y* = ¥, Si la matrice de v* dans

le local frame {3, } est hermitienne [17] pour tous les u = 0,1, 2,3, on dit que v est

une section hermitienne pour la carte U. Cette notion est indépendante de la carte
choisie. Sous cette hypothese, le tenseur de Poisson

1 1
Yo = § Trace ({3#,7°}) = § Trace (7#7")
est un tenseur symétrique réel [1], [2]. On définit la C*°-application déterminant
dety:Q — R, dety(w) =det (75 (w)), 7 (w) =Y (W), we U (1.1)

cette définition est indépendante du choix de la carte U. Les singularités de I'univers
Q) sont définies par

S={we Q:dety(w) =0},
si 2\ S est connexe, le tenseur de Poisson défini une métrique locale sur U C O\ S
par

9 (0us0v) = Y

cette métrique permet de définir une connexion V sur le fibré g qui est la connexion
de Lévi-Civita de g. On note R,,, le tenseur de Ricci et R la courbure scalaire
attaché a cette connexion. On fait I’hypothese sur la section de Dirac v, d’étre
relativiste, c’est-a-dire que la métrique g vérifie I’équation relativiste d’Einstein

1
R, — KT, = <§R + A) Vs (1.2)

ot A est la constante cosmologique et 7}, est le tenseur énergie-impulsion.
L’équation relativiste de Dirac [6] est définie par
Y@V (Z) = —i)\Z, (1.3)
X\ est une densité de masse dans I'univers €2, V est la connexion complexifiée de V

Vr(2)=Vr(X)+iVe (Y), Z =X +iY,
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) V est lopérateur de Dirac-Einstein de rang 1 défini par
[ 9] @) @ =[y@oVw|w, weT.0ec
Si on écrit cette équation dans le local frame {9, } on a si
Z=X+1iY =Z% = (X +1iY%) Oq,
VZ =V (2°0) = dZ° ® 0o + Z°Veq = (dX* +idY ™) @ 0o + Z°T ,d’ ® 0,
Sur U la connexion peut s’écrit
VO = VO, =T7 d" ® 83,

avec des C™ fonctions I'3, définies sur U & valeurs réelles, 'S,
de Christoffel associés a la connexion V et

dz% =0,2%d" = 0,X“d” +1i0,Y*d",

sont les symboles

VZ = 8,2 © 8y + Z2°T8,d" @ 95 = (0,2° + Z°T8,) d” ® 0.
La section de Dirac v de £g ® C a pour représentation
v (d” ®0p) =757 €q, v5° € C (U,C),
¥ a pour représentation matricielle (7”)2‘ = 5" et
yoV(2)=~((8,2° + 2°T8 ) & © 95) = (0,2° + Z°TE,) ~ (d” ® 0p)
y@V(Z) =5 (8,2° + Z°T8,) 5
L’équation 1.3 s’écrit localement,
Y57 (GVZB + Z“I‘gl,) = —i\Z7 pour tout o, 0 < o < 3,

les matrices de Dirac v*, 0 < u < 3, sont des matrices carrées d’ordre 4 dont les
coefficients sont des applications C* sur U, & valeurs complexes [6], [15]. On note

(D,2)? = 8,2° + z°T%
D, est la section locale de End ({q ® C) définie par,
DV = Lu +FU7

ou T, est la section locale de End (¢ ® C) dont la matrice, dans le local frame {9, },
est (Fl,)i =T%, et L, est 'endomorphisme de Lie le long du champ 9, = % défini
par, Ly Z = (0,2%) Oa, 0,2 = 8, X +i0, Y

V457 (D, 2)" = —irZ°,
I’équation précédente s’écrit
¥ oD, (Z)=—i\Z.
Theorem 1. L’opérateur v ® V est
YOV =4"D,.

Axiom 1. La densité de masse est proportionnelle a la valeur absolue de la courbure
scalaire

A=k|R|.
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2. LES CHAMPS EN CORDE

Le champ complexe
Z =X+1iY
est un champ en corde si
dim (Vect {X,Y}) =2
et
[X,Y] € Vect {X,Y}.

Ces hypothéses permettent de définir un feuilletage de 'univers €2, de dimen-
sion 2. Chaque feuille représente une trajectoire possible d’'une corde, dite surface
d’univers, la corde est une feuille ¢ du feuilletage de S, définie par Y. Sous les
hypotheses précédentes, il existe deux fonctions réelles o et 3, de classe C*° sur )
telles que

[X,Y]=aX + Y.

La fonction d’onde associée a un champ en corde est une fonction définie sur 2

a valeurs complexes,

Y =a+1if,
sur 2 \ S, la métrique v, induit une forme volume 7, 'onde normalisée associée
a Z est

o=
1l
ol
) _
ol = [ Fun <.
Q
Remark 1. ||| = 0 si et seulement si ¥ = o. La probabilité d’avoir la particule

associée au champ Z, dans une partie borélienne V C 2 est

/ ppn.
1%

[X,Y] =LxY ot Lx est la dérivée de Lie étendue auzx champs réels.

Soit S une surface d’univers et in : S — , I'inclusion de S dans €.
T,in:T,S — T,0
est un isomorphisme de T,,S sur Vect {X (w),Y (w)}. On définit les deux 1-formes
Eet ¢ sur S par & (w)(u) =aet ((w)(u) =4 pour
T,in(u) = aX (w) + Y (w) € T, in (T,,5) .

Ces deux 1-formes définissent la 2-forme o = £ A ( sur S. On prend pour
orientation de S, 'orientation définie par o.

Definition 1. La tension de la fewille S est

T(S) = /Sa, (2.1)

La tension est une quantité positive par le choix de 'orientation de S. La corde
ne peut pas occuper toutes les surfaces d’univers, I’hypothese que 1’on fait est que
les trajectoires possibles S sont celles qui rendent minimale 7 (S). Il peut y avoir
une infinité de surface d’univers pour lesquelles T (S) est minimale. La trajectoire
d’une corde définie par un champ en corde est une surface d’univers pour ce champ.
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Definition 2. Un temps relatif sur S est une C°°-application 7 : S — R pour
laquelle T | est constante pour toutes les cordes de S.

La condition nécessaire et suffisante pour que 7 soit un temps relatif est que pour
tout w € S,
d,7 (Y (w)) =0,
ces égalités sont équivalentes a l’existence d’une C'*°-application x de ) a valeurs
dans R vérifiant
dr = x¢&.

Le temps relatif est orienté positivement si x > 0 sur S~ {x =0}. Si 7 est
orienté négativement, —7 est orienté positivement. Si 7 et 7o sont deux temps
relatifs sur S alors 79 — 77 est un temps relatif sur S. Un temps relatif 7 est un
temps propre si x = 1. Si S~ {x = 0} n’est pas connexe, un temps relatif peut étre
positif sur une composante connexe et négatif sur 'autre. Dans la suite un temps
relatif est tel que {x = 0} est vide ou une sous-variété de dimension 0. Pour ce qui
suit, on peut consulter [3], [5], [7], [11], [12] et [18].

Theorem 2. Il y a équivalence entre la 1-forme différentielle £ est exacte et S est
muni d’un temps propre, tous les temps propres T de S sont les primitives de £. Si
T1 et 7o sont deux temps propres sur S alors 7o — 71 est constante sur S.

Proof. La fonction x est définie par x (w) = d,7 (Y (w)). Si x =1, dr = &. O

Definition 3. Le champ en corde Z est exacte sur la surface d’univers S si la
1-forme & est exacte.

Si la fonction A représente la densité de masse dans 'univers définie précédemment,
la masse de la corde ~ est donnée par

M. = /)\u: /)\LXU, (2.2)
< <

avec (1 = Ly o qui est une forme volume sur ¢. Et sa tension est définie par

Te = /<u= LLXU- (2.3)

L’énergie est proportionnelle a la masse de la corde avec un coefficient de pro-
portionnalité positif, noté c2,

Remark 2. £ = —yo.

E. = M.
Dans ce qui suit Z est un champ en corde exacte sur S. Si on impose que I’énergie
de chaque corde est invariante sur S et vaut Eg, alors I’énergie d’une particule au
temps ¢ pour le temps propre T est

E, =k(t)Es

ou k (t) est le nombre de cordes composant cette particule. Si on passe d’un temps
t at + At, la variation d’énergie est

AFE = (k(t+ At) — k(t)) Es = Ak (t) Es.
Si on change de temps propre on a

AE = Ak (t +to) Es,
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ou la constante ¢y est la différence entre le nouveau et ’ancien temps propre. On
a quantifié I’énergie en imposant une énergie constante sur chaque corde située sur
la surface d’univers. Si on utilise la formule de Planck

ES:hV

ou v est la fréquence d’oscillation de la corde, alors les cordes ont méme fréquence
d’oscillation sur S. Les équations d’Einstein et Plank, E. = M.c? et E. = hv,
permettent d’écrire

h
& =M = 2 (2-4)
qui est invariant, ou h est la constante de Planck et T, = Ui est la période

d’oscillation de la corde .
On se fixe une métrique riemannienne g canonique, sur S par

g(X, X)=g(Y,Y)=1et g(X,Y)=0.

Avec cette métrique pour un temps propre, X = grad 7. L’excitation globale de
la surface d’univers S est une section £ de S a valeurs dans Isom (7'S) qui & chaque
événement w € S associe une isométrie de (7,5, g (w)) conservant l'orientation. La
restriction de cette section a une corde ¢ est l'excitation de cette corde sur S.
On pose A, la matrice de € (w) dans la base {X (w),Y (w)}, il existe une C°°-

application 6 : S — R vérifiant

o= (eply) TRl 23

Si ¢ est difféfomorphe & Stou I'=[0,1], on prend un paramétrage par longueur
d’arc ¢ : [0,1] — ¢, application 6 o g : [0,]] — R est prolongeable par périodicité
sur R, la période T de cette fonction est la période d’excitation de la corde ¢. La
longueur de la corde ! peut s’dentifier a la tension 7. de la corde et

T. = kT., k € N*.

Proposition 1. La tension de la corde ¢ est un multiple entier de la période Tx.

Remark 3. La fréquence d’excitation de ¢ est v = TL

Pour comprendre la notion de fréquence d’excitation d’une corde ¢, on se place
dans un voisinage de cette corde dans lequel il existe un temps propre 7. On choisit
I'unique temps propre pour lequel ¢ = 771 (o) et on pose ¢o = <. Ensuite, on
fait varier le temps propre de to & t1. Si on pense ¢y comme une corde ouverte ou
fermée qui évolue, sur la surface S, de ¢p = 771 (tg) & 1 = 771 (1) et on se fixe
un événement wy, sur g, cet événement décrit une trajectoire de wy, & wy € <.
On pose w; € ¢ = 7~ (t) un paramétrage de cette courbe. Le transport parallele
le long de cette courbe permet de définir une isométrie de hy, w,, L, S — T, S
pour tout t € [to,t1], qui préserve 'orientation. On a

hcw,l Wiy hcw,l swi © hm,wto-
L’événement marqué w sur ¢ = 7' (¢g) suit la trajectoire w; pour laquelle

€ (wtl) = hwtlywto o0& (WO) o hy) Vito, t1.

Wty ,Wtg
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Si on se place sur la corde, il y a une excitation donnée en chaque événement w
par £ (w) et les déplacements suivant un temps propre, de chaque événement de la
corde, vérifient 2.4. On en déduit la relation de quantification d’une corde,

h
MT =k keN" (2.6)

On peut fixer 'excitation sur la surface d’univers S, en prenant pour fonction
6 dans 1’équation 2.5, la fonction qui vérifie ) = va? 4 b2 exp (i) ot ¢ est 'onde
associée au champ en corde Z et est défini par ¢ (w) = a (w) +i8 (w) avec

[X,Y] = aX + BY.

Si la surface d’'univers est muni d’un temps relatif 7 qui n’est plus propre, on
prend un temps relatif 7 qui vérifie dr = x&, pour lequel {x = 0} est discret et positif
sur S\ {x = 0}. Les points ot y = 0 correspondent aux points de séparation des
cordes ou au regroupement de deux cordes. Sur S \ {x = 0}, si on transforme le
champ Z en

Zy = xX +iY
et si on se restreint & la surface Sy, = S\ {Z, = o}, alors 7 est un temps propre pour
Z, qui est un champ défini sur S. Les 1-formes différentielles £, ¢ se transforment
en x¢ et ¢, donc M. et 7 sont invariants et la tension de la surface S, est

T (Sx) = /Sxa,

la fonction d’onde 1, associée au champ Z, est 1, = x¥ = xVa? + b2 exp (i0),
ainsi 6, = 0 sur S. On obtient encore une formule de quantification identique a
celle donnée en 2.6.

Dans le cas le plus général, on découpe la surface S \ {Z, = 0}, en surfaces
ouvertes connexes et on répete le procédé sur chaque composante connexe obtenue.
Les événements de {Z, = 0} sont les points o1 se collent et se décollent les cordes
entre elles qui évoluent dans la surface d’univers S.

3. LES CHAMPS CHRONOLOGIQUES SUR LES SECTIONS DE DIRAC-LORENTZ

Une section de Dirac est une section de Dirac-Lorentz si le tenseur de Poisson
défini une métrique en dehors des singularités S de 2. On note encore €2, 'univers
sans singularité 2 . S. Dans tout ce qui suit la métrique induite par le tenseur
de Poisson est notée g. On suppose que {2 est une variété Lorentzienne pour la
métrique g, connexe, orientée en temps, c’est-a-dire, qu’il existe au moins un champ
T:Q — T de genre temps

Yw e Q,9w) (T (w),T (w)) <0.
Pour 'espace-temps de Minkowski (R4, 77),
n=ds* = —dt® + da® + dy* + dz?

et le champ T' = % donne l'orientation du temps. Soit T, = RT (w), le sous-espace
vectoriel de dimension 1, engendré par le vecteur T (w) € T, (). Ce sous-espace
est non isotrope pour la forme bilinéaire g (w) sur T, () et scinde T, () en une
somme orthogonale unique

T.,(Q) =T, ® E,,
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ot B, = T+. Les restrictions g (w) |g, et —g (w) |7, sont définies positives. Tout
champ X : Q — T (Q) se décompose en X = Xg — T, ottt : Q@ — R est une C'°-
application, X est un champ espace, c’est-a-dire, Xg (w) € E,, pour tout w € Q.
En particulier,

1 Xe (@) = 9 (@) (Xe (@), Xp (@) >0
si Xp (w) # 0T, (Q)-
Definition 4. Un champ X est orienté vers le T-futur st X = Xg—tT', avect > 0

et vers le T-passé si t < 0.
Un champ T est stable en w € Q si il existe une carte U en w telle que si

T=T"0,
pour le local frame associ€ a la carte U on ait
O (T7gij) = 0; (T guy) , Vi, Vk
ou
9ij = 9(9i,0;) .

T est stable sur Uowvert W C 2 si T est stable en chague point w € Q [10].

La partie espace de I'espace tangent est TPQ = U,ecq {w} x E, et la partie
chronologique est T7Q = Uyeq {w} x T,
Lemma 1. Les triplets

TEQ = UUJEQ {W} X Ew TTQ = UUJEQ {w} X Tw
i, TR et \I, T
Q Q

sont des fibrés. Le fibré chronologique est trivial et TS) est la somme de Whitney
de ces deux fibrés,
TQ=TQa T,
TEQ
Proof. 11 suffit de montrer que J 7 est un fibré. Soit U un ouvert connexe de
Q

Q sur lequel TU est trivialisable. Il existe des champs de vecteurs A, B, C' et D
définis sur U, linéairement indépendants. On peut scinder chaque champ en sa
partie espace et sa partie chronologique

A=Ap+al,B=Bp+bT,C =Cp+cT et D= Dg+dT

ou a, b, c et d sont des fonctions de classe C° sur U. On cherche les champs
orthogonaux a T pour la forme bilinéaire g qui sont linéairement indépendants. On
pose

I'=aA+pB+~yC+6D,
la condition g (I, T') = 0 est équivalente &

aa + Bb+ yec+ dd = 0.

Si
X=-bA4+aB—-dC+cD,Y =cA—dB—-aC+bD,Z =—dA—cB+bC+aD
alors pour tout w € U, Vect {X (w),Y (w), Z (w)} = E, = RT (w)™" car
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b ¢ —d a

det| @ —¢ —c b — (4P +P+d)’ =0e—=a=b=c=d=
-d —-a b ¢
c b d

L’homorphisme v

I 7mE L Pry,
U dy U
avec
Y (w,v) = (w,x,y, 2)
et
v=2X (w)+yY (w)+ 27 (w)
est I'isomorphisme de trivialité locale. ([

Remarquons que sur le fibré espace

TEQ = UwEQ {w} X Ew
i ,
Q

on a sur chaque fibre E, une forme bilinéaire définie positive, notée g, définie par
J(X,Y) = g(X,Y) et la métrique de Lorentz g, permet de définir une métrique
riemannienne locale § de la facon suivante, si |X|* = |Xg|> — 2 alors | X|* =
2 2
| XE|” + t* avec,
2 2~
(X" =g(X,X) et [ X[|"=7(X,X).
Theorem 3. Si le champ chronologique T est stable sur €, le systeme de Pfaff
w—7(w)=E,
est complétement intégrable, pour chaque w € €1, la composante conneze de l'intégrale

associée a ce systéme est une variété connexe dite feuille d’espace en w et notée &,,.

Proof. Soit ¢ : U — R*, une carte de €2, on a:

TU % TR*=R*x R
1 1
u 4 R*
et si
T = (mo,xl,xQ,xg) =a2"e,
est le systeme canonique de coordonnées , le champ standard
0]

R 5 R* x R*
oxv

est défini par

o (@) = (we1)
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pour tout z € R, olt {eg, e1, €2, e3} est la base canonique de R*. Localement dans
la carte (U, @), on définit le local frame

0,:UcCcQ—TU,

0

5 (P (W) = (dup) ™" (2 (u) s €0)).

0, (u) = (dup) ™"

c’est-a-dire,

TU % TR*=R*x R

10, t2
v 5 R4
)
ﬁxiow_d@oaui'

Localement si X € I'™° (TQQ) alors en coordonnées locales
X = X'9; € T,Q,
olt X*:U — R est une C*-application. Si Y = Y9; alors [X,Y] = x'0; avec,
X =X (9;Y") - Y7 (8;X").
On note T = T"0;, le champ chronologique, il faut vérifier que si g (X,7T) = 0 et

g(Y,T) =0 sur U, alors
g([X,Y],T)=0

SurOlflla g(X,T) = X'TVg;; = 0, de méme YTYg;; = 0 avec, g (9;,9;) = g;j. On
calcule
g([X.Y],T) = x"T?g;; = (X* (0,Y7) — Y* (0pX7)) TV g,
= X T7g;; (0,Y7) — Y*T7g,; (0 X7),
les conditions X“T7g;; = 0 et YT g;; = 0 impliquent
Ok (X'T7gi5) =0 et Oy, (Y'T7g;5) = 0.
On en déduit
g([X.Y],T) = —X*Y'0), (T g;;) + Y X0, (T g:;)
— XY (<0, (TVgy) + 0 (Tigny) = 0,
puisque le champ T est stable. Donc, 7 est completement intégrable, si &, est la

composante connexe de l'intégrale de 7 contenant w, &, est une sous-variété de
dimension 3 de Q et U,ea&, = Q [9],[10],[13] et [14]. O

Si on admet D’existence d’'un champ chronologique stable sur I’espace-temps 2
alors deux feuilletages cohabitent, le premier est de codimension 1, c’est le feuil-
letage espace £ et 'autre est de codimension 3, c’est le feuilletage chronologique T
. Pour le feuilletage chronologique, il existe une famille maximale de submersions
(Ui, ai3), i € T ot les U; sont des ouverts de 2 et les o : U; — R? sont des submer-
sions pour lesquelles, U;c;U; = Q et si U; NU; # 0, il existe un difféomorphisme
a;; de R3, vérifiant a; = aj o ;.
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Les (U;, a;) sont les cartes distinguées de T, les c;; sont les changement de cartes

et pour U; NU; N Uy, # 0 alors
0uj © i © o = 1d.
On peut définir le fibré associé a l’aide des applications de transition
w € U;NU; CQ— Dayj (w) € GL(R?).
On a Day; (w) = Idgs,
Dayji (w) = (Day;) ™" (w)

et

Doy, (w) = Dayj (w) o Dajg, (w) .

Le fibré obtenu est noté

T

T,

Q
est un fibré vectoriel de fibre R? et dont les feuilles sont R ou S'. On opere de
fagon identique avec le feuilletage espace £. Les cartes distinguées sont (V}, 3;),
j € J avec les 3; : V; — R sont des submersions pour lesquelles, U;c;V; = , si
ViNV; # 0, il existe un difféomorphisme

Bij : B (VinV;) CR = B (V;NVj),

vérifiant 3; = B;; o B;, avec la relation des cocycles: B;; o 81 o Br; = Id.
Les applications de transition pour ce fibré vectoriel sont

weViNV; CQ— DBij(w) € R*T C GI(R),
on le note
£Q
I me .
Q
Les feuilles sont des sous-variétés de dimension 3 et la fibre du fibré est R. C’est
une autre présentation du fibré espace et du fibré chronologique [16].

Proposition 2. Si T est stable les deux représentations des fibrés espaces et
chronologiques sont équivalentes, c’est-a-dire,

TQ TTQ A9/ TEQ
ymr = b et lme = b
Q Q Q Q

La notion de changement local de coordonnées entre deux espace-temps définis
par les champs chronologiques T et S est la donnée d’une section 6, définie sur un
ouvert connexe U C § du fibré

Hom (TQ) = A (Q) @ TQ
telle que
0T =Setg(lX,00Y)=g(X,Y)
sur U C Q pour tout champ X, Y de 2. On rappelle que pour un champ X de Q2
défini sur U,
0® X (w) =0 (w) (X (w))
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et Iapplication w — 0 (w) : T, — T, vérifiant 0 (w) est une g (w)-isométrie, on
dit que 0 conserve la métrique de Lorentz.

Theorem 4. Pour tous les champs chronologiques T et S, il existe un changement
local de coordonnées.

Proof. On prend un ouvert U sur lequel T2 est trivialisable, on se donne quatre
champs A, B, C' et D linéairement indépendants. On peut construire 3 champs
XY et Z' tels que
Vect (X1, Y1, ZY) = (RT)™*,

par le procédé d’orthogonalisation de Graam-Schmit, on peut construire 3 champs
X4, Y1, Z; formant une base orthonormale de (RT)J‘ pour la métrique riemannienne
gr qui est la restriction de g a (RT)L. On note 04, application qui envoie X7 sur
A, Yy sur B, Z; sur C et T sur D. De fagon identique, on construit 65 'application
qui envoie Xy sur A, Ys sur B, Zy sur C et S sur D, alors 'application § = 9;1 06
répond a la question car les procédés de construction sont C'°. O

4. UNE GENERALISATION DE L'EQUATION DE SCHRODINGER AUX CHAMPS
COMPLEXES

On définit I’équation généralisée de Schrédinger comme une équation d’évolution
de Dirac-Einstein de rang 2, ’évolution est décrite le long d’un champ chronologique
T. L’univers ) est muni d’une section de Dirac-Lorentz. L’équation s’écrit

v @ RY (Z) = —iMCr (Z), (4.1)

ol 7, est ’extension de la section de Dirac au rang 2, RV est le tenseur de courbure
RY complexifié de la connexion de Levi-Civita, £p est la dérivée de Lie étendue
aux champs complexes et A est la densité de masse dans I'univers.

Remark 4. On a
Lr(Z)=[T,Z]

Vi=dYodY =RV

2 (@ Ad?) @ 2) = [7" 97| (2) =427 (2) - 14" (2).
Sur un ouvert de trivialisation U de &, ® C, on a pour Z = Z%0,,
RY (2) = dY (?z) = dY ((8,2° + Z°T8) d*  05)
=d((0,2° + z°T5,)) d") @ 05 — ((0,2° + Z°TE,) d") AV
= (d(0,2° + Z°T5,) Nd”) @ 05 — ((0,2° + Z°T%,) d” AT},d°) ® O-
= (d(9,77 + 2°T,) A d") @ 0; — ((0,2° + 2°T5,) d” ATh,d”) @
= (00 (027 + 2°T8,) = (9,27 + 2°T5,) TS, ) (@ N &) 20,
= (040,27 + (8,Th, ~ T2,T,) 2°) (" A d”) @ ;.
La section de Dirac-Lorentz 4 a pour représentation locale

v (d” ® 0p) = V5% O,
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et si v¥ =~%, on pose (7”)2‘ = 5%, alors

2@ RY (2) = (0,0,27 + (9,1, = T3,1%,) 2°) ", 71 (9),
7 105) =" (47 05) =7 (7} 05)
= (Yot — A7yER) O,
et
2 ® RY (Z%0a) = (v474E* — 7172F) (aﬂayzj n (aurgw - rgﬂrgu) Za) B
Si on pose A? lopérateur

Ay = (377" =27 5) 0ud,
et
Th = (773" = 7479") (0uThy — T2,T%, )
alors
12 @ RY (2°0,) = (MK 70 + 15 Z2%) o),
= (0EZ7 +YEZ7) o
= (A2 +77) Z27) O

Pour un champ chronologique T" = T%0,, 'équation de Schrédinger s’écrit lo-
calement

(AR + Y% Z7 = —iX (TP0,Z* + TP Z°TE,) . (4.2)
car
NV1Z%06 =T Vo, (Z2°0)
=T7(0,2%aq + Z°T} e5)
= (T°0,Z% + T*Z°T},) ex,

Theorem 5. L’opérateur Ho = 72 ® RY a pour représentation locale

H(Z%0s) = ((AF +YE) Z7) 0y, (4.3)
avec
A = (V7R —AH7y2F) 0,0, (4.4)
et
YE = (Vroylk — ATk (aul“&y - Fﬁﬂféy) : (4.5)

Remark 5. Si la connezion est plate, l’équation d’évolution se rameéne a l’équation
triviale, ce systeme d’équations est

TP0,Z7 =0, Vr.

L’opérateur Af correspond au Laplacien généralisé et Y¥ est lopérateur décrivant
l’énergie potentielle.
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On donne une généralisation de 1’équation de Schrodinger aux ondes 1 définies
par un champ en corde Z
2

I3
hory) = —
ihOr oM.

ou V est une fonction scalaire représentant ’énergie potentielle, M. est la masse
de la corde ¢ définie par le champ complexe Z en 2.2, & est la constante de Planck,
Or est la dérivée de Lie le long du champ chronologique T' et A est opérateur de
Laplace-Beltrami

Ay + Vi, (4.6)

Ay = div (grad ¢)
dans le local frame attaché a la carte, lopérateur A s’écrit

A= ;&, ( |det (V)W“’@V) ,

V/|det (v)]

ol y*¥ est le tenseur de Poisson attaché & la section de Dirac et det () est Papplication
déterminant de « définie en 1.1 qui est non nulle en dehors des singularités S de
l'univers.

Remark 6. Le tenseur de Poisson
1
7" = Trace (v"")

est un tenseur réel par choix des endomorphismes de Dirac, l'opérateur de Laplace-
Beltrami est a coefficients formés de C'°°-applications définies sur la carte a valeurs
réelles.

L’opérateur de Laplace-Beltrami est défini localement, a partir du tenseur de
Poisson.

5. LES CHAMPS REELS

Dans ce qui suit, les champs réels considérés sont des champs X tels que
Z =X+iT

est un champ en corde pour la chronologie T'. L’équation de Dirac 1.3 s’écrit

Y@V (X)=AT

Y@V (T)=-2X
et

(y@V)*(X) = -XNX et (y@V)*(T)=—NT.
L’équation de Schrodinger 4.1
@RV (X)=o0
Y2 @ RY(T) = —ALr (X) = A(aX + BT) °

et ¥ = a4 i vérifie
2

, iz
thdry = =537
S

Pour les champs complexes vérifiant 1.3 et 4.1, si on dérive I’équation relativiste
de Dirac le long d’un champ chronologique 7" on a

LTo(m%) (Z) = —i (0r\) Z + 12 @ RY (Z),

A + V. (5.1)
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A est la fonction de densité de masse dans I'univers 2. Pour un champ réel X tel
que Z = X + 4T est un champ en corde on a

Lro(y®V)(X)=—i(0r))X.
Proposition 3. Les champs réels X pour lesquels
Z =X+:iT

est un champ en corde et Z est solution des équations 1.3 et 4.1, vérifient les
équations
Yo @RV (X) =0 (5.2)
et
Lro(y®V)(X)=—i(0r\)X. (5.3)

Dans le local frame {9, } avec Or = Jy, I’équation 5.2 s’écrit

(18 O X7 4 (17,91} (9T, = T2,T5, ) X7 =0, vk =0,1,2,3

et I’équation 5.3
V57000 XP+((80747) Oy + 75T, 00) X1+ X (T,00757 + 7570015, ) +iX 700X = 0,
Yo =0,1,2,3.

6. LES SINGULARITES DE L'UNIVERS

Chaque composante connexe de ’ensemble des singularités S de €2 est une sous-
variété fermée de Dimension 0, 1,2 et 3. Le cas de la dimension 3 correspond a une
composante connexe du bord 92. On se restreint, donc, a des sous-variétés fermées
connexes de dimension inférieure ou égale a deux. Pour ces dimensions, 2 \ S est
connexe. On suppose que la section de Dirac-Lorentz permet de définir un champ
chronologique stable sur 2\ S, cette variété a deux feuilletages transversaux, notés
T et € avec codimT = 3 et codim& = 1. Il y a deux types de feuilles pour ces
feuilletages, les feuilles F' pour lesquelles Adhg F' = F et les feuilles pour lesquelles
Adhg F # F. Dans 'hypotheése ou les singularités sont formées par un nombre fini
d’événements de I'univers £,

8 = {WI)WQ) e 7wk}
alors Adhg F' = F U {wj,j € J} = F;y ou J est un sous-ensemble de {1,2,--- , k}.
Les points wy,ws, - -+ ,wg sont les points de contact des feuilles aux singularités de

Punivers ©. On note pour tout J € P ({1,2,---,k}), Qs = Updn, r=r,F. La
famille
{Q;:7eP{1,2,---,k})}

forment une partition de I'univers Q. Si le systeme de Pfaff 7 : w — 7 (w) = E,,
est prolongeable aux singularités, c’est-a-dire, si lim,, ;7 (w) = Ej; alors toute
feuille F¢ telle que Adhg Fr = Fg U {w;,j € J} = Fg j, est une sous-variété et
T.,;Fe.; = Ej. On a pincé les feuilles-espace aux singularités. On définit ainsi, un
feuilletage pincé en un nombre fini de points.

De facon identique, pour les feuilles chronologiques, si le systeme de Pfaff ¢ :
w — T, est prolongeable aux singularités, c’est-a-dire, lim,, ., ¢ (w) = T} alors
toute feuille Fr telle que Adhg Fr = FrU{wj,j € J} = Fr s est une sous-variété
homéomorphe & S' ou & [0,1] avec, T.,Fry = T;. Les lacets simples Fr ; se
coupent tangentiellement aux points w; pour j € J. Pour I’étude des feuilletages
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et les structures géométriques singulieres, on peut consulter [7], [8], [9], [13], [14] et
[16].

Remark 7. lim, ;s (w) = T} signifie qu’il existe des sections locales Xz-j dans
une carte de w; telles que Vect {Xf (w)} = ¢ (w) avec T; = Vect {Xf (wj)}.

Si w € Adhg Fe, un chemin v de €, tel que v (0) = w pour un point singulier
w € Setvy(t) € Fe pour t # 0, est un Fg-chemin. On note T, Fe, I'ensemble des
vecteurs 7' (0), lorsque 7 parcourt ’ensemble des Fg-chemins. En général, T, Fg
n’est pas un sous-espace vectoriel de To2. C’est un cone de sommet ’origine o, de
T. Ce n’est pas un cone de lumiere en général car il n’y a pas de prolongement
de la métrique de Lorentz aux singularités. Dans le cas ou S est formé de sous-
variétés de dimension 0,1 et 2 en nombre fini, on dit que le feuilletage est stable a
Iinfini si pour @w € V, ou V est une composante connexe de S, on a To Fe = T, V.
Si V = {w}, il n’y a plus d’espace en ce point, si V = S' alors I'espace est & une
dimension au plus sur les lacets singuliers. Si V' = T, une surface de genre g > 0,
Pespace est de dimension au plus 2. A extérieur des singularités, les feuilles espace
sont de dimension 3.

Pour le feuilletage temps, si V= {w} il n’y a plus de temps en ce point, si
V = S'ou T, alors le temps est & une dimension au plus. On peut imaginer une
structure singuliere ayant des sous-variétés de dimension n =3 oun =4. Sin = 3,
on se restreint a la partie connexe de (2, privée des sous-variétés de dimension
3 a linfini, ou vit le champ chronologique de notre univers. Notre univers est
Pintérieur d’une variété compacte a bord, dont le bord est une variété singuliere.
Si n = 4, notre univers est le bord singulier, d’un univers de dimension > 5. On a
une construction en ”gigogne” d’une succession d’univers de dimensions supérieures.
Lorsque 'on impose que les dimensions de S sont de dimensions inférieures ou égales
a 2, cette construction en "gigogne” reste vraie sans que 'on soit dans ’obligation
d’augmenter la dimension 4 des univers que 1’on recolle par somme connexe sur les
différentes structures singulieres.

Pour mieux comprendre le phénoméne de pincement, on suppose que 'univers
Q) est modelé par S*. On note poo, la projection stéréographique de S* \ {oo} sur
R%. Soit p, une C>-application

p:RY - R
tel que

lim t,X)=0,ou X = (z,y, 2
ﬁ(tx)_)mp( ) (2,,2)

on prend pour métrique de Lorentz sur R?*, la métrique
§=pn

ou 7 est la métrique de Minkowski de R*. Le champ
10 1

= ;E = ; o
est un champ chronologiquement stable, non normalisé

E(1,T)=—p <0

O (T7si5) = Ok (mio) = 0= 0; (ko) = 9i (T sy)
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la feuille espace au point (to, Xo) est '’herperplan Ey, x,) = {(t,X):t =to} de
R*. La projection stéréographique permet de définir une métrique de Lorentz sur
S*\ {0}, et les feuilles espace pour cette métrique sont topologiquement des spheres
S? passant par le pole auquels on a retiré ce pdle. Le systeme de Pfaff

T:w— 7 (W)= E,,

est prolongeable au point singulier oo, car

lim 7(w) = lim T -1 (P Et.0)) = tl}g_noo (Tpos) (RT (t,o)J‘)

w—00 t—+4oo Poo

. -1 1 1L _

= Jim_(Tpa) ™ (Reo)* = (ToD)", 0 = (1,0)
ot T est le grand cercle de S* passant par le pole et défini par I' = Adhgs p .t (Rp).
On a donc, pincé les feuilles espace en co.

7. CONCLUSION

Dans 'introduction, on s’est posé la question:” Peut-on unifier les équations rel-
ativistes de Dirac et d’Einstein?”. La réponse a cette question n’est pas encore
résolue. On s’est posé, ensuite, la question de savoir si on ne pouvait pas trouver
un opérateur permettant de décrire ces deux équations. On peut répondre posi-
tivement a cette question en partant d’une section de Dirac sur le complexifié du
fibré tangent qui soit hermitienne. Cette section permet de définir localement, le
tenseur de Poisson

1
py o WAV
™= Trace (v*4")
ce tenseur est un tenseur est un tenseur symétrique réel, la métrique associée (7y,.)
sur les parties de I'univers ou le tenseur de Poisson est inversible permet d’introduire

la connexion de Levi-Civita V associée a cette métrique. On veut que cette métrique
soit relativiste, c’est-a-dire, vérifie I’équation

1
R,uv - ICT,LLV = <§R+ A) Yuv-

En complexifiant la connexion V, notée %, on obtient I’équation relativiste de
Dirac
Y@V (Z) = —i\Z,
et pour I’équation généralisée de Schrodinger aux champs complexes le long d’un
champ chronologique 7',

o @ RY (Z) = —i)Cr (Z).

Dans I’équation de Schrodinger sur les ondes associées aux champs en cordes,
I’équation s’écrit

2
hor) = — A Vi,
iy =~ A+ VY
ou l'opérateur de Laplace-Beltrami est défini par la section de Dirac -,
1
A= ———=0, (VIdet ()0, ).
Vdet (7)]

et M. est la masse de la corde ¢ associée au champ en corde. On peut décrire les
équations classiques de la physique a ’aide d’un seul opérateur qui est une section
de Dirac hermitienne et relativiste. L’hypothese faite sur la densité de masse A
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qui serait proportionnelle a la valeur absolue de la courbure scalaire définie par la
connexion V est une hypotheése qui permet de choisir la fonction propre —i\ de
Popérateur B

YR V.

L’hypothese proposant la géométrisation des parties connexes comme des sous-
variétés de dimension 0,1 et 2 permet de mieux comprendre la physique de ces
singularités. Dans ces zones les dimensions espace et la dimension temps peuvent
disparaitre par pincement ou effondrement. Cette hypothese mérite d’étre appro-
fondie...
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