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AUTOMORPHISMES BORNES DANS LES STRUCTURES
SIMPLES, ET ENDOMORPHISMES DEFINISSABLES DANS LES
EXPANSIONS DE CORPS PAR UNE FAMILLE PFAFFIENNE
D’ENDOMORPHISMES ADDITIFS

FRANK O. WAGNER

RESUME. Un automorphisme borné d’un corps ou d’un groupe de centre ap-
proximatif trivial est définissable. Dans une expansion d’un corps par une fa-
mille § Pfaffienne d’endomorphismes additifs tel que la cloture algébrique dans
I’expansion coincide avec la cloture algébrique (corpique) relative de la §-sous-
structure engendré, un endomorphisme définissable, éventuellement composé
par une puissance du Frobenius, est un composition d’endomorphismes associés

ag.

INTRODUCTION

Dans [9] Lascar appelle un automorphisme ¢ d’une structure 9 borné s’il existe
un petit ensemble A de parametres tel que pour tout m € M on a o(m) € acl(4,m).
Il montre que pour un ensemble fortement minimal 9, le sous-groupe aut ;(9M)
des automorphismes forts (qui fixent acl®(())) est simple modulo le sous-groupe
distingué des automorphismes bornés, résultat généralisé ensuite [7] aux structures
avec dimension entiere compatibe avec une notion d’indépendance stationnaire.

Plus généralement, pour un corps K avec théorie simple, Blossier, Hardouin et
Martin Pizarro appellent un automorphisme o borné s’il y a un petit ensemble A de
parametres tel que pour tout m € M on a o(m) € Xcl(A4, m), ou T est la classe des
types partiels co-étrangers aux génériques du corps [1, et la X-cloture Xcl(A) est
l’ensemble de tous les éléménts b tel que tp(b/A) est X-analysable. Ils montrent que
pour un corps muni d’opérateurs, tout automorphisme borné est définissable et ob-
tenu par composition d’une puissance du Frobenius avec les automorphismes parmi
les opérateurs ou leurs inverses. En particulier il en découle une démonstration
uniforme de résultats de Lascar [9], Ziegler et Konnerth [g].

Bien évidemment, la définition d’un automorphisme borné a un sens pour n’im-
porte quel permutation ¢ d’un ensemble X hyperdéfinissable dans une théorie
simple ; il n’est pas nécessaire que o soit induite par un automorphisme de la struc-
ture ambiante, ni qu’elle préserve toute la structure induite sur X. De méme, on a
libre choix de X, mais il convient de prendre X petit par rapport a X : par exemple,
toute permutation de X est X-bornée.

Dans cet article, nous allons considérer les automorphismes groupe-théoriques
3-bornés d’un groupe G hyperdéfinissable dans une théorie simple, ot X est encore
la classe des types partiels (avec parametres) co-étrangers aux génériques de G.
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Nous montrons que si tout élément non-trivial a un centralisateur d’indice non-
borné (autrement dit, si le centre approximatif Z (@) du groupe est trivial), alors
tout automorphisme Y-borné est définissable.

Dans une dernieére section, nous allons considérer des expansions d’un corps par
une famille § d’endomorphismes additifs, tel que

(1) la famille § est Pfaffienne, c’est-a-dire f;(xy) est combinaison linéaire des
produits f;(x) fx(y) pour j,k <i;

(2) La cloture algébrique d’une partie A au sens de l'expansion est égale a la
cloture algébrique corpique relative de la §-sous-structure engendré par A.

Ces conditions sont satisfaites en particulier par
— les corps différentiellement clos en caractéristique 0 avec n dérivations qui
commutent [10] ;
— les corps aux différences génériques en toute caractéristique [5] ;
— les corps séparablement clos de degré d’imperfection fini avec une p-base
nommée [6, [15] ;
— les corps différentiels aux différences en caractéristique zéro ou ’automor-
phisme commute avec la dérivation [3] 4] ;
— les corps munis d’opérateurs libres en caractéristique zéro [11].
(Pour la condition Pfaffienne, il faut utiliser [1, Proposition 1.4].) Nous montrons
alors que tout endomorphisme définissable de K est une composition d’endomor-
phismes associés aux fonctions dans §, qui de plus en sont des combinaisons linéaires,
suivi par une puissance de l'inverse du Frobenius. Dans les cas mentionnés ci-dessus,
les endomorphismes (sauf pour le Frobenius pour les corps séparablement clos) se-
ront surjectifs, et les automorphismes associés seront les automorphismes parmi les
fonctions dans §, et éventuellement le Frobenius. Nous récupérons ainsi le théoreme
principal de Blossier, Hardouin et Martin Pizarro [I].

1. PRELIMINAIRES

Dans cette section, nous allons rappeler quelques notions et résultats moins
connus pour les groupes et théories simples. Pour plus de détail, on se référera
a [13]. Comme d’habitude, on travaillera dans un modeéle monstre d’une théorie
simple, et on se fixe X, une famille (-invariante de types partiels avec parametres.

Définition 1.1. La X-cloture Xcl(A) de A est la collection de tous les hyperima-
ginaires a tel que tp(a/A) est X-analysable.

On a toujours bdd(A) C Ecl(A) avec égalité si X est vide. En général on choisira
un ensemble ¥ de types partiels qui sont petits par rapport a I’ensemble X sous
considération (notamment X ¢ 3cl(()).

Fait 1.2. [I3] Lemma 3.5.3] Sont équivalents :
(1) tp(a/A) est étranger a X.
2) al ,Xcl(A).
(3) a | ,dcl(ad) NXcl(A).
(4) del(aA) NXcl(A) C bdd(A).

Sauf en cas d’égalité avec la cloture bornée, la X-cloture a la taille du modele
monstre. L’équivalence (2) < (3) permet de n’en utiliser qu'une petite partie.
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Fait 1.3. [I3| Lemma 3.5.5] Si A | , C, alors Xcl(A) J/ECI(B) Xcl(C). Plus précisé-
ment, pour tout Ag C Xcl(A) on a Ag J‘/Bo Ecl(C), ot By = dcl(AoB) N Ecl(B).

Dans [14][12] on trouvera d’autres propriétés de la 3-cloture, ainsi qu’un découpage
en différents niveaux.
Soit maintenant G' un groupe hyperdefinissable sur ().

Définition 1.4. (1) Deux sous-groupe hyperdéfinissables H et K sont commen-
surables si leur intersection est d’indice borné dans chacun.

(2) Un sous-groupe hyperdéfinissable H est localement conneze s’il est égal a
tout conjugué groupe-théorique ou conjugué par automorphisme qui lui est
commensurable.

Fait 1.5. [I3 Corollary 4.5.16]

(1) Un sous-groupe hyperdéfinissable localement connexe de G a un paramétre
canonique.

(2) Tout sous-groupe hyperdéfinissable H de G a une composante localement
coneze H'"°, qui est le plus petit sous-groupe hyperdéfinissable localement
conneze commensurable avec H. Son paramétre canonique est définissable
sur les parametres utilisés pour hyperdéfinir H.

On rappelle également la notion du centre approximatif.

Définition 1.6. Le centre approximatif d’'un groupe hyperdéfinissable G, noté
Z(G), est le sous-groupe caractéristique des éléments dont le centralisateur est
d’indice borné dans G.

Le centre approximatif de G est hyperdéfinissable sur les mémes parametres [13]
Proposition 4.4.10]. Enfin, on a besoin du lemme de Ziegler ([16, Theorem 1] pour
le cas stable abélien, et [2] lemme 1.2 et remarque 1.3] pour le cas général).

Fait 1.7. Soient g et ¢’ dans G tels que g, ¢’ et gg' sont deuz-a-deuz indépendants.
Alors les stabilisateurs a gauche de g et de gg' sont égauzx, et commensurables avec
gStab(g')g™! ; ils sont D-connexes, et g est générique dans le translaté Stab(g)g,
qui est définissable sur bdd(() ; de méme pour ¢’ et gg'.

2. AUTOMORPHISMES BORNES

Dans cette section, on consideére encore un groupe G hyperdéfinissable sur ().
On pose X la classe de tous les types partiels co-étrangers aux types génériques
de G. (Comme les types génériques ont des extensions non-déviantes qui sont des
translatés les uns des autres, co-étranger & un équivaut co-étranger a tous.) En
particulier, si G a un type générique réglier, 3. consiste de tous les types partiels
non-génériques.

Théoreme 2.1. Si Z(G) est trivial, alors tout automorphisme L-borné o de G est
hyperdéfinissable.

Démonstration. Soit A un ensemble tel que o(g) € Xcl(A, g) pour tout g dans G.
Considérons d’abord g € G générique sur A, et ¢’ € G générique sur A, g, 0 1(g).
Soit A" = Zcl(A)Nbdd(4, ¢',a(g')). D’apres le fait L3ona ¢g',o(g") L ,, o (9),9.
Comme les génériques de G sont étrangers & 3, les éléménts g et ¢’ restent génériques
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sur A’. Ainsi go = g'071(g) et o(go) = o(g')g sont tous les deux génériques sur A’,
et donc sur A.

Soit maintenant go générique dans G sur A, go, et g1 = g, Lgo. Alors go, g1 et
g2 = gog1 sont deux-a-deux indépendants sur A. D’apres le fait [[L3] leurs X-clotures
cl(A, go), Zcl(A4, g1) et Xcl(A, g2) sont deux-a-deux indépendants sur Xcl(A4). En
particulier, (go,0(g0)), (g1,0(g1)) et (g2, 0(g2)) sont deux-a-deux indépendants sur
Ycl(A), et donc sur

B = Xcl(A) Nbdd(A, go,7(g0), 91,7(91), 92, 7(g2))-

De plus, comme les types génériques de G sont étrangers & X, les éléments go, o(go),
g1 et go restent chacun génériques sur B.

Pour ¢ < 2 soit S; = Stab(gi,0(g;)/B) le stabilisateur (& gauche) dans G x
G. Alors S; est connexe sur B d’aprés le fait [[7] le translaté S - (gi,0(g:)) est
hyperdéfinissable sur B, et le couple (g;,0(g;)) y est génerique. De plus, Sy = Sy ;
soit S = Sl°¢ sa composante localement connexe. Puisque

9i, U(gl) J./ B,
bdd(A,gi,0(g:))NEcl(A)
S; est commensurable avec Stab(g;, o(g;)/bdd(A4, g;,c(g;)) N Xcl(A)) pour i = 0,2,
dont la composante localement connexe est aussi S. Il en découle que S ainsi que
le translaté S - (gi,0(g;)) est hyperdéfinissable sur bdd(A4, g;,o(g;)) N Xcl(A) pour
1 =0,2. Or, g2 était un générique quelconque sur A, go. Ainsi S est hyperdéfinissable
sur YXcl(A) Nbdd(A, a,o(a)) quel que soit le générique a, et donc sur

A=%c(A)n () bdd(4,a,0(a)).
a générique

Notons que puisque gg et (go) sont génériques sur B, la projection de Sy, et donc
aussi de S, sur la premiere et sur la deuxieme coordonnée sont generiques dans G,
et donc des sous-groupes d’indice borné.

Comme o(go) € Xcl(A, go) et tous les types génériques de S sont des translatés
de tp(go, 0(go)/B) sur des parameétres indépendants, on a g’ € Xcl(B, g) pour tout
générique (g,¢’) de S sur B. Si

h € coker(S) ={g € G: (1,9) € S},

et (g,9") € S est générique sur B, h, alors (g,¢’h) est toujours générique sur B, h,
et h € Xcl(B, g). Puisque h | ;g on obtient h € ¥cl(B) = Xcl(A) et coker(S) C
Scl(A).

Soit maintenant A € G quelconque, et g € G générique sur A, A, o(\). On pose
g =g > et B=Ycl(A)Nbdd(4,g,4',0(g),0(g")). Alors g et g’ sont génériques
sur B, et

(9:9(9)) € (S~ (g, a(gN)NN N (S (g,0(9)).

Comme les deux translatés S - (g,0(g)) et S+ (¢’,0(g")) sont hyperdéfinissables sur
B

)

9, 0(9) J/ Aa(A)
B

et (g,0(g)) est générique dans S - (g,0(g)) sur B, les deux groupes S et S(*7(N)
sont commensurables, et donc égaux par connexité locale. Si h € coker(S), alors
RN € coker(S) C Zcl(A). Or, o est un automorphisme, donc surjectif, et h& C
Ycl(A). Alors pour X € G générique sur A, h on a N J/A,h hN' | puisque tp(N /A, h)
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est étranger & . Alors Cg(h) est d’indice borné dans G et h € Z(G) = {1}. Ainsi
coker(S) est trivial.

Pour (A\,\) € S et (g,¢') € S avec ¢’ € G générique sur A\, o(A), N on a alors

(gk,g/k/) cs ot (gk,gla(k)) c gro(N) — g

Comme coker(S) est trvial, on obtient g = ¢’ et (AN ! € Ca(g’). Puisque
g’ est générique sur o(\), N on a c(MN~! € Z(G) = {1} et X = o()\), pour tout
X € pry(S), ot pry est la projection sur la premiére coordonnée. Ainsi S définit o
sur le sous-groupe pry (S) d’indice borné dans G.

Pour chaque ensemble définissable X tel que X/(FE x E) contient S (o E est
la relation d’équivalence type-définissable dont les éléménts de G sont des classes),

il y a un uplet fini gx,0,...,9xkx tel que G = ;;., 9x,i - (pr1(X)/E). Alors le
graphe de o est hyperdéfini par

ﬂ U 9x.,i,0(g9x.q) - (X/(Ex E)). O

X/(ExE)2S ilkx

Corollaire 2.2. Soit o un automorphisme X-borné d’un corps K hyperdéfinissable
dans une théorie simple, ou X est la classe des types partiels co-étrangers auz types
génériques de K. Alors o est hyperdéfinissable.

Démonstration. Soit G = KT x K*. Alors G est hyperdéfinissable, et ¥ est aussi
Pensemble des types partiels co-étrangers aux génériques de G' (qui sont les paires
de deux génériques indépendants de K). De plus, Z(G) = {1}, et ¢ induit un
automorphisme 7 : (a,b) — (c(a),o(b)) de G. D’apres le théoréme précédent T est
hyperdéfinissable, et o ’est aussi. (I

3. CORPS AVEC OPERATEURS
Dans cette section, on considérera un corps K avec une famille bien-ordonnée
§ ={fi:i < a} dendomorphismes additifs. On suppose que
(1) La famille § est K-libre : si ), A; f; = 0 pour des \; € K, alors A\; = 0 pour
tout 7 < a.
(2) la famille est K-Pfaffienne, i.e. pour tout ¢ < « il y a des aé)k € K pour
7,k <, presque tous 0, tel que
fi(zy) = Z a’ . fi (@) fr(y).
Jk<i

Remarque 3.1. Si on commence avec une famille K-Pfaffienne qui n’est pas K-
libre, on peut en extraire une sous-famille K-libre et K-Pfaffienne. En particulier,
en caractéristique positive on peut supposer que le Frobenius fait partie de §.

Lemme 3.2. Si Y arfi,(x1) - fio(xn) = Y5 bifio(x0) - - fi, (xn) pour des az, by €
K, alors a; = by pour tout1= (ig,...,%n)-

Démonstration. Par récurrence sur n. Sin = 0, cela est conséquence de la K-liberté
de §. On suppose donc I’énoncé vrai pour n — 1, et

> aifio(@0) -+ fin (wn) erfm 20) -+ fir, (Tn)-

1

0=>"( > (ar=b)fig(w0) + fir(@n-1))fi, (zn).

in 2055 tn—1

Alors
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Si a; # b; pour un 1, alors par hypothese de récurrence

gin(wo,...,:vn_l) = Z (ai_bl)fio(xo)"'finfl(xn—l)

60 5eeyln—1

n’est pas identiquement 0, et il y a @ € K et 4, avec g;, (o) # 0. Mais alors
>, 9in (@) fi, (¥n) = 0, ce qui contredit encore la K-indépendance de §. O

Corollaire 3.3. Les coefficients a;k sont uniquement déterminés.
Démonstration. Immédiat. (]
En particulier aé)k = a}'w pour tout j, k < 1.
Corollaire 3.4. Pour tout i < « la fonction
5= Yt fy(o
Jj<i
est un endomorphisme d’anneau de K. De plus, on peut supposer o; € §.

Démonstration. On a

filzy) =Y alyfi(@) =3 di fi@) i)+ > dlfi(z) fe(y)

Jik<i j<i <i, k<i
=0i(2) fi(y) + R(z,y),
ou R(xz,y) = ngi, k<i a;‘,kfj () fx(y). Done
filzz'y) = oi(2xa’) fi(y) + R(aa’,y)
JH D D @i fol@) (@) fe(y)

71<i, k<i £,m<j

= o;(z2’) fi(y

et
filwa'y) = oi(x) fi(z"y) + R(z,2'y)
= oi(z)oi(2') fi(y) + R(2', y) + R(z, z"y)
=oi(@)o(@) fily) + D alfi@) fry)

§<i, k<i
+ Y D aisabnfi@)fi@) fn(y).
j<i, k<i £,m<k
Par comparaison du coefficient de f;(y) on a donc d’apres le lemme que
oi(zx’) = o5(x)o (2)
et o; est un endomorphisme d’anneau de K.
Comme tout famille d’endomorphismes d’anneau de K est linéairement indépen-
dante, soit il y a j < i avec o; = [, soit il y a j < i maximal tel que aj; # 0
et f; n’est pas déja multiplicatif. Alors on peut remplacer f; par o;; la famille

§ d’endomorphismes additifs qui en résulte, et o1 'on a mis les endomorphismes
d’anneau au début de la suite, est encore K-libre et Pfaffienne. [l

Remarque 3.5. On a donc
filwy) = (@) fily) + D @l fi(@) fiy)-
k<i j<i

Nous apellons o; I’endomorphisme associé a f;.
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On note que I’endomorphisme associé a un endomorphisme ¢ d’anneau est o
lui-méme, et I’endomorphisme associé a une dérivation est 1'identité.

Corollaire 3.6. [T, Corollaire 1.5] La remarque[33 est satisfaite mutatis mutandis
pour les compositions des endomorphismes additifs dans §, qu’on ordonne d’abord
par la longueur de la composition, et ensuite par ordre lexicographique des indices
des fonctions de § utilisées; l’endomorphisme associé est la composition des endo-
morphismes associés des fonctions dans §.

Démonstration. Evident. On note que 'ordre est un bon ordre. ]

Le lemme suivant ne sera pas utilisé pour la démonstration du théoreme principal
de cette section.

Lemme 3.7. Tout sous-famille finie {f; : i € Ip} de § est contenue dans une
sous-famille finie Pfaffienne {f; : i € I'}, avec maxI = max Iy.

Démonstration. On pose I_1 = (), et pour n > 0 on construit inductivement une
chaine de familles Iy C Iy C Io C --- en posant

L1 =L, U{j<a:3i€l,\ L1 3kal, #0}.

Comme la suite max(l, \ I,,—1) décroit strictement, la suite des I, stationne éventu-
ellement, et I =, __, I, donne une famille Pfaffienne {f; : i € I'}. O

nw

Théoréme 3.8. Soit K un corps, et § une famille Pfaffienne d’endomorphismes
additifs de K. Pour A C K soit (A) la cléture de A par toutes les fonctions f € §.
On suppose que acl(A) = (A)*9 N K, ou acl est la cléture algébrique au sens de
la structure (K, +,-, f : f € ), et A9 est la cloture algébrique au sens corpique.
Alors tout endomorphisme d’anneau définissable o de K satisfait une identité de la
forme
Frol oo = o,

ou o; est une composition d’endomorphismes d’anneaur engendrés par combinaison
K-linéaire par §, et le Frobenius.

Démonstration. On peut supposer que § est K-libre, et qu’en caractéristique po-
sitive le Frobenius fait partie de §. Soit 9 un modele contenant les parametres
nécessaires pour définir o.

Soit a € K transcendant sur 91, et @ une base de transcendance de (a) sur 91,
de longueur n borné par |§| + Rg et avec a = ag. Soit @’ un cohéritier de a sur
M. Alors @’ est algébriquement indépendant sur 9a; et a + a’ (avec addition par
coordonnées) est algébriquement indépendant sur 9a et sur Ma’.

On pose K = K% la cléture algébrique de K, et S, = Stab(a, o(a)/M9) le
stabilisateur additif de (@,o(a@)) dans K"*! au sens de la structure de pur corps
algébriquement clos. Alors le triplet (a,o(a)), (@’,0(a’)) et (a+a’,0(a+ a’)) satis-
fait aux hypotheses du fait [7 sur 99 dans le pur corps algébriquement clos K.
Il en suit que S, est un sous-groupe connexe algébrique additif de K™*! dont la
projection sur les premieres n coordonnées est K™ et la projection sur la derniere co-
ordonnée est K, et que (a, o (a)) est un élément générique du translaté S+ (a, o(a));
ce translaté est définissable sur 9919,

Comme les seuls sous-groupes algébriques additifs de K™ sont donnés par des
polynomes additifs, il y a un polyndme de la forme

Po(z,2,) = Z /\i,jﬂifj

i<n, j<w



8 FRANK O. WAGNER

tel que P,(Z,xz,) = 0 est satisfaite sur S. De plus, comme
o(a) € acl(a) = (a)®9 = a9,
on peut choisir P, tel que P,(0,z,) est non-trivial. Donc

(t) Pa((fo,(x))i<n,0(x)) = —P(a,0(a))

est satisfaite pour tout x qui a le méme type que a sur 9t au sens de ’expansion, ou
a = (fo,(a) : i < n) pour des fonctions fp, qui sont des compositions de fonctions
dans §.

Or, (1) définit un translaté 9M-définissable d’un sous-groupe de K*. Pour tout
élément transcendant de K il y a un tel translaté qui le contient; tout élément
algébrique est un translaté du sous-groupe trivial par un élément de 9. Par com-
pacité un nombre fini de ces sous-groupes recouvrent KT ; d’aprés le lemme de
Neumann on n’a besoin que des translatés des sous-groupes d’indice fini. En par-
ticulier il y a un de ces translatés qui contient 0 et qui est donc un sous-groupe
additif lui-méme, donné par une équation P((fp,(x))i<n,c(x)) = 0.

La fonction = — P((fo,())i<n,o(x)) est un homomorphisme additif dont 'image
F est fini. En caractéristique zéro F' est trivial ; en caractéristique positive il y a un
polynéme nontrivial additif @ € K[X] qui s’annule sur F. Ainsi

QP((fo,(x))i<n,0(x)) =0
pour tout z € K. Puisque § contient le Frobenius en caractéristique positive, on
obtient une équation non-triviale de la forme

1) D Aifo(@) =Y wio()”
i<n J<w
satisfaite sur K entier. On choisit une telle équation tel que
9m = max{ﬁi : )\z 75 0}

est minimal. De plus, on peut supposer qu’il n’y ait qu’un seul y non-trivial, puisque
pour jo maximal avec i, 7# 0

S Afa(az) — o)™ S Nfo(0) = S g lo(@)” — a(a)” o)
<n i<n 7<Jo
nous permet de réduire le nombre de 1; non-triviaux, tout en conservant 6, d’apres
le corollaire 3.6l Alors, on peut prendre p = 1.
Pour tout a € K on a que (az, o(ax)) satisfait (f); en regardant le coefficient de
fo.,,,, i1 découle de la minimalité de 6,, et du corollaire que
)\0771 0-0771 (a) = U(a)pj °
Alors Ag,, = 1 par multiplicativité ; le théoreme en découle. (Il

Cette preuve s’inspire de la démonstration de Blossier, Hardouin et Martin Pi-
zarro [I, Théoreme 3.1]; la découper en deux parties (corollaire et théoreme
B8) nous a permis de mieux isoler les hypotheses pour chaque partie. En parti-
culier nous n’avons retenu pour notre théoreme qu’une partie de '’hypothese 4
de [I] (la caractérisation de la cloture algébrique) et faisons aucune hypotheése sur
la simplicité de I'expansion; par contre nous supposons des le début la propriété
Pfaffienne ([I, Proposition 1.4], qui découle de leur hypothese 1). Notons que nous
ne parlons pas des inverses des automorphismes dans § : on préserve le caractere
Pfaffien en les rajoutant, et dans les applications ils seront nécessaires pour obtenir
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la caractérisation de la cloture algébrique. Vu qu’un automorphisme F-linéaire dans
F est toujours associé, on récupere ainsi [1, Théoreme 3.1].
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