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AUTOMORPHISMES BORNES DANS LES STRUCTURES
SIMPLES

FRANK O. WAGNER

RiESUME. Un automorphisme borné d’un corps ou d’un groupe de centre ap-
proximatif trivial est définissable.

INTRODUCTION

Dans [5] Lascar appelle un automorphisme o d’une structure 9 borné s’il existe
un petit ensemble A de parametres tel que pour tout m € M on a o(m) € acl(4, m).
Il montre que pour un ensemble fortement minimal 9, le sous-groupe aut ;(9M)
des automorphismes forts (qui fixent acl®¥(()) est simple modulo le sous-groupe
distingué des automorphismes bornés, résultat généralisé ensuite [3] aux structures
avec dimension entiere compatibe avec une notion d’indépendance stationnaire.

Plus généralement, pour un corps K avec théorie simple, Blossier, Hardouin et
Martin Pizarro appellent un automorphisme o borné s’il y a un petit ensemble A
de parametres tel que pour tout m € M on a o(m) € Xcl(A,m), ol X est la classe
des types partiels co-étrangers aux génériques du corps [1], et la 3-cléture 3cl(A)
est ’ensemble de tous les éléménts b tel que tp(b/A) est X-analysable. Ils montrent
que pour un corps muni d’opérateurs, tout automorphisme borné est définissable
et obtenu par composition d’une puissance du Frobenius avec les automorphismes
parmi les opérateurs ou leurs inverses, dopnnant ainsi une démonstration uniforme
de résultats de Lascar [5], Ziegler et Konnerth [4].

Bien évidemment, la définition d’un automorphisme borné & un sens pour n’im-
porte quel permutation ¢ d’un ensemble X hyperdéfinissable dans une théorie
simple ; il n’est pas nécessaire que o soit induite par un automorphisme de la struc-
ture ambiante, ni qu’elle préserve toute la structure induite sur X. De méme, on a
libre choix de X, mais il convient de prendre ¥ petit par rapport a X : par exemple,
toute permutation de X est X-bornée.

Dans cet article, nous allons considérer les automorphismes groupe-théoriques
3-bornés d’un groupe G hyperdéfinissable dans une théorie simple, ou1 X est encore
la classe des types partiels (avec paramétres) co-étrangers aux génériques de G.
Nous montrons que si tout élément non-trivial a un centralisateur d’indice non-
borné (autrement dit, si le centre approximatif du groupe est trivial), alors tout
automorphisme Y-borné est définissable. Comme tout automorphisme définissable
d’un corps muni d’opérateurs est une composition d’une puissance du Frobenius
avec les automorphismes parmui les opérateurs, on récupere ainsi le théoreme de
Blossier, Hardouin et Martin Pizarro.
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1. PRELIMINAIRES

Dans cette section, nous allons rappeler quelques notions et résultats moins
connus pour les groupes et théories simples. Pour plus de détail, on se référera
a [7]. Comme d’habitude, on travaillera dans un modele monstre d’une théorie
simple, et on se fixe ¥, une famille @-invariante de types partiels avec parametres.

Définition 1.1. La X-cloture Xcl(A) de A est la collection de tous les hyperima-
ginaires a tel que tp(a/A) est -analysable.

On a toujours bdd(A) C Xcl(A) avec égalité si X est vide. En général on choisira
un ensemble Y de types partiels qui sont petits par rapport a I’ensemble X sous
considération (notamment X ¢ 3cl(()).

Fait 1.2. [7, Lemma 3.5.3] Sont équivalents :

(1) tp(a/A) est étranger a X.

(2) a L ,Xcl(A).

(8) a L ,dcl(ad) N Ecl(A).

(4) dcl(aA) N Xcl(A) C bdd(A).

Sauf en cas d’égalité avec la cloture bornée, la X-cléture a la taille du modele
monstre. L’équivalence (2) < (3) permet de n’en utiliser qu’une petite partie.
Fait 1.3. [7, Lemma 3.5.5] Si A |, C, alors Xcl(A) \LECI(B) Scl(C). Plus précisé-
ment, pour tout Ag C Xcl(A) on a Ag J/BO Ycl(C), ot By = dcl(AoB) N Xcl(B).

Dans [8, 6] on trouvera d’autres propriétés de la X-cléture, ainsi qu'un découpage
en différents niveaux.
Soit maintenant G' un groupe hyperdefinissable sur .

Définition 1.4. (1) Deux sous-groupe hyperdéfinissables H et K sont commen-
surables si leur intersection est d’indice borné dans chacun.

(2) Un sous-groupe hyperdéfinissable H est localement conneze s'il est égal a
tout conjugué groupe-théorique ou conjugué par automorphisme qui lui est
commensurable.

Fait 1.5. [7, Corollary 4.5.16]

(1) Un sous-groupe hyperdéfinissable localement connexe de G a un paramétre
canonique.

(2) Tout sous-groupe hyperdéfinissable H de G a une composante localement
conexe H'°, qui est le plus petit sous-groupe hyperdéfinissable localement
conneze commensurable avec H. Son paramétre canonique est définissable
sur les paramétres utilisés pour hyperdéfinir H.

On rappelle également la notion du centre approximatif.

Définition 1.6. Le centre approximatif d’un groupe hyperdéfinissable G, noté
Z(@), est le sous-groupe distingué des éléments dont le centralisateur est d’indice
borné dans G.

Le centre approximatif de G es hyperdéfinissable sur les mémes parametres [7,
Proposition 4.4.10]. Enfin, on a besoin du lemme de Ziegler ([9, Theorem 1] pour
le cas stable abélien, et [2, Lemme 1.2 et remarque 1.3] pour le cas général).
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Fait 1.7. Soient g et ¢’ dans G tels que g, ¢’ et gg’' sont deuz-a-deuzr indépendants.
Alors les stabilisateurs a gauche de g et de gg' sont égauzx, et commensurables avec
gStab(g’)g™? ; ils sont O-connezes, et g est générique dans le translaté Stab(g)g,
qui est définissable sur bdd(() ; de méme pour ¢’ et gg'.

2. AUTOMORPHISMES BORNES

Dans cette section, on considere encore un groupe G hyperdéfinissable sur ().
On pose ¥ la classe de tous les types partiels co-étrangers aux types génériques
de G. (Comme les types génériques ont des extensions non-déviantes qui sont des
translatés les uns des autres, co-étranger & un équivaut co-étranger a tous.) En
particulier, si G a un type générique réglier, 3. consiste de tous les types partiels
non-génériques.

Théoreme 2.1. Si Z(G) est trivial, alors tout automorphisme X-borné o de G est
hyperdéfinissable.

Démonstration. Soit A un ensemble tel que o(g) € Xcl(A, g) pour tout g dans G.
Considérons d’abord g € G générique sur A, et ¢’ € G générique sur A, g, 0" 1(g).
Soit A’ = ¥cl(A)Nbdd(4, ¢',0(g)). D’apres le fait 1.3 ona ¢’,a(g') L ,, 07" (9), 9.
Comme les génériques de G sont étrangers & 3, les éléménts g et g’ restent génériques
sur A’. Ainsi go = g'071(g) et o(go) = o(g')g sont tous les deux génériques sur A’,
et donc sur A.

Soit maintenant go générique dans G sur A, go, et g1 = g, Lgo. Alors go, g1 et
g2 = gog1 sont deux-a-deux indépendants sur A. D’apres le fait 1.3 leurs X-clotures
Scl(A4, go), Bcl(A, g1) et Xcl(A4, g2) sont deux-a-deux indépendants sur Xcl(A). En
particulier, (go,0(g0)), (g91,0(g1)) et (g2,0(g2)) sont deux-a-deux indépendants sur
Ycl(A), et donc sur

B = Xcl(A) Nnbdd(A, go,(g0), 91,0(91), 92, 7(g2))-

De plus, comme les types génériques de G sont étrangers & 3, les éléments go, o(go),
g1 et go restent chacun génériques sur B.

Pour ¢ < 2 soit S; = Stab(gi,0(g;)/B) le stabilisateur (& gauche) dans G x
G. Alors S; est connexe sur B d’apres le fait 1.7, le translaté S - (g, 0(g;)) est
hyperdéfinissable sur B, et le couple (g;,0(g:)) y est génerique. De plus, Sy = Ss;
soit S = Séoc sa composante localement connexe. Puisque

i U(gi) J,/ Ba
bdd(A,gi,0(g:))NEcl(A)
S; est commensurable avec Stab(g;, o(g;)/bdd(A4, gi,o(g:)) N Xcl(A)) pour i = 0,2,
dont la composante localement connexe est aussi S. Il en découle que S ainsi que
le translaté S - (g;,0(g;)) est hyperdéfinissable sur bdd(A4, g;,c(g;)) N Xcl(A) pour

1 =0, 2. Or, g5 était un générique quelconque sur A, gg. Ainsi S est hyperdéfinissable
sur Xcl(A) Nbdd(A, a,o(a)) quel que soit le générique a, et donc sur

A=3c(A)n () bdd(4,g,0(g)).
g générique

Notons que puisque gg et o(go) sont génériques sur B, la projection de S, et donc
aussi de S, sur la premiere et sur la deuxieme coordonnée sont generiques dans G,
et donc des sous-groupes d’indice borné.
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Comme o(go) € Xcl(A, go) et tous les types génériques de S sont des translatés
de tp(go,0(go)/B) sur des parameétres indépendants, on a g’ € Xcl(B, g) pour tout
générique (g,¢’) de S sur B. Si

h € coker(S) ={g € G: (1,9) € S},

et (g,9") € S est générique sur B, h, alors (g,¢’h) est toujours générique sur B, h,
et h € ¥cl(B, g). Puisque h | g on obtient h € Xcl(B) = Xcl(A) et coker(S) C
Scl(A).

Soit maintenant A € G quelconque, et g € G générique sur A, A, o(\). On pose
g =g et B=3Ycl(A)Nbdd(A,g,g¢' 0(g9),0(g")). Alors g et g’ sont génériques
sur B, et

(9,(9)) € (S- (¢, a(g)M N N (S (g,0(9)).

Comme les deux translatés S - (g,0(g)) et S+ (¢’,0(g")) sont hyperdéfinissables sur
B

)

g,0(g9) L Ao(N)
B

et (g,0(g)) est générique dans S - (g,0(g)) sur B, les deux groupes S et S(7(N)
sont commensurables, et donc égaux par connexité locale. Si h € coker(S), alors
heX) € coker(S) € Bcl(A). Or, o est un automorphisme, donc surjectif, et h¢ C
Ycl(A). Alors pour X € G générique sur A, h on a N J/A,h hN | puisque tp(N /A, h)

est étranger & . Alors Cg(h) est d’indice borné dans G et h € Z(G) = {1}. Ainsi
coker(9) est trivial.
Pour (A, N) € S et (g,9') € S avec ¢’ € G générique sur A\, o(\), X on a alors

(g/\’g/A ) — (g/\’g/a(k))

et c(M)N ™ € Cg(g'). Puisque ¢’ est générique sur o(\), N ona c(A)N ™! € Z(G) =
{1} et X = o (), pour tout A € pry(S). Ainsi S définit o sur un sous-groupe d’indice
borné de G.

Pour chaque ensemble définissable X tel que X/(FE x E) contient S (ou F est
la relation d’équivalence type-définissable dont les éléménts de G sont des classes),
il y a un uplet fini gx0,...,9xky tel que G = U<y, 9x,i - (pr1(X)/E). Alors le
graphe de o est hyperdéfini par

ﬂ U (9x,i:0(9x,1) - (X/(E x E)).

X/(ExE)DS i<kx

O

Corollaire 2.2. Soit o un automorphisme ¥-borné d’un corps K hyperdéfinissable
dans une théorie simple, ou X est la classe des types partiels co-étrangers auz types
génériques de K. Alors o est hyperdéfinissable.

Démonstration. Soit G = K+ x K*. Alors G est hyperdéfinissable, et ¥ est aussi
Pensemble des types partiels co-étrangers aux génériques de G (qui sont les paires
de deux génériques indépendants de K). De plus, Z(G) = {1}, et ¢ induit un
automorphisme 7 : (a,b) — (c(a),o(b)) de G. D’apres le théoréme précédent T est
hyperdéfinissable, et o 1’est aussi. (I
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