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MODELISATION GEOMETRIQUE ET QUANTIQUE EN
PHYSIQUE

JONOT JEAN LOUIS

ABSTRACT. Lorsque 'on s’intéresse a I’équation relativiste de Dirac

3
) . B
Zﬁg = | mc” — Zﬁcji la’j@ w

et a ’équation relativiste d’Einstein

1
Rpu/ - Egpu/ = Ag,w + KTHI/7

on se pose la question de savoir si on peut déterminer une relation qui lie
ces deux équations. Sur les fibrés vectoriels on remarque que les solutions
de ’équation de Dirac sont des sections du fibré tangent et les solutions de
I’équation d’Einstein sont des sections des (2,0)-tenseurs. On est amené &
construire les opérateurs de Dirac-Einstein de rang n & partir d’une connexion
et d’une section de Dirac du fibré tangent T'Q2 et d’étendre cette connexion et
cette section au fibré des (2,0)-tenseurs. Ensuite, on est amené & quantifier
ces opérateurs par un procédé de quantification des fibrés des états.

1. LES OPERATEURS DE DIRAC-EINSTEIN DE RANG n

Sauf mention contraire, ( = (F,m, ), F') est un fibré vectoriel réel ou complexe
de dimension finie, de fibre F', dont la base est une C*°-variété €2, de dimension 4,
appelée "univers”. On note

A"Q = AMT*Q,
le fibré des n-formes différentielles sur Q et 1'espace des (p, ¢)-tenseurs, p fois co-
variant et g fois contravariant, est noté

PO = (QPT*Q) @ (RITQ) .
On munit ¢ d’une connexion,
V:T'(E)->T(A'Q®E).

Definition 1. Une section v du fibré L (AlQ ®F, E) est une section de Dirac du
fibré des états E.

L’endomorphisme v ® V de I' (E) est défini par
Y®V (s) =7 (Vs), s €T (E),
c’est-a-dire,
TRV (s) (W) =7 (W) (Vs(w)),we
Les sections d’endomorphismes de Dirac sont définies par,

Key words and phrases. Espace de Sobolev, Section de Dirac, Connexion, Fibré hermitien,
Espace de Fock, Espace de Bose-Fock, Espace de Fermi-Fock, Distribution.
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2 JONOT JEAN LOUIS

Y (s) =y (d®s),de A'Qet s T (E),
le commutateur d’une famille finie d’endomorphismes de Dirac {vd“} est
1 2 n (1) (2) T(n—1) (n)
CRR Gy ED SR CELA PSP R L Sl
T€Perm{1,2,:-- ,n}
et 'anticommutateur ou crochet de Poisson est défini par,
1 2 n (1) (2) T(n—1) (n)
{wﬁ A } = S AT oy ooy oy
T€Perm{1,2,:-- ,n}

Le commutateur définit une section de L (A"Q ® E, E). Les extensions de rang
n d’une section ~y sont les sections v, € I' (L (A" () ® E, E))

(@ AN Nd) @ 5) = [y 4" 7] (5), s €T (B)

et on prolonge 7, par C* (£, R)-linéarité sur A™ () ® E. Toute connexion sur V
a une extension dy : I' (A" () ® E) = T (A" (Q) ® E) avec,

dy =V,\°(Q®@FE=F
et
d¥ (@ s) =dp @ s+ (—1)"1h A Vs,1h € A" (Q) .

Definition 2. Une équation de Dirac-Finstein au rang n ou équation d’état de
rang n est définie par

M ® Vi1 (5) = Tn (vnfls) =As, Vyo1 = dZ_l 0---0 dova
ou A est une C'°-application définie sur une carte de €.

1.1. Etude locale des équations d’état de rang 1. Soit U une carte de 'univers
Q sur laquelle les fibrés tangent &g et ¢ sont trivialisables. Soit

0
{GMZ@,O<M<3}

les champs de vecteurs sur U linéairement indépendants associés et
{d" =dx",0 <v <3},
la base duale. Sur E (U) il existe un ”local frame”, noté {e,,0 < o < n — 1},
n =dimFE.
On pose s = s%e, alors
Vs =V (s%4) = ds® Q eq + s*Veg,
=ds“ ®eq + sal"gjdj ® eg.
La connexion s’écrit
Veo =T2,d" @ ep,

avec des C* fonctions I'?, définies sur U & valeurs complexes ou réelles, I'2 , sont
les symboles de Christoffel associés a la connexion V et ds® = 0,s%d",

Vs =0,5%d" Q@ ey + so‘l"gl,d” ®eg
- (&,sﬁ + s”‘l"fiy) d’ @ eg.



QUANTIQUE 3
La section de Dirac v de E a pour représentation

v (d" ®ep) = 75 €q,

v

et siy” = (d”) avec (v")5 = 75,

18V (5) =7 (0,5 + $°T%,) & D)
YOV (s) = (0ys” +5°T75,) v (d @ ep)
YRV (s) =57 (8,,5'6 + SO‘F’SV) €o.
L’équation de Dirac-Einstein de rang 1, s’écrit localement,
75‘7 (aus'ﬁ + so‘l"fw) =Xs7,0<0o<n—1.

Les matrices de Dirac v*, 0 < p < 3, sont des matrices carrées d’ordre n dont
les coefficients sont des applications C'*° sur U, a valeurs réelles ou complexes. On
pose

(Dys)ﬁ =0,s" + s”‘Fgu,
D, est la section locale de End (E) définie par,
D, =L, +I',,
ou I', est la section locale de End (E) dont la matrice, dans le ”local frame”, est
(M)e=T3,
et L, est ’endomorphisme de Lie le long du champ 9, = % défini par,
L, s =(0,8%) eq.
L’équation s’écrit
V5 (D,,s)ﬁ = \s7,
et
¥'D, (s) = As.
L’opérateur de I’équation d’état de rang 1 est,
Hi=y®V =+"D,.
Theorem 1. L’opérateur Hy de l’équation d’état du premier ordre est
Hy=+"D,,
Y sont les quatre matrices de Dirac dans le "local frame” {eq,0 < a < n —1}
D, =L, +I',,

L, est Uopérateur de Lie et I'), est l'opérateur de Christoffel.
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1.2. Extension d’une paire (V,7) de £q au fibré 7%°Q. A partir d'une connex-
ion V sur les champs, on peut étendre ’endomorphisme V x aux tenseurs de fagon
unique avec deux conditions sur ’extension v X, v x commute avec les contractions
et
Vx(S®@T)=Vx(S)®@T+S® Vx (T).
La connexion sur les (2,0)-tenseurs est définie a partir de la connexion initiale
V sur les champs en posant,

V(d'®d*) =V (d') @ d*+d' © V* (d?),
on définit la connexion duale V% par
Lx(d®Y)=d@VxY +Vxd®Y,d®Y (w) =d(w) (Y (w)),
de fagon plus générale pour un fibré ¢ et son dual, on pose
Lx (s5"®s)=s"®@Vxs+Vis'®s, s"®s(w) =s"(w)(s(w))
Lx est la dérivée de Lie le long du champ X. En particulier,
Lo, (7 ®0,) =d° @V, 0, +Vj,d” @0,
0=d’ (F[EH&) + V5,47 (Ou) ,

Vi, d7 (9,) = ~T'G, et Vi, d7 = ~T'5.d",
Vo, (d° ®d") =V (d° ®d") (95) = (0sd” © d @ d°) (9p)
Vo, (d° ®d7) =T97:d" (9p) " @ d° = T sd" @ &,
et
Vo, (d° @ d") = Vj,d” @ d” +d° @ Vj,d"
=-I5,d"®d —T,d ®d
=— (g +Ip,)d @d,
on a

G =— (T +Tgy) (1.1)

Il y a une fagon naturelle de décrire les endomorphismes de Dirac sur les (2, 0)-

tenseurs, si v est une section de Dirac du fibré des champs, v* la section du fibré
dual est définie par

() () =¢or’ Cet de AR,
(Cor) @) =¢W)or’ (W), wen.
Ensuite, pour obtenir la section de Dirac sur les (2, 0)-tenseurs, on pose
7O =0M" e 0) ©, (1.2)
pour chaque w, on prend le produit tensoriel des deux 1-formes (C oqd) (w) et
(097) (w), on a

(A @ dT) =~pd" @ d” = (y¥)" (d") @ (v*)" (d7),

(7#)" (d") (9) = d” 07" (9)
=d" (v5705) ="
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(Y*)" (d”) = v dP,

5# (dv ® d'r) —_ ,ngvgrdp ® da7
il suit

%

Voo =R

Theorem 2. Si une pseudo-métrique riemannienne g suit une équation d’état de
Dirac-Finstein de rang 1, alors dans toute carte U, g = g;;d' @ d’ vérifie I’équation

Voo (Bugur + 9apTiinr) = Mpo (1.3)
avec
rgf; =— (I, + rﬁT) et YT = AHV LT (1.4)

1.3. Etude locale des équations d’état de rang 2. Sur le fibré (, avec les
notations précédentes, on définit 'opérateur Hs comme suit. Pour n = 2,

1 2 1 2 2 1
2 (@ A d) @s) = |77 "] (5) =797 (5) = 779" (s)
et
Vi=dY ody =RY
représente la courbure de la connexion V. Sur un ouvert de trivialisation U de £q
et ¢, on a pour s = s%,,

RY (s) =dy (Vs) = dy ((8," +s°T8,) d” @ ep)
=d((0,s° +5°TE,) d") @ eg — ((9,s” + s°T%,) d”) A Vegs
= (d (0,s" +s°TE,) Nd”) @ep — ((0vs” + s°TS,) d¥ ATj,d°) ®er
= (@057 +5°TL,) Ad*) @ e; — (005" +5°TE,) d AT),d") @ ¢
= (0 (905’ +5°T%,) = (9us” + 5°T2,) T, ) (@ N ) @ e
- (aﬂaysi + (aurgw - rgﬂrgy) s”‘) (@ Ad¥) @ e;.

La section de Dirac v de E (¢) a pour représentation locale

7(d" ®ep) =v57€o,
et siy” =~%, on pose (y")5 = 4%, alors

12® RY () = (9,0,5 + (9T, = T0,T%, ) s°) 7" (e5)

7] (ej) =" (’7]1‘/660) - ('Yjﬁ'wea)
= (7§ ok — A7) ex

et
72 @ RY (s%€q) = (2771 — 417 42k) (aﬂaysﬂ' n (aurgw - rgurgy) s”‘) .
Si on pose A? I'opérateur
A5 = (7" =77775") Oud,
et

TE = (Voyk* — 47 y2F) (aufiw — Fﬁﬁ%u)
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alors
Yo @ RY (5%q4) = (Afsj +YEs) ey,
= (AFsT +TEsT) e
= (Af + Tf) s"eg.
Pour un champ chronologique T = t”0,, les équations d’évolution s’écrivent
localement
(AE+ %) s7 = x (t°0,8" +t7s°Th,) . (1.5)
ol
Vrs%eq =1"Vy, (s%€q)
=tP (8psaea + safgpeg)
= (tpapsk + tpsafllja) ek,

L’équation 1.5 est 1’équation locale sur une carte de trivialisation de £q et (,
cette équation est I’équation d’évolution de Dirac-Einstein de rang 2 développée
dans le ”local frame” associé a la carte avec la condition

Yo @ RY = xVr avec y =iX ou x = A et A € C* (U,R),
respectivement, complexe ou réelle.

Theorem 3. L’opérateur Hy = vo @ RY a pour représentation locale

Hs (s%a) = (AF +71F) s7ey, (1.6)
avec
A5 = (575" = 2577") ud. (L.7)
et
Th = (79 = 49k) (94T, ~ TETE, ) - (18)

Remark 1. Sila connezion est plate, l’équation d’évolution se rameéne a l’'équation
triviale,ce systeme d’équations est

tP0,s" =0, VT.
1.4. Représentation matricielle de Hy = 72®RV. Avec les notations précédentes,

dans le "local frame” {0, : 1 =0,1,2,3} et son dual {d"}, on peut définir les coef-
ficients y47 par les relations

Y (ew) =7 (d" ®e,) =7)7er,
et on définit la courbure de la connexion V sur le fibré tangent par
RY (0y,0,) (es) = Vo, Va,e0 — Vo, Va,ec = Ry, e,
o _ o o o A o A
Ry, =010, — 0.0, + T\, — T2,
_ o o A o o A
= 0,17, =T\, — (G,J‘W — I‘UAFM)
—A°  _A°

VLK Ky

o _ o o A
AIIMK - al/l—‘ufi - Fnkruu



QUANTIQUE 7

est le tenseur de Christoffel. Sur une carte de trivialisation U de &g et ¢, pour
lopérateur de Dirac de rang 2, si on pose s = s%4, on a

RY (s) = (Qwsj n (aﬂrgy - r{iyrgu) s”‘) (@ Ad") ®e;,

en utilisant le tenseur de Christoffel
RY () = (Opws’ + Ay, s%) (d" ANd”) @ ey,

L
et
12 @ RY (3) = (80,57 + (9uTh, — T2, ) s™) (1,771 (e),
Y1 (e) =" (7] 7es) =77 (V4 eq)
= (VolR — AHTE) ey,
et

72 @ RY (s%4) = (’y]‘f"'yf;k - ’yfgfygk) (90,0087 + Aiwwso‘) e
= ('y]‘f”'yf;k — 'yfafyf,’k) (@ﬁl,sj + Aiwwso‘) er.

Ha (ea) = (V/7A4E =728 Mg,
en permutant les indices p et v

Ha (ea) = (WOAYE = 077E%) M aper = — (F7E" = A5 790%) Al uen,

en utilisant le tenseur de courbure

RJ — A A

auy pov Vol

Hy (ea) = = (V" — 57755 Y, ex

N — N~

v k ]
(V72" Ryt
alors

v k vk j
(VIAbE = A7) R,

kv j vk j
(’7(‘7‘ ,YJ URa,u,y - 70’ IYHUR-&,U,U)

1
2
1
2

1
— 5 (*RE, +14"RE,)

kpo
’Y(ITL Ra,u.a

ou

,ijTR = Rg,u et ’kaLaRgqu = _’YJHGRQV;L = _Rgu‘

La matrice de opérateur Hy dans la base {e,} est

auy

1 . )
k _ v k _ kpo o _ Vo
(H2>a - 5 ([7 57#])]‘ sz)zuzl - 75 Raua Rau - FYj R(jxpll'

(1.9)

Si on pose
RZV#@ = (MVK>U

wo

(Mvn)z =0, (Fn)z — 0O (FV>Z + ([FU,F;«VDZ
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on peut écrire

My =0, — 0T, + [Ty, Tk, (1.10)
Popérateur de dérivation 9, est la dérivée le long du champ 9, de tous les coefficients
de la matrice de Christoffel

L= ((C7) = ()

La matrice de l'opérateur Hy dans le ”local frame” {9,} s’écrit en utilisant
I’équation 1.9

k ko j v k
(HQ)a = (’yu)g (’y )] (Muy)'; = (’Yu’Y MN”)@’
H2 = ’7‘“7”/\/1”1,.
On peut écrire en utilisant 1.10,

Hy = ~4Hy” (&,F# - aﬁtrv + [Ty, Fu])

=70, Ly — " 0Ly + T — Ay T

=Y"YO, T, — A0,y + Yy T L — " AT T,

et
Hy = [y",9"] (avru + FVF#) .

Remark 2. Le calcul précédent utilise le calcul tensoriel pour des tenseurs a valeurs
dans les matrices.

La matrice de 'opérateur Hy dans le ”local frame” {9,} s’écrit en utilisant
I’équation 1.9

(Ha)& = ()5 (1) (M), = (79" My )
Hy = 4" M.
On peut écrire en utilisant 77,
Hy =~y (auru - auru + [Fua Fu])
=40, — "0y + Ay T Ly — AT L
=" 0,0y — "y 0Ly + VT Ty — AT,
et
Hy = [y, 971 (0, + Tl
Remark 3. Le calcul précédent utilise le calcul tensoriel pour des tenseurs a valeurs

dans les matrices.

A partir d’une connexion initale V et une section initale de Dirac sur T2, on
peut déterminer 'opérateur Hy par

(A Do = (Ve (V)05 = (P )en (F)%5
= ()0 () ()L ()G = (M) () (e ()
= ("), (Y7, = (), (),
et [ O OV gy
= t( ("), (), ) = (A
et

(Ha)p, = (A" (0,1 +TWT0))g,

oT
pn
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On veut déterminer la section de Dirac initiale 7y et la connexion initiale V, pour
laquelle 'opérateur Ho vérifie

(HQ)Z; Yor = (Ha),, = Ry — KTy, (1.11)

ot R,, est le tenseur de Ricci associé & la connexion initiale V, T}, est le tenseur
énergie-impulsion, K est une constante et v, est le (2,0)-tenseur symétrique dont
la représentation matricielle dans le "local frame” {d" ® d*} est

-1
1 174
(g Trace ({7, }))
en faisant ’hypothese sur v que

1
(§ Troce (6.
est une matrice inversible. Sous cette hypothese, 'opérateur Hy est dit relativiste.

Remark 4. L’équation 1.11, n’a de sens que sur le fibré tangent T<).

Si I’équation 1.11 est vérifiée, les métriques d’Einstein sont les métriques qui
vérifient I’équation d’état de rang 2 pour la fonction propre

1
A==-R+A,
3 +
ou A est la constante cosmologique et R est la courbure scalaire de la connexion V.

Definition 3. L’opérateur de rang 2 vérifiant ’équation 1.11 est un opérateur de
Ricci. Une métrique d’Finstein est une métrique g pour laquelle

1
Hyg = (§R + A) 9
ot R est la courbure scalaire de la connexion V et A est la constante cosmologique.

Remark 5. On peut définir des opérateurs de Ricci a tous les rangs n.

1.5. Paire relativiste. On se fixe sur le fibré tangent 7°(2, une connexion V et une
section de Dirac . Le tenseur de Poisson est défini par

1
7 = Trace(v"7"),

ou 7" et v¥ sont les matrices de Dirac associée a v dans le ”local frame” induit
par une carte U. On a dit que le tenseur v*” est un tenseur symétrique, s’il est
inversible, on note 7,,,, la matrice inverse. Le (2, 0)-tenseur 7,,, définit une métrique
locale sur la carte U. La connexion V de T'Q) a pour courbure

RY (8,,0,) (e5) = V,Va,0, — V5,Vo,0, = R}, 0,
tenseur de Ricci
Ry = R,
et pour courbure scalaire

R=R), R) = R,,,
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Definition 4. La paire {V,~} est relativiste si elle vérifie I’équation relativiste
d’Finstein

1
R/'“/ - KTHV == (§R+ A) ’y“’/;

ot T}, est le tenseur énergie-impulsion, K est une constante. La connexion et la
section sont dites relativistes.

Les coefficients de Christoffel et le tenseur de courbure sont entierement définis
par la section de Dirac sous I’hypothese

{V,~} est une paire relativiste.

En général, les sections de Dirac considérées sont métriques, c’est-a-dire, que le
tenseur de Poisson associé qui est indépendant du ”local frame” est inversible et son
inverse définit une métrique locale sur €2. Dans le cas des dimensions infinies, on
verra que I’on doit imposer aux endomorphisme de Dirac d’étre des endomorphismes
bornés et a trace pour définir le tenseur de Poisson.

2. LA (V,7)-QUANTIFICATION

La 7(V,~v)-quantification” est un procédé de quantification simple des fibrés
vectoriels réels ou complexes pour un fibré d’état défini par une particule. On
veut réprésenter les états d’un systeme physique comme les sections d’un fibré
hermitien. On est ainsi amené a adapter les postulats de la physique quantique a la
théorie des fibrés vectoriels. Le principe de quantification se fait en définissant sur
chaque fibre une observable qui varie de fagon C°°. En dimension finie, on construit
un opérateur, équivalent a l'opérateur hamiltonien, & partir d’'une connexion V
sur le fibré et d’une section de Dirac 7. L’équation des états dite équation de
Dirac-Einstein est décrite par une équation des sections propres du fibré considéré.
L’équation d’évolution du systeme se fait le long d’un champ chronologique, c’est
une généralisation de I’équation d’évolution de Schrodinger aux fibrés. L’espace
de base du fibré est, en général, une carte de 'univers {2 ou I'univers lui-méme.
L’espace total est une variété qui peut étre de dimension infinie si la fibre est de
dimension infinie. On peut encore définir la notion d’application C*° étendue aux
variétés banachiques ou hilbertiennes. On rappelle quelques faits élémentaires.

2.1. Les outils mathématiques. L’hypotheése que I'on fait est la suivante, sur
une carte de 'univers €2, les systémes physiques sont décrits par des fibrés. Ces
fibrés sont des fibrés vectoriels réels ou complexes, ou des fibrés dont la fibre est un
groupe de Lie. Les fibrés des états de I'univers définis sur €2 sont notés

(=(E,mQH) ou¢=(E,mQ)

s'il n’y a pas de confusion sur la fibre H, on parlera du fibré d’état E. En général,
‘H est un espace de Hilbert séparable. L’ensemble des sections du fibré E est noté
' (E). Les exemples les plus utilisés en physique sont le fibré trivial @ x C dont les
sections sont les applications C'*° de 2 a valeurs dans C, le fibré tangent T2 et son
complexifié Tc2 = TQ ® C qui ont pour sections, respectivement, les champs réels
et complexes et le fibré des (2,0)-tenseurs A%().

Pour nous, une observable en w est un opérateur ® (w) : E, — E, ayant une
base de vecteurs propres pour chaque w et telle que 'application w — @ (w) est C°
dans le sens suivant, pour toute section s € I' (E), lapplication

w—= @ (w)(s(w))
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est C°°. On remarque que cette définition a un sens si la fibre H du fibré est
de dimension finie, on peut étendre cette notion a un fibré de dimension infinie,
hilbertien ou banachique, dans le cas hilbertien ® (w) est un opérateur self-adjoint
pour tout w € 2. L’observable ® est donc une section du fibré, dont la fibre
est formée par les éléments de End (#) qui sont diagonalisables. Les fonctions
A:U C Q — R ou C pour lesquelles il existe une section s, non nulle sur U,
vérifiant
D (w)(s(w))=Aw)s(w), VwelU

sont les fonctions propres de @ sur U et la section s est une section propre de ¢ sur
U. Si la fibre est hilbertienne, Le théoreme de Von Neumann permet d’associer a
® (w), une mesure spectrale

P<I>(w) : B (R) —P (Ew) s
a chaque borélien B de R on associe un projecteur Pg (. (B) de I'espace d’Hilbert

complexe E,. Pour chaque couple (s,t) € T (E)2 et chaque w € ), on définit la
mesure complexe V(y(.),¢(w)) Sur les boréliens de R

Vs i) (B) = (Paw) (B) (s (W)) | t (W), -

On en déduit, pour chaque w € Q et chaque s € ' (E), 'existence d’une mesure
sur les boréliens de R définie par

vyt (B) = (P (B) (s @) | s @), -

En particulier, pour s € T' (E), on définit une section v, sur le fibré B (2) dont la
fibre est formée des mesures boréliennes sur R. Si la section s est normalisée pour
tout w, c’est-a-dire, ||s (w)||,, = 1, Vs(.) est une probabilité sur les boréliens de R,
notée Ps ¢ avec Ps o (W) = Vy(w)-

En utilisant la décomposition de Paul Levy, vy s’écrit comme une somme de
mesures

vs = v g+
ol V¢ est une mesure absolument continue par rapport a la mesure de Lebesgue, v?
est une somme de mesures de Dirac et v¢ est une mesure singulierement continue,
la fonction de répartition est une fonction continue et la mesure n’est chargée que
sur un ensemble de mesure de Lebesgue nulle. Si

ve =P

on dit que s a un spectre discret et si

ac

Ve = V4",

on dit que s a un spectre continu.

2.2. L’équation des états. Sur une carte U ou le fibré tangent et le fibré d’état
sont trivialisables, on pose {9, =0,1,2,3} le local frame associé a la carte U
et {e,,v=0,1,2,---,m — 1} une base de sections du fibré des états resteint & U.
On pose {d",u=0,1,2,3} le local frame dual et v* = 4% les endomorphismes
de Dirac associés. Ces endomorphismes sont représentés par des matrices carrées
d’ordre m dans la base {e,,v =0,1,2,--- ,m — 1} dont les coefficients sont dans
C>® (U), si la dimension de la fibre est finie. Le tenseur de Poisson est défini par

1
™=3 Trace ({v",7"}),
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il est indépendant du choix de la base {s,,v = 0,1,2,--- ,;m — 1} en dimension finie,
cette notion s’étend en dimension infinie pour des opérateurs a trace. L’univers
Q est muni d’'une métrique de Lorentz g, dont la matrice dans le local frame
{04, 1 =0,1,2,3} est (gu.) et (¢"") est sa matrice inverse, on fait I’hypothese

(") = (¢"). (2.1)

Si on n’impose pas 'existence d’une métrique de Lorentz g sur 'univers (2, on fait
I'hypothese que localement (y**) est inversible et (y,,) = (v#)~! est la matrice
d’une métrique de Lorentz g, sur 'ouvert U, afin de pouvoir définir une équation
d’évolution le long d’un champ chronologique T'. L’équation d’état est donnée par

H(s)=Xs, H=vy®V (2.2)

ou A est une fonction propre C*° définie sur la carte U de 2. Les équations d’état
des champs et des métriques dans {9;} définies sur une carte U sont

V57 (0,XP + X°TS,) = —iAX7, (2.3)
pour les champs complexes X = X9, et pour les métriques
Vo (augw + gaﬁFzET) = AJpo> (2.4)
avec
Tl = — (Ch, +T0) et vha™ =Ah"yhT (2.5)

2.3. L’équation d’évolution d’un systéme quantique. On se place sur une
carte U de l'univers () sur laquelle le tenseur de Poisson v*¥ définit une métrique g.
On suppose que cette métrique est Lorentzienne, c’est-a-dire, qu’il existe au moins
un champ 7' : Q — TQ de genre temps

Vw e U, g (w) (T (w),T (w)) <0.

Pour I'espace-temps de Minkowski (R4, 77), ds? = dz? + dy®+dz? — dt?, le champ
T= % donne l'orientation du temps. Soit T, = RT (w), le sous-espace vectoriel de
dimension 1, engendré par le vecteur T (w) € T,,U. Ce sous-espace est non isotrope
pour la forme bilinéaire g (w) sur T, U et scinde T,,U en une somme orthogonale
unique

T.U=1T, & E,,
ot B, = T+. Les restrictions g (w) |g, et —g (w) |7, sont définies positives. Tout
champ X : Q — T (Q) se décompose en X = Xg —tT, ot t: Q — R est une C°-
application, X est un champ espace, c’est-a-dire, Xg (w) € E,, pour tout w € Q.
En particulier,

| Xe (W), = 9 (W) (X5 (@), X5 (W) >0

si XE (w) 75 oT,(Q)-
Definition 5. Un champ X est orienté vers le T-futur si X = Xg—1tT, avect > 0
et vers le T-passé si t < 0.
Un champ T est stable en w € Q, s’il existe une carte U de 2 pour laquelle
T=T"0,
et _ _
O (T7gi5) = 0; (TV gry) , Vk,i.

Example 1. Si Q est Uespace de Minkowski alors 2 est un champ chronologique

ot
stable.
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Si T est stable sur U, on peut feuilleter en espace-temps la carte U de 'univers
Q ou vit ce champ chronologique T'. Les parties espace-temps de I'univers €2 sont
des variétés de dimension 4 connexes, munies d'une métrique de Lorentz g et d’une
chronologie définie par un champ local T', tel que g (T, T) = —1. Chaque chronolo-
gie stable permet de feuilleter {2 en deux feuilletages orthogonaux pour la métrique
g. L’un est le feuilletage espace, noté &£, dont les feuilles sont des sous-variétés
connexes sans bord, de dimension 3 de €2, dites feuilles d’espace, ’autre est le feuil-
letage chronologique noté 7 , dont les feuilles sont des sous-variétés connexes sans
bord, de dimension 1 de 2, dites feuilles chronologiques. Ces feuilles chronologiques
ne peuvent étre que S' ou R. Chaque champ X se décompose de facon unique, sous
la forme

X =Xp—1T,

ou Xg (w) €T, (E) = E,, t € C™(Q) ou E est 'unique feuille du feuilletage de &£
contenant w.

La notion de changement local de coordonnées entre deux espace-temps définis
par les champs chronologiques T" et S est la donnée d’une section 6, définie sur un
ouvert connexe U C ) du fibré

Hom (TQ) = A* (Q) @ TQ

telle que
0T =>"S

et

g0RX 0Y)=g9(X,Y)
pour tout champ X, Y sur 2. On rappelle que pour un champ X de ) défini sur
U,

0@ X (w) =0 (w) (X (w))
et I'application

w—0(w): T,0— T,0
vérifiant 0 (w) est une g (w)-isométrie, on dit que 6 conserve la métrique de Lorentz.
On peut remarquer que ce changement d’espace-temps est un opérateur d’état.
Pour tous les champs chronologiques T" et S, il existe un changement local de
coordonnées. On peut définir la dérivée covariante le long du champ chronologique
T , noté Vr.
L’équation d’évolution d’une section locale s définie sur U, le long d’un champ

chronologique 7', non nécessairement stable, d’un systéeme soumis a aucune obser-
vation est

Hs=iAVrs, H=vy®V (2.6)
si le fibré est complexe ou

Hs=AVrs, H=v®V (2.7)
si le fibré est réel [13].
Remark 6. Le champ chronologique T est défini par la métrique Lorentzienne g de
Uunivers Q. Si aucune métrique n’est fizée, on impose au tenseur de Poisson y*¥

de définir cette métrique Lorentzienne sur U, le champ chronologique T est défini
a partir de cette métrique.
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2.4. Les axiomes de quantification.

Axiom 1. L’état d’un systeme physique est défini, par une section s d’un fibré
hermitien E, dit fibré des états.

Axiom 2. A tout observable O est associée une section ® de O (E), formée des
éléments de End (E), self-adjoints. On dit que ® est l'observable quantique de la
grandeur physique O.

Axiom 3. Quelque soit la section s du systéme ou l'on effectue la mesure de la
grandeur O, les seuls résultats possibles sont les fonctions propres de .

Axiom 4. Si s représente l’état normalisé du systéme, la probabilité de trouver la
fonction X lors d’une mesure de O dans A est

Pso (A) = Ps0 (A)
ou
Psa (A) (W) = Py(w),a(w) (A (w))
avec A (w) =]\ (w), A2 (w)] si le spectre de s est continu. Si le spectre est discret,
cette probabilité est

Ps,@ (A) (w) = Ps(w),@(w) (>‘ (w)) .

Axiom 5. L’état du systéme immédiatement aprés une mesure ayant donnée la
fonction X\ est

- _ PE>\ (¢)
= 1By DI

ou 5(&1) = Pp,,, (¢ (w)) et Pg,,, estle projecteur sur le sous-espace propre Ej ()
associé & la valeur propre X (w) de ® (w).
Axiom 6. Soit s, l’état du systéme en wqy dans une carte U de €2, tant que le systéme

n’est soumis a aucune observation, son évolution le long d’un champ chronologique
T associé au tenseur de Poisson y*¥ est

Hs =1iAVrs
,ou H=~v®V, v est la section de Dirac et V est la connexion qui sont associés

au fibré des états.

2.5. L’équation de Schrédinger-Dirac. Si on prend une métrique de Lorentz
g, on peut définir localement un champ chronologique 7. On a une connexion
naturelle qui est la connexion de Levi-Civita complexifiée sur le fibré des champs
complexes. On impose a la section de Dirac de vérifier localement

Y =g",
ou de vérifier des relations du type
(V") = 29" 1,
on peut consulter [3],[4]. Le groupe de Dirac associé a ces relations est

1
D= {vd 5 =g(d o) T det b € AlQ}-

Pour construire un fibré hermitien sur T2, on se fixe une métrique riemannienne
sur I'univers 2 que I'on complexifie pour obtenir sur chaque fibre de T¢€2 un produit
hermitien, on peut ainsi, quantifier le fibré Tc{). Ensuite, on se fixe un champ
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chronologique dans le local frame associé a une carte U. L’équation d’évolution le
long du champ chronologique T s’écrit

VD, X =i\, X], (2.8)

ou D, = L, 4T, ou ', est la section locale de End (E) dont la matrice, dans
le "local frame”, est (F,,)’g = T8, et L, est I'endomorphisme de Lie le long du
champ 9, défini par, L, X = (0, X*)0,. Les coefficients I'? , sont les coefficients
de Christoffel de la connexion V. L’opérateur d’état en X est proportionnel a la
mesure du défaut de commutativité de X par rapport au champ chronologique 7.
L’équation 2.8 est ’équation de Schrédinger-Dirac. Si on développe ’équation sur
chaque composante de J, on a

V57 (0, XP + X°T%,) =iX(TY0,X7 — X¥0,T°), (2.9)

vo

Y5 sont les coefficients de la matrice de Dirac 4* = 4% dans la base {0,} et de
base duale {d"}. On peut interpréter la fonction A comme une densité de masse
locale sur U.

3. QUANTIFICATION DES FIBRES D’ETAT DE L’UNIVERS {2

3.1. Les états de 1’univers 2. Un espace de Banach complexe induit une struc-
ture de Banach réel en se restreignant a la multiplication d’un réel par un vecteur.
Une application linéaire d’un espace de Banach dans un autre sera R-linéaire si
I'un au moins des deux espaces est réel, C-linéaire sinon. Le produit d’un espace de
banach par un autre est un espace de banach réel si 'un au moins des deux est réel,
complexe sinon. Une bonne référence sur les notions de variété banachique, de fibré
de banach et de C'°° différentiabilité sur les variétés banachiques est développée
dans les annexes de [24].

L’univers ) est une C'°°-variété, connexe, de dimension 4. Un fibré sur l'univers
Q) est un fibré de fibre un espace d’hilbert séparable H, noté

(= (&m0 H)

ou F est l'espace total de (. Par la suite, on ne parlera que du fibré E, ¢’il n’y a
aucune confusion.

L’espace E est modelé sur R* x H qui a une structure d’espace de banach réel.
On peut appliquer la théorie des fibrés des espaces de banach au fibré des états de
P'univers. Sur chaque fibre E,,, il existe un produit scalaire hermitien de classe C'*,
c’est-a-dire, pour toutes sections s et ¢ de I' (E), 'application

w = (s (w) [T (w)),

est C™° comme application de €2 dans C.
Ce fibré ¢ est muni d’une connexion V, la continuité de V est définie dans le
sens suivant, pour chaque compact K, 'application de restriction a K

VK:S|K*>VS |K

est continue pour les normes

st =sup {y/{s ) 5 @), s we K}

et
ld @ sl = sup {|[sl 5, I x }
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sur le fibré A'Q ® E, ol
ldll g = sup{lldu|: w e K}
avec
ldw|| = sup {|dw, (u)] : g (W) (u,u) <1, u e TQ}
et g est une métrique riemannienne fixée sur 2. Sur A'Q ® E, les fibres ont une
structure complexe définie par

Adw)®@sw)) =dw)®(As(w)), AeC
on peut parler de la C-linéarité. La connexion V a une autre représentation notée
encore V,

V:IT'(TQ)xT'(E)—>T(E), (X,s) > Vxs
V xs est la dérivée covariante de s, le long du champ X, dans cette représentation
on impose a la forme bilinéaire

VK : (X,S) |K—> VXs |K

qu’elle soit continue pour les normes ||X ||, et ||s||, définies sur tout compact K ,
la norme || X|| - est définie par

[ Xl = sup{g (w) (X (w) | X (w)) : w e K}

ou g est la métrique riemannienne sur ) définie plus haut. Les deux notions
précédentes sont équivalentes. On se fixe ensuite une section de Dirac v de F,
on pose ¢, 'endomorphisme de Dirac associé¢ & d € A'Q. On suppose que v (w)
est un opérateur borné pour la structure de Hilbert de E, pour tout w € et
I’application

w =" (w)

est C'* dans le sens suivant, pour toute section s de E 'application

d
w =" (W) (s ()
est C°° comme application entre la variété 2 et la variété de banach E.

Definition 6. Un fibré d’état de univers Q0 est un fibré ¢ = (E,m, Q, H) muni
d’un produit hermitien C*°, d’une connexion V et d’une section de Dirac vy a trace.

La section de Dirac est une section a trace si pour toute carte U de § et toute
1-forme d définie sur cette carte, Uapplication v (w) est un opérateur borné a trace
de B, pour tout w € U C €.

On choisit une section de Dirac & trace. Sur une carte U ou le fibré tangent
est trivialisable, on pose {9, =0,1,2,3} le "local frame” associé a la carte U,
{d", ;1 =0,1,2,3} le "local frame” dual et y* = v?" les endomorphismes de Dirac
associés a la base duale d*. Le tenseur de Poisson est défini par

1 1
7 = 5 Trace ({y%,9"}) =  Trace (17" (3.1)

Pour chaque w € Q, v (w) est un opérateur de l'espace d’hilbert E,, qui est un
opérateur borné a trace de E,, pour u = 0, 1, 2, 3, ils forment un idéal des opérateurs
bornés donc 3.1 a un sens. Le tenseur de Poisson est un tenseur symétrique, on
suppose que la matrice (y*”) est inversible et que sa matrice inverse (7,,) définit,
sur la carte U, une métrique de Lorentz g, par

Gy (O, 00) = Y- (3.2)
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Definition 7. La section des groupes de Dirac est définie par
D={y":deA'Q}
ou
D(w) = {7 () : By — E, :d € A'Q}
avec

V(W) (v) =7 (w) (d(w) ® V), v € By,

Les hypotheses sont les suivantes, si on munit €2 d’'une métrique Lorentzienne h,
on veut localement sur toute carte

{(v*, 7"} = 2h*" Idp. (3.3)

Remark 7. Avec une base de 1-formes {0,,} pour laquelle

iTrace ({75“,75”}) =0 st (p,v) # (1,1) et iTrace ({751,751 )=-1
lopérateur
J = 751

définit une structure presque complexe sur le fibré d’état restreint a U, noté E (U),
quand la relation 3.3 est vérifiée.

Sur 2 on a une métrique pseudo-riemannienne qui permet de définir une forme
volume p. Dans une carte, si 2 est orientable cette forme volume s’écrit

p=/|det (gu)|d* Ad* Ad® A d?,
les sections s telles que

/Q<SIS>M:/Q<S(M)IS(w)>wﬂ(W)<+oo

sont les sections de carré intégrable, le complété de ces sections est un espace de
Hilbert.

Definition 8. Pour cette métrique pseudo-riemannienne, la probabilité de trouver
la particule dans une région V de l'univers  dans l’état s est

s ls)n
Jo (s Tshp

Remark 8. Les sections d’état telles que [, (s | s) p =1 sont les sections unitaires
pour la métrique g.

p(V)

3.2. Densités d’état de 'univers et structure complexe. Pour un fibré d’état
¢ = (E,m,QH), O) est le sous-fibré de End (¢) dont la fibre est formée des
éléments de End (H) qui sont autoadjoints. Soit Ag un élément de I" (O (¢)), pour
chaque w € §2, 'application
Ag (w): E, = E,

est une observable de E,,. Une fonction A :  — C est une fonction localement
propre de Ag si en chaque point wg € 2, il existe une carte U et une section locale
s sur U, non nulle sur U pour laquelle

Ap (@) (s (W) = A(w) 5 ()
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pour tout w € U. La section s est une section locale propre associée a la fonction
A. On note E,, (\), le sous espace propre associé & la valeur propre A (w). Soit

E ()‘) = UwEQEw ()‘) )

et
C(A) = (E(A),m, Q)
ot T\ = 7 |g(x). Si ((A) est un sous-fibré de ¢, on dit que A est une fonction
propre et ¢ (\) est le sous-fibré propre associé & la fonction propre A, dim( ()
est la dimension de ¢ (). La section Ag de O (¢) est diagonalisable s’il existe une
suite {\;} de fonctions propres telles que ¢ soit la somme de Whitney des sous-fibrés
propres ¢ (A;)
C=8;C(\)-
Proposition 1. Une condition nécessaire et suffisante pour qu’une section Ag de
O (¢) soit diagonalisable est qu’il existe une suite de fonctions propres {\;} telle
que
H=®@;H;,
ou H; est la fibre du fibré hilbertien ¢ (\;).

Proof. Chaque fibre E,, (\;) = Ker (Ag (w) — A\; (w) Idg,) est hilbertienne comme
sous-espace fermé de F,,. La condition H = ®;H; est réalisée si et seulement si sur
chaque fibre

E, = @jEw ()‘j)’

et
C=®;¢(N)-
O
Remark 9. Si V7 est une connexion définie sur ¢ (\;) alors
Vs =Vs; (3.4)

avec s = Zj sj est une connexion sur (. Une connexion V qui vérifie [’équation
3.4 est une A-connexion.

Si dim (¢) < +oo et L est une section de End (¢) alors L est diagonalisable, au
sens des fibrés vectoriels si

dim(Q)= Y dim¢()),

A€E€Spect(L)
ot Spect (L) est formé des fonctions propres de L.

Definition 9. Une densité d’état de l'observable A est une fonction propre A de

Ag.

Remark 10. On peut définir une représentation géométrique de l'univers 2, en
utilisant la densité des fonctions de Morse pour la C°°-topologie fine de Whitney
dans C* (Q,R). On approche chaque fonction \ de densité d’état par une fonction
de Morse A, et on applique le procédé de modélisation géométrisation de l'univers
par chirurgie.

Definition 10. La forme différentielle d est vy-diagonalisable si et seulement si %
est diagonalisable au sens des fibrés.
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Si d est y-diagonalisable alors toute section s peut s’écrire localement
J
ol 87 est une section locale de F ()\;) associée a la fonction propre \; et
J . .
yH(s) =D Ns? = Ny,
J

en utilisant le principe de sommation d’Einstein au somme infinie. Si v est une
section de Dirac a trace

Tracey¢ = an)\j et dety? = H)\?j,
J J
oun; (w) =dimE (\; (w)) < 400, avec
> ny () A @)] < +oo et JT I @)™ < 400
J J
pour tout w € .
Une C'*°-section polynomiale est une section du fibré de base © et de fibre C [X]
w— P(w), P(w)(X) eC[X]
ol P (w) (X) est un polynome de dégré fini de la variable X, noté deg P (w). La
notion de C'°°-section est définie dans le sens suivant,
(w, X) = P (w) (X)

est C*° comme application 2 x C — C. En particulier, deg P (w) est indépendant
du choix de w, on le note deg P. La section polynomiale P, de dégré minimal, pour
laquelle

P(w) (v () =o,
est la section minimale associée & <. Si
Pw)(X)=X%+1

on dit que v% définie une structure presque complexe sur le fibré des états ¢. Une
structure complexe sur le fibré des états ¢ = (E, 7,2, H) est un automorphisme de
fibré

J:EFE—F
tel que
J? = —Id,

c’est-a-dire, de polynome minimal X2 + 1. Les fonctions propres de J sont les
fonctions constantes

A=iet A= —i,
les sous-fibrés propres ¢1'0 et ¢! associés vérifient
1,0  ~0,1
C=¢ra¢,

on définit un scindage de (, toute section s s’écrit

1 1
s =580 4 501 10 = 5 (s —iJs) et s = 5 (s+1iJs).
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Les sections s de bidegré (1,0) sont les sections de (10 et les sections s de bidegré

(0,1) formées des sections de (%!, alors
D) =T () aT (™).
L’application
Q T (CLO) ST (CO,l) , Q (SI,O) —_ S0,1
est lopération de conjuguaison. Sur (, on a défini un produit scalaire hermitien
C*, c’est-a-dire, pour toutes sections s et ¢, 'application
w = (s (w) [T (w)),

est C*° comme application de 2 dans C. Le fibré dual de {, noté (*, donne un
isomorphisme canonique de I' ({) dans I" (¢*) défini par

R:T({)—=T(C"),R(s)=3s"
avec
" (w) (v) = (s (W) [ v}, v € Ey(Q).
Cet isomorphisme est appelé isomorphisme de Riesz. L’opérateur J induit un
opérateur, noté J*, défini par
T (@) (€ @) () = € @) (T @) () = (@) (J @) (), w € By (O)

pour toute £ € T'(¢*) et w € Q. L’automorphisme J* du fibré ¢* définit une
structure complexe sur (*. On a le scindage

AC= @ AP
prq=r
0= 0 ()" N ()
les formes différentielles de ¢ de bidegré (p, q) sont les sections AP*4¢. L’opération
de conjuguaison s’étend a

ou

Q: APIC = NTPC, Q) =E.
On a pour tout £ € A"C,
JE(s1, 0 80) = (=1)" E(Tsy, -+, Jsy)
et ainsi
T2 | pre= (=1)" Tdpre.
Si & € AP4( alors
JHE = (=1)7T e,
avec cette convention le dual de (10 est le sous-espace complexe des formes ¢ telles

que

JHE = —i€

C* _ (Cl,O)* @ (Co’l)*

toute forme différéntielle £ du fibré d’état s’écrit

§=n+n

et

avec

n= 5 E+iTE) etq= 5 (€~ i6).
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Definition 11. Soit L un automorphisme diagonalisable du fibré (. On dit qu’une
connezion V est une L-connexion si et seulement si il existe sur chaque fibré propre
E (X\j) une connezion V; telle que

Vs = Vjsj

ol

SZZsj, sT e T (E()))).

Proposition 2. Pour une J-connezion V, si V1o est la connezion de (10 associée
aV et Vo est la connezion de (*! associée a V alors

1 1 1 1
Vio=5(V—iVJ)=gVo(Id—iJ) et Voi =5 (V+iVJ)=3Vo(ld+il).

Remark 11. Pour toute métrique riemannienne g, on peut définir l’isomorphisme
de Riesz sur le fibré tangent TS) en posant

Rg:T'(TQ) =T (T"Q), Ry (X) =dx
ol
dx (W) (v) = g (W) (X (w),v),
pour tout v € T,Q. Ainsi, a partir d’une métrique riemannienne g, on construit
une section de Dirac v

Y(d®s)=7%(s) = V1)
et on prolonge par C-linéarité sur chaque fibre. On impose que v soit C* (2, C)-
linéaire, c’est-a-dire, on admet ’existence d’une section o« € T’ ((/\19 ® E)* ,E)
telle que
7 (1) (w) = a(t(w)),
pour tout t € T’ (/\19® E) et w € Q. On peut consulter [6] pour une preuve de
lexistence et l'unicité de o en dimension finie.

3.3. Les fibrés des états de 'univers en dimension finie. Dans ce qui suit
¢ = (B, Q,F) est un fibré de dimension finie. Sur une carte U ol le fibré tangent
et le fibré d’état sont trivialisables, on pose {9,,n =0,1,2,3} le "local frame”
associé & la carte U et {e,,v =0,1,2,--- ,n — 1} une base de sections du fibré des
états resteint & U. On pose {d*, = 0,1,2,3} le "local frame” dual et y* = %" les
endomorphismes de Dirac associés, représentés par des matrices carrées d’ordre n
dans la base {e,,v =0,1,2,--- ,n — 1}. Le tenseur de Poisson est défini par

v 1 174
Y = gﬂaee({v“m B

il est indépendant du choix de la base {e,,» =0,1,2,--- ,n — 1}.

L’équation 3.2 permet d’écrire une équation entre la courbure de Ricci, la cour-
bure scalaire et le tenseur de Poisson associé a la section de Dirac v si on fait
I’hypothese pour g, d’étre une métrique qui vérifie I’équation relativiste d’Einstein,

on obtient ) 8
. s
R’LCMV — QRVF“’ = c—4TpV + A')/pl/ )

. -1
ou ('Yuu) = (")

Si on suppose que la fibre F est une C'*°-variété, une connexion généralisée V
sur un fibré ¢ = (E, w,Q, F), de fibre F et de groupe structural G C Diff (F), est
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la donnée pour tout & € E, d’'un sous-espace vectoriel 7 (z) contenu dans T, E tel
que

T (:L') Ti;r Tﬂ.(m)Q
soit un isomorphisme et x — 7 (z) est C°°, c’est-a-dire, localement il existe une
famille libre de champs {s,} de E telle que

7 (x) = Vect {s, (z)},
et les changements de repére sont a valeurs dans G
Jap : UaNUg = G.
Remark 12. En général, la fibre est un groupe de Lie.

Localement, la connexion est définie en fixant un nombre fini de formes différentielles
sur E. Si
(:CO; L1, x2,23,Yo0," " 7yn71) ) dimF =n

un systeme de coordonnées (xq, 1, 2, x3) correspond aux coordonnées horizontales
et (Yo, -+ ,Yyn—1) correspond aux coordonnées verticales qui est un systéme de coor-
données sur la variété F. On est sur une carte U ou le fibré est trivialisable. Dans
ce systeme de coordonnées toute fome différentielle s’écrit, en utilisant le principe
de sommation d’Einstein,

Aa = Aapd” + 0oy 6", d" = dx, et §¥ = dy,.

La connexion généralisée 7 (x) est U'intersection de ces formes, la condition de
transversabilité aux fibres est donnée par I'inversibilité de la matrice

(baw) -
Si une particule parcourt le chemin paramétré par
v:1=[0;1] = Q,

et état de la particule est & € 7= (v(0)), on peut décrire I’état de la particule
en v (1), que l'on note &1, comme suit.

Theorem 4. Avec les hypothéses précédentes, il existe un unique chemin de change-
ment des états de la particule, T : [0;1] — E vérifiant

r'(0) =&,
mol =7,
et
dr (t
®) er(T(t), vtel.
dt
Proof. Localement, x,, = v, (t), on veut définir y,, =T, (¢),
3 n—1
dry,, dar,
= T v—, — Y = 315"'5 - L
Aa (7) Zaw o +Zb0‘ o 0,Va=0 n
pn=0 v=0
On est donc amené a résoudre, si b, = — Ei:o Gap dvgt(t), le systeme
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la matrice B = (by,) est inversible, donc

(dcll;”> =B (b,).

On en déduit, dcl;t“ et 'y, I'unicité est fixé par I’état initiale &. O

Definition 12. Avec les notations précédentes, l’état final E1 de la particule est
& =T(1).
On note pour une particule en w € Q)

Qo ={y:1->0Q:7(0)=7(1) =w}.
Pour chaque chemin v € ), on peut définir un difféomorphisme de la fibre des
états 7! (w) comme suit
H, (5> =TI¢ (1)
ot I'¢ est 'unique relevement I' de v pour I'état £, c’est-a-dire, I" (0) = £. L’application
d’holonomie associée est
H,:Q, = Diff r= (w), vy — H, (7).
Proposition 3. 1)H, (v172) = Hy (12) Hy, (1) et H, (1) =1d .
2)Siy1 et y2 sont homotopes H,, (y1) = H,, (72), Uapplication
II:m (Q) — Dift F, H(?) =pwoH, (7)
est homorphisme de groupe, p., est le difféomorphisme canonique de 7= (w) sur F.
Remark 13. Dans Uhypothése ot le systéme de Pfaff x — 7 (x) est involutif, c’est-
a-dire, quand la connexion V est plate et si la fibre F est une variété fermée on
peut reconstituer géométriquement l’espace total des états F,
Q
B X F
T (Q)

Q représente le revétement universel de l'univers 2.

Si deux chemins 7y et 72 de ), sont homotopes alors

Hy, (1) = Hy (72),

en particulier, si I'un des états de la particule est £ en I’événement w € €2, les autres
états possibles de cette particule sont

H’Y (6>5W€7T1 (Q,W),

le groupe m1 (Q,w) est discret et 'ensemble des états possibles de la particule est
discret. Le groupe fondamental de 'univers 2 décrit I’ensemble des états d’une
particule comme le groupe

Gw,g = {Hw (7) (5) : i € m (va)} )
muni du produit canonique induit par m; (2, w). On pose
Hyg:m (Qw) = Gueou H, e (¥)=H, (7)(€),
alors on a I'isomorphisme

Uyt (Qaw)
Gue = ker (H, ¢)



24 JONOT JEAN LOUIS

3.4. Larelation fondamentale entre la connexion V et la connexion généralisée.
Soit ¢ = (E,m,Q,H) un fibré d’état de I'univers €2, pour chaque section s de ¢,

s:Q— FE, mos=Idg

on a
Ts:TQ —TE, TnoTs = Idrq,

I'espace tangent T, E contient 'espace tangent a la fibre E,,, a savoir T, Euw,
qui est le noyau de T, et est canoniquement isomorphe a E,,. La suite
0= By = Ty B 9" T,0 >0

est exacte car TwoT's = Idpq. Lorsque cette suite est scindée, c’est-a-dire, lorsque

Tow)E ~ B, ®T,Q
tel que l'inclusion F, = E, x {0} C Ty,)E soit l'inclusion E, — Ty ) E et la
seconde projection

Ty E = E, ®T,Q — T,0
soit égale a Ty (), on en déduit alors, de
T,s € Hom (TWQ,TS(W)E)
un élément de ALQ ® E,, ~ Hom (1,9, E,,) défini par
pro o 1,8,

pry est la projection sur E,, parallelement a 7,0 dans le scindage

T E ~ E, & T,.

Si on se fixe un sous-fibré du fibré tangent de E, noté 7 (E), tel que
T(E)=kerTr®7(E)

et une application § : x € E — 0 (x), 6 (x) est un isomorphisme de ker T, 7w sur
Er(2), c’est-a-dire, une section d’homomorphismes de fibrés vectoriels de base E,
d’espace total respectivement

Uzep kerTymet Uzep {.Z’} X Eﬂ,(z),
de projection 7T |u,.pkerT,x POUr le premier fibré, qui est un sous-fibré du fibré
tangent & F et p (x,u) = = pour le second fibré. Pour toute section s de ¢, la valeur
de la connexion V en s est
Vs=0oproTs,
ol pr est la projection sur ker T'w parallelement & 7 (F). L’isomorphisme
0 (z) : ker Ty — Er(a)
est défini par, si ing(,) est l'inclusion naturelle de E(,) dans E,

Tmznw(z) : TmEﬂ,(z) —T.F
est un isomorphisme de T Er(,) sur ker T, et
. -1
0 (x) = pra (z) o (Twing )

ol
Prr(x) Tme(x) = Eﬂ'(z) X Eﬂ(m) — Eﬂ'(z)a Prr(z) (ya u) =u.
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Theorem 5. Une connexion est la donnée d’un scindage
T.E ~ Eﬂ.(m) D Tﬂ.(m)Q,

en tout point x € E, variant de fagon C*° avec x, qui est compatible avec la structure

de fibré vectoriel de (.
Proof. La preuve est dans le théoréme 2.3.2 [27]. O

Remark 14. On note ker (¢) le fibré défini par
ker (¢) = (Ugep ker Tym,m, E,H),

lisomorphisme de fibré vectoriel 6 permet de définir sur ker (¢) une structure de
fibré hermitien. Pour chaque x de E, 0 (,7:)71 transporte le produit hermitien de
Erzy sur kerTym. Si 7 est une connexion généralisée sur le fibré ¢, le fibré
(UzT (2) ,W,E,R4) permet de définir sur E une métrique dont la forme quadra-
tique est définie par,

Qe (X)=(X1]X1)+Q(T'rt(X2)),

ou @) est la forme quadratique associée a la pseudo-métrique riemannienne sur §2
et X = X5+ Xo € ker T & 7 (E) pour tout champ X de E.

Sous certaines conditions, le fibré tangent de E permet de définir 'univers (2
comme une feuille de I'espace total E du fibré des états (. On veut donner un
caractere symétrique aux dimensions. La dimension de la fibre de TF est 4+dim H
pour un fibré d’état ( = (E,7,Q, H) de Punivers 2. On munit F d’une pseudo-
métrique riemannienne g, de signature (4,dim?). La connexion de Levi-Civita
associée a la pseudo-métrique g définie une connexion généralisée

T:x€FE = 71(x) CT,LE,
si le systeme de Pfaff est involutif, il définit un feuilletage de ’espace total E.

Theorem 6. Le systéme de Pfaff est involutif si et seulement si la courbure de la
connexion associée RY est nulle.

Proof. La preuve est donnée dans [6]. O

Si on suppose que l'espace total E du fibré ¢ est une variété parallélisable, il
existe une connexion plate V. Le systeme de Pfaff associé est involutif, on peut
feuilleter E, par des feuilles de dimension 4. Chaque feuille de ce fibré va décrire
un exemplaire de {2 pour un choix convenable de (.

Definition 13. Une pseudo-métrique riemannienne de signature (4,dimH) est
Zinvariante” si la signature de la restriction de g, a chaque feuille T du feuilletage
défini par T, est constante. Une feuille T du feuilletage a pour pseudo-métrique
g |7 qui est de signature (p,q) avec p+q = 4. Un fibré hermitien dont l’espace total
est muni d’une pseudo-métrique de signature (4,dimH), invariante et plate est un
fibré d’état stable.

La feuille 7 de notre univers des états stables est une feuille de signature (1, 3),
la feuille de 'univers des états de signature (2,2) est I'univers mixte, la dimension
temps est la méme que celle d’espace. La signature (0,4) est une feuille état de
type riemannien, le temps est de dimension nulle et enfin les feuilles d’états de
signature (3,1) donne une dimension d’espace. On peut se poser la question de
savoir si I'univers  est modelé sur C*, £ > 2. On fait appel aux dimensions
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complexes en interprétant la notion de dimension espace comme une dimension de
partie imaginaire nulle et la dimension temps étant une dimension de partie réelle
nulle. Si on ne fait pas d’hypothese ” d’invariance” la notion d’espace et de temps
varie localement.

3.5. Les espaces de Sobolev attachés aux fibrés des états. Chaque fibré
d’état
(= (E,mQ,H)

de Punivers  est muni d’une section hermitienne, notée (e | ). Les fibres sont
munies d'un produit scalaire hermitien. L’univers 2 est muni d’une orientation et
d’une mesure Lebesguienne pu. En générale, cette mesure Lebesguienne est définie
par une métrique pseudo-riemannienne g. On identifie chaque section s, a la classe
des sections qui sont u presque partout égales a s. Une section s est nulle p-presque
partout, si

p{weQ:s(w)#o,}) =0.
On définit le produit scalaire

<S|t>#=/9<8|t>u,

s et t sont deux sections de {. Si V est une connexion sur le fibré ¢ et v une section
de Dirac sur {, on définit pour une section s la norme d’ordre p,

Isll, = ¢/ [ 1o
b Q
avec, |s| = /(s | s) et on pose

1
81l = <Z HVFYS’E) , 1< p<+4ooet V,Oys =3
k=0
avec
v: =T ® Vi1
et
0 _
V0 = Id.
Le sous-espace de I' (¢), noté I'"™P ((), est
7P () = {¢ ET(O): sl < +oo} .

Les espaces de type Sobolev attachés au fibré hermitien ¢ sont définis par la
complétion des espaces normés I'™? ({) et sont notés

W™ (C) .
Par construction, ces espaces sont des espaces de Banach. Si on pose
H™ () =W™2 (),

les espaces obtenus sont des espaces d’Hilbert pour le produit scalaire

S = - kS k .
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Remark 15. Les espaces de Hilbert H™ (¢) sont définis pour I’étude spectrale de
lextension de la dérivée de Lie aux champs complexes en identifiant Lx da un
opérateur

Lx:H™ ()= H™(C), Lx (V) = [X,Y]
avec E(Q) =TQ®C.

Si on veut déterminer toutes les équations d’évolution d’ordre n du fibré des
états ¢ |y ont U est un ouvert €2, il suffit de regarder I'opérateur d’évolution

H, = Yn & Vin-1

comme un endomorphisme de 'espace de Banach W™? (( ). Si cet endomor-
phisme est diagonalisable pour au moins un réel p > 1, on en déduit toutes les
équations d’évolution possibles des sections s de W™? ({ |). On généralise la no-
tion d’opérateur d’évolution comme un opérateur diagonalisable de W™? (¢ |¢7) qui
devient une observable si p = 2.

On va étendre cette notion d’espace de Sobolev en définissant les espaces LP
d’un fibré et en présentant une théorie des distributions sur les fibrés. Dans la
suite, I’ensemble des sections, non nécessairement différentiables, du fibré ¢ est
noté S (¢). On note

e ={ses©: [ o< v,

ou |s| = y/(s|s) est u-mesurable. O est le sous-espace vectoriel formé par les
sections nulles ;1 presque partout. L’espace LP (¢, i) est

LP(Cp) = L6 ((g,u).

Proposition 4. L? (¢, ;1) est espace de Banach pour la norme ||s|, = {/ Jo IsIP dp
et L? (¢, ) est un espace de Hilbert pour le produit scalaire

(10, = [ s1t
Q
On se propose de définir une théorie des distributions sur les fibrés d’états. Pour
cela, on introduit ’espace vectoriel des sections test, défini par
D()={seT(¢):supp(s) est compact},
on rappelle que
supp (s) = Adh{w: s (w) # o, }.

Definition 14. Une distribution D est une forme linéaire continue sur D (().
L’ensemble des distributions sur ¢ est noté D' (¢).

Pour une section s € S (), localement intégrable, c’est-a-dire, une section s telle
que pour tout compact K de §2
[t < oo
K

Daw:@mw:/kﬂwu. (3.5)

Q

on définit la distribution

Proposition 5. D; = o0 si et seulement si s = o u-presque partout.
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On a une inclusion naturelle de Sl%(o dans D’ (€) ol Siec (€) est Pensemble des
sections localement intégrables. On a
Sloc (§>

LP (¢, p) C 5

et un plongement naturel de LP (¢, ) dans D’ (¢). On identifiera L (¢, 1) et son
image dans D’ (¢).

Remark 16. 1)Si 3.5 est vérifiée, on dit que la distribution est réguliére et on
identifie Dy & s. Dans cette situation, on note (Ds,t) = (s | t)q.
2)Dys = AD,, A € C.

Definition 15. Le produit scalaire hermitien (e | ®) est paralléle & la connexion V
si et seulement si pour tout champ X de Q et pour toutes sections s et t de T'(¢)

X.(s|t)=(Vxs|t)+(s| Vxt), (3.6)
ot X. (s | t) est la dérivée de Lie le long du champ X de la C™-application
w = (s (W) [ (W),
Theorem 7. Si le produit scalaire (o | ®) est paralléle a la connexion V alors
(Vxs,t)=—(s|div(X)t+ Vxt),,
pour toutes sections test t et toute section s € T (().

Proof. 11 suffit de vérifier que dans les hypotheses du théoreme

IZ/QLx(f)u:—/QfdiV(X)u

pour toute C*°-fonction f & support compact avec Lx (f) est la dérivée de Lie le
long du champ X de f. On peut se ramener a une carte en utilisant une partition
de l'unité associé & un recouvrement de cartes U. Dans le local frame {9, } associé
a la carte U, de dual {d”} la forme volume p s’écrit

pw=0d" Nd* Nd® A d?
avec 0 fonction de classe C*°, non nulle, sur U. On a, si X = X¥0,
1:/ XY (9, f)0d* Nd*> ANd>Ad*
U

et
Iz/ay(X”fe)dlAdQAndﬂ—/fau(Xve)dlAdQAdBAd‘*.
U U

La fonction f est a support compact dans U, donc
/ O, (XVfO)d" Nd* Nd* Nd* = 0.
U
Ensuite on écrit

/ [0, (X 0)d* Nd* Ad® A d*
U

:/ f(00, X" +do (X)) d" Nd* Nd> Nd*
U

/Uf<8yX”+%>u
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On en déduit I = — [, fdiv(X)p car div(X) = 8, X" + X dans le local
frame {0, }. O

Definition 16. div (X) = div, (X) est la divergence de X associée a la forme
volume pu, c’est-a-dire, Lx (p) = div (X) .pu.
Si le produit scalaire est parallele a la connexion, cela permet de définir la dérivée
covariante d’une distribution D de (, le long d’un champ X par
<VXD, t> = — <D, div (X) t+ th)
pour tout ¢ € D (¢). On peut étendre la notion de dérivée covariante d’une section
s localement intégrable quelconque, au sens des distributions le long du champ X,
notée encore Vxs, telle que
sz = VxDs.
Cette notion étend la notion de dérivée covariante, Vxs € D’ ({) car
VXS =-—-Do TX
ol
Tx (t) = div(X)t+ Vxt,
qui est un opérateur borné de D (¢), pour tout compact K C 2, la restriction & K
de
V:(X,t) > Vxt
est continue pour les normes définies plus haut.
Proposition 6. 1)(V;xD,t) = (VxD, ft) pour toute C*°-application f
2)Vx (fD) = fVxD.
Proof. La seule difficulté est de vérifier 1). On a
<foD,t> = - <D, div (fX) t+ fot>
div (FX)t+ Vyxt = (Fdiv (X) + df (X))t + [Vt
(fdiv(X)4+df (X)) t+ fVxt=div(X) ft+ Vx (ft).
On en déduit
(VixD,t) = —(D,div(X) ft + Vx (ft)) = (VxD, ft).
Cette égalité peut s’écrire si
Hy () = ft, Hy (1) (@) = £ (@)t ().
VixD=VxDoH;y.
O
Remark 17. On dit que Hy est une homothétie de rapport f. Awvec cette notation,
VxoHy=H;oVx sur D' (C).
On se donne une famille de champs de 2
0= {0}y, 1
et pour tout k-uplets tels que
a=(ay, ) ENVetv= (v, - 1) avec v; #vjy1 et v; € {1,--- ,q}
on définit les opérateurs
Vy =Vylo--oVikou VY =Vy o0---0Vy,
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la composition se fait sur a opérateurs égaux a Vyp,, avec V% = Id et les dérivées
covariantes sont prises au sens des distributions. L’espace de Sobolev W5 ({) est
le complété de

{seL?(¢p) - Vise LP (G p), |af <m }

pour la norme

1
sl =4 (Siogen IV2312) si1<p < +oc,
sup {|VEs]l., : [a] < m} sip=+oo.
le nombre d’opérateurs V& pour a fixé est 4 x 3871 si a = (ay, -+, an), [|s]|57 est
une norme.

Remark 18. Vs est une composée de dérivations prises dans le sens des distri-
butions.

Remark 19. Dans le cas de T (R4) ot R* est muni de la mesure de Lebesque i et

0 est formé des dérivations a%, a%, % et %, on retombe sur les espaces de Sobolev

de R%.

3.6. Quantification des fibrés des états de univers. Il y a deux procédés de
quantification d’un fibré des états de €. Le premier consiste a travailler globalement
sur les sections du fibré qui ont un carré intégrable, cette approche nécessite 'apport
d'une forme volume p. On peut, ainsi, construire 'espace de Hilbert L? ((, p),
ensuite construire ’espace de Fock associé a cet espace de Hilbert et utiliser les
procédés de quantification habituels. L’autre procédé ne fait pas intervenir de
forme volume, on travaille sur chaque fibre et on procede & une quantification fibre
a fibre. On s’intéresse, dans un premier temps a ce procédé de quantification.

Soit ¢ = (F,m,Q,H) un fibré d’état de I'univers 2, on note ®"¢, le produit
tensoriel d’ordre n de ¢ et ®°¢ = (Q x C, 7, Q,C) le fibré trivial de fibre C. On
note S, (¢), le symétrisé de ®"¢ et A, ({), 'antisymétrisé de ®"(. L’espace de
Bose-Fock de ¢ est la somme de Whitney infinie et compléte des symétrisés Sy, (¢)

Fi (g) - (UWGQ‘FJr (g) (w> L, Fy (H))
’ < oo}

c’est-a-dire, pour chaque w € €,
F - :{ <n>}°° cu™ €8, (B, (0)), H (n)
(O @) {u W) €SB (03
Sn (Ey (€)) est le symétrisé d’ordre n de la fibre E,, (¢) munit du produit hermitien
induit par le produit hermitien de E, (), noté (e | ) , et 'espace de Fermi-Fock
est la somme de Whitney infinie et complete des antisymétrisés A, (¢)

F- (C) = (UwEQ-Ff (§> (w) o, QY F (H» :

Les espaces de Bose-Fock et de Fermi-Fock ont une structure de fibré hermitien
sur . L’espace de Bose-Fermi-Fock d’une paire de fibrés (¢, ¢) est défini par le
produit tensoriel des fibrés F (¢) et F_ ()

F (68 =Fr(QeF-(6),

c’est le fibré de Bose-Fermi-Fock associé & la paire (¢, £) des fibrés d’état de l'univers
Q.
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Si on prend n sections s1,- - , Sp, le symétrisé s’écrit
1
Sn(31®"'®3n)zﬁ > So(1) @ Q So(n)

" cePerm{1,--- ,n}
et antisymétrisé s’écrit
1
An(31®"'®3n)zm Z £(0)55(1) @ -+ ® S5(n)-
oc€Perm{1,---,n}
Remark 20. Le fibré ®™( a pour fibre Q™H et chaque fibre est donnée par
E, (@"C) = @"E, (¢) -
On note C (¢, ), Pensemble des applications L
w—= L(w): E, () — E, (&),

pour chaque w € Q, L (w) est un opérateur de E,, (¢) dans E,, (£) qui est densément
défini et fermé. Ponctuellement,

dom (L) = {dom (L (w)) : w € 2}
est formé de I'ensemble de tous les domaines des opérateurs
L(w): Ey (¢) = Eu (§)-

L’application L est C°° dans le sens suivant, pour chaque section s € S ()
vérifiant s (w) € dom (L (w)) pour tout w € Q, 'application

w—= L(w)(s(w))=Ls(w)

est une section de S(£). Les sections telles que s(w) € dom (L (w)) pour tout
w € Q, forment un sous-ensemble des sections de S (¢), noté

dom (E) = {s€8(¢):s(w) e dom(L(w)),Vw e Q},
ou 'application L est définie par
Lidom (L) cS(Q) =S, Ls)=Los,

Definition 17. Si L est densément défini ladjoint de L € Hom ((, &) est l'opérateur
L* € Hom (&, () qui vérifie

(L* ® s | t>< = (s| L®t>5
pour toute section s € dom (Z;) et t € dom (E) On a pour tout w € €,
(L™ (w) s (@) [t (W) = (s (@) | L(w)t(w))ye -

L’espace dom (Z;) est formé des sections s € S (§) pour lesquelles il existe une
section T € S (C) telle que
<T|t>< = (s| L®t>g

pour toutt € dom (Z) . Si L est densément défini T est unique et on pose L*®s = T.

Remark 21. L’opérateur adjoint associé o L est entiérement défini par

(L* (W) (v) [w), ¢ = (v | L(w)(w)), ¢ Yw € E,((), Vv € E, (§) et Vwe Q.
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Proposition 7. Si L est fermé et densément défini alors L* est fermé et densément
défini. Dans ce cas L™ = L.

Proof. On peut consulter [1],[2] pour une preuve sur chaque fibre du fibré. O

Notation 1. Pour un opérateur L € Hom (¢), on pose Im (L) = {Im (L (w)) : w € Q}
Uensemble des images de L, Ker (L) = {Ker (L (w)) : w € Q} est l’ensemble des noy-
auzx de L. Les sous-ensembles de C, p(L) = {p (L (w)) : w € Q} forme la résolvante
de L, elle est formée des sous-ensembles p (L (w)) définis par

p(L(w))={AeC: L(w) estinjective,Im (L (w)) est dense et L (w) — AL, est borné}

ou 1, est Uapplication identique sur la fibre E,, (C).

o (L) ={0 (L (w)):w € Q} est ’ensemble des spectres o (L (w)) = C~ p(L (w))
et op (L) = {op (L (w)) : w € Q} ot 0y, (L (w)) est l'ensemble des valeurs propres de
L (w).

Definition 18. Une fonction ¢ € C* (2, C) est propre pour L si ¢ (w) €op, (L (w)),
¢ est une résolvante de L si ¢ (w) € p (L (w)) pour tout w € Q. La fonction ¢ est
spectrale si ¢ (w) € o (L (w)).

Proposition 8. Si L est densément défini alors ker L* = Im(L)L, c’est-a-dire,
pour tout w € )

ker L* (w) = Im (L (w))™
Dorthogonalité est définie dans Uespace de Hilbert E,, (£).
Si L e C(¢,€) alors Vopérateur de I+ L*L de Hom (C) est un opérateur injectif,

ker (I + L*L) = (2 X 0, 71,8, 0)

et
Im (I + L*L) = ¢,

ponctuellement, cela signifie que

ker (Ig,, () + L (w)" L (w)) = {ou}
et

Im (I, () + L ()" L (w)) = B (€).
Lopérateur (I + L*L)™" est positif et L*L est autoadjoint avec o (L*L) C RT,

c’est-a-dire, o (L (w)" L (w)) C RT pour tout w € Q.

On travaille dorénavant sur les sections des fibrés considérés précédemment.
Chaque section s de F () s’écrit
s = {s(”)} ,

ot1 s(™ est une section de S, (¢) que 'on peut identifier & une section de F, (¢)

{o,---,o,s<">,o,---}.

La section vide de ’espace de Bose-Fock est la section constante 1, définie par
]_+ = {1,070,...}
qui s’écrit ponctuellement,

1. () ={1,00,00, -}
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Pour chaque section s de S(({), il existe un unique opérateur linéaire a (s)
densément défini et fermé sur F, (¢), non borné, appelé annulateur de Bose, son
adjoint est 'opérateur a (s)". Il vérifie les propriétés

) _
) (a(s)"@t) " =o,
2) (a(s)" ® ) =/nS, (S @t 1)) pour tout n > 1 et t € dom < (s)*) :

(3.7)

Ponctuellement pour chaque u € E, (¢), lopérateur a (u) a pour adjoint a (u)”

qui s’écrit
o ({v}) = {o.{viss (v o)}
ot S, (u® v("~Y) est le symétrisé de u @ v~ pour tout {v("=V} € Fy (¢) (w).

Remark 22. L’opérateur a (s)* est défini en prenant pour chaque w € Q, 'adjoint
de Dopérateur
a(s) (W) : F1 (Q) (w) = F () (),

sur chaque fibre F1 (¢) (w).

On a

a(s) ® 14 = o pour toute section s € S (§),

0t 0 (w) = (0,04, 0y ++ ).

Pour chaque section s de S (§), il existe un unique opérateur linéaire b (s) sur
F_ (§) appelé annulateur de Fermi tel que

1) dom (b(s)) = F- (&) et ||b(s) (w)]| = |s (w)]|, pour tout w € €,

I'adjoint b (s)" vérifie
2) (b(s)" ®t)(0) =oet (b(s)"® )(") VnA, (s®t("_1)) ,n=letteF_(),

A, (s ® t("_l)) est antisymétrisé d’ordre n de s ® t(*~1). Ponctuellement, pour
chaque u € E,, (£), Iopérateur b (u) a pour adjoint b (u)* qui vérifie

v ({(v0)) = {o.{via, (wavem)} b (v} e @),

On a les anticommutations canoniques suivantes

[b(s),b(®)] = (s )T,
{b(s),b(t)} = o,
pour toute section s € S (£) et t € S (). En particulier,
b(s)>=o0,s€8(¢).
La section vide de I’espace de Fermi-Fock est la section constante 1_ définie par
1_={1,0,0, -}
ponctuellement,

1_ (W) = {1500.)’0(—0) e }
cette section vide vérifie

b(s) ® 1_ = o pour toute section s € S (§).
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On introduit un opérateur différentiel extérieur sur les fibrés des états de la fagon
suivante. Soit L € C (¢, &), on pose
D = Vect {a(s1) - a(sn) 14 @b(t1)" - b(tp)" 1 :s; € CP(L*L) et tp € C* (LL*) }
ol
C*(T) =n;y2; dom (ﬁ) pour T € Hom (¢) ou T € Hom (§).

Proposition 9. Il existe un unique opérateur linéaire dy, densément défini et
fermé sur F (¢, €) tel que

1)DY? C dom (dr) et D3° est un coeur de dp,
pour chaque section s € D° de la forme
s=a(s1) - a(sn) 1y @b(t1)" - --b(ty) 1-
alors
2)drs = o pourn =0

n
—

drs :Za (51) - a(s;) - a(s,) 14 @b(L®@s;) b(t) - b(t,) 1,

j=1

dr, laisse invariant DF°.

De plus,
3)D7° C dom (d7y,)
et
- k—1
15 =3 (—D) T a (L @) als) - alsn) e @b () b ()" b(t,) 1
k=1

pour tout s = a (s1)"---a(s,) 14 @b(ty)" - b(tp)* 1_. Dansle casp =0, on a
dis = o,

en particulier, dj laisse invariant D3°.

4)dom (d7) = dom (d) et pour tout s €dom (dy), djs = o.

Si T est un opérateur linéaire borné de Hom ((,&) avec dom (T) = S (¢) alors
pour tout s € DP et o, f € C(2,C),

5)adLs + Bdrs = daL+,6’TS-

Proof. 11 suffit de vérifier que la propriété est vraie sur chaque fibre des fibrés
considérés. La démonstration sur une fibre du fibré est donnée dans [1]. O

Definition 19. L’opérateur de Dirac sur F ((, &) est défini par
QL =dp +dj,

avec dom (Qr) = dom (dr) Ndom (d3}).
L’opérateur de Laplace-Beltrami sur F ((,€) est

A = dez + dzdL
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Pour un opérateur autoadjoint T' de Hom ({), c’est-a-dire, pour tout w € £,
lopérateur
T (w): By (¢) = Eu (C)
est autoadjoint pour la structure d’espace de Hilbert sur chaque fibre, on pose
T™ : @"¢ — "¢
défini par
7O o
et

T =31 @IeTele..0Ln>1
j=1

ou T se trouve a la j-ieme place et
I'w—T(w) =Idg, ()
La seconde quantification de T sur F (¢) est
T = ¢, T™
qui est un opérateur autoadjoint, il suit que pour tout w € 2, 0 € o, (f (w)),
1 (w) € ker (JA“ (w)) La fonction constante identiquement nulle est une fonction
propre de T. L’opérateur T est stable sur F4(¢) et F— ({), on pose
T =Tlr ot T-=Tl|r (o

ces opérateurs sont autoadjoints et la fonction identiquement nulle est propre pour
T, et T_ car 14 (w) € ker (fi (w)) L’opérateur nombre sur F_ (&) est défini par

N=T=a2,na"I)|r (.
et on pose
N [e'e] n n
(D)2 =850 ((=1)"@"I) |r_(e) -
Soit T 'opérateur de F (¢, €)
N
=Tz @ (=12,

c’est un opérateur autoadjoint tel que

I =Ire

il a pour fonctions propres, les fonctions constantes +1 et —1 et comme sous-espaces
propres

F1(G€) = 02074 (Q) @ Azp ()
et
F_1(G6) = 8,20F+ (€) ® Azpt1 (€) -

On obtient une décomposition orthogonale

‘F(gag) :‘F+1 (Cvf)@ffl (Cvf)v

on note P, et P_ les projections orthogonales sur respectivement Fiq ((,€) et
F_1(¢,€) alors
r=pP,—P_.
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Soit I'opérateur
L= er ®I_7:7(5) ¥ I}-+(<) X L/L\"L,

c’est un opérateur de F (¢, €) qui est positif et autoadjoint, la fonction identique-
ment nulle sur 2 est une fonction propre de £ car

1=1,®1_ €ker(L).

Theorem 8. 1)L’opérateur Qp, est autoadjoint et essentiellement autoadjoint sur
chaque coeur de L. En particulier, Q, est essentiellement autoadjoint sur DF°.
2)L’opérateur T' laisse invariant dom (Qr,) et

{IQL} =TQL + QLT = or(ce

sur dom (Qr,).
3)On a l’égalité entre les opérateurs
Ap=L=0Q3%.
Proof. Tl suffit de vérifier le résultat sur chaque fibre du fibré F (¢, €). Sur les fibres,
on peut consulter [2]. O

Definition 20. Le quadruplet
{‘F (Cv 5) 5 QL) La F}
est appelée quantification supersymétrique du triplet (¢, L,§).

Dans ce qui suit, on suppose que 'opérateur L € C((,€) et L* € C(&,¢) ont
pour fonction propre la fonction identiquement nulle, c’est-a-dire, que

ker L = (Uyeq ker L (w) , 7, Q) et ker L* = (Uyeq ker L* (w) , 7, Q)
sont des sous-fibrés de ( et &, on pose
nul L = dim (ker L) .

Theorem 9. Siker L et ker L* sont des sous-fibrés de, respectivement ¢ et &, alors
ker Q. et ker L sont des sous-fibrés de F (¢, €) et

ker Qr = ker L = @,°,_o [Sn (ker L) ® A, (ker L*)] .
On a,
1)Si nul L =0 et nul L* < 0o alors nul Qp = 2""E" < oo,
2)Si nulL =0 et nul L* = 0o alors nul Qf, = co.
3)St nulL > 1 alors nul Qr, = co.

Proof. On vérifie que si ker L et ker L* sont des sous-fibrés de ¢ et £ alors ker Qr,
et ker £ sont des sous-fibrés de F (¢, &) en remarquant que la propriété
ker Qp (w) = ker L (w) = &7, [Sn (ker (L (w))) ® Ay (ker (L* ()] (3.8)
est vraie pour tout w € ). Ensuite, on peut écrire, puisque ker L et ker L* sont des
fibrés
ker Qr = ker £ = @;°,_o [Sn (ker L) @ A (ker L*)] .
La relation 3.8 a été démontrée dans [1](Lemme 3.4). O
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Pour plus de propriétés sur les opérateurs Qr, £ on peut consulter [2] pour
I’étude sur chaque fibre des opérateurs

Qr (W) : By (F((,€)) = Eu (F((,9))
et
L(w): Eu (F(CE) = Eu (F(CE)),

pour tout w € . Notamment, on peut étendre les théoremes de Monsieur Arai,
pour I'étude du spectre de @1, et de £ ainsi que la notion de classe d’opérateurs de
Dirac pertubés en dimension infinie si ker L et ker L* sont des sous-fibrés de ( et &.

On s’intéresse, dorénavant, aux espaces de Hilbert H = L? (¢, p) et K = L? (&, 1)
ou 4 est une forme volume sur §2. Les produits scalaires associés sont

<s|t>H:/Q<s|t>u

pour toutes sections s et ¢t de H et

lthe = [ s1tn
Q
pour toutes sections s et ¢ de K. Pour un opérateur
L € Hom (¢, &)
on définit 'opérateur
Z:dom(f) CH—-K L(s)=L®s
avec
dom(L) ={seH: LeseK} et L&s(w)=L(w)s(w).
On suppose que L est un opérateur densément défini et fermé. On pose
D = Vect {a(sl)* o (sn) 1y ®b(t) - b(t) 1 1 s; € CF (Z*E) et ty € C® (Zi*) }
ou
C>®(T)=n;2; dom (T™)

pour un opérateur 7' de H ou de K.

Proposition 10. Il existe un unique opérateur linéaire dy, densément défini et
fermé sur F (H,K) tel que
1)D¥ C dom (d;) et DY est un coeur de dj,

pour chaque section s € D%O de la forme

s=a(s1)" -a(sn) 1y @b(t1)" - --b(ty) 1
alors
2)dzs = o pourn =0

-

dis :Za(sl)* ca(sy) ra(sn) 1L @b (Zsj)* b(th) - b(ty) 1_,

dy laisse invariant D%".
De plus,
3D < dom (d7)
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et

dzs=Y (-1 "a (E*uk)* a(s1) - a(sn) 1o @b(t) - b(te) - b(t,) 1
k=1

pour tout s = a (1) a(s,) 14 @b(t1)"---b(tp)" 1_. Dans le cas p =0, dzs =
o, en particulier, d*Z laisse invariant D%O.

4)dom (d%) = dom (dZ) et pour tout s € dom (dZ) , d%s =o.

Si T est un opérateur de Hom ({, &) tel que T est borné et dom (f) = H alors
pour tout s € D%O et a, B € C,
5)adzs + ﬁdfs = daf-ﬁ-,@fs'
Proof. La preuve est donnée dans [1]. O
On peut définir 'opérateur de Dirac
Qp =dp +di
de domaine
dom Q7 = domdy Ndomdz,
et lopérateur de Laplace-Beltrami
AZ = d%dz + dzd%
sur F (H,K).
La seconde quantification de T sur F (H) est
T =@ 7™
qui est un opérateur autoadjoint, 0 € o, (f), 1 € ker (f) et donc T a pour propre
0. L'opérateur T est stable sur F () et F_ (), on pose
Ty =T|r . et T- =T |5 ),
ces opérateurs sont autoadjoints et 0 est une valeur propre pour ﬁr et T_ car
11 € ker (fi) L’opérateur nombre sur F_ (K) est défini par

N=T =a72,ne"1)|r ), 1= Idc
et on pose comme précédemment
N e’ n n
(D2 =& (1" @" 1) |7_(x) -
Soit T I'opérateur de F (H, K)
I'=1Idr, a9 (1),
c’est un opérateur autoadjoint tel que
I'? = Idr )
il a pour valeurs propres, les fonctions constantes +1 et —1 et comme sous-espaces
propres
Fr1 (M, K) = ©ploF+ (H) © Agp (K)
et
Fo1(H,K) = @pZoF 4 (H) ® Azpir (K).
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On obtient une décomposition orthogonale
F(H,K)=F (H,K)® F_1 (H,K),

on note P et P_ les projections orthogonales sur respectivement Fy; (H,K) et
F_1(H,K) alors
r=pP,—P_.
Soit I'opérateur

— —

L=1L*L ® I]—‘,(IC) + I}-+(H) & ZZ*,,
c’est un opérateur de F (H, K) qui est positif et autoadjoint, 0 est une valeur propre
de L car
1=1,®1_€ker(L).
Theorem 10. 1)L’opérateur Q7 est autoadjoint et essentiellement autoadjoint sur
chaque coeur de L. En particulier, Q7 est essentiellement autoadjoint sur D%O'
2)L’opérateur T laisse invariant dom (QZ) et

{1,Q;} =TQ; + Q;T = orpu.x)

sur dom (QZ) .
3)On a l’égalité entre les opérateurs
e 2
Proof. La preuve est dans [2]. O

Definition 21. Le quadruplet

{I(H,IC),QZ,Z,I‘}
est appelée p-quantification supersymétrique du triplet (¢, L,§).
3.7. Quantification de la connexion V. Le fibré £ sur €2, d’espace total

E() =AM E(()
ou ( est le fibré des états de I'univers {2 muni de la connexion V et de la section
de Dirac +, a une structure de fibré complexe. On suppose 'existence sur ce fibré
&, d’une structure de fibré d’état ayant la propriété suivante, il existe une forme
volume p sur € telle que

V:H—=K
soit un opérateur fermé, densément défini, de domaine
dom (V) CHNT (E(Q))

a valeurs dans K avec

H =1L p) et K=L*(& ).

Sous ces hypotheses, il existe un unique opérateur linéaire dy;, densément défini
et fermé sur F (H, K) tel que

DY C dom (dy) et DY est un coeur de dy,
pour chaque section s € DF de la forme
s=a(s1)"-a(sn) 1y @b(t1)" - b(ty) 1-

alors
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dys =o pourn =20

n

dys = a(s1)) --a(s;)) --a(sn) 1y @b(Vs;) b () - b(t,) 1,
j=1
dv laisse invariant DY .
De plus,
DY C dom (dy)
et
- k—1
dys = Z (1) " a(Viug) a(s1) - a(sp) 1o @bt) - b(tg) - b(tp) 1
k=1

pour tout s =a(s1)" - a(sp) 14 @b(t1)" - b(t,)" 1_. Dans le cas p =0, d&s =
o, en particulier, d3, laisse invariant D3 .
On peut définir 'opérateur de Dirac
Qv =dv +dy
de domaine
dom Qv = domdy N domdy,

et lopérateur de Laplace-Beltrami
Ay =dgdy +dvdy
sur F (H,K). On a, si on pose
V=VValr g +1r 3@V

{‘F (Ha ’C) ) QV) va F}
est la p-quantification de (¢, V,¢) et
Ay =V =Q%.

Pour définir ’espace de Hilbert K, on construit un produit scalaire naturel sur
le fibré des formes différentielles A'Q = T*Q de la facon suivante. On prend une
métrique riemannienne g sur 2, I'isomorphisme de Riesz permet d’identifier TQ) a
son dual par

Ry :TQ— A'Q, Ry (X) =dx
ol
dx (YV)=¢(X,)Y), VY eI (TQ).
Cet isomorphisme de Riesz transporte le produit scalaire sur le fibré A,

(d]0)=g(R, " (d),R;"(8)),Vd, s € A

On définit le produit hermitien naturel sur A'Q ® F (¢) par
(d@s|d@ty=(d|d)(s|t),
et on prolonge par C* (2, C)-linéarité. Le fibré &, d’espace total
E(§)=AQ®E(()

est un fibré d’état de 'univers {2, on a une structure d’espace vectoriel complexe
sur chaque fibre
AMRs=d® (As), VA e C™ (Q,C).
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On définit H et K par
H=L"((p) et =L (& p)

ou u est la forme volume induite par la métrique riemannienne g.
On peut, également, quantifier 'opérateur d’évolution

Vi =v7®V
en regardant sa restriction a ’espace de Hilbert

H (O =W (),
V1 |341(¢) est un opérateur borné. Sur I'espace de Bose-Fermi-Fock F (#* (¢) , H' (¢)),
on a une p-quantification supersymétrique

{]: (Hl (g) aHl (g)) ,Qv‘lﬂ:t_l/(C)’v}Y |'H1(C)’F}

du triplet
(Hl (g) ,Vi |’H1(C)’H1 (g)) :

On a deux procédés de quantification supersymétrique du triplet (¢, L,§), le
premier ne fait intervenir que la structure hermitienne des fibrés et les espaces de
Fock attachés a ces structures et le second procédé fait intervenir une forme volume
w induite par une métrique riemannienne g sur €.

Si L € Hom (¢, &) et pour chaque w € Q, 'opérateur

L(w): By (¢) = Eu (§)
est densément défini et fermé, on peut quantifier cet opérateur fibre a fibre par un
procédé de quantification décrit dans [2]. Ce procédé est appelé quantification par
fibre. Si on veut quantifier globalement l’'opérateur, on travaille sur les sections des
fibrés C et £ en définissant 'opérateur

L:S() =8, L(s)=L®s

avec

L®s(w)=L(w)(s(w)), Ywe .

Remark 23. Si on prend pour L = ~%, ’endomorphisme de Dirac associé a la 1-
forme d, on a~y? € Hom (¢, (). Sion impose a cet endomorphisme d’étre densément
défini et fermé en chaque point w € ), on peut quantifier ces endomorphismes de
Dirac par fibre ou globalement. Il en est de méme pour les opérateurs

L= Tn ® Viy-1.

Pour quantifier globalement, on construit les espaces de Sobolev W5 ({) ou du
type Sobolev W™P ({) qui sont des espaces de Hilbert pour p = 2 et on restreint
Popérateur L & W2 (¢) ou W™2 (). Pour construire W5"* (¢), on est amené
a construire une théorie des distributions sur les fibrés des états dont le produit
scalaire hermitien est parallele a la connexion V. L’exemple classique de connexion
de ce type est la connexion de Levi-Civita d’une métrique riemannienne. Le produit
scalaire défini par la métrique riemannienne est parallele a la connexion de Levi-
Civita de cette métrique.

Les principes de quantification d’un fibré des états donne un procédé de quantifi-
cation sur un état et le passage a I’espace de Bose-Fermi-Fock permet de décrire la
quantification sur I’ensemble des états. Si on veut quantifier I’équation d’évolution,
cette équation est locale, on quantifie sur une carte en prenant le "local frame”
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0 = {0,} et pour espace de hilbert Wg’Q (¢), ensuite on quantifie les opérateurs
v® V et Vr et on obtient I’équation d’évolution quantifiée

Aoy = —NAy,.

4. CHAMPS DE DIVERGENCE NULLE ET CHAMPS EN CORDE

4.1. Champs essentiellement autoadjoints. Soit (R4, 77) P'univers de Minkowski
oltn = —dt?+d?>x+d>*y+d?z, la mesure de Lebesgue associée est /|det n|dtdrdydz =
dtdrdydz, c’est-a-dire, la mesure standard de R* qui est notée par la suite d\.

L? (R4, d)\) est espace de Hilbert pour le produit (f | g) = fR4 fgdA. L’opérateur
2 — 9, est défini sur

ot —

dom (i0;) = {f € L* (R*,d)) : i0,f € L* (R*,d\) },
c’est-a-dire, ’ensemble des classes de fonctions de L? (R4, d)\), ayant un représentant
dérivable presque partout pour la mesure de Lebesgue, dont la classe est dans
L? (R4, d>\).
Lemma 1. L’opérateur non borné, T = (dom (i0;),i0;), est densément défini et
symétrique.

Proof. C° (R*,C) est dense dans L? (R*,d\) et C° (R*,C) C dom (id;). Pour
deux fonctions f et g de CZ° (R4,C),

/ 10 fgd\ = / (/ iatfgdt) dxdydz

R4 R3 R

=/ (/ fi@tgdt) dmdydz:/ fiOrgd.
R3 R R4

Les théoremes de convergence de Lebesgue permettent d’étendre I’égalité précédente
aux fonctions presque partout dérivables par rapport a la variable ¢, dont la dérivée
presque partout est dans L2 (R4, d)\).

Soit ¢ une fonction C°°, a support compact telle que 0 < ¢ < 1 et fR4 ¢d\ = 1.
Soit {¢y }, 'approximation de 'identité définie par

én (u) = n'¢ (nu), u € R™.

On a, d’apres I'égalité démontrée précédemment,

/z'at(f*qsn)—gwndxz/ £ % 6nid (g % o)A
]R4 RAL

pour toutes fonctions f, g appartenant & dom (i9;) et tout n € N*. On vérifie que

lim [ 00, (f * 60) 5FBudN = / 10, fgdX,
RAL

n—-+o0o R4

/i&(fmn)gwndk/ iatfydx‘</ |18, (f * 60) 5% B — 104 7] dA,
R4 R4 R4

< / |60, ( % 60) T% B — 100 ST % G| dA + / |i0, £ 7% Gm — i0s 3] dN.
R4 R4
On a
/W (10, (f % o) T B — 100 Fg 7 G| dA < 191 (f * Bu) — el 19 % bl
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et
| Vi0uf550, = iousal ax < 1011 Lo 6 = gl
Pour la premiere inégalité
Jam (10 (f x én) = Ouflly = lim [1(0ef) * én — Oeflly =0
et

g * dnlly < gl Ionlly = llgll, -
Pour la deuxieme inégalité
Jm g * én —glly =0,

on en déduit

i [ 00 (F o 60) GFBudN = / 0, fgdN,
R4

n—-+o0o R4

/ i0, fgd\ = / FiBrgd.
R4 R4

et comme conséquence

Corollary 1. T est fermable.

L’opérateur T désigne la plus petite extension fermée de T', dom (T) est ’espace
de Sobolev H} (R*). La fermeture T est symétrique.

Proposition 11. T est essentiellement autoadjoint.

Proof. Ran (0; £ 1d) contient les fonctions indicatrices des boréliens de R* dont la
frontiere est de mesure nulle. On a

Olp+1p = +15p,
pp

Ran (9; +1d) est dense, donc Ran (T +iId) contient i Ran (9; +1Id) qui est dense
dans L? (R*,d)), T est essentiellement autoadjoint. O

Par abus de langage, on note encore id;, 'opérateur T' et on pose 0y = 0, 01 =
Oz, 02 = 0y et 93 = 9, la base canonique. Tout champ X de R* s’écrit, X = X79;.
L’opérateur associé & ce champ est (dom (Lx),Lx) ou Lx est la dérivée de Lie le
long du champ X et

dom (Lx) ={f € L? (R4,du) : Lx (f) € L*(R*,dp), f a un représentant C* pp} .

dp = pdA, p > 0 sauf peut-étre sur un ensemble de Lebesgue de mesure nulle. Le
théoreme donne une condition sur les X7 pour que l'opérateur Lx soit essentielle-
ment autoadjoint.

Theorem 11. Lx est essentiellement autoadjoint st les conditions suivantes sont
réalisées

0; (X7p) =0, (4.1)

pour la mesure d\ et
Re (X7) =0.
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Proof. Si f et h sont des représentants dérivables presque partout dans les classes
choisies dans L? (R4, d,u), alors

[ i Toin = [ @0 XTpin,
R4 R4
I'intégrale est convergente et on a, si p est de classe C! presque partout

/ (0;f) X7 hpd\ = / fid; (—iX7hp) dA,
R4 R4

/ f0; (X7hp) dX = / fhO; (X7 p) dX +/ f (ﬁajh) pd,
R4 RAL R4
pour que l'opérateur soit symétrique, il faut que

A4fﬁaj (ij)dA+A4f(7j—w) pdA:A4f(Xj—@Jz) pdA

pour toutes fonctions f, h et pour une fonction p presque partout de classe C1. On
déduit que

/ fho; (X7p) dX =0,
R4

et
X7 = XJ, pour j =0,1,2,3.
pp

L’égalité presque partout est une égalité pour des fonctions de classe C*°, donc

Re (X7) =0,
et

9 (X7p) =0,

i (X7p) o

ce qui est équivalent a

Lx (p) = —div (X) .p.

L’opérateur est symétrique, donc fermable. Ran (Lx +1d) est dense dans
L? (R*, dp)

car I'opérateur X79; +1d a une image dense puisqu’il contient les boréliens bornés,
de frontiere de mesure p nulle. O

On a une généralisation de ce résultat lorsque le support du champ X est I'univers
Q muni d’une métrique pseudo-riemannienne g, {2 est orientable. Si A représente la
forme volume associée a g, on a

Lx (\) = div (X)),

Lx est la dérivée de Lie sur les 4-formes différentielles de €. Ceci permet de définir
de fagon intrinseque la divergence d’un champ X sur I'univers 2. Le domaine de
Lx se généralise comme suit,

dom (Lx) = {f € L*(Q,pd\) : Lx (f) € L*(Q, pdA\) },
on note encore Ly, 'opérateur non borné
(dom (Lx) ,Lx) y

dans tout ce qui suit p > 0, éventuellement nulle sur un ensemble de mesure nulle
pour la mesure d\.
On peut donner une généralisation du théoréme précédent,
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Theorem 12. Lx est essentiellement autoadjoint st les conditions suivantes sont
réalisées
Lx (p)+div(X)p=0, (4.2)
pp
pour la mesure d\ et
Re X = o.

Remark 24. Sip=1, div(X) = 0. Les champs essentiellement autoadjoints sont
les champs qui conservent le volume le long de leur flot.

Definition 22. 1)Les champs X pour lesquels Lx est essentiellement autoadjoint
sont les champs autoadjoints pour la métrique g.

2)Les champs réels autoadjoints X, pour la métrique g, sont les champs pour
lesquels i X est autoadjoint pour g.

Le champ réel X est autoadjoint si, lorsque 'on munit 'univers ) orientable
d’une pseudo-métrique de riemann g, la 4-forme différentielle A vérifient

Lx (p) = —div (X) .p, (4.3)

pour la mesure d\ et ou, la divergence de X est définie par I’équation
Lx (N =div(X).\
Sur R*, si on cherche une mesure de la forme pd\ qui rende le champ X autoad-
joint, il faut que
9: (X7p) =0,
j (X7p) o
en particulier, p est presque partout dérivable pour la mesure de Lebesgue. Cette
équation s’écrit
(anJ) 14 + Xjajp =0.
pp
On s’intéresse au champ chronologique d; comme opérateur de L> (R4, du) avec
une mesure dy = pd\. Par abus de langage, J; est autoadjoint si

Op =0 (4.4)
pp
pour la mesure de Lebesgue d\. L’équation 4.4, permet d’affirmer qu’il existe

un sous ensemble E de mesure de Lebesgue nulle tel que sur chaque composante
connexe de R* \ E, p est une fonction indépendante de la variable temps ¢, donc
p(t,xy 2) =C(2,y,2)
pp

pour la mesure de Lebesgue et
sidn =3 [ comax
L=

ou C parcourt I’ensemble des composantes connexes de R* \. E. Si on pose ¢¢c =

1¢c¢, alors
/R gTdp = ; /R Cepolicdr

Le champ p0; s’écrit, en utilisant le procédé de sommation d’Einstein pour les
sommes infinies

pat = gcatca
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ot la classe de 0F ¢ dans L? (R*, d)) est celle de d; (1¢¢). On a une décomposition
de l'opérateur pd; en une somme d’opérateurs proportionnels au champ chronologique
dont le coefficient de proportionalité ne dépend que de la position espace de I’événement
considéré.

Proposition 12. Si 0;p = 0 pour la mesure de Lebesgue alors pO; est un champ
pp

autoadjoint pour la métrique de Minkowsks.

Conclusion 1. Le champ chronologique 0 est autoadjoint pour la mesure de

Lebesgue sur R*. Si on change la mesure de R* par une mesure du, cette mesure

est de la forme du = pd\. Le champ chronologique reste autoadjoint pour cette
mesure si

8tp = 07
PP
presque partout pour la mesure de Lebesque d\.

4.2. Analyse spectrale des champs autoadjoints. Chaque champ autoadjoint
X décompose L?(€, dw) en une somme orthogonale de trois sous-espaces

L3(Q,d)\) = L%x 0c(Q,dN\) © L? x (9, d)\) © L?x o(Q, d)).

Plus généralement si T° désigne un opérateur non borné, autoadjoint dont la
mesure spectrale est

Er: B(R) — P(L*(Q,dN)),
il y a une décomposition en somme orthogonale

L*(Q,d)\) = L*7,4c(Q,d\) © L7, (Q,d\) © L7 50(Q, d)),

la partie L?,(€2, d)\) est une somme orthogonale de sous-espaces propres de la fer-
meture de T', on dit que ¢P est la "représentation discrétisée” ou ”quantique” de
I'onde pour l'opérateur T'. L’onde ¢ est la partie mesurable pour T et ¢*¢ est la
partie résiduelle de 'onde ¢. La décomposition orthogonale dépend de 'opérateur,
mais également du choix de la mesure Lebesguienne fixée sur 'univers (2.

Definition 23. Les valeurs propres d’un opérateur T sont les valeurs p € R pour
lesquelles le sous-espace

By ={¢ € L*(Q.d)) : To = uo},

est un sous-espace vectoriel fermé de L*(Q, dN\), non réduit ¢ {o}. Si la dimension
de ce sous-espace propre est fini, on dit que la valeur propre A est de type fini. Vr
sont les valeurs propres de T et Wy sont les valeurs propres de type fini.

Remark 25. Si T est borné, les sous-espaces Ey sont fermés.

Lemma 2. Si T est autoadjoint et p € Vr alors Er ({u}) est le projecteur sur le
sous-espace propre E,, parallelement a Ej

Lemma 3. L?7,(Q,d)\) est la somme orthogonale des sous-espaces propres de T

L’opérateur i0; est essentiellement autoadjoint. Une valeur propre p de i9; est
une valeur réelle pour laquelle ker (¢0; — 1d) est un sous espace vectoriel fermé et
non nul. L’équation

10 = g
PP
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pour la mesure de Lebesgue, a des solutions dans L? (R4,d)\), non nulles. Soit
On (t) = 1[7n,n] (t) exXp (_Wt)w (:Ea Y, Z), On € L? (R4a d)‘) st € L? (Rga dZCdde)
La suite {¢,} est dans ker (i0; — 1 1d), mais

lim ¢, (t) =& (1),

n—+oo
avec ¢ (t) = exp (—iut) 1 (v,y,2) et ¢ ¢ L? (R4, d)\). En particulier,
L3, , (R, d\) = {o}

4

relativement au champ chronologique 0, les ondes ¢ n’ont pas de "partie discrétisée”.

On a le "procédé de discrétisation” suivant. Soit f une fonction borélienne
localement intégrable sur R, D'application B — Ey,) (B) = Ep, (f~'(B)) est
une mesure spectrale, d’apres le théoreme de Von Neumann, il existe un unique
opérateur autoadjoint, noté f (id;), dont la mesure spectrale est E(;g,). Les valeurs
propres u de cet opérateur sont celles pour lesquelles ker (f (i0;) — p1d) est un sous
espace vectoriel fermé non nul.

Pour quantifier d;, on prend une partition de R formée d’une suite de boréliens
{B,} de R. On se fixe une suite u, € R, la quantification de 0; est f (i0;) ou

f = Zunan-

Dans cette situation, on dit que l'on a discrétisé le temps le long de la suite
{(Bn,pin)} et on a

F(i00) = pnPo, (Bn).

Remark 26. Si ) |un| < +oo et sup {||Ea, (By)||} < 400 alors f(i0;) est borné.

4.3. Les espaces de Sobolev attachés aux fibrés des états de 1’univers. On
généralise la notion d’espace de Hilbert L? (£2,d)\) définie par une mesure Lebesgui-
enne d\ sur I'univers €2, & un fibré

(= (E,m0H)

des états de l'univers 2. Dans cette situation, H est un espace d’Hilbert, E est
I'espace total et 7 est la projection de F sur 2. On rappelle qu'un fibré d’état
de I'univers Q est un fibré complexe muni d’une section hermitienne, notée (e | o),
induite par la fibre 7 . Chaque fibre est muni d’un produit scalaire hermitien.
L’univers 2 est muni d’une orientation et d’une mesure Lebesguienne A. On définit
le produit scalaire

<¢|¢>=/Q (6 (@) | (), dA (),

¢ et 1 sont deux sections de (. L’espace L? (¢) est la complétion de I'espace vectoriel
normé

{peT(E): o] < +oo}

ot I' (E) est I'ensemble des sections de classe C™ de ¢ et [|¢]|*> = (¢ | ¢). Llespace
L2 (¢) est un espace d’Hilbert que 1’on note par la suite L? (E,d)\). Alors

N v
V5 =9 0Vy_1avec Vp_1=d,_j0---0dy
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appartient a End (¢). On définit pour une section ¢ la norme d’ordre p, |9, =

Jo 181" dX avec, [¢] = /(¢ | ¢) et

16l =D IVES]| 1< p < +o0 et Vi =o.
k=0

On pose I'"™? (¢) = {qb €T (Q) 19l < —l—oo}, les espaces de Sobolev attachés
au fibré hermitien ¢ sont définis par la complétion des espaces normés I'™? (() et
sont notés

WP (C).
Par construction, ces espaces sont des espaces de Banach. Si on pose

H™(C) =W ((),

les espaces obtenus sont des espaces d’Hilbert pour le produit scalaire
(0 10)m =) [ (V301 V39) dA
k=0

L’exemple le plus simple est celui de I'univers de Minkowski (R4, 77), dans cette
situation tous les fibrés des états sont triviaux

R* x Ck
o,
R4
et sont munis de la section hermitienne canonique
k
1.9 __ 1.2 v _ v v v k
222 = E 2,20, 20 = (21,25, ,2) € C¥,
p=1

la connexion est la connexion de Levi-Civita V,, associée a la métrique de Minkowski
7. Les matrices de Dirac associées & la section de Dirac v, v+ (¢) = v (d, ® ¢) ol
{d,} est la base duale de {9, }, doivent vérifier

{47} = 29" 14,

on en déduit {v*,7"} = O4 si p # v, {'yo,'yo} = =21, et {y*,v*} = 214 pour
u=1,2,3. On peut écrire

Y =" sip #F v,
(70)2 = —1y,
(v")? = L.
Definition 24. Le goupe M engendré par les v, p = 0,1,2,3 et ayant pour

relations YHy¥ = —yYyH, (70)2 =—1I et (7“)2 = I est le groupe de Minkowski,
on le note

v v 2
M= {3 =0,1,2,3: 949" = —*9%,(1°)* = = L1, (1) = L}
Dans le cas général, le groupe de Dirac sur (R4,g) est
D={y"1n=0,1,2,3: {7} = 29" 14} .

Remark 27. On peut généraliser le groupe de Dirac & (2, g) muni d’un fibré des
états ayant une connexion V et une section de Dirac .



QUANTIQUE 49

Proposition 13. Les matrices v° = ( OIQ g > et Y = ( 22 gﬂ > ;=
=l O w02

1,2,3 ot les matrices o, sont les matrices de Pauli d’ordre 2, o1 = ( (1) (1) >,

0 —i 1 0 . y y 02
oy = ( i 0 > et o3 = ( 0 —1 >, vérifient yHyY = —yVAH, (’y ) = -1 et
(7“)2 = Iy pour p=1,2,3. On peut comparer a [8].
La section de Dirac est entierement définie par les matrices de Dirac, la connexion
est définie par la connexion de Levi-Civita de la métrique et la mesure définie par

cette métrique 7 est la mesure de Lebesgue sur R*. On peut ainsi, définir tous les
espaces de Sobolev des états attachés a I'univers de Minkowski (R4, 77).

Remark 28. Les espaces de Hilbert H™ (¢) sont définis pour I’étude spectrale de
lextension de la dérivée de Lie aux champs complexes en identifiant Lx d un
opérateur
Lx :H™(C) = H™ (), Lx (V) =[X,Y]

avec ¢ = (TcQ, 7, Q,H).
4.4. Opérateur de type Dirac associé a4 un champ essentiellement autoad-
joint. Soit H un espace d’Hilbert, on note H®", le tensorialisé d’ordre n et ’H?”
et H®™ sont respectivement le symétrisé et antisymétrisé de HE™.

H%” est engendré par

{h1,hay -+ hn} = Z ho(1) ® ho2) @+ @ hg(n)
oc€Perm({1,2,--,n})
et H®™ est engendré par
(h1,ha, -+ hy) = Z €(0) ho1) @ ho2) @ - @ ho(n),
oc€Perm({1,2,--,n})

ot Perm ({1,2,--- ,n}) est ensemble des permutations de {1,2,--- ,n} et € (o) est
la signature de 0. On pose

[hlahQa' o ahn]+ = {hlahQa" : ;hn}

et
(1, ho, - hy]_ = [h1, hoy - Ryl

L’espace de Bose-Fock et 'espace de Fermi-Fock sont respectivement
Fir(H) = @2 gHS™ et F_ (H) = @5 jHE"
avec HE" = HG’ = H® = C, l'espace de Bose-Fermi-Fock est
FH)=FL(H)@F_(H).
Les éléments de l'espace de Fock s’écrivent ¢ = {¢™}, on identifie ¢™ &
{0,0,---,¢™,0,---},

on pose 14 = {1,0,0,---} € Fy (H), 1+ représente le "boson fock vacuum” et 1_
le ”fermion fock vacuum”. En général, si H et K sont deux espaces de Hilbert,
lespace de Bose-Fermi-Fock pour le couple (H, K) est

F(H,K) = Fy (H) @ F- (K),
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pour nous H = L?(Q,d)\) pour les champs scalaires et H = L? (T, d)\) dans le
cas des champs de vecteurs complexes, ou T¢€2 est muni d’une section hermitienne
et d)\ est la mesure de Lebesgue induite par la métrique de Lorentz sur I'univers €.

Si H = K, on pose

F(H)=F((H,H).

Pour tout champ X € H (g), on peut construire des opérateurs densément définis,
fermés et non bornés, qui sont les opérateurs dits d’annulation et dont les duaux
sont les opérateurs de création des champs bosoniques et des champs fermioniques

1 O , —
A(X) ([Xl’X2’..- ,X’n,]:t) :ﬁzﬁi(‘y)<X|X]>H(g) Xl,XQ’"- ’Xj’... ’Xn
Jj=1

avec
. . j—1
ey (j)=Tlete (j)=(-1)"".
Les propriétés de ces opérateurs sont les suivantes

Ax (X)1: =0,

HE™ = Vect {AL (X1)" - As (X)) 1 1 X; €H(g),j=1,2,--- ,n},

et on a les regles d’anticommutation
[Ai (X), A (Y)*}; = (X | Y)'}-[(g) )
[A+ (X), Ax (V)] =0,
[A+ (X)", Ay (Y)*]jF = 0.
Remark 29. Avec les conventions [A, B]_ = AB — BA et [A, B] . = AB + BA.

La construction précédente peut se faire en prenant pour espace de Hilbert,
lespace H = L2 (Q,d)\) ou H =L?(Tcf,d)), ot d\ est la mesure de Lebesgue
définie par la métrique Lorentzienne g. On construit les opérateurs d’annulation
Ay et de création A% qui a chaque onde ¢ associe un opérateur sur ’espace Fi.
On étend ces opérateurs & l'espace de Fock F (H) comme suit

AT () = A (¢) @ 1d et A™ (¢) = @A (),

Id est lapplication identique sur les espaces respectifs F_ (H) et Fy (H).

Lorsque le champ X est essentiellement autoadjoint, la fermeture de la dérivée
de Lie Lx est densément définie et autoadjointe. Lx est I’application duale. On
pose Dx, le sous-espace vectoriel défini par

_ AT (61)" - AT (¢p)" A™ ()" A7 (¥p) " 1
DX = Vect { (ble dom (T) ,"/)k c dOInl(T*) , 0, P E% }

Ot11:1+®1,.

Theorem 13. Si X est un champ essentiellement autoadjoint, il existe un unique
opérateur dx , densément défini et fermé de l’espace de Fock F (L2 (Q, d)\)) vérifiant,
1)Dx est un coeur de dx,
2)Pour

U =AY (¢1)" - AT (¢n)" AT (h1)" - A7 ()" 1, (4.5)
on a
dxV =0 pour n =20,

)
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AxW =Y AT (§1) - A (6) - AT (9a)" A (1) A7 (1) 1.
j=1
De plus, d% = o et pour chaque base hilbertienne {e,} C dom (E*)

dx U = i At (Een) A (e,) ¥, U € Dy,
n=1

pour la topologie forte de F (L* (2, dN)), si {¢n} C dom (Lx) alors

N
<(I) | lI/>_7--(L2(Q,d)\)) = ngnoo <(I) | Z AT (en) A” (Een) \I]> ’ (I); ¥ e Dx.
n=1

Dx CD (d}) et
dx v
P . 5 -
=Y e (AT (T ) A (00) AT (60) A7 (1) A7 ()" AT (6,)" 1,
k=1
si U vérifie I’équation 7.

Proof. C’est un cas particulier de la proposition 2.1 de [1], appliqué & lopérateur
non borné fermable et symétrique associé a la dérivée de Lie pour un champ de
divergence nulle, c’est-a-dire, essentiellement autoadjoint pour la métrique g. [

Definition 25. L’opérateur de Dirac associé au champ essentiellement autoadjoint
est défini par
Qx =dx + d}, dom (Qx> = dom (dx) N dom (d}) .
Pour l'opérateur, non borné autoadjoint 7' sur un espace d’Hilbert H, il ex-

iste un unique opérateur autoadjoint 7T}, sur H®", pour lequel le produit tensoriel
algébrique de n exemplaires de dom (T") soit un ”coeur” de dom (T},), T;, vérifie

Tn(¢1®---®¢n)=Z¢1®---®¢j—1®T(¢j)®¢j+1®---®¢na
j=1

ou ¢; € dom(T3,), si on pose Ty = o 'opérateur identiquement nul, on construit
lopérateur autoadjoint
r (T) = EBZO:OTM
cet opérateur défini sur
DRLoH®",
est appelée la deuxieme quantification de 'opérateur T' [21]. On a,
D(T) (F+ (H)) € F= (H).

On pose 't (T') = I'(T) | £, (3), pour la fermeture de I'opérateur associé a la
dérivée de Lie, on pose I'y (X) = I' (X) | £, (2. Le Laplacien associé¢ a I'opérateur
de type Dirac est

Ax =T, (H OH) ®Id+Idel_ (EOE) .
Theorem 14. Si div (X) = o alors
Ax = Q% = didx +dxdx.
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Proof. Ce théoréme est une conséquence directe du théoréme 2.2 de [1]. O

On rappelle que deux champs X et Y, essentiellement autoadjoints sont forte-
ment commutatifs, si les mesures spectrales de Lx et Ly commutent. En d’autres
termes, ils sont dits fortement anticommutatifs si

exp (th) Ly C Ly exp (fitH) , teR,

on peut consulter [18] et [25].
Le théoréme qui suit est une caractérisation de 'anticommutation des opérateurs

Qx et Qy.

T@rem 15. Qx et Qy sont fortement anticommu_mtifsii et seulement si Lx
et Ly sont fortement anticommutatifs. Dans ce cas, Lx + Ly sont des opérateurs
non bornés autoadjoints et Qx+y = Qx + Qy.

Proof. La preuve est une conséquence directe du théoréme 3.1 de [1], appliqués aux
opérateurs Ly et Ly. O

Conclusion 2. L’ensemble des champs essentiellement autoadjoints, noté Q (€2, g)
sont les champs qui conservent le volume le long de leur flot. Le sous-espace Q (€2, g)
est un sous-espace vectoriel fermé de T' (),

Q(Q,g) = ker (div) .

La fermeture de l'opérateur défini par la dérivée de Lie, le long d’un champ
de Q(Q,g) est un opérateur autoadjoint, non borné. Cet opérateur définit dans
Iespace de Fock associé a l'espace d’Hilbert L? (2,d)), un opérateur de type Dirac
noté Qx, qui quantifie le champ essentiellement autoadjoint X .

4.5. Les champs en cordes. On a donné une étude des champs de fagon ana-
lytique en introduisant la dériveé de Lie de ce champ, on étudie les champs par
une approche géométrique. Dans cette section, on suppose que l'univers {2 est une
variété de dimension 4, orientée. Le fibré tangent est muni d’une connexion V et
d’une section de Dirac =y qui vérifie I’équation relativiste quantique dans toute carte

&G

1
Ric™? — §Ryaﬂ = c—4T“ﬂ + Ay®P, (4.6)

~v*8 est le tenseur de Poisson défini par

7P = %Trace ({r*, 'yﬁ}) = %Trace ('yo"yﬁ) ,

v sont les matrices de Dirac associées a v dans cette carte.

On définit Uopérateur d’évolution sur le complexifié du fibré tangent comme la
section du fibré A{LQ @ TcQ,

O(X+iY)=~voV(X)+iyoV(Y).

L’équation d’évolution des champs complexes est
me

(V) = —i— T, (4.7)

ou m est la densité de masse associée au champ V.
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Remark 30. 1)Dans une premiére approche on parlera de champ complexe et de
masse ponctuelle pour définir la notion de pseudo-particule et de masse.

2)La connexion et la section de Dirac sont définies et vérifient dans tout "local
frame” Uéquation relativiste quantique 4.6. L’opérateur i® est un opérateur hermi-
tien pour une structure hermitienne donnée. L’ensemble de toutes les sections des
formes hermitiennes de Tc§2 qui rendent lopérateur i® hermitien est noté He.

3)Un champ ¥ vérifie une équation d’évolution de type 4.7. La masse ponctuelle
ou densité de masse associée a U est la fonction m fixée par une section de He.

Definition 26. Les champs en corde sont des champs complexes U pour lesquels
dim (Vect {Re ¥, Im ¥}) = 2,

et
[Re ¥, Im ¥] € Vect {Re ¥, Im T} .

Ces hypotheses permettent de définir un feuilletage de 'univers, de dimension
2. Chaque feuille représente une trajectoire possible d’une corde, dite surface
d’univers, la corde est une feuille du feuilletage de S, défini par Im ¥. Sous les
hypotheses précédentes, il existe deux fonctions réelles a et b, de classe C'* sur ()
a valeurs dans R telles que

[Re VU, Im¥] =aRe ¥ 4+ bIm U.

On peut associer & un champ en corde une fonction définie sur 2 a valeurs
complexes, © = a + ib.

Remark 31. [Re ¥, Im U] = Lgeg Im ¥ 00 Lrew est la dérivée de Lie étendue aux
champs réels.

Definition 27. 1)Une supercorde de S est une réunion de cordes de S. Si cette
réunion est finie, une supercorde est une "particule”.
2)La fonction © est la fonction d’onde associée au champ V.

Soit S une surface d’univers et in : § — €, l'inclusion de S dans . T, in :
T.,S — T,8 est un isomorphisme de 7,5 sur Vect {Re ¥ (w),Im ¥ (w)}. Par la
suite, on identifie T,,S et Vect {Re ¥ (w),Im ¥ (w)} & 'aide de cet isomorphisme.
On définit les deux 1-formes A et p sur S par A (w) (u) = « et p(w) (u) = B pour

T,in(u) =aRe¥ (w)+ FIm ¥ (w) € T, in (T,,S) .

Ces deux 1-formes définissent la 2-forme ¢ = A A p sur S. On prend pour
orientation de S, 'orientation définie par o.

Definition 28. La tension de la feuille S est
T(S) = / , (4.8)
S

La tension est une quantité positive par le choix de 'orientation de S. La corde
ne peut pas occuper toutes les surfaces d’univers, I’hypothese que l'on fait est
que les trajectoires possibles S sont celles qui rendent minimale 7 (S). Il peut y
avoir une infinité de surface d’univers. La trajectoire d’une corde définie par un
champ en corde est une surface d’univers pour ce champ. La notion de temps peut
apparaitre dans le choix de la restriction de la section des formes hermitiennes de
TcQ) a TQ. On peut représenter cette restriction comme une métrique de Lorentz
ou une métrique pseudo-riemannienne de I'univers 2. Dans le cas d’'une métrique
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de Lorentz, on peut définir les champs chronologiques associés a cette métrique.
L’opérateur ® est défini par la connexion de Levi-Civita de cette métrique et le
tenseur de Poisson s’écrit localement comme le tenseur dual de gqg.

Definition 29. Un temps relatif sur S est une C*-application 7 : S — R pour
laquelle T |, est constante pour toutes les cordes de S.

La condition nécessaire et suffisante pour que 7 soit un temps relatif est que
pour tout w € S, d,7 (Im ¥ (w)) = 0. Ces égalités sont équivalentes a lexistence
d’une C'*°-application x de 2 a valeurs dans R vérifiant dr = xA. Le temps relatif
est orienté positivement si y > 0 sur S~ {x = 0}. Si 7 est orienté négativement,
—7 est orienté positivement. Si 7y et 7 sont deux temps relatifs sur S alors 75 — 7y
est un temps relatif sur S. Un temps relatif 7 est un temps propre si y = 1.

Si S~ {x =0} n’est pas connexe, un temps relatif peut étre positif sur une
composante connexe et négatif sur 'autre. Dans la suite un temps relatif est tel
que {x = 0} est vide ou une sous-variété de dimension 0.

Theorem 16. [l y a équivalence entre la 1-forme différentielle A est exacte et S
est muni d’un temps propre, tous les temps propres T de S sont les primitives de
M. Si T et Ty sont deux temps propres sur S alors 79 — T, est constante sur S.

Proof. La fonction x est définie par x (w) = d,7 (Re ¥ (w)). Six=1,dr=X. O

Definition 30. Le champ en corde ¥ est exacte ou totale sur la surface d’univers
S si la 1-forme X\ est ezacte.

Le champ W vérifie une équation de la forme 4.7, la fonction m représente la
masse ponctuelle du champ ¥. La masse de la corde v est donnée par

M, = /mu: /mLRe\pO', (4.9)
vy gl

avec (1 = Lre w0 qui est une forme volume sur . Et sa tension est définie par

T :/M:/LRe\DU- (4.10)
Y Y

L’énergie est proportionnelle a la masse de la corde avec un coefficient de pro-
portionnalité positif, noté c?,

Remark 32. A = —¢1vo.

E, = M,
Dans ce qui suit ¥ est un champ en corde exacte sur S. Si on impose que ’énergie
de chaque corde est invariante sur S et vaut Eg, alors ’énergie d’une particule au
temps ¢ pour le temps propre T est

E, =k(t)Es

ol k (t) est le nombre de cordes composant cette particule. Si on passe d’un temps
t a t+ At, la variation d’énergie est

AE = (k(t+ At) —k(t)) Es = Ak (t) Es.
Si on change de temps propre on a
AE = Ak (t+ «) Eg,

ol la constante « est la différence entre le nouveau et ’ancien temps propre.
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Remark 33. Pour les supercordes ayant un nombre infini de composantes, I’hypothése
d’imposer a l’énergie d’étre invariante pour chaque corde de S, est caduque. Si
v = >.7 alors E, a une valeur finie si la série > E., est une série convergente
et en particulier lim,_, o E,, = 0.

On a quantifié ’énergie en imposant une énergie constante sur chaque corde
située sur la surface d’univers. Si on utilise la formule de Planck

ES:hV

ou v est la fréquence d’oscillation de la corde, alors les cordes ont méme fréquence
d’oscillation sur S.
Les équations d’Einstein et Plank, B, = M,c? et E, = hv.,,, permettent d’écrire

h
E =M,T, = = (4.11)
qui est invariant, ou h est la constante de Planck et T), = Vi est la période
Y

d’oscillation de la corde ~.
On se fixe une métrique riemannienne g canonique, sur .S par

gReV,Re¥) =g (Im ¥, Im¥) =1

et
g(Re¥, Im¥) =g (Im ¥, Re¥) =0.

Avec cette métrique pour un temps propre, Re W = grad 7. L’excitation globale
de la surface d’univers de S est une section £ de S & valeurs dans Isom, (T'S)
qui & chaque événement w € S associe une isométrie de (7,5, g (w)) conservant
Porientation. La restriction de cette section a une corde y est I'excitation de cette
corde sur S. On pose M, la matrice de £ (w) dans la base {Re ¥ (w) ,Im ¥ (w)}, il
existe une C*°-application 6 : S — R vérifiant

[ cosf(w) —sinf(w)
M. = ( sinf (w)  cosf (w) ) ' (4.12)

Si v est difféomorphe & Stou I=]0, 1], on prend un paramétrage par longueur
d’arc ¢ : [0,1] — , Papplication 6 o g : [0,]] — R est prolongeable par périodicité
sur R, la période T de cette fonction est la période d’excitation de la corde . La
longueur de la corde ! qui est la tension 7, de la corde vérifie

T, =kT,, ke N".
Proposition 14. La tension de la corde v est un multiple entier de la période T, .

Remark 34. La fréquence d’excitation de v est v, = T—lw

Pour comprendre la notion de fréquence d’excitation d’une corde =y, on se place
dans un voisinage de cette corde dans lequel il existe un temps propre 7. On choisit
I'unique temps propre pour lequel v = 771 (to) et on pose 79 = 7. Ensuite, on
fait varier le temps propre de ty a t1. Si on pense vy comme une corde ouverte ou
fermée qui évolue, sur la surface S, de 40 = 771 (tg) & v1 = 771 (t1) et on se fixe
un événement wy, sur vyp, cet événement décrit une trajectoire de wy, & wy, € 7.
On pose w; € ¢ = 771 (t) un paramétrage de cette courbe. Le transport parallle
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le long de cette courbe permet de définir une isométrie de ¢y, w,, * T, S = Tw, S
pour tout t € [to,t1], qui préserve 'orientation. On a

§wt1 sWtg = gwtl sWt o gwtﬁwto :
L’événement marqué w sur y9 = 7! (to) suit la trajectoire w; pour laquelle
-1
£ (wtl) = Swyy,wig © £ (WO) o §wt11wt0, Vio, t1.

Si on se place sur la corde, il y a une excitation donnée en chaque événement w
par £ (w) et les déplacements suivant un temps propre, de chaque événement de la
corde, vérifient 4.11. On en déduit la relation de quantification d’une corde,

h
MLT, = k= k€ N (4.13)

On peut fixer I'excitation sur la surface d’univers S, en prenant pour fonction 6
dans Iéquation 4.12, la fonction qui vérifie © = v/a? + b? exp (i6) ot © est 'onde
associée au champ en corde ¥ et est défini par O (w) = a (w) + b (w) avec

[Re VU, Im¥] =aRe ¥ 4+ bIm U.

Si la surface d'univers est muni d’un temps relatif 7 qui n’est plus propre, on
prend un temps relatif 7 qui vérifie dr = x A, pour lequel {x = 0} est discret
et positif sur S ~ {x =0}. Les points ot x = 0 correspondent aux points de
séparation des cordes ou au regroupement de deux cordes. Sur S~ {x = 0}, si on
transforme le champ ¥ en ¥, = xReW¥ + i Im ¥ et si on se restreint a la surface
Sy = S~ {¥, = o}, alors 7 est un temps propre pour ¥, qui est un champ défini
sur S. Les 1-formes différentielles A, i se transforment en xA et p, donc M, et T,
sont invariantes et la tension de la surface S, est

T (Sy) = /Sxo,

la fonction d’onde ©, associée au champ U, est ©, = xO = xva? + b2 exp (i0),
ainsi 6, = 6 sur S. On obtient encore une formule de quantification identique a
celle donnée en 4.13.

Dans le cas le plus général, on découpe la surface S ~ {¥, =0}, en surfaces
ouvertes connexes et on répete le procédé sur chaque composante connexe obtenue.
Les événements de {¥,, = 0} sont les points ol se collent et se décollent les cordes
entre elles qui évoluent dans la surface d’univers S.

La représentation géométrique des champs en corde permet de quantifier I’énergie
de la corde définie par le champ. Le produit de la masse et de la tension est
discrétisé dans I’équation 4.13. Il serait intéressant de regarder le comportement
d’un nombre fini de champs en cordes, notamment en analysant les feuilletages de
P'univers induits par ces champs. Que se passe-t-il pour deux champs en cordes
dont les feuilletages sont transversaux?

La dérivée de Lie le long d’un champ X, considérée comme opérateur de ’espace
de Hilbert L? (£2,d)) est essentiellement autoadjoint si la divergence de X est nulle.
Pour ces champs, on a procéde a une quantification de cet opérateur en considérant
espace de Fock F (L?(Q,d))). On généralise I'espace d’Hilbert L? (Q,d)) aux
espaces d’Hilbert H™ (¢) ou ¢ est un fibré des états de 'univers 2, Uextension de Lx
aux champs Lx peut étre assimilé & un opérateur de H™ (¢) pour ¢ = (T@Q, , (C4).
Quelles sont les propriétés de cet opérateur?
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On a donc approché les champs complexes par deux procédés différents, I'un est
analytique et utilise I’analyse spectrale de Von Neumann, 'autre est géométrique
et fait appel a des procédés de géométrie différentielle sur les surfaces. Ces deux
approches sont complémentaires 'une de 'autre mais restent insuffisantes pour
I’analyse de tous les champs complexes de I'univers 2.

5. MODELISATION EN FEUILLES DE TYPE ESPACE ET DE TYPE TEMPS

5.1. Champ chronologique. On suppose que 2 est une variété Lorentzienne,
connexe, orientée en temps, c’est-a-dire, qu’il existe un champ de vecteurs T : 2 —
T de genre temps Yw € Q, g (w) (T (w),T (w)) < 0. Un vecteur causal v € T,
est orienté vers le futur si g (w) (v, T (w)) < 0 et vers le passé si g (w) (v, T (w)) >0
(v € T, est de genre temps si g (w) (v,v) < 0, de genre lumiere si g (w) (v,v) = 0,
de genre espace si g (w) (v,v) > 0 et causal si g (w) (v,v) < 0 ). g est la métrique
Lorentzienne de signature (—, +, +, +).

Pour l'espace-temps de Minkowski (R*,7) alors n = —dt? + da? + dy* + dz?, le
champ T = % donne l'orientation du temps. Localement, si X € T' (), alors en
coordonnées locales X = X79;, ou X7 : U — R est une C*-application et {9} est
le "local frame” induit par une carte.

Definition 31. Un changement local de chronologie de T' a S est une section locale
0 de T*Q ® TQ qui vérifie les conditions suivantes

0T =S etfecO(Tg).

Pour une métrique de Lorentz g fixée, il n’existe pas en général de chronologie
sur 2. On peut définir des chronologies locales sur des ouverts connexes de (2,
on note dom7T' cet ouvert. On dit que la chronologie T' est maximale si on ne
peut pas étendre dom T, c’est-a-dire qu’il n’existe pas de chronologie S telle que
domT ; dom S avec T =S sur domT.

Proposition 15. Pour tous les champs chronologiques T et S, il existe un change-
ment local de coordonnées.

Proof. On prend un ouvert U sur lequel T2 est trivialisable, on se donne qua-
tre champs A, B, C et D linéairement indépendants. On peut construire 3 champs
X1 Y1et Z! tels que Vect (X1, Y1, Z1) = (RT)™, par le procédé d’orthogonalisation
de Graam-Schmit, on peut construire 3 champs Xi, Y1, Z; formant une base or-
thonormale de (RT)J‘ pour la métrique riemannienne gr qui est la restriction de g
a (RT)L. On note 67, 'application qui envoie X7 sur A, Y7 sur B, Z; sur C et T
sur D. De fagon identique, on construit #» 'application qui envoie Xo sur A, Y5
sur B, Zy sur C' et S sur D, alors 'application § = 92_1 o #; répond a la question
car les procédés de construction sont C*°. (|

L’ensemble des champs sur I'univers 2 est noté I (€2), les champs espaces, ¢’est-a-
dire, les champs X qui vérifient X (w) € E,, sont notés I'g (2). On a une bijection
naturelle 7 : T'(Q2) — Tg(Q) x C* (). Sur I'g (), on peut définir la notion
de produit vectoriel. Si Xg et Yr sont dans I'g (), on pose Xg A Yg € T'g ()
avec, Xgp A Yg (w) = Xg (w) A Yg (w), le produit vectoriel sur E,, muni du produit
scalaire défini positif g (w) |g,. On peut définir une loi de composition interne
sur I'g (Q) x C*° () définie par (Xg, ) * (Y, u) = (Xg A Ye, Au). La bijection
7 induit une loi de composition interne sur I' (2) appelée produit et défini par
XY =7 (Xp AV, ), X = Xp— AT et Y =Yg — uT.
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Remark 35. Les champs de Morse sont les champs pour lesquels A est une fonc-
tion de Morse sur ). Les champs de Morse sont denses pour la C™-topologie de
Whitney.

Avec trois champs de vecteurs, on peut construire un champ chronologique en
remarquant que

Xx(Y*Z)+ Y« (Z+xX)+Z+(X«xY)=-3 T,

ou X =Xgp —ANT,Y =Yg —uT et Z =75 — VT, c’est 'identité de Jacobi.
Si on pose |\X||i = ||XE||i + A% (w) HT||Z, on peut normaliser T, en prenant
T(w)
9(@)(T(w), T(w))
|\X||i = ||XEHZ — A2 (w) et on note simplement || X||> = || Xg|* — A2 si aucune
confusion n’est possible. On en déduit une généralisation de l’identité de Lagrange

IX «Y||* = | Xel* IYel® - 9% (X5, YE) — (M),

pour T (w) le champ 7 Avec cette normalisation ||T||i = —1 et

ot gg (w) = g (W) |g,-

Soient deux cartes ¢ et 1 deux cartes telles que ¢ (R4) Ny (R4) # ), Papplication
de changement de cartes est stable le long des feuilles si

Aol (e (RY) No (RY) = o7 (0 (RY) Ny (RY),
avec A (z,y,z,t) = (2, y/, 2/, ') est de la forme X' = o (X,t) et ' = B (t), avec X =
(z,y,2), X' = (2,y/,2'), a est une C*®-application de o~* (p (R*) Ny (R*)) C R?
dans R3 et 3 est une application C*, d’un ouvert de R, non nécessairement connexe,
a valeurs dans R. On dit que les cartes sont stables pour le feuilletage de Minkowski.
L’idée du feuilletage consiste & dire que si 'on passe d'une carte ¢ a une carte
compatible 1, on passe d’une feuille espace de ¢ a une feuille espace de ¥ avec
un temps qui ne dépend que du temps relativement a ¢ de cette feuille. On peut
écrire,
FPne®RY)ny (RY) =Fne (RY) Ny (RY)

est équivalent & s = S (t).

A

(X.) e (p(RY) Ny (RY)) D (X ¢) € v (o (RY) Ny (RY))
N Y

v (RY) Ny (RY)

On a A((X,t)) = (X', t'), pour Pobservateur attaché & la carte o si son présent
est t, le présent de l'observateur attaché a la carte ¥ est t' = 8 (¢) qui ne dépend
pas de la position d’espace des observateurs choisis si les cartes sont compatibles.
On a

ATHO((X 1) = A7 (e (X, 1), B(1)))
= ((a (X’ t)aﬁ (t))) , 1 (6 (t))) = (Xa t)
et on en déduit B; = B~ et

a (e (X, 1), B (1)) = X,

en particulier,

0
priel ((a(X,t),B(t))) = ogs.
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Par permutation de a; avec o et 1 avec 3, on a a((an (X,t),51 () = X et
B (P1(t)) = t, Papplication «a; est entierement définie par la relation fonctionnelle
« ((041 (X,t),871 (t))) =X.

La partie espace de l'espace tangent est EQ = U, ecq {w} X E,, et la partie temps
est TQ = Uyeq {w} x T, Le triplet (TQ, 77,) est un fibré vectoriel trivial car,
TQ = Upea{w} x T, = QX R, & (w,uT (w)) = (w, 1) est un isomorphisme de
fibré.

EQ TQ
Lemma 4. } me est un fibré et d T est le fibré trivial. De plus, TS)
Q Q

est la somme de Whitney de ces deux fibrés, TQY = EQ @ TQ..

Remarquons que sur le fibré espace

EQ

Ime
Q

on a sur chaque fibre E,, la restriction de g (w) est une forme définie positive.

Pour le feuilletage chronologique, il existe une famille maximale de submersions
(Ui, a3), © € T on les U; sont des ouverts de Q et les o : U; — R? sont des
submersions pour lesquelles,

1) UierU; = Q,

2)siU;NU; # (@, il existe un difféomorphisme ay; de R3, vérifiant: a; = Qi 0 Q.

Les (U;, a;) sont les cartes distinguées de T, les c;; sont les changement de cartes
et pour U; NU; N Uy, # 0 alors a; o avj o a; = Id.

On peut définir le fibré associé a 'aide des applications de transition w € U; N
Uj cQ— DO[Z']' (CU) e Gl (RB)

On a Day; (w) = Idgs, Doy (w) = (Dav) ™" (w) et

Dok, (w) = Dayj (w) o Daji (w). Le fibré obtenu est noté,

TQ

b .
Q

C’est un fibré vectoriel de fibre R? et dont les feuilles sont R ou S'. On opere
de facon identique avec le feuilletage espace €. Les cartes distinguées sont (V;, 8;),
j € J avec les 8 : V; — R sont des submersions pour lesquelles,

1) UiesV; = Q,

2) si V; NV, # 0, il existe un difféomorphisme

Bij : B; (VinV;) C R — B; (V;NV;), vérifiant 8; = B, o 85, avec la relation des
cocycles: B;; 0 Bji o Br; = 1d.

Les applications de transition pour ce fibré vectoriel sont

weV,NV; CQ— DB;j (w) € R** C GI(R), on le note

EN
I me .
Q

Les feuilles sont des sous-variétés de dimension 3 et la fibre du fibré est R. On
donne une autre représentation du fibré espace et du fibré chronologique.
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Theorem 17. Si T est stable sur Q alors le systéme de Pfaff w — 7 (w) = E,, est
complétement intégrable, pour chaque w € ), la composante conneze de l'intégrale
associée a ce sytéeme est une vari€té conmexe appelée l’espace associée au point w
et note F =£&,,.

Proof. On utilise le principe de sommation d’Einstein. Soit ¢ : U — R*, une carte
de Q, on a:

TU % TR =R xR

1 1

u 4 R*
etsix = (,7:1, 22, 23, x4) = z’e; est le systéme canonique de coordonnées , le champ
standard a?ci : R* — R* x R* est défini par: % () = (z,e;) pour tout z € R4,
ott {e1,ez,e3,e4} est la base canonique de R*. Localement dans la carte (U, ), on
définit les champs 2 : U C Q — TU,

g (1) = (du) ™" 52 (2 (W) = (dup) " (¢ (u) ,€0)), Cest-a-dire,

TU % TR =R* xRS
T 5o T o )
uo5 R*
% ocp=dpo %. On pose 0; = % , localement si
X € I'>° (T2) alors en coordonnées locales
X =a'0; € T,9, o1 a’ : U — R est une C>-application.
SiY =b0; alors [X,Y] = ¢'0; avec, ¢! = a? (9;b) — b (9;a’).
On note T = t'9;, le champ chronologique. Il faut vérifier que si g (X, T) = 0 et
g(Y,T)=0sur U, alors g ([X,Y],T) =0sur U.
On a g(X,T) = a't'g;; = 0, de méme b't’ g;; = 0 avec, g (9;,0;) = gi;. Ensuite,
on calcule
g([X,Y],T) = 't gi; = (a* (9xb7) — b* (Ora’)) ¥/ gi;
= aktjgij (akb]) - bktjgij (akaj) 5
les conditions a’t? g;; = 0 et b't7 g;; = 0 impliquent 8y, (a’t? g;;) = 0 et O (b't7g;;) =
0. On en déduit
g([X,Y],T) = —a*bioy, (t‘jgij) + b*a'oy, (tjgij)
= aFp? (*8]@ (tjgij) + 0; (tjgkj)) =0.
Donc, 7 est complétement intégrable. Si &, est la composante connexe de

Iintégrale de 7 contenant w, &, est une sous-variété de dimension 3 de 2. De
plus, Uyen&w = 2. O

Si on admet D'existence d’'un champ chronologique stable sur I’espace-temps 2
alors deux feuilletages cohabitent, le premier est de codimension 1, c’est le feuil-
letage espace £ et 'autre est de codimension 3, c’est le feuilletage chronologique T

Proposition 16. Si T est stable les deuxr représentations des fibrés espaces et
chronologiques sont équivalentes, c’est-a-dire,

Definition 32. Deuz points w et w de l'univers ) sont dans le méme espace si
et seulement si &, = Ex. La sous-variété &, est la feuille d’espace contenant w.
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Sur l'univers €2, on note &, la feuille contenant w de l'intégrale du systeme de
Pfaff w — 7 (w) = E, C T,,Q. Ce systeéme de Pfaff définit un feuilletage de I'univers
Q, noté &.

De fagon analogue le systeme de Pfaff ¢ : w — T,, = RT (w) est complétement
intégrale. On construit un feuilletage 7 dont la feuille contenant w est notée 7.
En chaque point w de €, les feuilles &, et 7., sont transversales. Chaque feuille de
T est une section transversale du feuilletage £ et réciproquement. Chaque feuille
espace est une variété riemannienne pour g |(RT)L.

Proposition 17. Si Fr et Fe deux feuilles de T et £, telles que Fr N Fg # (),
l'une des conditions suivantes est vérifiée

1) Fr N Fg est discret,

2) L’adhérence de Fy N Fe dans Fr ou dans Fg, contient un ensemble ouvert,
on dit que Fy et Fe sont respectivement localement denses,

3) Adh (Fr N Fg) est un ensemble parfait d’intérieur vide, on dit que Fr et Fg
sont des feuilles exceptionnelles.

Remark 36. Dans notre situation la transversalité des feuilles exclut les situations
2) et 3). De plus, si Fr est S' alors Fr N Fg est fini.

Definition 33. Un point w € Q) est dit

1) discret si £, NT, est discret,

2) dense si ladhérence de &, N T, dans &, ou dans T, est localement dense, en
précisant qu’il est dense “espace” ou "en temps” dans le premier et second cas, ou
simplement dense si on a les deuz situations.

3) exceptionnel si Adh (&, NT,,) est un ensemble parfait d’intérieur vide.

Corollary 2. Les points de l'univers ) sont toujours discrets fini ou infini.
Definition 34. Un point w est a temps cyclique si T, = S*, non cyclique si T, = R.

Dorénavant, on met sur {2 la structure de variété analytique définie par Whitney.
Les feuilletages £ et T deviennent analytiques.

Theorem 18. Si tous les éléments de m () sont finis alors tous les points w sont
a temps non cycliques. Si w est a temps cyclique alors la courbe fermée T, définie
une classe d’homotopie d’ordre infini dans 71 (Q).

Proof. C’est le théoreme de [12]. O

5.2. Un premier modele d’espace-temps. Soit A une variété fermée, connexe,
de dimension 4 et V une sous-variété compacte, sans bord, non nécessairement
connexe, de codimension > 2. La variété Q = A\ V est une variété connexe
qui représente notre univers. La variété V est dite variété a l'infini et est notée
V = Q. La variété Qo est une variété compacte, sans bord, de dimension 0, 1
ou 2. La dimension 0, permet de représenter {2 comme une variété fermée privée
de k points. Si k =1, A est le compactifié d’Alexandroff de 2. Pour la dimension
1, on retire & A, un nombre fini k£ de lacets simples plongés dans A deux a deux
disjoints. Si la dimension est 2, on retire un nombre fini k de surfaces fermées de
genres gi, g2, - ; k-

On peut généraliser en supposant que 2o, est une réunion finie de variétés
fermées, deux a deux disjointes, de codimension > 2. On note dans cette situa-
tion codim 2., la plus petite codimension de chaque composante connexe de .
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Theorem 19. 1) Sicodim Qo = 3, alors linclusion in : Q@ — A induit un isomor-
phisme in, : T (Q,w) = m1 (A, w) pour tout w € Q.
2) Sicodim Qoo = 2, in, : m (Q,w) = 71 (A, w) est surjectif pour tout w € Q.

Proof. C’est un théoreme de [9]. O

Remark 37. Le goupe de Poincaré de l'univers est isomorphe au groupe fonda-
mental d’une variété fermée sous l’hypothése que sa structure a linfini est formée
d’un nombre fini de points.

On suppose l'existence d’un champ chronologique stable sur Q2. 2 est une variété
a deux feuilletages transversaux, notés 7 et £ avec codimT = 3 et codim& = 1.
Il y a deux types de feuilles pour ces feuilletages, les feuilles F' pour lesquelles
Adhy F' = F qui sont les feuilles compactes et les feuilles pour lesquelles Adhy F' #
F.

On se place dans la situation ot o, = {001,009, ,00x} alors Adhy F' =
FU{c0;,j€J} = Fj o J est un sous-ensemble de {1,2,---,k}. Les points
001,009, - -+ , 00k sont les points de contact des feuilles & I'infini. On note pour tout
JeP({L,2,---k}),

Q7 = Uadn, r=r, F.

La famille {Q; : J € P ({1,2,---,k})} forment une partition de l'univers Q. Si
le systeme de Pfaff 7 : w — 7 (w) = E,, est prolongeable & 'infini, c’est-a-dire, si
lim,, o0, 7 (w) = Ej; alors toute feuille F¢ telle que

A[(\thg :FgU{OOj,j € J}:FE,Ja

est une sous-variété et Too, Fe j = FE;. On a pincé les feuilles-espace aux points
a l'infini. On définit ainsi, un feuilletage pincé en un nombre fini de points. Si le
systeme de Pfaff ¢ : w — T, est prolongeable a I'infini, c’est-a-dire, limy o0, ¢ (w) =
T} alors toute feuille F'r telle que

Aj(\thT:FTU{OOj,j EJ} =Fr

est une sous-variété homéomorphe & S' ou a [0,1] avec, Too, Fr.; = Tj. Les
lacets simples F'r ; se coupent tangentiellement aux points co; pour j € J. Sans
I’hypothese de prolongement par continuité a 'infini des systemes de Pfaff, on a un
théoreme de fibration de 'univers si les feuilles-espace sont compactes.

Remark 38. lim, .o, ¢ (w) = T} signifie qu’il existe des sections locales X;-j dans

une carte de 0o, telles que Vect {Xf (w)} = ¢ (w) avec T; = Vect {Xf (ooj)}.

Theorem 20. Si Q = Qy et Q # A alors Q est Uespace total d’un fibré de base R.
Si ) est compacte, §) est Uespace total d'un fibré de base S'.

Proof. C’est un théoreme de [19] et [20], il suffit de remarquer que toutes les feuilles
espace sont compactes et que, sous cette hypothese, 2 est ’espace total d’un fibré
de base S' ou R suivant la compacité de €. O

Si oo € Adhp Fe, un chemin v de A, tel que 7 (0) = oo pour un point & l'infini
00 € Qoo et v (t) € Fe pour t # 0, est un Fg-chemin. On note T, Fe, Uensemble des
vecteurs v’ (0), lorsque 7 parcourt ensemble des Fg-chemins. En général, To. Fg
n’est pas un sous-espace vectoriel de T A. C’est un cone de sommet ’origine o4, de
TooA. Ce n’est pas un cone de lumiere en général car il n’y a pas de prolongement
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de la métrique de Lorentz aux points a 'infini. Dans le cas ou o est formé de
sous-variétés de dimension 0,1 et 2 en nombre fini, on dit que le feuilletage est
stable a linfini si pour co € V', ou V est une composante connexe de ), on a
ToFe = Ty V. Si V = {cc}, il n’y a plus d’espace en ce point, si V = S! alors
I’espace est a une dimension au plus sur les lacets a 'infini. Si V' = T, une surface
de genre g > 0, 'espace est de dimension au plus 2. A lextérieur des points &
Iinfini, les feuilles-espace sont de dimension 3.

Pour le feuilletage temps, si V' = {oo} il n’y a plus de temps en ce point, si
V = S'ou T, alors le temps est & une dimension au plus.

On peut imaginer une structure a l'infini ayant des sous-variétés de dimension
n=3oun=4. Si n =3, on se restreint a la partie connexe de {2, privée des sous-
variétés de dimension 3 a I'infini, ou vit le champ chronologique de notre univers.
Notre univers est 'intérieur d’une variété compacte a bord, dont le bord est une
variété a l'infini. Si n = 4, notre univers est le bord a l'infini, d’un univers de
dimension 5 qui peut étre lui-méme le bordd’un univers de dimension 6 et ainsi de
suite. On a une construction en “gigogne” d’une succession d’univers de dimensions
supérieures. Lorsque 'on impose que les dimensions de )., sont de dimensions
inférieures ou égales a 2, cette construction en ”gigogne” reste vraie sans que 1’on
soit dans 'obligation d’augmenter la dimension 4 des univers que l'on recolle par
somme connexe sur les différentes structures a 'infini.

5.3. Modélisation par chirurgie. On suppose que le compactifié d’Alexandroff
de l'univers Q, QU{co} est une C*°-variété fermée. Dans cette situation, on dit que
P'univers est stable a I'infini. On peut généraliser cette notion de stabilité en prenant
une compactification a plusieurs points ou tout autre type de compactification
décrite précédemment. On se donne une fonction C*°, ® : Q@ — R, qui mesure un
état physique de 'univers €2, cette fonction peut étre une entropie ou une mesure
physique réelle.

Definition 35. Deuz événements p et q sont dans le méme état si @ (p) = D (q).
On dit que les événements sont dans le méme présent pour la fonction d’état .
L’¢événement p est dans le passé de l’événement q et q est dans le futur de p si
D (p) < @ (q) pour la fonction d’état P.

Si s est une valeur réguliere de I'état ® alors ®~! (s) est une hypersurface de
Q. Pour définir un événement de l'univers, il faut définir exactement un nombre
n = dimQ d’états @4, -, Py, deux a deux transversaux, ®; h ®; et ¢ # j. Si
$1,-* ,Sp sont des valeurs réguliéres pour les états @4, --- , ®,, alors le sous-espace
ﬂi@i_l (8;) est une sous-variété de ) de dimension 0, c’est-a-dire, une suite de points
de 2 sans point d’accumulation dans €2, les points d’accumulation possibles dans le
compactifié sont les points a l'infini. L’événement w n’est pas entierement localisé
mais peut se situer en chaque point de N;®; L (s;). Clest un "principe d’incertitude
de localisation” pour un événement décrit par n = dim €2 états transversaux deux
a deux.

On peut approcher une fonction d’état par une fonction de Morse. Pour struc-
turer cet univers on fait I’hypothese que la fonction d’état ® est une fonction de
Morse sur ). L’existence de telles fonctions de Morse existent par le théoreme de
densité de Milnor pour la C*-topologie fine de Whitney. Pour une fonction d’état
de Morse, si a est une valeur d’état non dégénérée, alors Q, = =1 (a) est une
sous-variété de dimension n — 1. Pour n = 4 les sous-espaces, dans un état non
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dégénéré donné, sont des sous-variétés de dimension 3. Les tranches d’univers de
ce type qui ne contiennent pas le point & I'infini dans leur adhérence relativement
a QU {oo}, sont des variétés fermées de dimension 3 dont chaque composante con-
nexe peut étre décrite a l'aide des huit géométries de Thurston [23]. L’ensemble des
points critiques est discret, ce sont les points dont la valeur d’état est irréguliere.
Si on note Q<,, le passé de Q,, cest a dire, Q¢ = 7! (]—o0;al), le présent est
le bord du passé, alors on peut reconstruire I'univers a 'aide des deux théoremes
suivants,

Theorem 21. Si [a, 8] ne contient aucun état irrégulier alors la portion d’univers
&~ ([a, B]) est difféomorphe a QX [, B]. Le passé détermine entiérement le futur.
En particulier, le présent Q. est difféomorphe au présent {g.

Theorem 22. Si p est un événement critique d’indice X\, et s’il existe une petite
variation € > 0 d’état pour laquelle Qca(py+e  Q<a(p)—e ne contient que p comme
point singulier, alors Qcap)4e est obtenue par chirurgie de type (\,n — \) @ partir
du passé Qcap)—c-

Proof. C’est le théoréme de chirurgie de Milnor-Smale [17] et [5]. O

Remark 39. On rappelle la construction des chirurgies de type (A,n — A). Si N
est une variété de dimension n, de bord non vide ON # 0 et ¢ est un plongement
de S*=1 x D" dans ON, on pose x (N, ) = YL\ est 'union disjointe de N
et D™ et ~ représente la relation d’équivalence suivante

€N ~yedD" =81t x DAy DA x gnAL

si et seulement si ¢ () = y. L’espace x (N,¢) est une C™-variété obtenue par
chirurgie de type (A,n — ) a partir de la variété a bord N [14].

On peut construire des €tats de Morse pour lesquels chaque présent ne contient
au plus qu’un événement singulier. Ainsi , pour étudier la géométrie de ['univers,
par rapport a cet €tat, il suffit d’analyser la géométrie du passé et reconstruire par
chirurgie, a partir de ce passé, le futur local de notre univers.

Si on veut décrire de fagon déterministe chaque événement, on peut plonger
Q dans RP avec n < p < 2n+ 1, c’est le théoreme de plongement de Withney.
I suffit de décrire au plus 9 états {®;} tels que & = (P, P2, ,Py) soit un
plongement. Pour un déterminisme local, il suffit d’immerger I'univers dans R?| les
théorémes de Gromov-Smale [10] de la théorie des immersions permettent de limiter
le nombre d’états suivant la nature topologique de I'univers 2. Dans ’hypothese
non déterministe, il y a donc, un principe d’incertitude sur la localisation d’un
événement.

5.4. L’univers Q comme (G,R*)-variété. Soient ¢, : R* — Q, deux cartes de
Q telles que ¢ (R*) N4 (R*) # 0, le changement de carte est donné par

Ao (e(®RY) Ny (RY)) R = 7! (¢ (RY) Ny (RY)) CR?
ou\ =y lop lo—1 (o) (1)) - Sur un C*°-variété Q, I'unique structure analytique

induite par la C*°-structure, permet de choisir des cartes analytiques ¢ : R* — Q.
Le changement de carte A est analytique sur ouvert ¢! ((p (R4) Ny (R4)).

Definition 36. Les cartes ¢ et sont ”analytiquement compatibles” si et seulement
si le changement de carte X est la trace d'un difféomorphisme analytique A de R?.
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Remark 40. Ce prolongement analytique est unique d’apreés le théoreme d’unicité
analytique [11].

Un m-uplet de cartes (1,92, , ¢m) est stable si ¢; et ¢;41 sont “analytique-
ment compatibles” pour tout j =1,--- ,m — 1. Soit

(bj = gﬁ;l : Uj = ©j (R4) — R4,
pour j=1,--- ,met
N = 0005 =9; ot bir1 (U NUjsr) = &5 (U; N Uj1)

alors I'ajustement de carte ¢; est donné par AjoAso---0A,;,_1 0 ¢y ot Aj est
I'unique extension analytique de ;. Si on pose

A:AloAQO“'OAmfl,

alors ’ajustement de carte dans ¢y est Ao ¢,, et 'ajustement dans ¢,, est A1 o@;.

Dans ce qui suit on suppose que tous les changements de cartes analytiques sont
les traces des éléments d’un sous-groupe G du groupe des isométries analytiques de
P'univers de Minkowski, c’est-a-dire, €2 est une (g , R4)—variété. Les sous-groupes G
du groupe des isométries analytiques de I'univers de Minkowski, & savoir R*, muni
de la métrique ds? = —dt? + dx? + dy* + dz? ( on normalise en prenant ¢ = 1), qui
operent transitivement sur R* permettent de construire 'application développante
pour un événement fixé w € {2 et une carte ¢ de la (g, R4)—variété Q avec, ¢ (0) = w,

o € R* . Cette application est notée D : Q — R*, D est un difféomorphisme si et
seulement si la métrique induite sur I'univers {2 par la métrique de Minkowski fait
de Q un espace métrique complet. Dans cette situation, 'univers €2 est entierement
décrit par son groupe d’holonomie I' C G, qui est isomorphe & 71 (Q).

Theorem 23. Avec les hypothéses précédentes, le revétement universel de € est
difféomorphe ¢ R* et Q est difféomorphe a T'\R*.

Proof. G opere analytiquement et transitivement, avec stabilisateur compacte en
chaque point de R* muni de la métrique de Minkowski. Avec ces hypotheses, § est
(g ,R4)—compléte. Le revétement universel de Q est R%. On a le difféomorphisme
de Q sur I'\R*. O

Le choix du groupe G est entierement décrit par la nature ondulatoire de I'univers.
A chaque changement de cartes de ¢ a v, on définit un élément A du groupe
structurel G. Une onde ¥ sur 'univers {2 est une application ¥ : ) — C qui vérifie
pour toute carte ¢ : R* — Q la propriété [o, [V o o|* dzdt < 400, on note ||¥ o o|?
cette intégrale.

Soit @ : L? (R*) — L? (R*), I'application définie par @5 (a) = a0 A, out A est
I'unique extension du changement de carte de ¢ a . Si on prend une onde ¥ de
I'univers 2, on a ®5 (¥ o)) = Wo . L’application est une bijection de L? (R4),
I’hypothese que l'on fait est la suivante, qui est une hypothese naturelle si on se
réfere aux principes quantiques, ®, est une transformation de Wigner, c’est-a-dire,

(Pac, ®aB)| = [, B)]
pour tout o et B dans L? (R4).

Theorem 24. Il existe une application 0 : L? (R4) — St et une application
L:L?(RY) - L* (RY)
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telles que, ®p (o) = 0 () L (o), avec L est unitaire ou L est antiunitaire.

Proof. C’est le théoréeme de [26]. O

G est un groupe, donc G = {A: @y =0 x L, |0 =1 et LU (L?> (R*)) }. Lne
peut pas étre antiunitaire. Les applications de G sont les isométries de I'espace de
Minkowski pour lesquelles 'opérateur ® 5 conserve le produit hermitique de L? (R4).
11 faut vérifier que ce groupe G opere transitivement sur R*. Le groupe de Poincaré

propre Lo x R* est contenu dans le groupe G et Lo x R* opere transitivement sur
R*. Pour une isométrie A € SO (3,1) x R%,

||<I)Aa||2:/ o A (2, )2 dardt,
R4

le Jacobien est J (z,t) =

5
det A (z, t)’ = 1. En particulier,

H<I)Aa|\2:/ |aoA(:c,t)|2JA(x,t)dxdt:/ o (@, )2 dedt = o2,
R4 R4

par changement de variable. On rappelle que le produit semi-direct est décrit
par (A,x)(A,2") = (AN, z + Az’) et Lo correspond & la composante connexe de
SO (3,1), contenant Iy.

Remark 41. L’univers de Poincaré-Minkowski-Einstein (PME) est obtenu pour
le groupe de Poincaré G =SO (3,1) x R*.

5.5. Une généralisation de la (Q,R4)-structure de Q. G désigne toujours un
sous-groupe de difféomorphismes analytiques de R*. On note A, I’atlas des cartes
analytiques de 'univers 2. Une sous-famille F de A a la propriété de G-extension
sur R*, si pour tout couple de cartes (p,1) € F2, tel que ¢ (R4) Ny (R4) £ 0, le
changement de carte A a une extension sur R* appartenant & G. Dans tout ce qui
suit F est une famille de cartes ayant la propriété de G-extension sur R*, on pose
QF = Uperp (R4), alors r est un ouvert de 2, non nécessairement connexe, qui a
la structure de (g , R4)—Variété pour l'atlas engendré par F. La famille {Qz} ot F
parcourt ’ensemble des parties A, ayant la propriété de G-extension sur R*, forme
un recouvrement d’ouverts de 2.

Les familles réduites & une carte, ont la propriété de G-extension sur R%, c’est
le cas trivial. Une famille F de A, ayant la propriété de G-extension sur R*, est
maximale si pour toute carte ) € A~ F, FU{¢} n’a pas la propriété de G-extension
sur R*. On suppose, par la suite, que F est maximale. La variété ouverte Q7 a une
structure de (’H, R4)—variété, ou H est le sous-groupe de G, engendré par ’ensemble
des G-extensions des changements de cartes appartenant a F.

Theorem 25. Il existe un homomorphisme ® : w1 (Qx) — H, appelée ’holonomie
de Qr et une application continue ®-équivariante(Dy = ® (vy)oD poury € 71 (QF)),

D :Qr — R, appelé le développement de Qr, qui est un isomorphisme local.

Le couple (P, D) est unique dans le sens suivant: Pour tout isomorphisme local
D' : Qr — R4, il existe h € H tel que D' = ho D, D' est ® -équivariante pour
I’homorphisme @' conjugué de @ par h, c’est-a-dire, ' : w1 (Qr) > H et D' (y) =
h® (y)h~t.
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Remark 42. On identifie le revétement universel o m (QF) et la projection w :
Or — QF, slidentifie & 7(y) = V4 (1) avec v = [y4] et 7, (0) = a. Le groupe
d’holonomie est T' = @ (Qr).

Theorem 26. Si H est un sous-groupe d’isomorphismes de Lorentz et QQr est com-
plet pour la métrique héritée de la métrique de Minkowski, alors Qr est isomorphe
a T\R%.

Proof. C’est un théoreme de [23]. O

On peut représenter 'univers 2, comme une union de sous-univers difféomorphes
a I'\R*, ayant méme point & Iinfini dans leur compactification d’Alexandroff. Dans
cette représentation I'univers est entierement décrit par une famille de sous-groupes
du groupe des isométries de 'univers de Minkowski. Cette représentation est
mathématiquement intéressante mais physiquement pas satisfaisante car si on se
situe dans une partie de I'univers de la forme I'\R*, on ne peut pas accéder analy-
tiquement a une autre partie de I'univers dont le groupe d’holonomie est différent
deT.

6. COMPLEXIFICATION DES DIMENSIONS EN PHYSIQUE

6.1. Complexification des fibrés hilbertiens réels. On veut complexifié les
fibrés hilbertiens réels. Un fibré hilbertien réel est un fibré

(= (&m0 H)

dont la fibre H est espace de hilbert réel et la base est I'univers Q. Chaque fibre
E, (¢) est muni d’un produit scalaire

(o] o),
pour lequel I’application
w = (s (w) [t (w))
est C' pour toutes sections s et ¢ de I" (¢).
Le complexifié de ¢

w

(RC~(x(=(+iC
ou le produit par un complexe est défini par
(A +ip) (z, 1) = (Az — pt, At + pa)

pour toutes sections z et ¢t de I'(¢) et toutes C°-applications A, u : Q@ — R.
L’opération de conjugaison est une section de Hom (¢ ® C) définie par

(z,t) = (x,—t),zett el (()
et ’endomorphisme de fibré définissant la structure complexe est
J(x,t) = (—t,x).
On pose
s=ux+1t,

ou z et t sont des sections de I' (¢) par l'identification = (z,0) et t = (0,t) o 0
représente la section nulle de (.

Definition 37. Une section s = x + it de I' (( ® C) est un complexification de la
section réelle x.
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Definition 38. Une section complexe s € T (( ® C) est une p-section sur O si
pRt=ua surO.

Cela revient a dire qu’il existe une section locale ¢ de Hom (¢) définie sur O telle
que pour tout w € O

¢ (W) : By (Q) = Eu (Q), ¢ (w) (t(w)) =z (w).
L’application est un paramétrage qui donne la variation de la section espace x
par rapport a la section temps . On peut comparer cet opérateur au paramétrage

d’une courbe. Une section d-dimensionnelle sur O C € est une section locale
(51,82, ,84) de T' (¢ ® C), telle que

{51 (w) ) 52 (w) y' 5 8d (w)}
est une famille libre de E,, (¢) ® C, pour tout w appartenant & un ouvert O. Si
s € Vect {s1, 2, -+, 84} alors

s=2zls,, 2 eC
que 'on peut écrire sous la forme
s=ux+1it
avec
= Re (") R (s,) — Im (=) Z (s,
est une section espace et
t =1Im (2*)R (s,) + Re(z#) I (su)
est une section temps ol
s =R (su) +1L(sp)-
Definition 39. Soit s’ une autre section de Vect {s1, 82, , 84}
s =2 +it,
un {@, ¥ }-déplacement sur O de s’ par rapport a s est la donnée de deux sections
locales ¢ et ¢ sur O de Hom (¢) telles que la condition suivante est réalisée
=0 = r=pQtetr=0 = ' =yt

ot o est la section nulle et

(p@t) (W) =¢ (W) (W), VweO.

On dit que les sections s’ et s sont en déplacement uniforme sur O, 'une par
rapport & lautre, s’il existe un {, ¢ }-déplacement sur un ouvert O de 2, de s’ par
rapport a s tel que

Y= —p,
ol ¢ est une section locale de GL (¢) définies sur ouvert O, c’est-a-dire que sur
chaque fibre E,, (¢), ¢ (w) € GL (E, (¢)).

Remark 43. ¢ est la vitesse de s par rapport a s.

Dans tout cette partie, on impose une condition d’analycité des déplacements
uniformes, dans le sens suivant, toutes les tranformations considérées sont analy-
tiques par rapport a la vitesse .
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Theorem 27. Si s et s’ sont en déplacement uniforme dans un fibré { qui vérifie
les principes de relativité sur chaque fibre de ¢, alors

{ = (1- 072g02)17% (x — ¢t)
t'=(1-c2¢%) 2 (t — cox)

ot ¢ est la norme mazximale des vitesses ¢ et 1 est la section identique de Hom (¢).

)

Proof. Si on prend une famille libre de sections {s1, 2, , 84} sur un ouvert O de
trivialisation de (, une section s = = + it de ( ® C s’écrit

— M )
r=ua"s, et t =1t"s,

on pose
x =" (xl,:c2, e ,zd) et t =17 (tl,tQ, e ,td) .

On veut calculer x’ et t’ en fonction de x et t, on impose que les propriétés de
I'espace-temps d’Einstein s’étendent aux fibres complexifiées du fibré ( ® C. On
note encore, ¢ et ¢ les matrices des endomorphismes ¢ et ¢ dans {s1, 82, -, 54}
Si ’homogénéité de ’espace-temps reste vraie sur le complexifié de (, cela permet

d’écrire
x’ . ts S - S ] X
(¥)=(a =) (7)
-1 ,
X _ aj] ai2 X
()-(a ) (0)

La premiere condition implique que a;; € GL (Rd) et
-1
ai;p  ajg
az] Ay
-1 -1 -1 -1
. < (a11 — Q1299 321) - (a11 — Q12399 321) aj2dyy )

—1 —1 1 1 —1
azz — az1dg 312) a1 (322 —aziag 312)

avec a;; € My (R) et

-1

La relation

t/ = a21x+a22t (61)

{ x' =a; x+apt
permet décrire, si x’ = o
x=¢tet (aj1p+ap)t=o0
pour tout t € Mg (R).
ajg = 7&11@ et XI = all (X — gﬁt) .

Six =oalors X' = t’ et X' = —a; pt, t' = aget. On en déduit que

—ajpt = Yay,t
pour tout t € My (R) et

—a11p = pay,.

On a
—p a1 p = ag.

En particulier si ¢ commute avec a;j, on a

— " pa, = ann
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et
ap] = ag.
L’hypothese, ” ¢ commute avec a;;” est vraie car la matrice a;; ne dépend que de ¢

et donc, en utilisant le caractere analytique des déplacements, il existe une fonction

f de classe C'°°, que 'on peut supposer développable en série entiere, de rayon de

convergence R > 0, notée f (z) = :i% anz™, pour laquelle si [|¢| < R,

—+oo
an = f(p) = anp™
n=0

la;,. Le systeme 6.1 s’écrit

i

On pose, a=aj; et b= —a~

t' =a(t— bx)

Si on prend trois sections s, s’ et s en déplacement uniforme de matrices vitesse
@ de s’ par rapport a s, ¢’ de s’ par rapport & s’ et ¢ de s” par rapport & s alors,

x' =a(x — ¢t) x" =a' (x' —¢'t')
t'=a(t—-bx) '| t'=a (t' —b'x)

et
X// — a// (X _ (PNt)
tl/ — a/I (t _ bl/x) Y

en combinant
x"=a'(a(x— pt) — ’a(t — bx))
=aa((I;+a'¢'ab)x— (¢ +a '¢'b)t)
t" =a’(a(t —bx) —b'a(x — ¢t))
=a'a((Is+a 'b'ap)t — (b+a 'b'a)x)
Si Ha_1<p'abH <let Ha_lb’agoH < 1, on peut inverser
I;+a 'Yabet I;+a 'bagp,
alors
x" =a'a(I;+a '¢'ab) (X — (Ia+ a_ltp’ab)_1 (¢ +al¢'b) t)
t’ =a'a(I;+a 'bayp) (t - (Ta+ a_lb’ago)_1 (b+a~'ba) X)
Le principe de relativité implique que
I;+a '¢ab=1;+a 'bay,

c’est-a-dire, ¢’ab = b’ap. Si ab = ba alors ¢'b = b’p. Les matrices a et b sont
des matrices fonctions développables en série entiere de ¢, elles commutent. On
pose k = b’ ((p’)_l = b1y, cette matrice est indépendante du choix des matrices
vitesse ¢’ et ¢. On peut écrire

¢ = (Li+a~'¢ab) " (p+a '¢'b),
b” = (I;+ a_lb'a<,0)71 (b+a 'b'a)

et
a’ =a'a(l;+a 'Yab) =a'a(I;+a 'bayp)
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et avec b = ko, b’ = k¢’ et b” = k¢".

x' =ay (x — ¢t)
t'=a; (t —kex) ’

o a; = a(p). La section s a pour matrice vitesse —¢ par rapport a s’, on en

déduit

x=a_ (x' + ¢t’)

t=a_ (t' +kex')
avec a_ = a(—¢). Sile postulat d’isotropie reste vrai cela implique que a; = a_ =
a.

x=a(x' +¢t') =a(a(x— pt) + pa(t — kpx))
= a’ (I — a~'paky) x
t=a(t' + kex') = a(a(t —kex) + kepa (x — ¢t))
= a’ ((Id - a_lkcpacp) t— (kcp - a_lkcpa) x)
On a a® (Id — a_lcpakcp) =14, kp — a~'kpa = Oy et a? (Id — a_lkcpacp) =1,
Donc,

- -1
a® = (I — pkp) ™' = (Ly — kyp®)
et ko = pk quelque soit ¢ € Gl (]Rd), elle est donc de la forme k = A\,

a® = (I, — \g®) .

Pour que I; — A\p?soit inversible, il faut et il suffit que ||| < \/ﬁ

Si m est une matrice quelconque, on appelle racine carrée de m, une matrice n
si elle existe qui vérifie n? = m et on pose n = m=. On en déduit

1
2

a==+(I;—k¢?) 2,

orsi o =0, a=1; alors a= (Idfkgf) 2. De plus A > 0, sinon A =0, a = I,

x =x—pt
t/:t I

on retombe sur des transformations du type Galilée étendues au fibré complexe, qui
sont incompatibles sur chaque fibre réelle avec les fondements de I’électromagnétisme

et si A < 0, supposons que ¢’ = p'Iy, ¢ =uly, alors ¢’ = %Id, pour u > 0,

po>0et pp < —1, TJF’%#L#/ < 0, ce qui est impossible. Nécessairement, A > 0, on

pose ¢ = %, c’est la "constante” de la lumiere qui est une valeur limite pour la

norme des matrices vitesse.
La matrice de changement de coordonnées s’écrit dans R?¢

Q- (Ls — c_2<p2)_% — (L — c2g?)”
— (I — e 2p?) 2 (Ly — c%¢?)

Wl
[N

Remarquons que si f (z) = (1 —2?) % =307 a,2*" avec

1! 1
aoletanﬁn<k+§>,n>1
" k=0

=
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pour ||z|| <1 et
1 &
a— (Id _ 072802) 2 _ Z an072n¢2n
n=0

pour ||¢]| < ¢. De plus, la matrice Q existe méme si @, n’est pas inversible. Il suffit
que ||| < ¢ pour que Q soit définie. Si s’ = a’ +it’ et s = x + it sont des sections
de ¢, en déplacement uniforme, de vitesse ¢ telle que ||¢|| < ¢ alors

{ v =(1- 0_2@2)1_% (x — pt)
= (1—c2p%) 2 (t—ctoz)

ol c est une constante positive pour laquelle la matrice vitesse de la section lumiere
est ¢l ou 1 est la section identique. (I

Y

On en déduit

La quantité de mouvement de la section s peut étre définie par la section

p = ¢®s,

P (W) = (p2s) (@) = p (@) (s @), w € .

Remark 44. 1)Par analogie a la relativité restreinte classique, la section € corre-
spondant a ’énergie d’une section s par rapport a la section sqg s’écrit

£ =cs,

ot s = (1— 0_2@2)_% (s0 —ic™!
vitesses .

2)On suppose que le fibré ¢ hilbertien réel est un fibré relativiste, dans le sens
suivant, la propriété d’homogénéité, le principe de relativité et le postulat d’isotropie
sur chaque fibre réelle E,, (¢) sont vérifiés et qu’ils s’étendent a la fibre complexifiée

© (zo —icto)) et ¢ est la norme mazimale des

E, (Q)®C.
3)Si ¢ définit une structure t-presque complexe sur ¢, c’est-a-dire
p? ==+1,
©? = 1 la structure est dite presque réelle et ¢?> = —1 la structure est dite presque
complexe, alors tous les changements de coordonnées analytiques dans le repere
{81,82,-++ ,84} de (, de s a s’ en déplacement uniforme et de vitesse ¢ sont de la
forme
_1
o= (1Fc?) 2 (x—¢t)
1
t'=(1Fc?) 2 (t—c o)

et

s=(1F 072)_% (s —ic ' (x —ict)) ,
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st ¢ est normalisé a 1, dans le cas presque complexe on a

/
S =

(s — ig)
— (s —iyps
V2 7
ou s est le conjugué de s.

6.2. Les champs en corde du complexifié du fibré tangent. Dans ce qui suit,
on munit 'univers 2 d’'une métrique riemanienne g. Le fibré { = (TQ,T(, Q,]R4)
muni de la métrique g est un fibré hermitien réel, les sections sont les champs de
Q. Si

X +iT et X' + 41"
sont en déplacement uniforme de vitesse V', alors
_1
X' = (I— c_2V2) 2 (X -VT)
T = (I — 072‘/2)75 (T — c’1VX)

ou I est la section identique de GL (¢) et V est une section de GL ({). La quantité
de mouvement d’'un champ complexe

Z=X+1iT
est
P=Vm
ol m est une section de (, dite section de masse. La quantité
g(m,m)

représente la masse du champ complexe Z. Le champ Z’ en déplacement uniforme
de vitesse V est

N[

Z'=(I—-c?v?)"

= (I-c2v) 2 <Z A Gald)

(Z —ic™'V (X —icT))

Z;c(1+6)7)'

Un champ en corde est un champ complexe local
Z =X +:iT
pour lequel
Vect {X,T} =2
et
Lr(X)=aX+pT
pour deux C'*°-applications « et 3 définies localement. La fonction d’onde associée
est
0=a+1ip,
on peut consulter [3] pour une représentation géométrique de ces champs.

Lemma 5. Si Z = X +4T et Z' = X' + 4T sont des champs en corde de champ
imaginaire T alors Z" = (X + X')+iT et Z = AX 44T sont des champs en corde.
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Proof. On a
[T,AX]=AT,X]4+ Lr(\) X

=T+ (Aa+Lr(N\)X
si

[T, X] =aX + gT.

O
Remark 45. La fonction d’onde associée au champ en corde Z = AX +iT est
A+ Ly (\) +i\8 = Ly (\) + A (a +iB),

si la fonction d’onde du champ en corde X + iT est ¢ alors la fonction d’onde du
champ en corde AX +iT est

¢ =L (A) + ¢,
ot Lt est la dérivée de Lie le long du champ T

Si X € I'™ () alors en coordonnées locales X = X*#0,, ou X* : V — R est une
C*>-application. Si T = T*9,, alors [T, X] = L"J, avec,
L” =T#(0,X") — X" (0,T").
On cherche a déterminer les champs X tels que
Lp(X)=[T,X]=aX + 0T,

ou « et B sont des C'*°-applications définies sur un ouvert V et 1" est un champ fixé
non nul sur V. Localement, on a

TH(0uXY) — X*(0,T") = adp X* + 6, TH, (6.2)
pour tout v =0,1,2, 3.
Si {0,} est le "local frame” associé & la carte V, les champs X = X9, pour
lesquels
X + 10,
est un champ en corde sont les champs qui vérifient le systeme d’équations différentielles
oy + BXY + 0, X" =0, v =0,1,2,3.

Pour un champ 7', le théoréeme de redressement permet de construire une carte
o pour laquelle le ”local frame” associé vérifie

0
T:80 et T(p(ao) = E

Un champ local X s’écrit dans cette carte
X = X"0,,
le champ complexe
X +1T
est un champ en corde si et seulement si il existe deux C*-applications «a et
définies sur la carte ¢ telles que

adoy + XY + XY =0,v=0,1,2,3.
On peut écrire ce systeme sous la forme

BX° +orX°+a=0
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BXY +0r XY =0,vr=1,2,3
avec
X = X7 + X¥9,.

L’existence de solution s’obtient en transportant ce systéme dans R* par I’isomorphisme
de carte Ty : TV — TR*, ce systeéme s’écrit

% + XY + a0, =0
avec
Bo=Bop L a,=aop et X =X"0p .
On a
X" =k, exp (— /det)
avec

k, = —50V/ag, exp (— /ﬁg,dt) dt+ C,

ou C), est une fonction indépendante de t, elle ne dépend que de z,y,z. On en
déduit le théoreme suivant. Ce théoreme permet de déterminer le champ en corde
a partir de sa fonction d’onde.

Theorem 28. Les champs X pour lesquels X + iT est un champ en corde pour
T # o dans une carte

p: V= RY
dont le "local frame” associé {0,,v =0,1,2,3} vérifie
T = 0o
avec
To® 0y = %
et dont la fonction d’onde associée surV est
0=a+ip,
sont de la forme
X",
otu
X"=X"op
et
XY =k, exp <— /det)
avec
k, = —50V/ag, exp <— /ﬁg,dt) dt+0C,, C, =0C, (z,y,2),
et

ap=aop ™, Bp=PFop "
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Supposons que sur 'univers {2 existe une structure +-presque complexe J, si le
champ complexe

X +1T

est en déplacement uniforme par rapport a

Xo +11p
alors on a )

X = (1 F 672)_5 (XO — JTo)
T=1Fc?) 2 (Th—cJXo)

Proposition 18. Avec les hypothéses précédentes, si

Xo +1JTy
est un champ en corde alors

X +4JT
est un champ en corde.
Proof. On a

dim (Vect { X, JT}) = dim (Vect { Xo, JTp}) = 2

et

) [Xo— JTo, JTo + ¢ ' X0
) 2 (L+ceh) [Xo, JTo)

15 ¢72) 7% (14 ¢71) (aXo + AIT0)
) 2 (

1 +c*1) (a+pP)X + (1 ic*Q)_% (1 +cfl) (ﬁ — cfla) JT.
O

Remark 46. Si la fonction d’onde de Xo+1iJTy est a+1i8 alors la fonction d’onde
de X +1J7T est

_1
(15?7 (L) (a4 8) +1(3—c ')
si le champ X +1iT est en déplacement uniforme le long de la structure +-compleze,
de vitesse J.

6.3. Complexification des dimensions. L’idée de la complexification est de cou-
pler & chaque dimension d’espace une dimension temps et a chaque dimension temps
une dimension d’espace de telle facon que les couples espace-temps s’identifient a
une dimension complexe, dont la partie réelle représente une dimension espace et
la partie imaginaire une dimension temps. On plonge 'univers {2 dans une variété
A, de dimension 2n avec n > 4 et on identifie {2 a son image dans A. En chaque
événement w € (), il existe une carte U de w dans A, notée ® telle que

®(QNU)c {(z,0,4,0,2,0,0,£,0,---,0) : z,9, z,t € R} C R*" =C",
ou l'identification de R?™ & C™ est donnée par
0 (20,%0, 1, Y1, s Tn—1,Yn—1) = (To + 1Yo, T1 + Y1, , Tpn_1 + WYn—1) -

Le triplet (z,y, z) représente les dimensions spatiales et ¢t la dimension temps,
avec le plongement précédent on en déduit que z, y et z sont les parties réelles
de dimensions complexes et ¢t est la partie imaginaire d’une dimension complexe.
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Supposons que la variété A soit munie d’une structure presque réelle J, c’est-a-dire,
d’une section de Hom (¢) telle que
JF=1
ou
(= (TA,m A)
est le fibré tangent a A, 'espace total T'A se scinde en deux sous-fibrés
TA=TTA®T A

ot TTA est le sous-fibré propre associé a la valeur propre 1 et T~ A est le sous-
fibré propre associé & la valeur propre —1. Les champs de A & valeurs dans T'TA,
respectivement 7T~ A, sont les champs espace, respectivement les champs temps de
A. On a

dim7TTA =dim T~ A =n.

Tout champ X de A se décompose de fagon unique sous la forme

X=X"4+X"
ou )

est un champ espace et
1
X = 3 (X —JX)
est un champ temps. Si J est intégrable, on peut feuilleter A en deux feuilletages
d’espace et de temps, notés respectivement
Ftet F,

chaque feuille F € F+ et F~ € F~ ont pour espace tangent en A € Ft NF~,
respectivement, T;r A et Ty A munis de leur structure d’espace vectorielle réelle.
Ces feuilles sont transversales. On munit A d’une métrique riemannienne g. Cette

métrique riemannienne ¢ induit une métrique pseudo-riemannienne h ayant pour
forme quadratique

Qu(XT+X7)=Qy (X)) -Qu(X7),
pour tout X € I'™® (TtA) et X~ € I (T~A).
Si on munit A d’une métrique riemannienne g pour laquelle
JeSO(TA,g),9g(JX,JRY)=9(X,Y)

alors T (T'TA) et T € T (T'~A) sont orthogonaux pour la métrique g. Pour la
pseudo-métrique h, un champ espace X vérifie Qp (X) > 0 et un champ temps
Q1 (T) < 0. Pour la pseudo-métrique h, les feuilles espace et les feuilles temps se
coupent orthogonalement,

P XT) = 3 (Qu (X +X7) — Qi (XF) — Qi (X))

= 2(Qu (X7) ~Qy (X7) ~ @, (X*) +Q, (X)) =0.

Les feuilles espace et temps se coupent orthogonalement pour la pseudo-métrique
h sans ’hypothese J € SO (TA, g). Cette pseudo-métrique induit une métrique de
Lorentz sur I'univers €2 si la dimension des feuilles espace est 3 et 1 pour les feuilles
temps. On peut donc définir un champ chronologique stable local sur 2.
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SiweQC A, T,Q s’ identifie & un sous-espace vectoriel de T,,A. Le scindage
induit un scindage
T.Q=TIQa T,
Si (F = (UueT£Q, 7, Q) sont des sous-fibrés de ¢ = (T, 7, ) alors ils sont
completement intégrables. Les champs X+ et Y+ de T'™ (¢*) vérifient
(X5 yH er= (¢F)

grace a lintégrabilité de la structure presque réelle J. Chaque événement w ap-
partient a une feuille espace et une feuille temps de €2, une feuille espace est une
sous variété Ft C Q telle que T (FT) CTTA et une feuille temps F~ C Q est une
sous-variété de Q vérifiant T (F~) C T~ A. On peut feuilleter en espace et en temps
le voisinage d’un événement avec

dim (F*) +dim (F~) = 4.

Lorsque dim (F*) = 3 et dim (F~) = 1, on est dans I’espace relativiste d’Einstein,
dans cette situation on a un champ chronologique stable T'.

Definition 40. Une structure presque complexe K sur A est instable pour J si
K (T"’A) CT AetK (T+A) CT™A,

si le crochet de Poisson vérifie

{K,J} =0
alors K est instable pour J. On dit que K est stable si
[K,J] =0

alors
K (T"’A) CTYA et K (T‘A) CcT™A.

Pour une structure presque complexe K, une condition nécessaire et suffisante
pour que K induise une structure complexe sur A est que le tenseur de Nijenhuis
NX,Y)=[X,)Y|+K[KX, Y]+ K[X,KY]| - [KX,KY]
soit identiquement nul, c’est le théoréme de Newlander-Nirenberg [15]. On pose

pour un champ X,
X=XT+X"
Xt eTtAet X~ €T~ A, pour une structure presque complexe K vérifiant
K (X+) =X K (X_) =X,
K définit une structure presque complexe instable sur A. On peut calculer le tenseur
de Nijenhuis,
N (X YH) =[x+ v+] -

NEX Y )=[X",Y" ]+

KX YT -K[X")Y7|-[X",Y]
K[ XT Y |+K[XT Y |- [X*Y7]

NEXTY ) =[X"Y |- [X",v | - [xT, Y] +[X", Y]
= [XT Y]+ [Xx7, Y]
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et
N(EX Y =[x,y - [xt v - [x,v ]+ [xtv]
=[X",vH]+ Xt v7]
car J est intégrable, en sommant
NXY)=2([XT,Y ]+ [X",YT])
que 'on peut écrire en posant

1 1

N(X,Y) =

Si K est intégrable on a

(X,Y]-[JX,JY]).

N~

[JX,JY]=[X,Y].

Theorem 29. Une structure presque réelle J, qui est intégrable induit une struc-
ture holomorphe sur A si

X, JY] = [X,Y], (6.3)
pour tous les champs X etY de A.
Remark 47. 1)La structure holomorphe définie est la complexification des dimen-

sions de A,
2)L’équation 6.3 est équivalente a

[JX,Y]=[X,JY],
on dit que la structure presque réelle J sur A, commute dans le crochet de Lie.

On peut élargir la notion de complexification des dimensions de 1'univers €2, en
le plongeant dans un univers A sur lequel il existe une section J de Hom (T'A)
diagonalisable, c’est-a-dire, pour laquelle il existe des C'°°-applications

:A—=>Rv=1,---k

telles que
TYA = (U)\GA Ker (J (>\) — Sv (>\) IdT)\A) y Ty A)

est un sous-fibré de

TA=(TA, 7, A)
avec TA est la somme de Whitney des TYA,
TA=ar_ | TYA.

Definition 41. J est intégrable si pour tous champs X,Y € T'(T¥A) alors [X,Y] €
T (TYA) pour tous les indices v =1,--- k.

On peut définir une famille de feuilletages { F, } locaux, deux & deux transversaux
de A qui induisent des feuilletages locaux de € au voisinage de w car

w—=T,0NTYA
est completement intégrable sous les hypotheses J intégrable et
T"Q = UpeaT,2NTYA
est un sous-fibré de T).
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Definition 42. Une structure presque complexe K est o-stable s’il existe une per-
mutation o de {1,2,--- ,k} telle que
K (TA) C T°WA,
pour tout v € {1,2,---  k}.
Soit K, la section des endomorphismes de T'A définie par
(Kop,)®X = (=1)"po() ® X,
ou p, est la section des projections sur 7 A parallelement a
TASTA®- &T"A® ... T*A.
La section K est une structure presque complexe si

oc(v)+v=1 (mod2)

pour tout v € {1,2,--- ,k}. On suppose que K est une structure presque complexe
et on calcule le tenseur de Nijenhuis. Si on pose

X,=p,®X
on a

N(XWY,LL) = [XV;Y,LL] + (71)VK [XU(I/)vy,u}
+ (V)" K [Xy, Yoqn] + (D" [ X0, Vo)

en sommant

k k
N(Xa Y) = Z [XIMY#] + Z (71>VK I:XO'(V)’Y:U':I
v,u=1 v,u=1
k k
+ ) G KX Yool + D0 (DT [Xow), Vo)
v,p=1 v,p=1

k
= > (DK [Xo) Ya] + (D" K [X,, Vo))

k
=K < Do (=D [Xow), Ya] + (-1)" [XV,YW])) :

v,p=1

en prenant pour convention X, = X, si 7 = p (modk). Le tenseur de Nijenhuis
est nul si et seulement si
k

Z ((—1)'/ [XU(V),Y;J + (=1)* [XVvYU(u)D =0

v =1
en utilisant les projections p,

k
Y () o) @ Xopu @ Y] + (=) [p0 © X, pogy @ Y]) = 0,

v,p=1

on a plusieurs structures complexes sur A qui préservent la section des endomor-
phismes diagonalisables de Hom (T'A).
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Theorem 30. SiJ est une section d’endomorphismes diagonalisables de Hom (TA)
et soit o une permutation de {1,2,--- ,k}, ot k est le nombre de fonctions propres
de J, telle que

ocW)+v=1 (mod?2)

et J est intégrable alors J induit une structure complexe sur A si et seulement si le

tenseur
k
T(X,Y) = Z ((_1)1/ [ o(v) ®Xapu ®Y] + (_1)M [pl/ ®Xapa(,u) ®Y])
v,p=1

est identiquement nul ot p, est la section des projections sur TV A parallélement a
TNGT? A - &T'As...o TFA.
Remark 48. Ces notions peuvent s’étendre aux structures de fibré réel
C=(E,m,\,H)

dont la fibre H est un espace de vectoriel réel de dimension finie. On note R ({)
Uensemble des structures presque réelles J de (, c’est-a-dire, les sections d’endomorphismes
du fibré ¢ pour lesquelles
J?=1.
On a
dim ¢ = 2n,
et sis€(

s+:%(s+J®s)€F(Ker(J71)) 6158,:%(S*J@)S)EF(KGI‘(JﬁLl))

ot 1 (N\) = Idg, ) et Ker (J £ 1) sont les fibrés associés aux valeurs propres F1.
Chaque section s s’écrit

§S=S84++s-
et Uapplication de conjuguaison

Q:sy — S
est un isomorphisme sur chaque fibre de Ex (Ker (J — 1)) sur Ex (Ker (J + 1)).

7. LES EQUATIONS DE DIRAC-EINSTEIN

Si on veut définir 'espace-temps 2, on le définit comme une variété réelle de
dimension 4, munie d’une métrique Lorentzienne g pour laquelle ’équation rela-
tiviste est vérifiée . En relativité, les points de cette variété 2 décrivent 1'univers
des événements. En physique quantique, les particules sont définies comme des
ondes 9 (x,t). Le principe de quantification de l'univers Q) est de définir une
géométrie qui permet de lier les notions d’événements et de particules. Dans la
théorie relativiste, on identifie les particules aux événements de 'univers. Si on
oublie ce procédé d’identification comme cela a été développé en théorie des cordes,
les principes d’unification se simplifient. On n’identifie plus, l'univers des partic-
ules & son support qui est l'univers relativiste d’Einstein 2. On veut quantifier,
non pas l'univers Q décrit par la physique relativiste d’Einstein, mais géométriser
I'univers des états des particules décrit par la mécanique quantique. La description
des particules en physique quantique est donnée par une onde

1/1 = Q/J(t’x)y’ z)) (7'1)
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ou (z,y, z) est un point de l'espace et t représente le temps, telle que

/ o (t, 2, y, 2)|° dedydz = 1. (7.2)

Cette présentation a le désavantage de faire intervenir ’espace-temps dans sa
description. On s’intéresse aux relations liant le ”contenant” formé par 'univers
relativiste d’Einstein 2 au ”contenu” formé par 'univers des particules. Comme
en gravitation quantique & boucles, on ne veut pas augmenter la dimension de €2
comme cela est fait en théorie des cordes. Pour cela, on remarque que les équations
7.1 et 7.2, ne définissent pas un élément d’un espace de Hilbert, mais une section
d’un fibré hibertien . On pose

C=(E(C),m, 2 H)
ce fibré, Q2 représente I'univers des événements, H est un espace hermitien séparable
et l'espace total E = E () représente I'univers des états des particules, les sections
de ce fibré I'>° (Q2) représentent 'univers des particules.

7.1. La connexion Vg g et I’équation d’évolution. L’idée de cette section est
de déterminer les relations qui lient les univers E et €2 et les équations d’évolution
et d’état des sections. En physique relativiste, le fibré considéré est le fibré tangent

bo = (TQ, 70, Q,R?Y)
en complexifiant ce fibré, on définit une structure de fibré hermitien sur
o C
lorsque €2 est muni d’une métrique riemannienne g, le produit hermitien est
(X+iY | X' +iY) =g (X, X)) +ig(V,X') —ig(X,Y')+g(Y,Y) (7.3)

quelque soit les champs réels XY, X’ et Y'. La connexion de Levi-Civita V,
complexifiée est définie par

V =V, +1iVg,
on va procéder de fagon analogue sur le fibré (. On admet l'existence d’une con-
nexion généralisée qui permet de définir un lien entre particule et événement. Dans
la suite, on note V = Vg q, cette connexion généralisée. On rappelle qu’une con-
nexion généralisée est la donnée d’'une C*°-application 7

TipeE(Q) = 7(p) CTp(E(C),
et d’un isomorphisme ¢ (p) de 7 (p) sur T}, () tels que ¢ est une C*°-application.

La variété E (¢) est hilbertienne, on peut définir le fibré tangent
€)= (TE(C),mr@), E () ,R* x H) .

Cette application ¢ est C*° dans le sens suivant, il existe une famille libre {X,}
de 4 champs de E (¢) définis sur un ouvert de trivialisation de {g () telle que

7 (p) = Vect {X, (p)}
et 'application ¢ est C°° si pour tout champ X de F (()

P X, 0@ X (p)=¢() (X(p)

est une C'*°-application comme application de variétés de Banach [5]. On peut,
ainsi, définir un sous-fibré

& (E(Q) = (UpEE(C)T(p) TEC) [Upeneyr@): B (€) 7R4)
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et I'isomorphisme de fibré ¢,

Pour un approfondissement de ces notions, on peut consulter [6]. Comment
définir la connexion V7. Le fibré ¢ est muni d’un produit hermitien C'*°, c’est-a-
dire, que pour toutes sections s et ¢t € I'*° (¢), 'application

weN—=(s(w)|tw)),

est C°°. On s’intéresse aux produits hermitiens qui sont paralleles aux connex-
ions [2]. Le produit scalaire hermitien (e | ) est parallele & la connexion V si et
seulement si pour tout champ X de € et pour toutes sections s et ¢ de I' (¢)

X.A(s|t)=(Vxs|t)+(s| Vxt), (7.4)
ou X. (s | t) est la dérivée de Lie le long du champ X de la C°°-application
w = (s (W) [t (W),

Toutes les connexions considérées sont des connexions paralleles au produit her-
mitien. En mécanique quantique, I’évolution d’un systéme est donnée par 1’équation
de Schrodinger

., 0 h?
ou A est le Laplacien et en physique relativiste I’équation d’évolution est décrite
par ’équation d’Einstein. Dans le cas quantique on est sur le fibré trivial

¢ = (R* x C,m,R*,C)

et dans le cas relativiste on est sur le fibré des (2,0)-tenseurs. On veut définir &
partir de la connexion V, une équation d’évolution equivalente & 7.5 et a 1’équation
relativiste d’Einstein. L’équation 77 est une relation qui lie la dérivée de ’'onde par
rapport au temps ¢ & un opérateur H + V. Peut-on définir un procédé permettant
d’écrire ces équations de fagon intrinseque pour des choix convenables de fibré?.
Pour cela, on doit définir 'opérateur H + V', la courbure et la notion de dérivée
d’une section par rapport a un champ de €. Les deux équations précédentes nous
permettent de définir ’équation d’évolution des fibrés hermitiens. Pour la dérivée,
Popérateur Vr est un opérateur acceptable, reste a définir le champ local T et
lopérateur H pour lequel
Hs = AVrs.

Pour l'opérateur H, ’équation relativiste, nous permet de construire cet opérateur
comme suit. On se fixe une section de Dirac v de E. L’univers €2 est muni d’une
métrique de Lorentz g, dont la matrice dans le local frame {0, =0,1,2,3} est
(guv) et (g") est sa matrice inverse, on fait I’hypothese

(") = (¢"),
Cette métrique peut étre définie par la matrice de Poisson ('y*“’)fl, en faisant
I'hypothese que localement () est inversible et que (y,,) = (v*) ! est la matrice
d’'une métrique de Lorentz g, sur I'ouvert U, afin de pouvoir définir la notion de

champ chronologique local T' et d’équation d’évolution le long de ce champ. Ensuite,
on définit la section H de EndT (¢) par

H; (5) (w) =72 (w) (RY's (w))
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notée

Hy =y ®RY
ot RV est la courbure de la connexion V et 75 est I'extension de rang 2 de la section
de Dirac . L’équation d’état est donnée par

H2 (S) = )\Sv

ou A est une fonction propre C*° définie sur une carte U de Q2 et H est I'opérateur
qui correspond a "'Hamiltonien défini dans 1’équation de Schrodinger. L’équation
d’évolution d’une section locale s définie sur U, le long d’'un champ chronologique
T, non nécessairement stable, d’un systéme soumis a aucune observation est

Hs =i\Vrs, (7.6)
si le fibré est complexe ou
Hs = AVrs, (7.7)
si le fibré est réel. Le fibré
(=(E,mQH)

est un fibré vectoriel réel ou complexe, de fibre H, dont la base est 'univers 2 qui
est une C'*°-variété de dimension 4, il est muni d’'une connexion

V:T'(E)=>T(AMQ®E),
que 'on peut noter
ViT™ (€o) x I (¢) = I ((), V(X,s) = Vxs,
ol
o= (T, Q)
est le fibré tangent sur 2. On utilisera 'une ou l'autre des présentations, on peut

consulter [6] pour la comparaison entre ces deux définitions. On rappelle que, si on
pose A? I'opérateur
N = (oA =T ) 0,0,
et
TE = (Voyk* — 47 y2F) (aufiw - F&Fjgu)
alors
72 @ RY (s%4) = (Af + Tf) s"e.

Pour un champ chronologique T' = t0,, les équations 7.6 et 7.7 s’écrivent lo-

calement, on obtient le systeme d’équations

(A +7F) ™ = x (#20,8" + t"so‘l"l;a) . (7.8)
Remark 49. Sila connexion est plate, I’équation d’évolution se raméne a I’équation
triviale,ce systeme d’équations est
t*0,s" =0, VT.
Dans l’écriture standard, on pose
Veo =T5,d" @ ep

a la place de
Veo =18 d" @ eg,

cette présentation est algébriquement plus appropriée.
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7.2. Les connexions de Schrodinger et de Dirac. Appliquons ce résultat a
I’équation de Schrédinger
o h?

— ——_Hy+ V.

5 0v
! ot 2m

On se place sur le fibré trivial
(R* x C,7,Q,C),
on prend s =, eq = 1, 0y = %,
chronologique 1" = t#9,, on a

=11 =0,t>=0et > =0,

0 = 6%7 Oy = a% et 05 = %. Pour le champ

de plus, f = j = a =k = 0. L’équation 7.8 s’écrit
(30007 + (0T, — 0TS, ) 8°) (775 —A7345) = iA (170,5° + 17507, )

(0400 + (8,70, — T0,T0,) ¥) (6775” = 16775") = i (9ot + ¥T5p) -
Il faut que
YT — AT L =6,
on obtient

60,00+ > (T8, = (19,)7) v = iA (Bov + ¥Th) .
"

AN 9T — (1012} —iard, | v = —irl-a
oAV — o zﬂ:(uou_(ou))_@ 00 | ¥ = —iA5 0¥,
pour se ramener a ’équation de Schrodinger, il faut poser

h2 2 i . ) FLQ
V= “om <Z (GMFSH — (I%,.) ) — MF80> et ih = _M%7

m

2m h? 0 0 \2 2m_g
A=——m V=—or <z“: (aurw — (TG, ) +i—TLgo
or on veut que V € R, donc

2m
> (0 (ImTG,) — 2ReT(, ImT(,) + — Re r'9, =0.
w
Theorem 31. La connexion associée a l’équation de Schrodinger est dans la base
=2 0=2, 5223%@?53:%;

V=1),d ®1c,

v\ — _2m
ou A= el

K2 3 0 0\2 , .2m_g
V:*% Zromu*(rou) JrZ?Foo ;
v=0

avec
2m

- Rel), =0,

> (9u (ImT§,) — 2Rel'§, Im TP, ) +
n=0
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et pour des sections de Dirac vérifiant

v 0 v0 v
WV = e = 0"

Pour obtenir une connexion de Schrodinger sur 'univers {2, on prend un recou-
vrement localement fini de cartes de €2, noté {¢,} ou

o, RY S U, U, CQ

sans passer par les fibrés réciproque, on peut définir une connexion canonique a
partir d’une connexion de £ ou

¢= (R*x C,m,R*,C)
en posant
Vo, = Tcp;l oV, o (90;1 X 1@)
et
Yy =, oto(py x 1g).

On définit sur une carte U, une connexion de Schrodinger induite par ¢, et la
connexion de Schrédinger de R? (ou encore la connexion image réciproque de V).
On prend ensuite une partition de 'unité {\”} associée au recouvrement localement
fini {U, }, on pose

V=NV,
qui est une connexion car y_ A’ = 1. Cette connexion est une connexion définie
sur le fibré trivial
(QxC,mQ,C),
une connexion de ce type est une connexion de Schrodinger sur 2. On a la remarque
fondamentale suivante,

Remark 50. Les équations des états de rang 1 et 2 ne peuvent décrire
’équation de Schrédinger, seule l’équation d’évolution de rang 2 le per-
met sur le fibré trivial de ), de dimension 1.

Dans le cas de I’équation de Dirac, I’équation d’évolution n’est pas une équation
de Dirac-Einstein de rang 2 car ’équation développée de Dirac

- 0 o) - 0 o
’LE*m 5 0 61& 5 Z%ga—y wo 0
-9 -9 -9 . 1
0 Zat m Zam ’Lay 7/62: w _ 0 (7 9)
i iZ -2 i _m 0 2 | o '
5 0z o ox o oy ot 5 3 0
’Lm-’-a—y ’L& 0 —’Lm—m 7/’

ou v est une section du fibré
&p = (R* x €4, m,R*, CY),

ne fait apparaitre que des opérateurs de rang 1. Pour répondre a la question, on
passe sur une équation d’état de rang 1, d’opérateur

H=~v®V.

Pour cet opérateur, il n’existe pas d’équation d’évolution, a ’exception des par-
ticules de masse nulle. Seule I’équation des états de rang 1, d’opérateur H peu-
vent décrire ’équation 7.9. On se restreint donc, a I'image d’une carte, ou plus
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précisément & R* et par un recouvrement localement fini, on définit la connexion

sur . Dans R?, soit
0 0 0] 0
{30 =g 1= g 2=y 0 = a_}

les champs de vecteurs sur R* linéairement indépendants associés et
{d",v=0,1,2,3},
la base duale. L’équation de Dirac-Einstein au rang 1 est
V57 (auwﬂ + w“Ffw) = —iA\? pour tout o =0,1,2,3. (7.10)

Les matrices de Dirac v*, 0 < p < 3, sont des matrices carrées d’ordre 4 dont
les coefficients sont des applications C* sur R?*, & valeurs complexes. On note

(Dvw)ﬁ = au"/"g + W‘Ffwa
D, est la section locale de End (E) définie par, D, = L, +T,, ot T, est la section

locale de End (F) dont la matrice, dans le "local frame”, est (Fl,)g =T8 etL, est
I’endomorphisme de Lie le long du champ 9, = % défini par,

L, ¢ = (0,4% 0,0, 0,4, 0,4°) , ¥ = (¥°, 9", 9% ¢?)
alors
57 (Do) = —id”,
I’équation précédente s’écrit

V' Dy () = —iMp.
Utilisons ’équation 7.10 et comparons a 7.9,
Y5 (0P +¢°T8,)) +ix* =0,k =0,1,2,3
V507 + T, + it =0
(%0, + 4515, ) o + ik =0
si on prend pour (7”)? = vj”k, on retombe sur ’équation 7.9 pour des coefficients

de Christoffel F?V qui sont calculables comme suit. La matrice associée s’écrit

00, + i To, =X 00 i T 30, + Ty, 95%0, + Ty,
0, +ivy'Th, W0, +ivy T, — X ing'a, +iv4'Ty, 51, + ivy'Ty,
70, + iy, 0, iy Ty, B0, +ivPTs, — X 020, + Ty,
30, + ivy°Ty, Y30, + iy, 520, +iyPT, 520, +ivPTh, — A

on en déduit que A = m, et que les matrices v* définies par (7”); = 75" sont les

matrices de Dirac. On a

iy + LYy —m 0 i3 — il i) + 0y — i3, + T3,
0 iy + i, —m i) — Oy + i3, — T2, —ifs — il'3,
—ifs — il iy — 8y — i}, —TL, =gy —iT% —m 0
—idy + 8y — T, — T, i05 + Ty 0 —idy — i3y —m

les relations sur les coefficients de Christoffel de la connexion de Dirac sont

Fgo = F33 = F%o = F§3 = ng = F%o = F%s = Fgo =0 (7-11)
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et
ng = iF§17F§2 = il"%l,l"b = _ZT%UF82 = _@T81- (7-12)

Theorem 32. Les symboles de Christoffel de la connexion de Dirac sur R* vérifient
0o =T33 = T'1g = '35 = I3 = I3 = T'j3 = T3, = 0,
ng = irgh ng = ZT%M F%z = *Z.F%17F82 = *irgla
r, =1,

On peut construire une connexion de Dirac sur 'univers {2, en prenant un re-
couvrement localement fini et une partition de 'unité {)\U} subordonnée a ce re-
couvrement. Si Vy est une connexion de Dirac induite par la carte alors

VvV =\vy

est une connexion définie sur I'univers . Cette connexion est définie sur le fibré
tangent de 'univers (2.

Remark 51. Contrairement aux connexions de Schrédinger qui dépendent
de la masse m et du potentiel V, on peut choisir des connexions de Dirac
indépendantes de la masse m de la particule. L’équation de Dirac est une
équation d’état de rang 1 et l’équation de Schrédinger est une équation
d’évolution de rang 2.

La connexion de Dirac est indépendante du choix de la particule de
masse m, c’est donc, une connexion intrinséque sur les champs com-
plexes. Les équations 7.11 et 7.12 permettent de définir un grand nom-
bre de choix possibles pour la connexion de Dirac.

7.3. L’équation relativiste d’Einstein. En utilisant les équations 1.6, 1.7 et 1.8,
aux (2,0)-tenseurs, ’équation d’évolution au rang 2 s’écrit

A?lljkjgklk? + (T;?Jk; + tpl—‘];;-f]i) Gkiks = )‘tpaﬂgjljw v(jlan)

kiks __ Vo102 ;,Lk1k2 _ A MHO102 vkiks
Ajl]é - (lejz Vo102 Vi1 Voroz )8#81’7

et

ajas - ’yjljz o102 sy aroops B1B2v

Thike — (yroioequkiks _ yho1oz vkiky) (aurjl.]é _BB2 iz ) Terks
A est une fonction propre de I'opérateur Ho défini par

H2 (gjljzdjl ® de) = (Aklkz + Tklkz) gk1k2dj1 & dj27

Jijz2 Jijz2

on en déduit,

Remark 52. L’équation relativiste d’FEinstein n’est pas de méme nature
que les équations d’évolution de rang 1 et 2.

L’équation de Dirac permet de définir la connexion et 1’équation d’Einstein per-
met de définir la section de Dirac associée a cette connexion afin de décrire les
équations d’état et d’évolution. Dans le cas des champs, si on prend une section
relativiste

v €T (Hom (A\'Q® TQ,TQ))
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alors la métrique g, permet de définir sa connexion de Levi-Civita V., I’équation
d’état de Dirac est définie par

YOV, (X)=AX, X eI (Q) (7.13)
ot A est une fonction propre de v ® V. associée & 'opérateur v ® V..
Remark 53. Ezxiste-t-il une section de Dirac v pour laquelle I’équation relativiste
est vérifiée?

On se place sur une carte de trivialisation du fibré tangent, pour le ”local frame”
associé et le ”local frame” dual, noté {0, } et {d"}

7" (Op) = v (d” ® Ou) = V57 0o,

la matrice dans le ”local frame” est encore noté v avec (v*)% = ~%°. Le tenseur
B B
de Poisson s’écrit

P = Trace (Y'9") = 76777,
si la matrice (y*”) est inversible, on la note (7., ), alors
1 i 1 1
Vi = VWi VE VS = Ve Vop = 7 Trace (1)

avec Vg3 = Yar7V5” - L'équation d’Einstein

1
R, — (§R+ A) Y — KT, =0
s’écrit, en posant
s = (V5. V)0
1/1 o . G
Z <§R * A) (/y:“‘)r (,Yy)oz + HT‘“’ = 0’ = 0—4 (714)
ces équations lient la connexion V de la métrique 7,, aux coeflicients de . On
définit les matrices R, et T ., par

(Rur)s = Rloy et (Tor)o =T

vt (07 voT)

(IVa, V)2 +

ott T2, est un tenseur de type (3,1) tel que le contracté est le tenseur d’énergie-
impulsion
T =T, (7.15)

vt

alors ’équation 7.14 s’écrit

1/1
Trace <RW ~1 <§R + A) VYr — K ,,T> =0, (7.16)

pour toute matrice 7,, de trace égale au tenseur d’énergie-impulsion 7},,. On a la
propriété suivante,
Proposition 19. La trace de la matrice

1

1
vT — o A vit vT
R 4(2R+ )77 KT,

est nulle, ot

(RUT)g =R, et (%T)g =T8 . avec (T,,) =T,,.

rvoT rvaT

Remark 54. Si on change la matrice T, en gardant sa trace égale a T, -, l’équation
7.16 reste vraie.
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7.4. Le principe de moindre action sur les fibrés d’états. Dans le chapitre
précédent on a remarqué que la nature de I’équation relativiste d’Einstein ne pouvait
étre déduite des équations d’état et d’évolution. On est amené a définir la notion
de moindre action sur un fibré d’état réel ou complexe

(=(B,mQH)
ot ¢ est muni d’un produit scalaire hermitien sur chaque fibre E,, ({), noté
(o] @),

tel que pour toutes sections s et ¢t de I' () formé des sections telle que application
weN—=(s(w)|t(w)),

est mesurable comme application de €2 a valeurs dans R ou C. On note

2@ ={ser©: [ 60 5@ <o}

et si O est le sous-espace vectoriel formé par les sections nulles p presque partout,
Iespace L? ((, p1) est

2w =50,

Proposition 20. L2 ((, ) est un espace de Hilbert pour le produit hermitien
610 = [ @ [thn ).

On introduit 'espace vectoriel des sections test, défini par

D) ={seT(¢):supp(s) est compact},
avec
supp (s) = Adh{w: s (w) # o, }.
On rappelle qu'une distribution D est une forme linéaire continue sur D (¢).
L’ensemble des distributions sur ¢ est noté D’ ({). Pour une section s € I'((),

localement intégrable, c’est-a-dire, une section s telle que pour tout compact K de
Q

/ (s @ | 5 (@) () < +oo,
K

la distribution associée a la section s est,

D, (t) = (Dut) = / (5] t) . (7.17)

Q
Proposition 21. Dg = o si et seulement si s = o p-presque partout.

On a une inclusion naturelle de 1“1%(4) dans D’ () ol T'joc (€) est 'ensemble des
sections localement intégrables. On a
Dioc (€)

2
L* (¢ p) C 5

et un plongement naturel de L? ({, ) dans D’ (¢). On identifiera L? ((, ) et son
image dans D’ (¢).

Remark 55. Si 7.17 est vérifiée, on dit que la distribution est régulicre et on
identifie Dy a s. Dans cette situation, on note (Dg,t) = (s | t)q et on a Dyxs = XDy,
AeC.
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On rappelle que pour toutes les connexions choisies, le produit scalaire hermitien
(e | @) est paralléle & la connexion V, c’est-a-dire, que pour tout champ X de Q et
pour toutes sections s et ¢ de '™ (()

X.(s|t)=(Vxs|t)+(s|Vxt),
ou X. (s | t) est la dérivée de Lie le long du champ X de la C*°-application
W (s (@) [ @),
Theorem 33. Si le produit scalaire (o | ) est paralléle & la connexion V alors
(Vxs,t)=—(s|div(X)t+ Vxt),,
pour toute section test t et toute section s € T (().

Proof. 11 suffit de vérifier que dans les hypotheses du théoreme

1= [ Lx(n=— [ raiv(0)n

pour toute C*°-fonction f & support compact avec Lx (f) est la dérivée de Lie le
long du champ X de f. On peut se ramener a une carte en utilisant une partition
de l'unité associé & un recouvrement de cartes U. Dans le local frame {9, } associé
a la carte U, de dual {d"} la forme volume p s’écrit

pw=0d" Nd* Nd® A d
avec # fonction de classe C°°, non nulle, sur U. On a, si X = X"0,
1:/ XY (9,f)0d* Nd*> ANd>Ad*
U
et
1:/ o, (XVf0)d" /\d2/\d3/\d4f/ [0, (X¥0)d' Ad* Nd® A d*.
U U
La fonction f est & support compact dans U, donc
/ O, (XVfO)d* Nd* Nd® Nd* = 0.
U
Ensuite on écrit

/ [0, (X"0)d* Nd* Ad® A d*
U

:/ f(00, X" +do (X)) d" ANd*> Nd> Nd*
U

/Uf<8yX”+%>u

On en déduit I = — [, fdiv(X)p car div(X) = 9, X" + @ dans le local
frame {0, }. O

Ce théoreme permet d’étendre la notion de dérivée covariante d’une section s
localement intégrable quelconque, au sens des distributions le long du champ X,
notée encore V xs par

Vxs=VxDs,
ot Vxs € D' (¢). On se donne une famille de champs de

F =19}

je{l,.q}>
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et pour tout k-uplets tels que
a=(ay,-,a) ENFetv= (v, - ,1p) avec vi #vjp etv; € {1,--- ,q}
on définit les opérateurs
vs:vgllo"'ovs: 01\1 V?:vajo"'Ovaj?

la composition se fait sur o opérateurs égaux a Vp,, avec V% = Id et les dérivées
covariantes sont prises au sens des distributions. L’espace de Sobolev W' 2 (€) est
le complété de

{seL?(¢p):Vise L (¢p), al <m }

pour la norme

)2 2
Isllz* = D 1vesls

lal<m
On définit une densité Lagrangienne de rang n > 1 par une application au moins
de classe C™
L:L*(p)" — R,

si m = oo on pose

LQ(ga:u’)(OO){(SOavs )€L2 g:u‘ Z|Sn||2<00}

On munit ¢ d’une connexion V pour laquelle le produit hermitien est parallele
a cette connexion, l’action le long du champ 7" est I’application

Sr: Wi (O =R

avec
Sr(s) = / £(VTs (@) (), (7.18)
Q
et
vTs = (VOTS, Vrs, Vas, - ,V%_ls)
la dérivée covariante Vs est définie au sens des distributions pour une section
2
s € WFT} (€) et VIs =s.

L’action est un opérateur sur l’espace vectoriel des sections de ¢, on note dom (St)
son domaine de définition qui est formé des sections s telles que 'intégrale 7.18 est
convergente. L’action de rang n est donnée par une densité

L:L*(¢p)" =R,
et
Sr(s) = [ £(VEs@)uw).
Q
avec
VEs= (V358 ,Vis, Vs, -, Vi ts) € L* ()"

On peut définir I'action le long d’une famille 7 de champs 7T, en prenant pour

action

Sr (s) :/QE(V}—S (w)) 1 (w)

avec

Vs = (Vs Vs, Vi2s, - Vi 1s) € L2 (¢, )",
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{n;} est une suite croissante d’entiers telle que ng = 0 et les V% décrivent des
opérateurs de la forme

V’}ilO---OV’}’Zk,nzm-i-----i-pk

avec s = Vs,
Comment décrire I’équation de Euler-Lagrange? On cherche 'opérateur £ qui
minimise I'action sur W{"TQ} (¢) muni du produit

<S|t>=/ﬂ<8(w)|t(w»wu(w)-

Les espaces

L2 (¢ )™ et L2 (¢, )"

sont des variétés de Banach, et pour ces structures £ est de classe C*°. On choisit
une carte

o:R* > UcCQ
pour laquelle le “local frame”, noté {dy, 01, 02,03} vérifie
d
T=0,=To =
0 ' (dt) )
le théoreme de redressement d’un champ donne l'existence d’une telle carte. Si ¢
est de dimension finie, on peut supposer que sur U, il existe une base de sections

{s0, "+ ,Sm} de
L3 (C,p) = {se L? (¢, p) s supp (s) C K C U}
ou K est un compacte de 2 contenu dans U. On a pour des sections
s€ Lk (C,p)nN W{nTQ} (C) avec s = ste,
en utilisant le théoréme du redressement d’un champ 7T,

Vrs = Vs = (0os") e, + "I e, = ((%SV + S“FSH) e,

Vgs =0 (803” + s“l"gu) e, + (803” + s”l"gﬂ) Iy er
= (0o (8os™ + s"TG,,) + (Dos” + s"T¢,) TG, er,
I'g,, représente les coefficients de Christoffel de la connexion V donnée sur le fibré
¢. On pose,
V’gs = sk (30, e ,sm) ey,
on obtient la récurrence

Slk+1)v (50, ,s™) = DoS™ (8-, s™) + ShH (8%, ,s™) I'6,,

et

e E (SOV (507 e ,Sm) el/’ Sll/ (507 e 7Sm) ey, P 7S("’7’71)V (SO, e ,Sm) ey)
K est une fonction définie sur V' R4™(©) § valeurs dans R,

V=(s",s") " (U).

—1
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On cherche les densités de Lagrange £ pour lesquelles la matrice Hessienne de
K, notée Hess KC, est définie positive sur V. On peut se ramener a une base locale,
notée encore {e, } pour laquelle

821C(50,~~~,Sm)7 Osiis#j
ou \; est une C*-application sur U, non nulle. On en déduit que, si on pose

S — §av (SO,--- ,Sm)ey

3

on a
0L (SO, St ... ,S”fl)
0st0sI
B Z %L (S°,8t,--.,8"71) 98P 9S> N oL (s%,8t,--.,8"71) 928~
" 0SB PS« 0st Osi — 0S« 0508’
et

Theorem 34. I existe une base locale {e,} et une famille de C* -applications {\, },
non nulles sur U, pour lesquelles la densité Lagrangienne L vérifie le principe de
moindre action si

S« =8 (SO, e ,sm) €y
alors
Slk+1)v (8%, s™) = DoS* (s, ™) + ShH (8%, ,s™) L'
I'g,, sont les coefficients de Christoffel de la connexion V dans la base {e,} et
Z 9*L (80,81, -, 8" 1) 98P oS Z oL (s°,8t,--- 8" 1) 928
dSPIS™ 0st 0sd 08« 0st0sd

= )\1)\]5” .
a,B
(7.19)

Remark 56.
St = 958” + T (8%), T (S%) = S (s°,--- ,s™) T ,en
Lo (8%) =TG5 (8% e,
ot I'y est la forme différentielle
Iy =Trg,d",
pour S® = S alors
S' = 9,8 + T (S)
et
S? = 6§S+ {80, FQ} S+ F%S

La connexion d’Einstein sur le fibré des (2,0)-tenseurs sur 2, d’espace total
A2 (£2), est une connexion V pour laquelle la C*°-application définie pour au moins
un champ T, vérifie

LoV (g) = K+/—detgR, (7.20)

ou R est la courbure scalaire de g, det g est le déterminant de la métrique Lorentzi-
enne g et K est une constante.
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Remark 57. On est amené a faire une hypothése plus forte si on veut calculer la
connexion d’Einstein, on va supposer que pour tout champ T, ’équation 7.20 est
vraie.

Si le champ T est un champ chronologique de g, on dit que g est munit d’une
orientation temporelle. L’équation 7.20 s’écrit

L(g9.Vr(9), V3 (g)) = K\/~detgR

L (9,0rg +To(g),079+{0r,T1} g + 17 (9)) = K/~ detgR
Popérateur Or est défini par

Ors = Or (Su) d*”
et I'r est défini par
I'r(s) =5, Vr(d"®d). (7.21)

Si on pose

K (g9) = L(g9,0rg+To(9), 079+ {00, T} g +T7 (9))

la matrice Hessienne de K dans la base

{d" ®d"}
notée

Hess (K)

est définie positive. On regarde ’équation 7.21, on admet que pour tout champ T,

L(9,V7(9),V7(9))
minimalise 'action, les coefficients de Christoffel de la connexion V dans le ”local
frame” sont donnés par

Vo, (d" @ d") =TH, 4 @ d°,

si la connexion V est définie par une connexion initiale sur 2 alors en utilisant 7?7

oT o T
Byv T 7( B’Y+Fﬂl/)’
Ff; 5 représentent les symboles de la connexion initale Vipigial-

Remark 58. La connexion de Dirac, notée V gy .., est une connexion
définie sur le fibré tangent TQ®C. On peut faire I’hypothése suivante, si
le complezxifié de la connexion V définie sur le fibré d’espace total T>°()
est définie a partir d’une connexion initale V101 qui est une connexion
définie sur le fibré tangent complexifié d’espace total T} @ C alors

vdirac = vinitial-

Cette hypothése, si elle s’avére exacte permet, en ”"un certain sens”,
de relier les théories physiques quantique et relativiste. Pour formuler
cette hypothése de facon imagée, on peut dire que le complexifié de la
connexion d’Einstein est le carré tensoriel de la connexion duale de
Dirac. Symboliquement,

. _ *®2
Veinstein @ Zveinstein — Vdirac'
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Une fois que I'on a fait cette hypothése, on a des sections de Dirac {7"} associées
a I’équation de Dirac 7.9. On peut étendre ces sections de Dirac sur 7206, elles
vérifient les équations 77 et sont de la forme
~d dy* dy*
=0 20,
7 représente la section de Dirac étendue aux (2, 0)-tenseurs de la section de Dirac
~v. On a

g;'/ = 7( g7+FTV)7
et
Yoo =Vp Vo s
le hamiltonien de rang 1 s’écrit
Hy (9opd” © d?) = 4" 747 (Ougur — gap Uy + Tir) ) d7 @ d° (7.22)

et le Hamiltonien de rang 2 s’écrit

Hy (95,5, d" @ d?) = (Amz + T’?l’?2) Gror oy A3 @ 2

J1j2 Jijz
ol
kik kik ki k
A = 05578 = 157 760527) Ouds
k k k k
= (YT e — il iy ik 0,0,
k k vk vk
= (] [rareatie] - pak] rae]) 9,0,
k k k k
B ((VUW)J&I (V)5 = ()5 (7#7'/);) 90,
k k
_ | M) M) g g
SO g |
J1 J2
(") = 15"
et
kik v v k k vk vk i1j P
Ttk = (ot — gttt (0,r, — T TA )

avec

B2 Tdiz  _ (T8 j J
Fgllaéﬂrﬂl1[§2u - (FallaQ + Fg?t#) (F%}lﬂZ + F;;l’/) ’

oI = —9,I ~—9,I%

1 oy a1 aiv?

Thika _— (’yylyu)]? (’7“’)/”)]22 78“F{111a2 76#Fé21l/ _
mer =] it e |\ (8, T8 (T, +T5)

et
H, (gjljZdjl ® de)
- ‘ () () ‘

(7“7”)& (7”7“)%

1- aﬂl—‘g}laz - aﬂrjo?lu . .
X + (1",31 + B2 ) (Fjl + sz ) gklkzdh ® d’?

[eRet) a1p B1B2 Biv

= HMk2 g o d @ do2, (7.23)

J1jz2
On peut définir a ’aide de ces Halmitoniens des équations d’état et d’évolution de
rang 1 et 2. Cette équation permet de définir a partir d’une connexion de Dirac, une
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connexion d’Einstein pour laquelle le principe de moindre action relativiste est vrai.
Les sections de Dirac 7y associées a la connexion Vgirac S’étendent en des sections
de Dirac 7 sur le fibré des (2,0)-tenseurs d’espace total A?Q, les hamiltoniens de
rang 1 et 2 définis par

*®2

Hi =3@ V' et Hy =7 @ RYairac,

dirac
permettent de définir des équations d’évolution et d’états de rang 1 et 2.
La courbure scalaire R d’une métrique Lorentzienne g est de la forme

r 2 r T2 3
p_ £(9:0rg+Tr(9), 939+ {0r, Tr}g + T(g)),K:_ c (7.24)

K.\/—detg AnG
ot £ est une densité Lagrangienne de rang 2 sur le fibré des (2, 0)-tenseurs et T est
un champ local sur U C ). On en déduit que pour une courbure scalaire fixée R
localement sur U, 'application de I'*° (U) x Miyorentz & valeurs dans C* (U, R)

L (g,0rg +Tr(g), 029+ {0r,Tr} g+ T2 (9))
K\/—detg ’
ol Morentz €St 'ensemble des métriques de Lorentz, est constante comme fonction
des champs, pour la métrique de Lorentz g fixée qui lui est associée. Les métriques
de Lorentz qui vérifie le principe de moinde action, sont les métriques g telles que
IR (T 9g)
oT

Cela permet de définir les métriques de Lorentz g, de courbure scalaire R fixée
dont la connexion d’Einstein est le carré tensoriel du dual de la connexion de Dirac.

Si on veut que la courbure scalaire R soit constante, on est ramené au probleme de
Yamabe [16].

(T,9) = R(T,g) =

=0.

8. QUANTIFICATION DES JETS

8.1. Représentation en jet des (p,q)-tenseurs. Pourquoi introduire lespace
des jets dans la représentation des (p, g)-tenseurs? La motivation est donnée dans
ce qui suit. On part du fibré le plus simple

6(11 = (Q X (Caﬂ-l;Qa(C)

dont les sections sont les ondes de 'univers de 2. Si on se fixe une carte (U, ¢) de
trivialisation de ce fibré, avec ¢ (U) = R* et ¢ (w) = z € R* alors dans le “local
frame” attaché & cette carte, la restriction de

0:Q—R

restreinte a U
f=00¢':0p(U)=R* =R
admet un développement en série formelle

+oo
fW)=r@+Y I%!Dpf (z) (o)

ol
y;D = (ya ay) € (R4)pa $,y€R4
et DP f (x) est une application multilinéaire symétrique,
DPf(z) € Sym L (R* x --- x R4 R).
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Pour chaque w € U C Q, sur Sym £ (T,,Q x - -+ x T, R) qui est 'ensemble des
applications multilinéaires d’ordre p, on définit DP6 par

DPO .U C Q— ANPU
ou
DPO(w): TQ x - x T, =R
et
Do (w) (ula e 7up) = Dpf (¢71 (w)) (Tw¢71 (ul) s " 7Tw(b71 (up)) ) (81)

est une section locale sur U, de p-formes linéaires symétriques de TU X --- x TU,

P _ APy par l'identification canonique

qui s’identifie a un élément (AlU )
(TU x - xTU) =AU & --- @ A'U = (A'U)*" = AU,

on a, DPO est une section du fibré S, (TU).

Remark 59. L’équation 8.1 est indépendante du choix de la carte ¢.

Sur chaque fibre, on a le produit scalaire standard défini par
(d*d”), =h(0udv),

ol h est une métrique riemannienne sur 2. On complexifie ce produit scalaire pour
obtenir un produit hermitien, encore noté (e | e),. Ainsi, on peut identifier une
onde 0 restreinte a U , a valeurs complexes, & une section de I'espace de Bose-Fock

Fi (&0)
avec
& = (AU ®C,7,U,C),
par l'identification
Olu—s(0u), s(v) (W) € Eu (Fr (&)
avec
(0 ]0) ()™ = D" (w) € Sym L (TLU x --- x T,U,C),

pour des ondes C'*° pour lesquelles
2
D IIDPO ()l < oe.
p=0

On reviendra plus tard sur cette correspondance, dans 'immédiat, on a besoin
de généraliser ce procédé de quantification a n’importe quelle section d’un fibré
hermitien réel ou complexe. On rappelle quelques résultats sur les ”espaces des
Jets”. Comme on 'a dit précédemment, a chaque application

f:UCR" 5 R™

on associe une série formelle
+oo
1
fy)=f(z)+ Zl ﬁDpf (@) (y")
p—

ou
Y= (y,---,y) € R")",z,y cR"
et
DPf(z) € Sym L (R™ x - -+ x R", R™) .
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Ensuite, on définit la relation d’équivalence
frg <« f@)=g(z) et D'f(z) = DPg(x), ¥p <k,

la classe d’équivalence en x de f est le k-jet d’ordre k de f en x de source z = s (J)
et de but f (z) =b(J), elle est notée

T =T:(f).
Soit
JER™, 2, R™ y) = {J : J est un k-jet tel que s (J) =z et b(J) =y},
on pose
¥ (R™,R™) = Upern yermJ* (R", 2, R™,y).

Proposition 22. ¢* (R",R™) = (Jk (R™*,R™),s x b,R™ x R™, Q (R",Rm)) est un
fibré trivial, de fibre
m( n+p—1 )
QR",R™) =@k, SymL(R" x --- x R",R™) = ®F_,R p

)

le produit R" x --- x R"™ est d’ordre p.

On peut généraliser cette proposition aux variétés, notées X et Y de dimensions
respectives n et m.

Definition 43. Soit f,g : W C X — Y deux C°°-applications définies sur un
ouvert W de X, on définit la relation d’équivalence suivante

frg = Tgu (Wofoe™) € JNR o), R™ ¢ (1), (8.2)

cette définition est indépendante du choix des cartes p et ¥ en x et y. La classe
d’équivalence de f en x est notée

T (f)-

Notation 2. 1)J* (X,z,Y,y) ={TF(f), f W CX =Y, festC®, acW ety=f()},

Q)Jk (A7 B) = UCEGA,yEBJk (X7 xZ, Y7 y)

3)JIF(X,Y) = Uyey J* (X, 3,Y,y) est une sous variété de J* (X,Y) et pour toute
C™> -application

f: X-=>Y,
le flot de f est la C*°-application
S(f): X = JHXY), 8(f) (=) = T7 ()

On a le théoreme central de la théorie des jets,

Theorem 35. Le 4-uplet ¥ (X,Y) défini par
¢ (XY) = (JM(XY), 5 x b, X x Y, Q(R",R™))

est un fibré dont les applications de transitions appartiennent au groupe de structure

GL (R") x GL (R™).
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Pour un C*°-fibré
(=(E(Q),mB((),F)
pas nécessairement vectoriel, on pose pour tout x € B ({)
Pr Q) ={Ty (0) € J*(B(Q) .2, E(¢),0(x)), 0 €= ()}
oll o est une section locale de { sur ouvert W contenant x et
P*(C) = Usen)Pi (O)-
Theorem 36. L’espace P* (¢) des k-jets des sections de  est une O sous-variété
de J¥ (X,Y) et
¢t =(P"(Q),5.B(¢).
ou s est lapplication source, est un fibré qui est vectoriel si  est vectoriel.

Proof. La preuve est dans [22]. O

Si ¢ est un fibré hermitien réel, on peut définir sur ¢¥ un produit scalaire induit
par celui de ¢ et une métrique riemannienne h définie sur B ({). Soit o et 7 deux
C*°-sections de ¢, on a en chaque point « € B ({),

T (o) € J*(B(Q) 2, E(C) 0 (x)) et T (1) € J*(B(Q),z, B(C),7 ()
donc
Ti (0), TF (1) € T (B(Q), E(Q)
qui est une sous variété de J* (B (¢), E(€)). Si {(Ua,pa)} et {(Va,15)} sont des
C*>-atlas de B ({) et E(¢) alors

J* (Ua, V)
est un atlas isomorphe & {U, x Vg x @ (R",R™)}, par 'isomorphisme
Opa : J¥ (Ua, V) = Us x Vg x Q (R",R™),

030 (T) = (5(7),6(T) . T (o) (Vs 000 031))

o J = JF(0), 2 =35(J) € Us, y=0(x) =b(J) € Vs et on utilise 8.2. On
fixe la source s (J) = z, {Vs x Q (R",R™)} est un atlas de J* (B (¢), E(¢)). Sur
chaque ouvert U, x V3 x @ (R™,R™), on a une métrique naturelle induite par le
produit scalaire défini sur ¢, la métrique canonique de @ (R™,R™) et la métrique
riemannienne h. On peut étendre cette métrique a

JE(B(¢), E(C))

en prenant un recouvrement localement fini et une partition de l'unité associée a
ce recouvrement, on définit ainsi une variété riemannienne et pour chaque z un
produit hermitien sur chaque fibre J* (B (¢), E (¢)), noté

(TF (0) | TZ (7)),
la métrique riemannienne h définie une forme volume A sur B (¢), on pose
(@17 )= [ (3@ |7, i)

et

17* @) = /(T* (0) | 7 (o).
Le fibré
Ck = (Pk (C) .8, B (C))
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devient un fibré hermitien réel, on le complexifie, on obtient un fibré hermitien dont
le produit hermitien est le complexifié du produit scalaire, on note ’Pfé (¢) Tespace
total de ce fibré. Les applications

Pk PE(Q) = PEC), TP (T*(0)) = T” (0)
permettent de définir la limite inductive
P (¢) = imPE (¢)
rr.k

on définit le complété de P° (), par

Pc(¢) = {jk (o) : sup{ij (U)H} < oo}.

Ce fibré, ainsi défini, est dit fibré de Hopf-Fock. C’est un fibré qui permet
de quantifier une section quelconque d’un fibré hermitien réel. Prenons le fibré
canonique

¢=(BxR,m B),
il a pour sections les C'**°-applications de B dans R. Soit x € B et
p:UCB—-R" zeU
une carte au voisinage de z, le k-jet de f en z est défini par
Ti (f) = o) (Fod7") € J*(R", ¢ (2) R, f (x))

qui ne dépend pas du choix de la carte ¢. L'espace J* (R™, ¢ (x), R, f (z)) s’identifie
a
®F_ SymL(T,B x -+ x T,B,R) = @F_,S,, (A,B)
ou S, (ALB) est le symétrisé¢ d’ordre n de ALB. On en déduit que J* (f) est une
section du fibré d’espace total
@F_\S, (A'B),
qui est un fibré hermitien réel. On complexifie ce fibré
(@F_1Sn (A'B))®@C =k, (S, (A'B)®C),

c’est un sous fibré hermitien du fibré de Bose-Fock de £, qui est le fibré dual du
fibré tangent de B. On rappelle que le fibré de Bose-Fock de &5, est noté

Fi(€B)-
Theorem 37. Le fibré de Bose-Fock F1 (£ ® C) s’identifie au complexifié du fibré
de Hopf-Fock de { = (B x R, m, B,R), on écrit
Fi () = Pc ().

On peut décrire l'espace de Bose-Fock sous forme d’onde. On rappelle que si
¢ = (E,m,B,H) est un fibré de base B, on note ®"(, le produit tensoriel d’ordre
n de ( avec

®% = (B xC,m,B,C)
le fibré trivial de fibre C. On pose S,, (¢), le symétrisé de ®"( et A,, (¢) Vantisymétrisé
de ®"(. L’espace de Bose-Fock de ( est la somme de Whitney infinie et complete
des symétrisés S, (¢)

Fi (C) = (UzeB]:-i- (C) ('T) ., B, Fy (H))a
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pour chaque z € B,

Fi(O) @) = {uz {um} < oo}.

Sur chaque fibre F4 (¢) (x), on a un produit hermitien canonique

U € S0 (B, (), 3 [u
n=0

n=0

o), =3 (™ [0} uv e Fi(Q) @),

n=0

F+ (€) est un fibré des états sur B et S, (Fy (€)) est le symétrisé d’ordre n de la
fibre E, (¢) munie du produit hermitien induit par le produit hermitien de E, (¢),
noté (e | ®) . De fagon analogue, I’espace de Fermi-Fock est la somme de Whitney
infinie et compléte des antisymétrisés A,, ()
2
<00 .
x

F- (C) = (UIEB‘F* (C) (ZL') 571-737‘7* (H))v
Les espaces de Bose-Fock et de Fermi-Fock ont une structure de fibré hermitien
sur B. L’espace de Bose-Fermi-Fock d’une paire de fibrés (¢, &) est défini par le
produit tensoriel des fibrés F (¢) et F_ (§)

F (68 =Fr(QeF-(6),

c’est le fibré de Bose-Fermi-Fock associé & la paire ((,§) des fibrés de B. Pour

(=¢

n=0

F-(0) () = {u = {u“”}oo u™ e A, (B (Q)), i H“(n)

F(O) =Fr (Q@F-(C)

est le fibré de Fock de (. Si on prend n sections s1,--- , S, le symétrisé s’écrit
1
Sn(31®®3n)zﬁ Z 30(1)®"'®So’(n)

" cePerm{1,--- ,n}
et antisymétrisé s’écrit
1
An(81®"'®8n):a Z E(O’)Sa(l)@)'-'@SU(n).
oc€Perm{1,--- ,n}
On regarde l'espace de Fock du fibré dual (*. Le fibré ®"(* a pour fibre ®"H
et chaque fibre est donnée par
E, (®HC*) =Q"Ey (C*) =Q"Ey (C)* )
qui s’identifie & I’ensemble des formes multilinéaires

E,.()x--xE;(¢)— H.

Le symétrisé S, (¢*) a pour fibre E, (S, (¢*)) formée des formes multilinéaires
symétriques de
By (¢) x -+ x By (¢) = H,
Pantisymétrisé A, (¢) a pour fibre E, (A, (¢*)) formée des formes multilinéaires
antisymétriques de E, (¢) x --- x E, (¢) & valeurs dans H. Soit

c (C) = (UIGBCOO (EZ (C) )H) y Ty B)
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o C® (E, (¢),H) est formé des C*°-fonctions f, de série formelle
FW=F@+> D2f @), v =y, ,y) € Ba(C) x -+ x By ()
p=1
normalement convergente pour la norme hermitienne définie sur E, (¢), c’est-a-dire,
| @)+ D IDEF WP < oo
p=1
On définit la section S du fibré C (¢) par

SE@) ) =5+ ﬁs@ (@) ).y € Ex (0). (8.3)
sel™ (Fr () s@) = {s" @)}~ e F () (@)

par ce procédé, on peut identifier I'* (F (¢*)) aux sections du fibré C (¢). De fagon
générale,

L*(Q) = (E(L*(¢)) ,m B)

ol
E, (L2 (C)) = {y =1, Yns ) Yn € B (Q), Z ||ynH92c < OO}
n=1

alors pour une section s = {s(")}zozo de F4 (*), on pose

S ) =@+ ﬁs@ (2) (my (1))

ol
T () = (Y13 yp) sty = (1, s yn ) € By (L2(Q))
on peut interpréter les sections du fibré F (¢) comme des sections du fibré dual de
L2(0).
Supposons que notre variété B soit munie d’une forme volume pu, par exemple
une forme volume induite par une métrique riemannienne g, on pose

(5| t) = /B (s () | £ (), dyu () (8.4)

le complété de
{seI™(Q):(s|s) <o} CT™(()

est un espace de Hilbert pour le produit 8.4, il est noté roe (¢). On définit I’espace
de Fock des sections de ¢ en posant

©) =7+ (T=(©) o 7~ (T=(0).

Remark 60. F (f‘” (g)) £ 1% (F(C)).

~0Q

F(T

On s’intéresse au fibré ¢ des (2,0)-tenseurs, d’espace total T%°). Peut-on définir
un produit scalaire sur chaque fibre E,, (¢)? On pose

(g (@) [ h(w)), = Trace ((9i; (w)) (hij (0)))
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)

ol (gij (w)) et (hij (w)) sont les matrices de g (w) et h(w) dans un ”local frame’
attaché a une carte U de w. Cette définition est indépendante de la carte choisie,
on pose pour simplifier ’écriture

(9 (W) | h(w)), = Trace(gh) (w).

Si on se fixe une forme volume p sur €2, le produit scalaire est défini par

g h) = / Trace (gh) 1, (8.5)

et
lgl = V{919
on définit I'espace de Fock du fibré ¢ des (2,0)-tenseurs, noté L? (I (T%°Q) , ),
pour le produit scalaire 8.5. Si g est un (2, 0)-tenseur tel que
g € L* (> (T*°Q) ,p),

on définit la série tensorialisée

oo
a (g) = Z ang®n,
n=1

. .. Ylanl o oo
Lemma 6. Si|g| < hnrgng{/Tle alors a(g) € Fy (T (T*°Q)) .

Definition 44. Une quantification complexe de g le long d’une suite {a,} C
C> (Q,C) est Uélément a(g) € Fy (I (T*°Q)) défini par

00
a (g) = Z ang®n
n=1

. .. Vlan|
sia, € Cp3.. . (Q,C) pour tout n € N et |g] < 11nrr_1>1£fn+{/TT‘w
Comment construire un (2,0)-tenseur & partir de a (g)? Le (2,0)-tenseur g est
une section de A%, de carré intégrable au sens précédent, donc g®” est une section
de @"T%%Q = T?70Q, avec [¢g®"| = |g|". On pose pour des champs X et Y sur Q2

A(g) (X,Y) = Zang (X,Y)n’

A (g) est le (2,0)-tenseur associé a a (g). Un exemple de quantification est donnée
par un ensemble dénombrable de particules, dont les fonctions d’onde sont définies
par une famille ¢ = {¢,}, une o-quantification d’un (2, 0)-tenseur g est 1’élément
de Fy (F°° (TQ’OQ)) défini par

o0
R (g> = Z d)o(n)g@na
n=1
il y a autant de quantifications possibles que de permutations o de N* pour

ty ¢O’ n
lg| < liminfﬁ

n—00 41 ‘

!

¢a’(n+1) 00
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L’opérateur de quantification associé a la famille ¢ = {¢,} est 'application

Qs {g € L2 (I (A20) 1) : | < linrgigfw:/t %} S Fy (L2 (0% (T2°0) ).

On peut définir d’autre procédé de quantification en écrivant le (2, 0)-tenseur g
comme suit. Remarquons d’abord que 1’équation 8.5 est indépendante du choix de
la carte ¢, on peut écrire localement,

=1
Juv (wo) (y) = Juv (wo) + Z ;!Df;og/w (¥"),
p=1

YP = (Y, 5 Y) € By (Q) X -+ X By, (€) et
Dgog,uu S Symﬁ (Ewo (C) X X Ewo (C) aR) = Sym AP (C)wo .
Si on se fixe une métrique riemannienne h sur (), I'application exp, est un

difféomorphisme d'un voisinage ouvert W C 1,,,§2 de o, sur un ouvert V de wo.
On pose

G (W) = gy (wo) (expy, (w)) -
Localement et formellement
0o 1 -
G (w) = Z HD&’QW ((expw1 (w))p) ,
p=0*"

si on pose pour un champ X de (2

=1
<Z —'D”gw> ®X
p=o P’

pour la C*°-application

w= Z I%Di);g/w (X (w)p) = (ZO%!DPQW> (X (w)),

p=0""
DPg,,, est une section de SymA? (¢) et Z;O:O %D”g,“, est une section du fibré de
Bose-Fock de ¢, Fy (¢).

Definition 45. La métrique G, est la métrique quantifiée de g, le long de la
métrique riemannienne h.

Cette quantification est un procédé de quantification géométrique, on remplace la
métrique g, initale par une métrique locale G, qui a la propriété d’étre quantifi-
able a partir des jets C*° de la métrique initiale. Cette métrique s’écrit localement,

o0

1 _
o )= 3 L 005 ),
p=0""

cet abus d’écriture se lit

=1 _
Gﬁ“’ (W) = Z ];Df;oguu (expwgl (w)p) ?
p=0""
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avec Z;O:O %D”gw € I (F4 (€)). Le premier procédé de quantification lie une
famille dénombrable de particules a la métrique g. L’opérateur

¢o (9) =Y bomg®™"
n=0

est une quantification algébrique et physique.

9. CONCLUSION

On a voulu, dans cet article, écrire de facon unitaire I’équation relativiste de
Dirac et I’équation relativiste d’Einstein. On remarque que les solutions de I’équation
relativiste d’Einstein sont dans les sections du fibré T2:°Q et celles de ’équation de
Dirac sont dans les sections du complexifié du fibré tangent 7€), on est amené a con-
struire la notion d’opérateurs de Dirac-Einstein de rang n et les notions d’équation
d’état et d’évolution pour ces opérateurs. Cela nous permet de déterminer une
relation entre I’équation relativiste d’Einstein et I’équation relativiste de Dirac.

Si on s’intéresse a une seule particule, on a un procédé de quantification simple
que l'on a appelé la (V,v)-quantification et dans le cas d’une infinité de particules,
on a construit les fibrés de Bose-Fock et de Fermi-Fock associés au fibré des états.
Cette construction permet de quantifier la connexion V définie sur le fibré des états,
ainsi que les endomorphismes de Dirac .

Les champs de divergence nulle et les champs en cordes permettent de quantifier
les énergies. Pour étudier ces champs, on peut traiter le probleme de fagon analy-
tique a l'aide de la théorie spectrale de Von Neumann pour 'opérateur défini par la
dérivée de Lie le long du champ a étudier, 'autre méthode est géométrique et fait
appel a la théorie des surfaces fermées. Quand on étudie la physique des particules
de l'univers, une question primordiale s’impose, peut-on modéliser géométriquement
cet univers. Je pense que la réponse a cette représentation est loin d’étre élucidée,
mais on peut imaginer plusieurs représentations locales complémentaires en étudiant
I’état, par exemple, entropique de I'univers. Ainsi, on peut définir une notion de
chronologie entropique indépendante de la notion de temps et qui permet de modéler
I'univers par chirurgies successives. L’étude des points a l'infini de 'univers peut-
étre analysée en feuilletant localement 1'univers, les points a I'infini sont des points
de compression de ces feuilles espaces qui font disparaitre la notion de temps. Pour
les lacets a l'infini et les surfaces fermées a 'infini on va faire disparaitre des di-
mensions d’espace supplémentaires.

Par la suite, je me suis intéressé a la complexification des dimensions. Cette ap-
proche a été, déja développée par certains auteurs mais la construction proposée est
nouvelle. Cette complexification permet de donner une représentation symétrique
entre la notion de temps et d’espace, le temps est la partie imaginaire d’une di-
mension complexe et les dimensions espaces sont les parties réelles de ces dimen-
sions complexes. Les problemes posés par la physique m’ont permis de développer
plusieurs théories mathématiques, par exemple, la notion de distribution dans les
fibrés des états dont le produit hermitien est parallele a la connexion. D’autres
exemples, la notion de moindre action le long d’'un champ, la quantification des
fibrés hermitiens et la notion d’espace de Sobolev dans les fibrés hermitiens, etc....

La derniere partie est la quantification des jets. Dans cette partie, la présentation
proposée est une ébauche d’une théorie plus vaste qui sera publiée ultérieurement.



[1]

[2

3
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