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Résumé  Dans cet article, nous proposons une expression 
analytique inédite de l’inductance mutuelle entre deux 
bobines possédant un noyau supraconducteur ou 
ferromagnétique. La résolution des équations, basée sur la 
méthode de séparation de variables, est plus longuement 
décrite dans [5]. Le problème est posé et les solutions du 
potentiel vecteur magnétique sont données. Pour finir, la 
validité et l’intérêt d’une telle formule sont discutées. 

I. INTRODUCTION 

Le développement des cryo-aimants à base de 

supraconducteurs de type ReBaCuO pouvant générer 

jusqu’à 17 T nécessite la mise en œuvre d’un système 

d’aimantation [1], parfois pulsé, et donc d’une ou plusieurs 

bobines autour d’un matériau supraconducteur massif. 

Il existe de nombreuses formules permettant de calculer 

les grandeurs électromagnétiques d’une bobine dans l’air 

en axisymétrique [2]-[4]. Plus récemment, nous avons 

proposé dans [5] une nouvelle formule pour calculer 

l’inductance d’une bobine circulaire à noyau de fer et la 

force existant entre la bobine et ce noyau. Le calcul est 

basé sur une méthode analytique de résolution de 

l’équation de Poisson. Par la méthode dite de séparation 

des variables, on obtient les grandeurs électromagnétiques 

sous la forme de séries de Fourier. 

Dans cet article, afin d’aider au dimensionnement du 

système d’aimantation d’un cryo-aimant, en particulier de 

l’inducteur, nous avons étendu le modèle décrit dans [5] 

aux matériaux supraconducteurs. En utilisant les mêmes 

outils, nous avons également défini une nouvelle formule 

de l’inductance mutuelle entre deux bobines circulaires à 

section rectangulaire possédant un noyau magnétique : 

supraconducteur ou ferromagnétique. 

II. FORMULATION DU PROBLEME ET 

HYPOTHESES 

La géométrie du problème étudié est montrée en Fig. 1. 

Les régions I, III, IV et V correspondent à de l’air. La 

région II correspond à une bobine de N1 spires parcourues 

 
 

par un courant I, tandis que la région comprise entre Z3 et 

Z4 correspond au noyau magnétique. Les expressions 

déterminées dans [5], pour chacune des régions, découlent 

de la résolution des équations (1) en respectant les 

conditions de continuité de Ht et de Bn entre chaque région. 
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Des conditions particulières, définies par morceaux, 

s’appliquent autour du noyau ferromagnétique, en r = R1 : 
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Un noyau supraconducteur peut être modélisé par un 

diamagnétique parfait. Les conditions (2) s’écrivent alors 

de la façon suivante : 
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Ainsi, avec un noyau supraconducteur, on obtient 

similairement à [5] le potentiel vecteur magnétique dans les 

différentes régions : 
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l’ensemble des harmoniques d’espace considérés sont liés 

les uns aux autres à travers les conditions de passage. La 

valeur de ces coefficients est obtenue par l’inversion d’un 

système matriciel de taille (7Nmax)(7Nmax), car il y 7 

coefficients, avec Nmax le nombre maximal d’harmoniques 

pris en compte. Le système matriciel est donc d’autant plus 

grand que le nombre d’harmoniques considérés est grand. 

Heureusement, l’inversion de cette matrice peut se faire 

numériquement et en calcul symbolique. Ainsi, cette 

inversion n’est à faire qu’une seule fois pour le problème 

posé en Fig. 1. Cela permet ensuite l’étude paramétrique du 

système décrit avec un gain en temps de calculs important. 

A titre d’exemple, pour 50 harmoniques pris en compte, le 

calcul de la force se fait en 5.8 s par éléments finis avec le 
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Fig. 1. Deux bobines circulaires à section rectangulaire. Un noyau 
magnétique cylindrique de longueur finie est placé sur le même axe à 

une distance h de la Bobine 1. 



logiciel femm, contre 1.2 s seulement avec l’expression 

analytique (41) de [5]. 

III. CALCUL DE L’INDUCTANCE MUTUELLE 

A. Expression analytique de l’inductance mutuelle 

Nous considérons à présent la deuxième bobine de N2 

spires, dont les dimensions et la position dans le repère 

donné sont définies par R22, R33, Z11, Z22. On calcule 

l’inductance entre ces deux bobines à l’aide de la relation : 
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avec   1 3 2 2 1S   R R Z Z  et 
1 2 

le flux créé dans la 

Bobine 2 lorsqu’un courant I circule dans la Bobine 1, pour 

laquelle nous connaissons les expressions du potentiel 

vecteur magnétique dans les différentes régions (4). Ainsi, 

ce flux 
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vaut : 
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avec   2 33 22 22 11S   R R Z Z . 

Si la Bobine 2 traverse plusieurs régions, le calcul de 

l’intégrale (6) se divise en autant de parties que de régions 

traversées. Prenons l’exemple illustré en Fig. 1 : 
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 L’intégration du potentiel vecteur magnétique implique 

des intégrales des fonctions de Bessel modifiées de 1
ère

 et  

2
ème

 espèces d’ordre 1, ainsi que des fonctions de Struve 

modifiées d’ordre 1. Ces intégrales ont déjà été calculées et  

des fonctions U(r), V(r) et W(r) ont été introduites pour 

simplifier leur écriture mathématique, (46)-(48) de [5]. 

A partir de (5) et (7), on obtient une expression 

analytique de l’inductance mutuelle M entre deux bobines : 
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A cause du noyau magnétique, on observe que la densité 

de courant J apparaît dans l’expression de l’inductance 

mutuelle. Cette expression se simplifie et J disparait 

lorsque le noyau magnétique n’est plus là. 

B. Comparaison des résultats avec un calcul utilisant la 

méthode des éléments finis FEM 

Le calcul par FEM est mené sur le logiciel COMSOL®. 

Le maillage et la précision demandée sont choisis de telle 

sorte que les grandeurs issues du calcul par FEM servent de 

références. Nous choisissons d’utiliser les mêmes 

paramètres géométriques que ceux définis dans la Table I 

de [5]. Nous rajoutons les paramètres de la Bobine 2 qui 

sont N2 = 100, R22 = 4 cm, R33 = 12 cm, Z11 = 84 cm et 

Z22 = 89 cm. Le noyau magnétique est de type 

supraconducteur et l’inductance mutuelle est calculée à 

l’aide de (8) en utilisant 50 harmoniques. 

La variation de l’inductance mutuelle entre les deux  

bobines en fonction de la position du noyau est tracée sur la  

Fig. 2. On observe tout d’abord que les résultats issus de 

l’expression analytique et du calcul par éléments finis sont 

très proches. L’erreur maximale est de 2.7 % et passe à 

2.2 % si l’on choisit d’utiliser 100 harmoniques. On notera 

également que la proximité du noyau supraconducteur, 

considéré ici comme un diamagnétique parfait, engendre 

une diminution de la valeur de l’inductance mutuelle. C’est 

l’effet opposé à celui d’un noyau ferromagnétique. Le 

supraconducteur a ici un rôle d’écran magnétique, il permet 

ainsi de découpler les deux bobines.  

IV. CONCLUSION 

Nous proposons dans cet article la modélisation du 

supraconducteur comme un diamagnétique parfait. Un 

changement adéquat des conditions aux limites permet 

d’étendre la validité des expressions analytiques de [5] à ce 

type de matériau. Nous présentons également dans cet 

article une expression analytique inédite de la mutuelle 

entre deux bobines circulaires à section rectangulaire. Les 

résultats sont suffisamment précis et peuvent être utilisés 

aisément lors d’une phase d’optimisation, par exemple. 
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Fig. 2. Evolution de la valeur de l’inductance mutuelle M entre les  

bobines en fonction de la position h du noyau supraconducteur représenté 

en Fig. 1. 
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