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Résumé — Dans ce travail, on s’intéresse a la construction de modeles réduits prédictifs adaptés aux
structures complexes pour lesquelles on trouve de nombreux modes locaux entrelacés avec des modes
globaux des les basses fréquences (BF), induisant une forte densité modale et conduisant a des modeles
réduits de dimension élevée avec la méthode classique d’analyse modale. Nous proposons pour cette
situation une nouvelle approche de construction du modele réduit basée sur 1’extraction d’une base des
déplacements globaux.

Mots clés — dynamique des structures, réduction de modele, basse et moyenne fréquence.

1 Introduction

En dynamique linéaire, la bande des basses fréquences (BF) est classiquement caractérisée par des
réponses en fréquence (FRF) qui exhibent des pics de résonance bien séparés et qui sont associés a
des déformées globales de grande longueur d’onde de la structure. A 1’opposé, la bande des hautes fré-
quences (HF), pour laquelle les FRF ont des variations moins marquées, présente une grande densité
modale constante, associée a de nombreux modes élastiques de petite longueur d’onde. La bande inter-
médiaire dite des moyennes fréquences (MF) n’existe que pour les structures complexes [8]. La méthode
d’analyse modale [1, 7, 5] consiste a projeter les équations de la dynamique sur les modes élastiques
associés aux premieres fréquences propres. Puisqu’en général la bande BF présente peu de modes, 1’ana-
lyse modale classique y est donc une méthode efficace pour construire un modele réduit prédictif de
petite dimension. Dans ce travail, on s’intéresse aux structures complexes pour lesquelles la densité mo-
dale peut étre élevée, des la bande BF, en raison de la présence de nombreux modes élastiques locaux
entrelacés avec des modes élastiques globaux. Cette particularité s’explique par 1’existence d’éléments
structuraux souples, tels que des panneaux, qui sont attachés a une structure maitresse rigide. Des lors,
ces éléments structuraux souples sont a 1’origine de modes élastiques dominés par des déplacements lo-
caux. De plus, dans les structures complexes, il y a de petites hétérogénéités géométriques, bien que ne
constituant pas des sous-structures souples bien identifiées, qui sont également a 1’origine de nombreux
modes locaux. Récemment, des recherches [9, 2, 3] ont été menées pour répondre a cette problématique,
dont I’un des objectifs majeurs est de réduire la dimension du modele réduit. La présente contribution
fait état des derniers développements méthodologiques effectués, qui constituent un cadre général pour
la construction d’un modele réduit adapté aux structures complexes pour les bandes BF et MF et dont
la dimension réduite dépend de la précision souhaitée. La stratégie repose sur I’introduction d’un fil-
trage des déplacements locaux pour construire un modele réduit de déplacements globaux associés a la
structure maitresse. La méthodologie consiste a construire un sous-espace de déplacements globaux de
I’espace admissible des déplacements. La base de ce sous-espace des déplacements globaux est alors
engendré par les vecteurs propres associés aux premicres valeurs propres d’un nouveau probleme aux
valeurs propres généralisé (PVPG) dont la matrice de rigidité est inchangée et pour lequel la matrice
de masse est celle d’une énergie cinétique construite avec une cinématique réduite. Cette cinématique
réduite correspond a un sous-espace d’approximation adapté au filtrage des déplacements locaux. Une
étude de convergence du modele réduit des déplacements globaux construit, en fonction de 1’espace d’ap-
proximation pour 1’énergie cinétique, permet de trouver un compromis entre précision et dimension. La
méthodologie est appliquée a un modele éléments finis (EF, voir par exemple [4]) de la structure d’une
voiture pour laquelle les modes locaux apparaissent des les tres basses fréquences.



2 Théorie

2.1 Contexte

On s’intéresse au calcul de la réponse en fréquence d’une structure linéaire fixée, dans la bande
d’analyse B = [®min, ®max] » aveC Omin > 0. Dans le contexte de la méthode des EF, le déplacement
U(w) des m degrés de liberté (DDL) est la solution, pour tout @ dans B, de I’équation matricielle,

(—0’[M] +io[D]+[K])U(o) = F(o),

ot [M], [D] et [K] sont les matrices de masse, d’amortissement et de raideur et ot F(®) est le vecteur
des forces extérieures. Les n premiers modes élastiques ¢, , qui sont associés aux n plus petites valeurs
propres A = 0, sont les solutions du PVPG,

[K]q’a = 7boc [M]q)om

pour obtenir la matrice [®] = [@; ... ¢, ] qui constitue, dans le cadre de la méthode d’analyse modale,
une base de réduction donnée telle que I’approximation U (®) du déplacement U(w) s’écrive, pour
we B,

U () = 3 gu(@) 00 = [P]a(0),
oa=1

ot le vecteur des coordonnées généralisées q() est la solution de 1’équation matricielle de dimension
n<m,

(-0’ [M]+io[D]+[K])q(0) = F (o),
avec F (0) = [®] F(w), et ob, pour A =M,D,K,ona[A] = [®] [A][®].

2.2 Méthodologie

Dans le cas des structures complexes auxquelles on s’intéresse, la dimension n du modele réduit
construit avec les modes élastiques peut étre tres élevée (potentiellement des milliers de modes en BF), de
sorte qu’une méthodologie adaptée est requise. On propose alors une méthode générale pour construire
un modele réduit de déplacements globaux, de petite dimension. On introduit tout d’abord un sous-
espace A, de faible dimension relatif a une cinématique réduite du déplacement. Afin de filtrer les modes
élastiques locaux, le PVPG classique est modifié en remplagant la matrice de masse par la matrice de
masse associée a la cinématique réduite de 4, , tandis que la matrice de raideur est laissée inchangée.

2.2.1 Approximation de I’énergie cinétique pour la construction d’une base du sous-espace des
déplacements globaux

Soit 4, un sous-espace de R™ de dimension d,, dont une base peut étre définie par les colonnes d’une
matrice [ B¢ ] de dimension (m x dg). Pour tout vecteur V réel, le vecteur global V7% dans 4, associé est
obtenu en minimisant 1’énergie cinétique (résiduelle) de la différence V — V%, c’est-a-dire que V™ est
la projection orthogonale, pour le produit scalaire <x,y >y, =y' [M]x, de V sur le sous-espace As.
Ainsi, le projeté V% s’écrit VA% = [P 4, ]V, ol la matrice de projection [P 4, | de rang d s’écrit

[Pa,] = (B4 (817 [M][B#]) " [B47 [m].

L’énergie cinétique Ex(V) = %VT [M]V est donc approximée par 1’énergie cinétique Ekﬂg (V) donnée
par E,;qg (V) = Ex(V7), ce qui revient ainsi a substituer [M] par la matrice de masse [M g, ], associée a

la cinématique réduite des déplacements globaux de A, qui s’écrit

[Ma,] = [Pa,]" [M][Pa,].

La matrice (m x m) réelle [ M gg] est symétrique semi-définie positive et de rang d, et est généralement
pleine. Toutefois I’implémentation de la méthode ne demandera pas son assemblage.



2.2.2 Modele réduit construit par projection sur les vecteurs propres globaux

Les n, premiers vecteurs propres globaux ¢f,, avec ng < d,, qui sont associés aux ng plus petites
valeurs propres A% , sont les solutions du probléme aux valeurs propres généralisé suivant,

(K16 = Ac [Ma, 05 (1

La matrice [®¢] = [¢] ... 95, ] définit une base de réduction constituée de vecteurs aux déplacements
globaux. On peut alors définir une approximation U2'°°(@) de U() telle que, pour tout @ dans ‘B,

ng

U (@) = > g&(0) 0% = [*]qf (),

a=1

ol le vecteur q4(®) des coordonnées généralisées globales est la solution de I’équation matricielle de
dimension ng, < m,

(—o? [M#]+io[D#*]+[K*])¢*(0) = F¥(0),

avec F$(w) = [@¢] F(w), et o, pour A = M,D,K, ona [A%8] = [d¢] [A][D¢].

Remarque En approximant les solutions ¢5 du PVPG défini par I'Eq. (1) dans la base des n modes
élastiques, c’est-a-dire en écrivant ¢35 = [P | $§, ot les $i sont des coordonnées généralisées, la méthode
peut &tre implémentée sans utiliser la matrice de rigidité [ K]. Cette approche est donc moins intrusive
vis-a-vis des codes de calculs commerciaux. De plus, une analyse de convergence du modele réduit des
déplacements globaux, construit en fonction de I’espace A, , peut étre réalisée avec un coiit négligeable.

3 Application a un modele d’automobile

On utilise la méthodologie proposée pour construire un modele réduit de déplacements globaux pour
la structure d’une automobile, dont le modele EF comporte m = 1462698 DOF. On peut identifier sur
la Figure 1 des parties souples (le toit, le plancher) ainsi que des hétérogénéités structurales (mises en
évidence par le niveau de gris) qui sont toutes deux responsables de la présence de nombreux modes
élastiques locaux. En effet, dans la bande d’analyse B = 21tx]0,500]rad /s il y a 1048 modes élastiques,
et le modele réduit classique est convergé pour n = 1457.

FIGURE 1 — Modele EF, avec position des points d’excitation EXC1 et EXC2, et du point d’observa-
tion OBS.

Dans le cadre de la méthode proposée, le modele réduit des déplacements globaux est entierement défini
par le choix du sous-espace A, et de I’ordre de troncature ng. Pour cette application, 4, est engendré
par des vecteurs de déplacements globaux dont la variation spatiale suit une fonction polynomiale dont
le degré D permet le contrdle du filtrage. La convergence du modele réduit est analysée en fonction
du degré D, avec ng choisit de telle sorte que toutes les fréquences propres soient dans un intervalle
qui recouvre B d’environ 5%. La Figure 2 montre les FRF obtenues au point d’observation OBS pour
des modeles réduits des déplacements globaux construits pour des degrés D =5, D =10, D = 15 et
D = 20, sous I’excitation de forces et moments unitaires appliqués aux points EXC1 et EXC2, points



dont les positions sont données a la Figure 1. La dimension n, obtenue pour chaque modele réduit
est ng = 168, ng = 355, ny = 479 et ng = 624. On constate que I’écart avec la référence diminue a
mesure que la dimension n, augmente. L’écart est plus important en moyenne fréquence mais il est
connu que les fluctuations statistiques expérimentales observées (liées a la variabilité des systemes réels)
sont généralement importantes dans cette bande [6].
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FIGURE 2 — FRF (modules en échelle log), pour chaque degré D des approximations : référence conver-
gée Uf}llj‘ss (trait continu noir), réponse approchée U‘j}fsb (trait en pointillés gris).

4 Conclusions

Une méthodologie générale et non-intrusive a été présentée pour construire un modele numérique
réduit adapté a la prévision des déplacements globaux (sur les parties raides de la structure) pour des
structures complexes qui présentent de nombreux modes élastiques locaux entrelacés avec des modes
élastiques globaux, des les basses fréquences. Une analyse de convergence par rapport au sous-espace
d’approximation permet d’ajuster, a moindre cofit, le compromis entre précision et dimension.
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