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Génération de semis de points fractals :
une methode du comptage de boites
inversee

Cyril Fleurant
UMR 6554 CNRS LETG — Angers
Université d'Angers

cyril.fleurant@univ-angers.fr

En géographie, la dimension fractale est tres utilisée pour caractériser la structure d’objets
géographiques tels que les structures urbaines ou les réseaux hydrographiques. En revanche
elle ne I'est pas ou peu pour les objets ponctuels tels que les semis de points. Dans cette
étude nous proposons une méthode pour produire des semis de points fractals. La
procédure consiste a inverser la méthode dite du comptage de boites. Cette procédure s’est
révélée fiable puisque I’erreur relative entre les dimensions fractales théoriques et produites
n’excéde pas 2% lorsque la structure de I'objet a produire est assez fine. Au-dela de son
objectif initial de créer des semis de points fractals, cette méthode permet également
d’explorer les liens qui existent entre la dimension fractale et les méthodes classiques
d’analyse spatiale en géographie.

fractals, dimension fractale, comptage de boites, semis de points, morphogénése

Fractal dimension is useful to characterize the structure of spatial objects such as urban
structures or river networks. However, fractal analysis is underutilized for point processes.
This study aims at suggesting a method to generate fractal point processes. The procedure
consists in a reverse box-counting method that is quite efficient since the relative error
between the theoretical and produced fractal dimensions does not exceed 2% when the
structure of the object is quite small. Beyond its goal to create point processes, this method
provides also a way to explore the relationship between the fractal dimension and the
classical methods of spatial analysis in geography.

fractals, fractal dimension, box counting, point process, morphogenesis



Introduction

Fractals Everywhere! C’'est le titre du livre de Barnsley, publié en 1993, dans lequel I'auteur
nous montre que notre environnement est composé d’un grand nombre d’objets fractals.
Ces objets, qu’ils soient naturels ou d’origine anthropique, sont caractérisés par la
complexité de leur forme et s’organisent a des échelles spatiales tres variées. |l peut s’agir
par exemple de végétaux, de structures urbaines ou encore de réseaux hydrographiques.
Dans la modélisation des processus géographiques, la forme complexe des objets est
souvent un facteur limitant. En effet, modéliser I'’écoulement dans un tuyau est toujours plus
facile que dans un sol car la gé¢ométrie du tuyau est simple, contrairement a celle du sol.

Les outils quantitatifs qui permettent de décrire la complexité des formes naturelles qui
nous entourent sont limités du fait de I'indifférence des sciences a I'égard des formes
pendant des siecles. En sciences physiques, les formes compliquées ont été réduites a leur
centre de gravité, donc a un point. Tout le monde se souvient de cet enseignant de sciences
physiques au lycée proposant d'assimiler cette voiture a son centre de gravité pour
appliquer la résultante des forces qui s’y exercent. En mathématiques, les objets trop
irréguliers, trop discontinus ont longtemps été considérés comme des « monstres
mathématiques » (Volkert, 2008) ou encore des « plaies lamentables » (Lettre de Charles
Hermite a Thomas Stieltjes, 1893). Les domaines « nobles » des sciences dures comme la
physique relativiste et la physique quantique s’intéressent principalement, et depuis
toujours, respectivement au macrocosme et au microcosme. Les formes de la géographie qui
appartiennent a des échelles intermédiaires, ont été négligées pendant des siécles. Il n’est
donc pas étonnant que les théories morphologiques, développées pour beaucoup dans les
années 1960, soient encore balbutiantes a proposer des modeles qui décrivent
correctement les formes qui nous entourent. S’il est vrai que les formes a I'échelle
géographique sont « changeantes, variées, diverses et donc complexes et difficiles a
modéliser » (Boutot, 1993), qu’elles ont une notion fondamentalement qualitative, on peut
penser que la jeunesse des théories morphologiques est une des causes principales des
difficultés rencontrées pour les modéliser.

Face a I'indifférence des sciences dures pour les formes pendant des siécles, des théories
dites morphologiques sont apparues dans les années 1960. Il s’agit de la théorie des
catastrophes qui s’intéresse aux aspects continuité/discontinuité (René Thom, 1968), de la
théorie du chaos et de ses formes irrégulieres et chaotiques (initiée par Henri Poincaré a la
fin du XIX siécle et formalisée par James York et Tien-Yien Li, 1975), de la théorie des
structures dissipatives décrivant les processus d’auto-organisation (llya Prigogine, 1960) ou
encore de la géométrie fractale (Benoit Mandelbrot, 1960).

Les fractales ont été observées a la fin du XIX siecle, bien que le terme "fractal" ait été
attribué bien plus tard. Ces objets mathématiques particuliers ont été considérés comme de
simples curiosités pendant tres longtemps et ont été au coeur d’une nouvelle branche des
mathématiques dans la seconde moitié du XX siécle, grace au travail du mathématicien



Benoit Mandelbrot (1924-2010). Durant son travail de recherche chez IBM sur I'optimisation
du signal des objets bruités, il découvre des lois d’invariance entre les courbes de prévision
des prix a court et a long termes. Le génie de Benoit Mandelbrot fiit de faire le lien entre les
formes d’objets tres variés, complexes par leur nature et leur échelle, et d’unir leur
description dans une nouvelle gé¢ométrie. Le mot fractal vient du latin fractus qui signifie
cassé, brisé. Cette géométrie fractale s’intéresse donc aux objets dont I'irrégularité ne
permet pas de les décrire correctement avec la géométrie classique dite euclidienne. La
géométrie fractale s’est imposée trés rapidement dans de nombreux domaines scientifiques
comme un outil fondamental de description des objets. Cette véritable explosion
scientifique s'est déroulée notamment apres la sortie du livre fondateur « The Fractale
Geometry of Nature » (Mandelbrot, 1982). De nombreuses références montrent la grande
variété d’utilisation de cette géométrie et de ses applications dans les sciences de la Terre
(Turcotte, 1997 ; Rodriguez-lturbe & Rinaldo, 2001 ; Chandrasekhar et al., 2013 ; Barton,
2013), en géographie (Frankhauser, 1994 ; Dauphiné, 2000 ; Dauphiné, 2011, Tannier &
Thomas, 2013), dans les sciences de I'ingénieur et de la physique (Nakagawa, 1999 ; Kozlov
et al., 2013), dans les sciences de la vie (Brent & Russ, 2012) mais aussi par des ouvrages de
vulgarisation scientifique (Barnsley, 1993 ; Sapoval, 2001 ; Mandelbrot, 2009).

L’étude proposée ici s’intéresse a la modélisation en géographie fractale (Dauphiné, 2011).
La géométrie fractale est utilisée pour décrire la structure d’objets, mais également pour en
produire (Tannier et al., 2012). Si la production de ces formes fractales est assez commune
pour des objets tels que des structures urbaines, des arborescences ou encore des réseaux,
elle I'est beaucoup moins pour des semis de points. Or, les semis de points sont des
éléments importants dans les structures géographiques puisqu’ils représentent des objets
et/ou des lieux géographiques. Les problématiques spatiales qui y sont associées nécessitent
souvent une analyse de leur localisation, de leur distribution et de leurs interactions (Pumain
& Saint-Julien, 2010). L'objet de notre étude est de présenter une méthode originale pour
générer des semis de points dont I'organisation est controlée par la notion de fractalité.
Apres avoir détaillé la démarche conceptuelle de cette méthode, donné les limite de son
utilisation, nous présentons un exemple d’application en lien avec une problématique
d’aménagement de I'espace par des végétaux. En effet, I'organisation spatiale des objets de
notre environnement et/ou de ses structures — végétation, trames vertes, réseau de
transport, habitat — est au cceur des préoccupations des géographes (Fernandes et al.,
2011). Si les chercheurs veulent comprendre les processus, les dynamiques qui fagonnent
ces formes, les aménageurs et les ingénieurs souhaitent quant a eux pouvoir utiliser des
outils pour produire et gérer I'espace. Sur le plan de 'aménagement par exemple, il existe
une forte demande de |'utilisation de modeles mathématiques pour contrdler I’organisation
spatiale de la plantation de végétaux. La demande est tout particulierement importante aux
Etats-Unis concernant la réhabilitation des carriéres et mines a ciel ouvert (Lehmann et al.,
2013, Burley, 2007). Dans ces projets de réhabilitation, les exploitants ont pour obligation de
faire appel a des aménageurs pour re-végétaliser les carrieres afin qu’elles retrouvent une
bonne intégration visuelle dans le paysage. Pour ces aménageurs se pose la question de Ia



méthode pour replanter. En effet, la méthode de re-végétalisation doit permettre aux
aménageurs de créer une structuration spatiale des végétaux qui lui donne un aspect
« naturel ».

Méthodologie : une méthode du comptage de boites inversée pour
générer des semis de points

Calcul de la dimension de fractales mathématiques

Dans son ouvrage de référence, Mandelbrot ( 1982) montre les limites de la gé¢ométrie
euclidienne pour décrire les objets naturels qui composent notre environnement. La
géométrie fractale est en fait une synthése de nombreux travaux concernant les monstres
mathématiques déja pointés du doigt par le passé par des mathématiciens comme Cantor,
Péano, Lebesgue ou encore Hausdorff. Un objet fractal peut étre défini par les
caractéristiques suivantes :

* sa structure est "fine", a toute les échelles d’observation ;

* sastructure est trop irréguliére pour étre décrite par la géométrie euclidienne ;

* il ala propriété d’étre auto-similaire ou auto-affine (homothéties internes) ;

* ilaune dimension, dite fractale, qui est toujours supérieure a sa dimension
topologique.

Le flocon de von Koch (Figure 1) illustre bien les caractéristiques des fractales : il est utilisé
en géographie comme modeéle mathématique de fractales naturelles que sont les cotes du
littoral. Ce flocon de von Koch est facile a concevoir, comme la majorité des fractales
mathématiques d’ailleurs; C’'est un des nombreux paradoxes qu’elles soulevent : leur
complexité est générée a partir de regles simples. Cette complexité est produite par la
propriété d’autosimilarité : la structure reste identique a toutes les échelles. Un autre
paradoxe intéressant est la relation entre le périmetre du flocon de von Koch et son aire. En
effet, on peut montrer relativement facilement qu’a l'itération n, le périmetre Ly, et I'aire An
du flocon de von Koch, dont la longueur du c6té du triangle initial est I'unité, valent
respectivement :

e
e
Anzgﬁ-%g)((—l Eg_)i >
9

En faisant tendre I'itération n vers I'infini on voit clairement que le périmétre Ly tend vers

o . V3 a7
I'infini et que I'aire A, tend vers une valeur constante (A, = - X 5).



Toutes ces fractales sont caractérisées par leur dimension fractale. En réalité il existe
plusieurs dimensions fractales (par exemple, la dimension de Hausdorff-Besicovitch ou
encore la dimension de Minkowski-Bouligand) mais c’est la dimension fractale dite
d’homothétie interne qui est la plus répandue car la plus aisée a calculer. En effet, si une
fractale est décomposable en N parties dans un rapport d’homothétie de r du tout, alors sa
dimension fractale est donnée par I'équation (1).

D= In(N)

(1)

Ainsi, pour le flocon de von Koch, chaque c6té du triangle est divisé par r = 3 et on ajoute
deux segments de plus ce qui fait N = 4 segments, donc :
__In(N) _ In(4)

Dvon Koch — @ -
-

~ 1.26

In(3)

%* %
» %

Figure 1 : Le flocon de von Koch s'obtient en partant d'un triangle équilatéral et en
positionnant de fagon récursive des triangles équilatéraux plus petits d’1/3 sur chacun des
cOtés. Le triangle initial (initiateur) correspond a l'itération 0, nous avons donc dessiné ici 4
itérations grace a un script écrit sous le logiciel R. Le flocon de von Koch est |a fractale
correspondant a une infinité d’itérations.



Calcul de la dimension de fractales naturelles

Il existe de nombreuses autres fractales mathématiques toutes merveilleusement complexes
et paradoxales. Parmi les plus célebres on notera les poussiéres de Cantor, les tapis de
Sierpifiski ou encore les éponges de Menger. Ces fractales mathématiques sont des objets
théoriques et les fractales naturelles rencontrées dans notre environnement ont des
propriétés moins « extrémes ». Par exemple, leur propriété d’autosimilarité ne s’étend que
sur quelques ordres de grandeur seulement — I'infini n’ayant pas de sens dans la réalité des
objets qui nous entourent. Cette propriété est de plus statistique, c’est-a-dire que d’une
échelle a I'autre elle n’est pas exactement la méme. Pour illustrer le concept de fractales
naturelles, prenons I'exemple certes classique mais pertinent de la c6te bretonne. Quelle est
donc la longueur de cette cote ? Il y a plusieurs réponses a cette question qui dépendent du
moyen utilisé pour parcourir cette distance (Figure 2). Suivre la c6te avec un avion rapide a
haute altitude, qui ne peut donc suivre que grossierement la ligne de c6te, indique une
distance d'environ 550 km. En revanche, avec un ULM, beaucoup plus lent et a basse
altitude, ce chiffre monte a 670 km, car I'aéronef pourra suivre les cotes plus précisément.
On comprend que si le chemin est parcouru a pied en suivant la c6te par les sentiers, la
distance indiquée par notre podometre sera plus grande encore. La cote bretonne est une
fractale naturelle et sa longueur dépend de I’échelle d’observation du géometre.

Image Landsat

Data;SI0, NOAA, U'S. Nav,




Figure 2 : Suivi de la cote bretonne avec un avion rapide (en rouge) et un ULM (en jaune). Les
trajets rouge et jaune, calculés avec Google Earth, sont respectivement de 550 km et de 670
km.

Si la cOte bretonne est une fractale, elle doit avoir une dimension fractale. Or, dans le cas des
fractales naturelles, on ne connait pas le mode de construction de I'objet, on ne peut donc
pas utiliser une équation analytique comme pour la dimension d’homothétie interne
(équation 1). Le calcul de la dimension fractale se fait donc par le biais de méthodes qui
explorent la structure de la fractale a différentes échelles. C’est le cas par exemple de la
méthode du comptage des boites. Cette méthode est décrite dans de nombreuses
références (e.g. Frankhauser, 1994 ; Rodriguez-lturbe & Rinaldo, 2001) et adapte I'équation
(1) de la fagon suivante :

NeP =K (2

Avec N, le nombre de boites pleines, ¢, |a taille de la boite, D, la dimension fractale et K, une
constante. L’équation (2) peut également s’écrire a une constante pres :
__ In(Nn)

()

L’équation (3) est similaire par la forme a I’équation de la dimension d’homothétie interne

D (3)

(équation 1) mais sur le fond la méthodologie employée est bien différente. En effet, la
méthode consiste a appliquer successivement sur I'objet que I’on étudie un quadrillage de
plus en plus fin et a compter a chaque itération le nombre de boites pleines, i.e. le nombre
de boites contenant au moins une partie de I'objet a mesurer (Figure 3). Ensuite, on trace le
graphe des points de coordonnées (1/¢;, N,) sur une échelle bi-logarithmique. La pente de la
droite de régression linéaire, correspond ainsi a la dimension fractale de I'objet (Figure 4).

Toutefois la détermination de cette dimension n’est pas aussi facile qu’il n’y parait car la
régression linéaire ne doit pas se faire sur I'’ensemble des points, mais seulement sur ceux
correspondant a la zone de fractalité de I'objet. Cette zone de fractalité est comprise entre
deux coupures dites inférieure et supérieure. La coupure supérieure est atteinte lorsque le
maillage est assez fin pour commencer a prendre en compte la structure de I'objet : c’est le
cas ici a I'itération 1 ou I'on voit apparaitre une boite vide. Avant la coupure supérieure, la
pente de la droite de régression est égale a 2 : toutes les boites du quadrillage sont pleines,
leur nombre augmente avec le carré de leur taille. Pour des boites de taille plus petite que la
coupure inférieure, la pente est égale a 1 car le nombre de boites pleines augmente
proportionnellement a la taille des boites. Les points n'appartenant ni a la droite de pente
égale a 2 ni a celle de pente égale a 1, sont donc des points qui décrivent la fractalité de
I'objet étudié. Dans cette zone de fractalité, la pente est égale a la dimension fractale. La
détermination de la dimension fractale revient alors a identifier la zone d’alignement le plus
rigoureusement possible. Ceci s’avere délicat car I'étendue de la fractalité est souvent
réduite pour des fractales non mathématiques, donc les objets de notre environnement. La



détermination des limites de la zone caractérisant le comportement scalant (coupures
supérieure et inférieure) apparait donc essentiel pour identifier cette étendue. Pinnaduwa et
al., 1997 indiguent que la mesure par comptage de boites de la plupart des objets naturels
révele le méme type de comportement. Il précise « qu’une des questions les plus critiques
lorsqu’on applique la méthode des boites a la mesure d’un objet naturel, est I'identification
de la taille des boites a partir de laquelle le nuage de points est aligné dans le graphe en bi-
logarithmique. Ce rang est dépendant de I'ordre d’autosimilarité, du facteur de réduction et
certainement des coupures inférieure et supérieure caractéristiques ». Il faut ici rappeler la
notion de fréguence de coupure et son interprétation intuitive. Comme l'indique
Sapoval(2001), la détermination des coupures inférieure et supérieure, « c’est a dire de la
plus petite taille non fractale et de Ila taille jusqu’a laquelle la géométrie est fractale », peut
constituer une caractérisation utile. Dans sa discussion sur la longueur de la cOte bretonne,
Mandelbrot (1982) définit les notions de coupures externe et interne qui limitent I'étendue
du comportement scalant d’un objet fractal.
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Figure 3 : Principe de la méthode du comptage de boites. A chaque itération un maillage de
plus en plus fin est apposé afin de délimiter la structure de I'objet a mesurer. Le processus
s’arréte lorsque la finesse du maillage ne permet plus d’apporter d’informations
supplémentaires sur la structure de I'objet : ici a I'itération 3 il y a 1 point par boite.
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Figure 4 : La dimension fractale est ensuite calculée en tragant I’évolution du nombre de
boites pleines (V) en fonction de la taille des boites (&). L'exemple présenté ici est illustratif
de la méthode, le petit nombre d’itérations dans la zone de fractalité de I'objet est
insuffisant pour calculer une dimension fractale représentative.

Inverser la méthode de comptage de boites pour générer des semis de
points

On fait ici I'analogie entre le quadrillage formé par les boites et une représentation
matricielle (Figure 5). Ainsi une matrice (2x2) est un quadrillage de 4 boites, une matrice
(4x4) est un quadrillage de 16 boites et ainsi de suite. On impose la regle suivante :
lorsqu’une boite est pleine, c’est-a-dire qu’elle contient tout ou partie d’un objet, I'élément
correspondant de la matrice est égal a la valeur 1, sinon il vaut 0.

A l'itération 0, la taille de I'unique boite est égale a I'unité et elle est par définition pleine
puisqu’elle contient entiérement I'objet fractal que I'on souhaite générer. Le passage a
I'itération 1 se fait en divisant les dimensions de la boite par deux, nous obtenons ainsi 4
boites, soit une matrice (2x2). A ce stade, le nombre total de boites est N2, = 1 et le
nombre de boites pleines est égale a N,? = 1 puisque aucun processus de transformation
des boites pleines en boites vides n’a été initié. Ce processus consiste a déterminer pour



chaque itération, les nombres de boites vides et pleines. Ces nombres sont calculés a partir
de I'’équation (2) que I'on peut réécrire de la fagcon suivante :

Nfeg =K  (4)

Ainsi, a chaque itération %, il existe une relation entre le nombre de boites pleines (Nl’,‘), la
dimension fractale (D) et la taille de la boite (). Pour chaque itération on peut donc écrire :

0.D — N1.D — ... — NkeD

Npeg = Npep == Nyg, (5

Or on connait les liens entre les tailles successives €, :
SE=7 = (6

81 23’82 ::I-..,gk _2k

En associant les équations (5) et (6) on a donc successivement :

NO D_N1£0D_ _ngoD
p€o =Npp="=Ny55 (7)
et

N} Nk
0 _"P_ . 6 —"P
NP_ZD_ ~ 2kD (8)

Le passage de I’équation (7) a I'’équation (8) ne peut se faire que si g, est non nul, ce qui est
évidemment toujours le cas puisque g, représente la taille de la boite initiale qui contient
I'objet a étudier.

On sait que le nombre de boites pleines a I'itération 0 vaut 1, donc N;,) = 1. Ainsi de
I’équation (8) on peut déduire que :

Nf =2 vk>=0 (9

Or a chaque itération, on divise la taille de la boite par deux, on multiplie donc le nombre de
boites par 4. Ainsi on peut en déduire le nombre total de boites a chaque itération et par
soustraction de I'équation (9) le nombre de boites vides a chaque itération :

NE, = 2%k vk >0
Nf = 22k _2KD wk>0
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Figure 5 : Analogie entre le quadrillage de la méthode des boites et la représentation
matricielle nécessaire a la programmation informatique de la méthode présentée ici. Une
boite pleine dans le quadrillage (ligne noire épaisse) correspond a la valeur 1 de I'élément
matriciel correspondant.

Résultats

Procédure de génération des semis de points

La mise en ceuvre de la méthode se fait par le biais d’un script écrit avec le gratuiciel R (R
Development Core Team, 2008). Ce script est donné en annexe et peut-étre demandé par
courriel a I'auteur. Le principe de la procédure est le suivant (on prend ici 'exemple de 3
itérations et d’une dimension fractale de D= 1.3. Les notations N£,, Ng et N} indiquent
respectivement le nombre total de boites a I'itération k, le nombre de boites pleines a
Iitération k et le nombre de boites vides a l'itération k) :

[tération k=0

NY, = 2%k=20=1
NS = 2 =20=1 @
Ny = 22k-2KP =9

[tération k=1
Nige = 2%=22=4 11
NP = 2 =21%%3 (i @)
N} = 2%k _2kK> ~1

[tération k=2 O ] 1 1
NZ, = 2% =2%*=16 1 [o] [0 1
Ng — 2kD — 226 1 g 11 [0 0

1 1 0 0

NZ = 22K ~g9




00/ [oo 1 1 1 [0
0o o [o of 1 [0 [ 1
Itération k=3 1 1 0o o] [0 o] [0 [0]
N3, = 2%k=26=¢64 0] 1 {o of |0 of [g] [g]
3 kD _ 939
N3 = 2KP =239x15 1o 0 1 5o o0
N3 = 22k _ kD 49 1 1 1[0 |ooo o
5ol O] 1 [0 0 0 0
0 0 [ 1 0000

Cette procédure matricielle et itérative permet de produire I'objet fractal pour un nombre
d’itérations préalablement donné, qui est donc noté N}, n étant l'itération finale. Ce
nombre correspond a la valeur de la coupure inférieure, c’est-a-dire I'itération a partir de
laquelle il n’est plus nécessaire d’avoir un maillage plus fin car le nombre de boites pleines
reste constant. La valeur de cette itération finale (équation 10) est calculée a partir de
I’équation (9) pour la valeur du nombre total de points que I'utilisateur souhaite.

__ log(Ng)
D xlog(2)

(10)

Plusieurs simulations ont été réalisées pour N = 10 (Figure 6), Ny = 100 (Figure 7),

Ny = 1000 (Figure 8) et Ny = 10 000 (Figure 9). Pour chacun de ces objets fractals, la
dimension fractale théorique de la procédure est successivement de 1.1, 1.2, 1.3, 1.4, 1.5,
1.6,1.7, 1.8 et 1.9. Les boites pleines a l'itération finale n ont été colorées en noir afin de
visualiser la forme de I'objet fractal produit.

On constate que la génération des objets fractals pour différentes dimensions ne demande
pas le méme nombre d’itérations, puisque ce nombre dépend a la fois du nombre final de
boites pleines souhaité et de la dimension fractale (équation 10). De plus, pour un nombre
final donné de boites pleines Ny, le nombre d’itérations n diminue lorsque la dimension
fractale Daugmente. Il est en effet logique que si on souhaite avoir un méme nombre final
de boites pleines N} pour un objet dont la structure fractale est différente, la taille des
boites doit également étre différente. En augmentant le nombre d’itérations, on diminue la
taille des boites, ce qui permet d’avoir un plus grand nombre de boites pleines sans pour
autant augmenter la dimension fractale.
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Figure 6 : Génération d’objets fractals avec 10 boites pleines finales. Les dimensions fractales

[1.1] [1.2] [1.3]
théoriques sont D =[1.4] [1.5]| [1.6], ce qui correspond a I'itération finale n =
[1.7] [1.8] [1.9]
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Figure 7 : Génération d’objets fractals avec 100 boites pleines finales. Les dimensions

r .k

[1.1] [1.2] [1.3]
fractales théoriques sont D =[1.4] [1.5] [1.6], ce qui correspond a I'itération finale n=
[1.7] [1.8] [1.9]
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Figure 8 : Génération d’objets fractals avec 1 000 boites pleines finales. Les dimensions

[1.1] [1.2] [13]

fractales théoriques sont D = [1.4] [1.5] [1.6], ce qui correspond a I'itération finale n=
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Figure 9 : Génération d’objets fractals avec 10 000 boites pleines finales. Les dimensions

[1.1] [1.2] [1.3]
fractales théoriques sont D =[1.4] [1.5] [1.6] ce qui correspond a I'itération finale n=
[1.7] [1.8] [1.9]
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Analyse de la fiabilité de la méthode

Dans la procédure de génération des objets fractals par la méthode du comptage de boites
inversée, le calcul d’arrondi du nombre final d’itérations n engendre une erreur sur le
nombre de boites a placer a chaque itération, ce qui conduit a une approximation de la
valeur de la dimension fractale.




Pour illustrer cet enchainement d’erreurs, prenons I'exemple de la génération d’un objet de
10 boites pleines finales (Figure 6). Dans la procédure de génération des objets fractals, la
premiere étape est de calculer le nombre d’itérations nécessaire pour produire ces boites
pleines pour une dimension fractale donnée. Cette étape se fait par I'intermédiaire de

I’équation (10). Prenons par exemple le cas de la dimension fractale théorique D= 1.2, dans
log(10)
1.2xlog(2)

évidemment étre arrondi par un nombre entier, ce qui conduit a n= 3. Ce nombre final

ce cas le nombre final d’itérations est n = = 2.76. Ce nombre réel doit

d’itérations permet de calculer les nombres de boites pleines et vides par I’équation (9). Ces
nombres sont également des réels qu’il faut transformer en nombres entiers de boites. Dans
I’exemple présenté ici, pour une dimension fractale théorique de D=1.2, a l'itération n=3,
on aura 2™P = 23%12 = 12 12 boites pleines. Un calcul d’arrondi est effectué pour
déterminer I’entier le plus proche, soit 12 dans cet exemple précis. On constate que, si dans
la procédure de départ, on souhaitait générer un objet de 10 boites pleines, on en a en fait
produit 12. Cette erreur d’arrondi engendre donc un écart entre la dimension fractale
théorique et la dimension fractale produite par la procédure de calcul. Ces écarts sont
représentés sur la Figure 10 pour des objets de 10, 100, 1 000, et 10 000 boites pleines
finales et pour les dimensions fractales théoriques de 1.1, 1.2,1.3,1.4,1.5, 1.6, 1.7, 1.8 et
1.9. On constate que I'erreur relative entre les dimensions fractales théorique et produite
s’atténue tres vite lorsque le nombre de boites pleines générées augmente. Ainsi, pour des
objets supérieurs a 1 000 boites pleines, I’erreur relative est toujours inférieure a 2%
(Tableau 1).

Tableau 1 : Valeurs de 'erreur relative entre les dimensions fractales théorique et produite.

Dimension fractale

L. 1.100 |1.200 | 1.300 | 1.400 |1.500 |1.600 | 1.700 | 1.800 | 1.900
théorique

Dimension fractale

oroduite 1.100 |1.221 | 1325|1385 |1.492 |1.602|1.706|1.819|1.891

Erreur relative (%) | 0.035 | 1.816 | 1.977 | -1.067 | -0.528 | 0.180 | 0.385 | 1.060 | -0.462

Cette erreur inhérente a la procédure de calcul engendre a son tour une altération de la
dimension fractale des objets produits. Pour vérifier ces écarts, nous avons produit pour
chaque objet fractal de 10, 100, 1 000 et 10 000 boites pleines, dix simulations différentes
pour chacune des dimensions fractales théoriques 1.1, 1.2, 1.3,1.4,1.5,1.6, 1.7, 1.8 et 1.9
(soit 360 objets fractals différents). La dimension fractale des objets ainsi produits a été
calculée par une méthode dite du comptage des boites développée sous R. Ces dimensions
fractales calculées sont comparées aux dimensions fractales théoriques correspondantes
(Figure 11). Chaque point représente donc une moyenne sur 10 simulations, les écart-types
ne sont pas représentés car tous inférieurs a 1.3 10°%. La encore on constate que lorsque le
nombre de boites pleines finales des objets augmente, les dimensions fractales produites




par la procédure de calcul et théoriques sont tres proches (erreurs relatives toujours
inférieures a 2% également).

15

Erreur relative (%) de la dimension fractale produite

= ® 10 points
' * 100 points

¢ 1000 points
w | * 10 000 points

| | | | | |
1.0 1.2 14 16 18 20

Dimension fractale théorique

Figure 10 : Erreurs relatives issues de I'approximation du nombre final d’itérations sur les
dimensions fractales des objets. Lerreur relative est calculée par I'équation suivante : (Dp —
Dth) %X 100/D;p, avec Dw et D, respectivement la dimension fractale théorique et la
dimension fractale produite.
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Figure 11 : Comparaison entre la dimension fractale théorique et la dimension fractale
calculée par la méthode du comptage de boites. Les points représentent une moyenne sur
10 simulations pour chaque dimension fractale théorique. Les écart-types ne sont pas
indiqués car tres faibles et tous inférieurs a 1.3 10

Discussion - conclusion

Dans cette étude nous présentons une méthode pour produire des objets dont la structure
spatiale est contrdlée par une dimension fractale. La procédure utilisée a consisté a inverser
la méthode dite du comptage de boites et a permis de produire de facon fiable des objets
pour une dimension fractale théorique donnée. En effet, I’erreur relative entre la dimension
fractale théorique et la dimension fractale produite n’excéde jamais 2%. On montre que
I'erreur est d’autant plus faible que le nombre de boites finales a générer est important. En



d’autres termes, plus I'objet produit a une structure fine et moins I’erreur entre dimensions

fractales théorique et produite est importante.

La procédure utilisée est basée sur I'arrangement aléatoire mais controlé de boites vides et
pleines — qui contiennent tout ou partie de |'objet. Ainsi, on peut générer un tres grand
nombre d’objets différents pour une méme dimension fractale théorique (Figure 12). Par

exemple, pour le cas simple de 10 boites pleines finales et une dimension fractale del.2, le
2D,
nombre d’objets fractals qui peut étre produit est de (ZRD)!(ZZZD'_ZRD)!zlj 10", soit plus de

100 mille milliards — le symbole mathématique ! représente la fonction factorielle, telle que
=1X2X3X-:-Xn.
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Figure 12 : Génération de 9 objets de 1 000 boites pleines finales pour les dimensions
fractales théoriques : 1.1 (haut), 1.2,1.3,1.4,1.5,1.6, 1.7, 1.8 et 1.9 (en bas).




Sur les figures 6, 7, 8, 9 et 12, les objets fractals produits sont représentés par des boites
noires qui indiquent la présence d’une partie de I'objet. Dans le cas ou cet objet est un semi
de points, il faut donc générer un point dans chaque boite noire. Ces points peuvent étre
placés au centre de la boite ou bien aléatoirement dans cette boite, ce qui permet de
produire une infinité de semis de points pour une dimension fractale théorique donnée
(Figure 13). L’aspect visuel des semis de points est tres différent que les points soient placés
au centre ou distribués aléatoirement dans la boite. On note que dans le cas ou les points
sont au centre de la boite (Figure 13 c), I'alignement produit un effet non naturel qui est
atténué lorsque les points sont distribués aléatoirement dans les boites (Figures 13 d, e, f).

Ces semis de points fractals sont des objets mathématiques mais ils peuvent étre associés a
un caractere géographique. En effet, ces points sont caractérisés par leurs coordonnées
cartésiennes (x,y) qui permettent de localiser des objets géographiques qui peuvent étre des
communes, des végétaux, des sommets de montagne, des sources, des lacs, des épicentres
de séisme, des écoles dans une ville ou encore des sites archéologiques. Notre méthode est
générique et les semis de points peuvent donc étre associés a des caracteres variés. Au-dela
des imperfections inhérentes a la méthode mathématique, il existe d’autres limitations a
cette procédure lorsqu’elle s’intéresse aux objets géographiques, donc au monde réel. Ainsi,
prenons I'exemple de semis de points qui caractériseraient des végétaux, afin de faire écho a
la problématique de re-végatalisation des mines et carrieres a ciel ouvert évoquée en
introduction. On comprend bien que de générer des points dans I’espace n’est pas une
solution complétement satisfaisante pour produire un plan de replantation concretement
réalisable. Dans un cas réel, il existe évidemment un certain nombre de contraintes de
terrain qui viennent compliquer la situation :

- Des contours non rectilignes de la surface a planter. Pour pallier ce probléme on peut
envisager de prendre en compte ces irrégularités par un forcage du choix des boites vides.

- Des obstacles de la surface a planter. Il pourra s’agir de massifs rocheux, d’étendue d'eau ou
encore de batiments, donc des zones sur lesquelles on ne pourra pas placer de végétaux. La
encore le positionnement forcé de certaines boites vides pourrait étre une solution. Dans ces
deux cas il faudra bien sir vérifier comment la dimension fractale est influencée par ce
forcage.

- Lanature des sols et la topographie. Les caractéristiques géométriques et physico-chimiques
des sols vont dicter les différentes essences d'arbres a planter.
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Figure 13 : Un semi de 1 000 points est généré pour une dimension fractale de 1.9. Les boites
pleines issues de la procédure de calcul sont colorées en noir (a). Elles correspondent a des
boites adjacentes qui contiennent un point (b). Les points peuvent étre placés au centre des
boites (c) ou bien aléatoirement dans ces boites (d, e, f).



L'intégration de ces contraintes de terrain demande un développement supplémentaire de
notre méthode qui est théorique (génération de semis de points) et générique (nombreuses
applications sur des objets variés de la géographie). Cette méthode ouvre également des
guestionnements sur l'utilisation d’outils de visualisation 3D de ces objets. En effet,
I'intégration a la fois de paramétres physiques (taille des végétaux), biologiques (essence des
végétaux), topographiques (terrains plat ou vallonné) dans un contexte de vision
tridimensionnelle change completement la perception du semi de points. La visualisation du
semi de points de la Figure 13 en 3D montre les différences de perception d’un unique semi
de points, caractérisé uniguement par ses coordonnées spatiales, lorsque qu’on fait varier
des parametres physico-biologiques et topographiques (Figures 14, 15, 16 et 17). La
visualisation des semis de points en 3D est faite ici par le biais du logiciel NetLogo3D
(Wilensky, 1999). Bien que cet environnement de programmation soit principalement
destiné a la simulation mutli-agents, NetLogo3D permet aussi de positionner des agents (ici
des arbres de tailles et d’essences différentes) en 3D.



Figure 14 : Représentation tridimensionnelle du semi de points généré de la Figure 13. Ici les

végétaux sont placés sur un terrain plat et au centre des boites. lls sont représentés avec
une seule taille (a), une taille dont la valeur est tirée aléatoirement (b), une seule taille mais
deux essences différentes (c), deux essences différentes et des tailles tirées aléatoirement

(d).



Figure 15 : Représentation tridimensionnelle du semi de points généré de la Figure 13. Ici les

végétaux sont placés sur un terrain plat et positionnés aléatoirement dans les boites. Ils sont
représentés avec une seule taille (a), une taille dont la valeur est tirée aléatoirement (b), une
seule taille mais deux essences différentes (c), deux essences différentes et des tailles tirées
aléatoirement (d).



Figure 16 : Représentation tridimensionnelle du semi de points généré de la Figure 13. Ici les

végétaux sont placés sur un terrain vallonné et au centre des boites. IIs sont représentés
avec une seule taille (a), une taille dont la valeur est tirée aléatoirement (b), une seule taille
mais deux essences différentes (c), deux essences différentes et des tailles tirées
aléatoirement (d).



Figure 17 : Représentation tridimensionnelle du semi de points généré de la Figure 13. Ici les

végétaux sont placés sur un terrain vallonné et positionnés aléatoirement dans les boites. lls
sont représentés avec une seule taille (a), une taille dont la valeur est tirée aléatoirement
(b), une seule taille mais deux essences différentes (c), deux essences différentes et des
tailles tirées aléatoirement (d).

Si la dimension fractale est un indicateur tres utilisée en géographie pour caractériser la
structure d’objets surfaciques (structures urbaines par exemple), elle I'est en revanche
beaucoup moins pour les objets ponctuels comme les semis de points. Or, les semis de
points sont des éléments importants dans les structures géographiques. Ces points
géométriques sont des objets et/ou des lieux géographiques qui peuvent faire I'objet d’'une
analyse spatiale afin de répondre a des questionnements concernant leur localisation, leur
distribution ainsi que leurs interactions (Pumain & Saint-Julien, 2010). Les méthodes
d’analyse spatiale des semis de points sont nombreuses, et comprennent des analyses
simples comme les statistiques spatiales descriptives ou encore la méthode des quadrats,



jusqu’a des analyses plus compliqguées comme |I'auto-corrélation spatiales ou encore
I’analyse des plus proches voisins a plusieurs ordres (Zaninetti, 2005 ; Lloyd, 2010 ; Caloz &
Collet, 2011). Mais quels sont les liens entre la dimension fractale d’'un semi de points et
I'indice de Morishita (méthode des quadrats multi-échelles) ? Un semi de points de structure
fractale aura-t-il une fonction Lgipley caractéristique (plus proches voisins a plusieurs ordres) ?
Si certaines études répondent partiellement a ces questions (e.g. Golay et al., 2014), |a
méthode présentée peut peut-étre permettre d’explorer les liens entre les méthodes
d’analyse spatiale classiquement utilisées en géographie et la fractalité des semis de points.
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Annexe : script R

# Méthode inverse du comptage des boites

# © Cyril Fleurant - 2014

# Paramétres graphiques
par(mfrow=c(1l,1))

par(mai=c(0.1, 0.1, 0.1, 0.1))

e
cat (" Méthode inverse du comptage de boites
cat (" © Cyril Fleurant - 2014

# Nombre de points a la fin de la simulation

Nn = 10000

# Boucle sur la dimension fractale
#1.1, 1.2, 1.3, 1.4, 1.5, 1.6, 1.7, 1.8, 1.9
for(dim in 1:9) {

D = 1+dim/10

# Boucle sur le nombre d'’expérience
# 1 -> 10
for(exp in 1:10) {

# Matrice des points

mf <- matrix(data=1,nrow=1,ncol=1,byrow=T)

# Valeur de la coupure inférieure.

","\n")

","\n")



n = round(log(Nn)/(D*log(2)))

for(it in 0:(n-1)) {

Cat("Itération = "’ it+1, "\n")

# A chaque itération deux nouvelles matrices sont créées

m_av <- matrix(mf,nrow=2"it,ncol=2"it)

ni 2*nrow(m_av)

nj 2*ncol(m_av)
m <- matrix(nrow=ni,ncol=nj,byrow=T)
for(i in 1l:ni) {

for(j in 1l:nj) {

m[i,j] <- m_av[ceiling(i/2),ceiling(j/2)]

}

# Nombre total des boites

Np = sum(m)

# Nombre des boites pleines

Nf = (27 ((it+1)*D))

# Nombre des boites vides

Nv = round(Np-Nf)

# Procédure de choix aléatoire des boites vides
cpt = 0

while(cpt < Nv) {

rand_ i ceiling(runif(1,0,ni))

rand j = ceiling(runif(1,0,nj))

if(m[rand_i,rand j] == 1) {



m[rand_i,rand j] <- 0

cpt = cpt + 1

}

# Copie de la matrice résultat

mf <- m
cat("Boites total = ", nrow(mf)*ncol(mf), "\n")
cat("Boites pleines = ", sum(mf), "\n")
cat("Boites vides = ", nrow(mf)*ncol(mf)-sum(mf), "\n")
}
o=

# Formatage du nom des fichiers

if(D == 1.1) D _index = toString(1l1l)
if(D == 1.2) D _index = toString(12)
if(D == 1.3) D_index = toString(1l3)
if(D == 1.4) D _index = toString(1l4)
if(D == 1.5) D _index = toString(1l5)
if(D == 1.6) D _index = toString(1l6)
if(D == 1.7) D _index = toString(1l7)
if(D == 1.8) D _index = toString(18)
if(D == 1.9) D _index = toString(1l9)

file <- paste("fractal ",D index," ",ni," ",exp,".txt",sep="")

write.table(mf,file, row.names=F,col.names=F,append=T)

# Graphiques



# Lecture du fichier et de ses données

infile <- paste("fractal ",D _index," ",ni," ",exp,".txt",sep="")
data_ file <- read.table(infile,header=F,row.names=NULL)

data <- as.matrix(data file,ncol=ni,byrow=T)

# Transformation des cellules en coordonnées (X,Y)
# data_x, coordonnées X des centres des cellules
# data_y, coordonnées Y des centres des cellules
data x <- matrix(data=.0,nrow=ni,ncol=ni,byrow=T)
data y <- matrix(data=.0,nrow=ni,ncol=ni,byrow=T)
# Taille des cellules

dx =L / ni

dy L / nj
plot(2*L,2*L,x1lim=c(0,L),ylim=c(0,L),axes=F,xlab="",ylab="")
box(lwd=1,col=1)
for(n in 1l:ni) {
for(m in 1l:nj) {

data x[n,m] <- 0.5 * dx + (m-1) * dx

data_y[n,m] <- 0.5 * dy + (ni-n) * dy

# Pour tracer un point au centre de la boite

if(data[n,m] != 0) points(data x[n,m],data _y[n,m],pch=16,cex=.25)

}

# Copie du fichier image en format TIF

name <- paste(file="fractal ",D index," ",exp,".tif",sep="")

savePlot (name,type="tif")



