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Résumé — Dans cette note, on propose un modéle homogénéisé pour le comportement effectif
des matériaux & gradient de propriétés. Le principe de ’étude se base sur un schéma d’homo-
généisation en deux étapes. Dans un premier temps, le modéle 3D est décomposé en plusieurs
couches 2D hétérogénes. Le comportement de chaque couche est estimé & 'aide d’'un modéle mi-
cromécanique (e.g. estimation de type Hashin-Shtrikman). Ensuite le comportement effectif du
milieu 3D est reconstruit avec une méthode basée sur une sommation variationnelle. Le résultat
obtenu est appliquée pour 'homogénéisation d’une plaque mince & gradient de porosité.

1 Introduction

Les matériaux & gradient de propriétés touchent divers domaines d’application : aéronau-
tique, électronique, biomécanique, etc. Vu leur aspect hétérogéne, la modélisation numérique
de ces matériaux restent compliquées et couteuse et nécessite le développement de techniques
permettant d’accélérer les cotits de calculs. Le recours aux approches micromécaniques s’avére
a la fois simple et efficace; non seulement ces approches permettent de modéliser le comporte-
ment macroscopique de ces milieux, mais ils permettent aussi de comprendre 'effet de I’évolution
microstructurale sur le comportement global. Dans ce cadre, on cherche & modéliser le comporte-
ment effectif d’un milieu 3D a gradient de propriétés en se basant sur I'idée de I’homogénéisation
d’un systéme multicouches. En effet, le modéle 3D peut étre considéré comme une superposition
de plusieurs couches ayant chacune un niveau donné de propriétés. Estimer le comportement
effectif de chaque couche permettra ensuite de reconstruire le comportement effectif du milieu
3D étudié. Ainsi un schéma d’homogénéisation a deux étapes est proposé :

1/ dans un premier temps, on découpe le milieu 3D en couches minces hétérogénes et ’on
estime leurs comportements effectifs a I’aide de I’estimation Hashin-Shtrikman [4] par exemple,
2/ ensuite, on reconstruit le comportement effectif du milieu 3D avec une sommation variation-
nelle [3| des énergies 2D.

Le schéma proposé est ensuite appliqué au cas d’'une plaque mince avec un gradient de
porosité.



FIGURE 1 — principe de "approche

2 Sommation variationnelle

Cette sommation est une méthode variationnelle pour la reconstruction d’un modéle volu-
métrique 3D & partir de modéles surfacique 2D obtenus, par exemple, par réduction de dimen-
sion (e.g. théorie des plaques). Cette méthode peut étre utilisé lorsque un paramétre matériaux
ou morphologique varie continiiment suivant une direction privilégiée (ici, on choisit la direc-
tion eg). Ainsi, on considére un milieu O a gradient de propriétés suivant un axe donné :
O = O x (=H/2,H/2). Par changement de variables, la géométrie peut étre redéfinie par
O :=0 x (0,1). La technique décrite dans ce travail permet d’obtenir un matériau équivalent
ayant un comportement effectif "conservant" le changement de propriété suivant la direction es.

Considérons par exemple le cas de la Figure 1 ot la densité des fibre ainsi que leur distribution
varient de maniére continue suivant la direction ez, on découpe le milieu O en n tranches minces
dont le comportement est décrit par une loi obtenue par réduction de dimension (voir [2, 1]). Cet
découpage peut étre justifié dans certains cas de matériaux a géométrie complexe (voir 1] par
exemple). En 'sommant’ ensuite les plaques obtenues et aprés passage a la limite vers l'infini,
i.e. en prenant des plaques de plus en plus fines, on obtiendra par I'-convergence un modéle 3D
Homogéne tenant compte au mieux le gradient de propriétés initiale.
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FIGURE 2 — Illustration de la stratégie de reconstruction : step (a) matériau stratifié, step (b)
passage & la limite et matériau homogénéisé.

Soit @bo(%, .) la densité d’énergie élastique de la plaque % dépendant du gradient de dépla-
cement Vu et de la position & = (z1,22) dans le plan moyen O. Cette énergie ne dépend plus
de la position suivant ’axe x3 car elle a été obtenue par réduction de dimension mais plutot de
I’épaisseur de la plaque 1/n. L’énergie potentielle associée a ’ensemble des n plaques est

—1 koo ko N N
E,(u) = kzzoﬁ(/@wo(ﬁ,Vu(m,ﬁ))dx - /C)L(w,g)u(x,ﬁ) da;) si u € Steps n(O) (1)

ot L est le chargement subit par chacune des plaques, 'ensemble Steps,(O) représente les
fonctions continues par morceau :

u € Steps n(0) & u(z) =) u(z,



Notons que la connexion entre les plaques peut étre prise en compte par des conditions aux li-
mites complémentaires dans chacune des plaques (voir |1, 2] ), ce qui ne rajoute pas de difficulté
a la méthode (voir [3]).

L’énergie construite dans (1) correspond & une énergie globale associée au modéle discret.
Une régularisation énergétique s’avére indispensable pour obtenir le modéle limite variationnelle.
Dans la figure 2 étape (a), on obtient un matériau multicouches et, sera alors homogénéisé avec
une approche variationnelle. Pour obtenir une formulation continue, il est commode de construire
une expression "continue par morceau" de I’ énergie E,, comme une somme de Riemann, illustré
par le passage (a) dans la figure 2. En effet,

k kok+1
n

I (s, 5) = %(S,s) and I(e) = L3, %) si wse (L,

I’énergie E,, s’écrit
E,(u) = / 1;6‘(363, Vu)dx — / L™(z).u(z)dz si u € Steps n(O)
@] @]

La densité d’énergie s — 1g(., s) doit étre convexe vérifier la propriété de Lipschitz :

Yo(ws, 8) — to(ws, s')| < €ls — s'|(1+[s[P~" + [s'[P71), (2)

pour tout (s,s’) 6~R3 x R3 ou ¢ est une constante positive variant dans la direction z3. Il est
facile de voir que 1y vérifie la condition de croissance suivante pour p > 1 suivant x3 :
il existe deux constante positives o et 8 ne dépendant pas de n, de sorte que pour tout s de R?

als? < ¢ (w3,5) < B(L+]s"). (3)
pour tout z3 fixé sur (0,1).

Cette séquence de fonctionnelles d’énergie (E,,)ne N, I-converges au sens faible pour Ejy dans
LP définie par

Eo(u) 2:/(9¢0($3,vu)d$—/OL(LU).U(LU)dl‘. (4)

D’un point de vue mécanique, cette limite de sommation variationnelle nous permet d’estimer
le comportement effectif du milieu considéré en gardant le gradient de propriétés le long d’une
direction privilégiée.

3 Application : cas d’une plaque a gradient de porosités

On considére une plaque poreuse, notée O, avec un gradient de porosité qui évolue de maniére
continue suivant ez. D’un point de vue micromécanique, la plaque O est un bi-phasé avec une
matrice isotrope (module de Young E et coefficient de Poisson v) et une répartition aléatoires
d’inclusions vides de porosité ¢(x3). Dans 'objectif de dériver le comportement effectif de cette
plaque en tenant compte du gradient des porosités, I’approche basée sur la sommation variation-
nelle est adoptée. Le milieu O est découpé en n sous plaques @, de méme épaisseur ¢, et dont le

comportement est décrit a travers le potentiel 2D suivant (en se limitant & une plaque de type
Kirchhof) :

1 1
Y = QdAkd + 62§I€Dkﬁ, (5)

ou d (resp. k) sont les déformations dans le plan porté par les deux directions (ej, e2) dues aux
effets membrane (resp. flexion) et Ay, (resp. D) les tenseurs d’ordre deux du comportement de la
plaque k écrit pour un probléme 2D. On obtient ainsi une plaque stratifié avec n plis hétérogenes.
D’apres le résultat variationnel (4), I'énergie macroscopique de la plaque homogénéisée est :

1 1 1
=15 /O <2dA (vs) d + 73K D (z3) n> v (6)
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Remarquons a ce stade que la sommation variationnelle, conduisant & (6), permet de retrouver
le méme résultat que celui issu de la théorie des stratifiés. L’estimation de ces propriétés est
obtenue par une homogénéisation en deux étapes :

1/ tout d’abord, comme chaque pli k est un milieu poreux (matrice (F,v) + porosité ¢),
les propriétés locales Ay et Dy sont estimés & ’aide des méthodes variationnelles de Hashin-
Shtrikman ([4]),

2/ ensuite, le comportement de plaque stratifiée est obtenu en homogénéisant les différents
plis suivant 6.

Ce résultat sera confronté au calculs par éléments fini réalisé avec le logiciel CASTEM. Dans
un premiers temps nous retrouverons le résultat issu de la théorie des stratifiés, puis dans le cans
le cas d’un gradient de propriété variant suivant une direction de maniére continu, I’apport de la
sommation variationnelle sera mis en exergue.
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