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LES EQUATIONS DE DIRAC-EINSTEIN

JONOT JEAN LOUIS

ABSTRACT. On veut, a partir des équations de Dirac et de Schrédinger, recon-
stituer les équations d’évolution et d’état de Dirac-Einstein définies sur un fibré
des états quelconque. L’équation de Schrédinger est une équation d’évolution
de rang 2 sur le fibré trivial d’espace total

Q x C,

et I’équation de Dirac est une équation d’état de rang 1 sur le complexifié du
fibré tangent d’espace total
TQ ® C.

Pour étudier 1’équation relativiste d’Einstein sur le fibré des (2, 0)-tenseurs

d’espace total
A%Q,
on est amené a définir un principe de moindre action sur les fibrés des états de
Q. Cette construction, nous amene a faire ’hypothése que le complexifié de la
connexion d’Einstein est le carré tensoriel de la connexion duale de Dirac, qui
peut s’écrire
Veinstein @ 1 Veinstein = V;(lgr);c

On définit les Hamiltoniens Hy et Ha des équations d’état et d’évolution

du fibré A2Q), la question qui reste ouverte est la suivante: ”Peut-on écrire

I’équation relativiste d’Einstein & partir de ces deux opérateurs?”

1. INTRODUCTION

Si on veut définir 'espace-temps €2, on le définit comme une variété réelle de di-
mension 4, munie d’'une métrique Lorentzienne g pour laquelle ’équation relativiste

Ra,@ - %Rgaﬁ = 87CT—4GTaB + Aga,@; (11)
est vérifiée, avec T, 3 est le tenseur d’énergie-impulsion, Rz est le tenseur de Ricci,
R est la courbure scalaire, (go3) est la matrice de g dans le ”local frame” associé
a la carte considérée et A est la constante cosmologique. En relativité, les points
de cette variété 2 décrivent I'univers des événements. En physique quantique, les
particules sont définies comme des ondes v (z,t). Le principe de quantification de
I'univers € est de définir une géométrie qui permet de lier les notions d’événements
et de particules.

Dans la théorie relativiste, on identifie les particules aux événements de 'univers.
Si on oublie ce procédé d’identification comme cela a été développé en théorie
des cordes, les principes d’unification se simplifient. On n’identifie plus, I'univers
des particules & son support qui est l'univers relativiste d’Einstein 2. On veut
quantifier, non pas I'univers €2 décrit par la physique relativiste d’Einstein, mais
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géométriser I'univers des états des particules décrit par la mécanique quantique. La
description des particules en physique quantique est donnée par une onde

w:w(tazayvz)a (12)
ou (z,y, z) est un point de l'espace et t représente le temps, telle que
/|1/) (t,z,y,2)|° dedydz = 1. (1.3)

Cette présentation a le désavantage de faire intervenir ’espace-temps dans sa
description. On s’intéresse aux relations liant le ”contenant” formé par 'univers
relativiste d’Einstein 2 au ”contenu” formé par 'univers des particules. Comme
en gravitation quantique & boucles, on ne veut pas augmenter la dimension de €2
comme cela est fait en théorie des cordes. Pour cela, on remarque que les équations
1.2 et 1.3, ne définissent pas un élément d’un espace de Hilbert, mais une section
d’un fibré hibertien . On pose

CZ (E(C)vﬂC’Qv/H)

ce fibré, Q représente I'univers des événements, H est un espace hermitien séparable
et l'espace total E = E () représente I'univers des états des particules, les sections
de ce fibré I'*° () représentent 1'univers des particules. On a posé les bases de la
théorie pour décrire le couple des états quantiques et des événements de §2, noté

(B,9).

2. LA CONNEXION Vg o ET L'EQUATION D’EVOLUTION

L’idée de cette section est de déterminer les relations qui lient les univers F et )
et les équations d’évolution et d’état des sections. En physique relativiste, le fibré
considéré est le fibré tangent

bo = (T, 7, Q,RY)
en complexifiant ce fibré, on définit une structure de fibré hermitien sur
o C
lorsque €2 est muni d’une métrique riemannienne g, le produit hermitien est
(X +iV | X' +4Y") = g(X, X') +ig (Y, X') —ig(X,Y) +g (YY) (2.1)

quelque soit les champs réels XY, X’ et Y'. La connexion de Levi-Civita V,
complexifiée est définie par

V =V,+1iVg,
on va procéder de fagon analogue sur le fibré (. On admet l'existence d’une con-
nexion généralisée qui permet de définir un lien entre particule et événement. Dans
la suite, on note V = Vg o, cette connexion généralisée. On rappelle qu'une con-
nexion généralisée est la donnée d’'une C*°-application 7

T:peEW)—71(p) CTy(E(Q)),

et d’un isomorphisme ¢ (p) de 7 (p) sur T}, () tels que ¢ est une C*°-application.
La variété E (¢) est hilbertienne, on peut définir le fibré tangent

€pe) = (TE(C) ,mp), E((),R* x H).
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Cette application ¢ est C*° dans le sens suivant, il existe une famille libre {X,}
de 4 champs de E (¢) définis sur un ouvert de trivialisation de {g () telle que

7 (p) = Vect {X,, (p)}
et lapplication ¢ est C*° si pour tout champ X de E (()

P X, 0@ X (p)=¢() (X (p)

est une C'*°-application comme application de variétés de Banach [5]. On peut,
ainsi, définir un sous-fibré

& (E(Q) = (UpEE(C)T(p) B [Upeneyr@): B (€) 7R4)
et I'isomorphisme de fibré ¢,

Pour un approfondissement de ces notions, on peut consulter [6]. Comment
définir la connexion V7. Le fibré ¢ est muni d’'un produit hermitien C'*°, c’est-a-
dire, que pour toutes sections s et t € I'* ({), 'application

weN—=(s(w)|t(w)),

est C°°. On s’intéresse aux produits hermitiens qui sont paralleles aux connex-
ions [2]. Le produit scalaire hermitien (e | ) est parallele & la connexion V si et
seulement si pour tout champ X de €2 et pour toutes sections s et ¢ de T'({)

X.(s|t)=(Vxs|t)+ (s| Vxt), (2.2)
ou X. (s | t) est la dérivée de Lie le long du champ X de la C*°-application
w—=(s(w) | t(w)),-

Toutes les connexions considérées sont des connexions paralleles au produit her-
mitien. En mécanique quantique, I’évolution d’un systéme est donnée par 1’équation
de Schrodinger

oY h?

ou A est le Laplacien et en physique relativiste I’équation d’évolution est décrite
par I’équation d’Einstein 1.1. Dans le cas quantique on est sur le fibré trivial

¢= (R*x C,m,R*,C)

et dans le cas relativiste on est sur le fibré des (2, 0)-tenseurs. On veut définir & par-
tir de la connexion V, une équation d’évolution equivalente a 2.3 et 1.1. L’équation
2.3 est une relation qui lie la dérivée de 'onde par rapport au temps ¢ & un opérateur
H + V. Peut-on définir un procédé permettant d’écrire ces équations de fagon in-
trinseque pour des choix convenables de fibré?. Pour cela, on doit définir 'opérateur
H +V | la courbure et la notion de dérivée d’une section par rapport a un champ de
Q. Les deux équations précédentes nous permettent de définir ’équation d’évolution
des fibrés hermitiens. Pour la dérivée, 'opérateur Vr est un opérateur acceptable,
reste a définir le champ local T et I'opérateur H pour lequel

Hs = AVrs.

Pour l'opérateur H, 1’équation 1.1, nous permet de construire cet opérateur
comme suit. On se fixe une section de Dirac v de E, c’est-a-dire, un élément de

Hom (A'Q® E, E) ~ Hom (A'Q,End (E)) ,
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ainsi pour tout d € A'Q, I'application

7 T(B) = T (B), 7" (¢) (W) =7 (W) (d(w) ® ¢ ())

est un endomorphisme de I' (E), dit endomorphisme de Dirac. Sur une carte U
ou le fibré tangent &q et le fibré ¢ sont trivialisables, on pose {0, =0,1,2,3} le
"local frame” associé & la carte U, {d*, u=0,1,2,3} le "local frame” dual et v* =
7% les endomorphismes de Dirac associés. Ces endomorphismes sont représentés
par des matrices carrées d’ordre m dont les coefficients sont dans C* (U), si la
dimension de la fibre est m. Dans le cas de la dimension infinie, on suppose que
les endomorphismes de Dirac sont des opérateurs a trace, cela permet de définir le
tenseur de Poisson par

1 1
7™ = g Trace ({7%,7"}) =  Trace (v7").

L’univers € est muni d’'une métrique de Lorentz g, dont la matrice dans le local
frame {0y, 1 = 0,1,2,3} est (g.) et (¢"¥) est sa matrice inverse, on fait ’hypothese
(") = (¢") .

Cette métrique peut étre définie par la matrice de Poisson (7“”)_1, en faisant
I'hypothese que localement (y#") est inversible et que (7,,,) = (7””)_1 est la matrice
d’une métrique de Lorentz g, sur I'ouvert U, afin de pouvoir définir la notion de
champ chronologique local T et d’équation d’évolution le long de ce champ. On

rappelle qu'un champ chronologique peut étre défini, a partir d’'une métrique de
Lorentz quelconque. Ensuite, on définit la section H de End T (¢) par

H (s) () = 72 (w) (RV 5 (w))
notée
H=v®RY
ot RY est la courbure de la connexion V et ~2 est 'extension de rang 2 de la section
de Dirac . L’équation d’état est donnée par

H (s) = As,
ou A est une fonction propre C°° définie sur une carte U de 2 et H est I'opérateur
qui correspond a ’'Hamiltonien défini dans I’équation de Schrodinger. L’équation

d’évolution d’une section locale s définie sur U, le long d’'un champ chronologique
T, non nécessairement stable, d’un systéme soumis & aucune observation est

Hs =1i\Vrs, (2.4)
si le fibré est complexe ou
Hs = AVrs, (2.5)
si le fibré est réel. Le fibré
(=(E,mQH)

est un fibré vectoriel réel ou complexe, de fibre H, dont la base est 'univers €2
qui est une C*°-variété de dimension 4. On note A™Q) = A"T™*Q, le fibré des n-
formes différentielles sur 2. L’espace des (p, ¢)-tenseurs, p fois covariant et ¢ fois
contravariant, est noté
TPQ = (QPT*N) ® (®ITQ), (2.6)
et lespace total F ({) du fibré est 'espace des états, il est muni d’une connexion
V:I'(E) =T (AMQeE),
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que 'on peut noter
VT (6a) x T (() = T (), V(X s) = Vxs,
ol
o= (TQ,m,Q)
est le fibré tangent sur 2. On utilisera 'une ou l'autre des présentations, on peut
consulter [1] pour la comparaison entre ces deux définitions.

Definition 1. Une section v du fibré L (Alﬂ ®QF, E) est une section de Dirac du
fibré des états E. Les endomorphismes de Dirac sont définis par,

Yi(s) =y (d®s),dc N'Qet s €T (E).

Le commutateur d’une famille finie d’endomorphismes de Dirac {Wd“} est
a2 ar prIey! 5@ gs(n=1 25
[v ATy }= > e(s)7® Toq® o--roy oy,

s€Perm{1,2,---,n}
et 'anticommutateur ou crochet de Poisson est défini par,
1 2 n s(1) 5(2) s(n—1) s(n)
{vd,vd,mmd}: > 7 oy 0n i 0y? oyt
s€Perm{1,2,--- ,n}

Le commutateur définit une section de L (A"Q ® E, FE). L’extension de rang n
d’une section v est la section v,, de Hom (A" () ® E, E) ou

o ((AEAE A ANdY) @ s) = [wdl,vdz,--- ﬁd"} (s),

et on prolonge 7, par C* (£, R)-linéarité sur A" () ® E. Toute connexion sur V
a une extension

dy :T (A" () ®E) - T (A" (Q) e E)
avec, dy =V, A’ (Q) @ E=FE et

dy (p®@s)=dp@s+ (—1)" 1 AVs,p € A" (Q).
L’équation de Dirac-Einstein au rang n est

Y (Vn—18) = As, Vo1 = dZ_l 0---0 dov.

Remark 1. Pour n = 2,
2 (@ A d) @s) = |77 "] (5) = 779" () = 779" (s)
et
Vi=dyody =RY

représente la courbure de la connexion V.

Sur un ouvert de trivialisation U de £q et ¢, on note {9, } le "local frame” attaché
a cette carte, le "local frame” dual {d"} et une famille libre {e,} de sections définies
sur U telle que
E, (¢) = Vect {e (w)}

pour tout w € U. Soit s = s%e, alors
Vs =V (%) =ds® Qeq + 5“Ve, = ds® Qeq + s”Tgl,dV ® eg,

sur U la connexion s’écrit
Veq, = ngd” ® eg,
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avec des C™ fonctions I'} | définies sur U & valeurs complexes ou réelles, I'? | sont
les symboles de Christoffel associés & la connexion V. On a ds® = (9,s*) d,
Vs = (9,5%)d" @ eq +5°T5,d" @ eg = (0,5” +s°T%,) d” ® ez,
en prenant pour notation d,s° = ds® (9,). Pour s = 5%,
RY (s) =dY (Vs) = dY ((0vs” +s°T%,) d” ® ep)
=d((0vs" +5°T5,) d) ®@ep — ((0us” 4+ s°T5,) d”) A Veg
= ( d,s” + s"l"gu) ANdY) ®eg — ((81,3'6 + so‘l"'gl,) d" NTh,d) @ e,
= (d(9ys’ +5°T%, ) Nd”) ® ej — ((8,/85 +5°T5,) d” A Fj,g,,d") ® €;

= (34 (007 + 57T%,) — (35" + S°T2,) T3, ) (@ N ) e,

d(
d(

= (04005 + (94T, — T2,TS,) %) (@ A d) @e;.
La section de Dirac v de E ({) a pour représentation locale
v(d” ®ep) =75 ¢€o,
et si " =~ (d”), on pose (v")5 = 75, alors

12 @ RY (s) = (9,058 + (9%, —T2,0%, ) %) 0.7 (e,

V47T (e5) = ¥ (7§ 7eq) = (V7o)
= (757 l* = AH7yEE) ex
et
Y2 @ RY (s%eq) = (744" — 7;.“’75’“) (@L&,sj + (GMF{W — Fgufé,}) s”‘) €k
Si on pose A? lopérateur

A = (Pl — A7y EE) 0,0,
et
TE = (Voyk* — 47 y2F) (aufiw — Fﬁﬁ%u)
alors
72 ® RY (s%4) = (Afsj + T’;so‘) e
= (Afs'f + Tfs’r) ek
= (Af + T’ﬁ) sTeg.
Pour un champ chronologique T' = td,, les équations 2.4 et 2.5 s’écrivent lo-
calement,
Vrs¥eq = t'Va, (s%€a)
=" (0p5%€q + so‘l"'gpeg)
= (t”apsk + tpso‘l"’;a) €k,
on obtient le systeme d’équations

(AE+YE) 5T = x (tP0,8" + t"s”‘l"ﬁa) . (2.7)
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L’équation 2.7 est 1’équation locale sur une carte de trivialisation de £q et (,
cette équation est I’équation d’évolution de Dirac-Einstein de rang 2 développée
dans le ”"local frame” associé a la carte avec la condition

¥ ® RY = xVr avec x =il ou x = A et A € C (U,R),
respectivement, complexe ou réelle.

Remark 2. Sila connezion est plate, l’équation d’évolution se rameéne a l’équation
triviale,ce systeme d’équations est

tP0,s" =0, V7.
Dans l’écriture standard, on pose
Vea =T5.d" @ ep
a la place de
Veo =T8,d" @ ep,
cette présentation est algébriquement plus appropriée.

3. LES CONNEXIONS DE SCHRODINGER ET DE DIRAC

Appliquons ce résultat a I’équation de Schrédinger

o h?
h— = ——H Vap.
‘ ot 2m v+VY
On se place sur le fibré trivial
(R* x C,7,Q,C),
on prend s =1, e, =1, 0y = %, o = a%’ Oy = a% et 03 = %. Pour le champ

chronologique 1" = t#9,, on a
=11 =0,t>=0et > =0,
de plus, 8 = j = a =k = 0. L’équation 2.7 s’écrit
(auaysj + (aurg’w - rfmrgy) sa) (V4R — B E) = X (1°,s* + 195°T%,)

(0200 + (8,70, — T0,T0,) ¥) (6774° =167 7") = iA (v + ¥T5p) -
Il faut que

vo . 10 po v0 __ spv
%% — % e =06,

on obtient

0,0+ Y (aurg# - (rgﬂ)Q) W = iX (Dot +YTY)
"

2 2
0 0 2 . 0 _ . h
Ao (zﬂ: (8,18, - (15,)%) - mrm) ¥ = —iAg =00,
pour se ramener a ’équation de Schrodinger, il faut que
h2

ve-—(3 (a o, — (I )2) SaarS ) et in= —inle
om H- Op Op 00 2m’

o

om B2 2 2m
A= T V= “om <zﬂ: (aurgu - (1—‘8”) ) +17F80>
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or on veut que V € R, donc

2m

7 Rel), = 0.

> (0, (ImT§,) — 2ReT(, ImTY,) +
nw
Theorem 1. La connexion associée a l’équation de Schridinger est dans la base
=2 0=2 0==2etdy=2
0 ot Y1 oz Y2 aye 3 8z

V= ngd'j ® 1c,

oU A = 72Tm et
h? 3 2m
~ g (St - " ).
v=0
avec
5 2m
> (9, (ImT(,) — 2ReT), ImTY,) + — Re I =0
pn=0

et pour des sections de Dirac vérifiant

,_yga,yl;;o o ,y(;)w,ygo — MV

Pour obtenir une connexion de Schrodinger sur 'univers {2, on prend un recou-
vrement localement fini de cartes de €2, noté {¢, } ou

¢ R* = U, U, CQ

sans passer par les fibrés réciproque, on peut définir une connexion canonique a
partir d’une connexion de £ ou

¢= (R*x C,m,R*,C)
en posant
Vo, =Ty, oV, o (<P;1 X 1@)
et
Yy =, oo (py x 1g).

On définit sur une carte U, une connexion de Schrodinger induite par ¢, et la
connexion de Schrédinger de R* (ou encore la connexion image réciproque de V).
On prend ensuite une partition de 'unité {\”} associée au recouvrement localement
fini {U, }, on pose

V="V,

qui est une connexion car y_ A = 1. Cette connexion est une connexion définie
sur le fibré trivial

(QxC,mQ,C),

une connexion de ce type est une connexion de Schrodinger sur 2. On a la remarque
fondamentale suivante,

Remark 3. Les équations des états de rang 1 et 2 ne peuvent décrire
l’équation de Schrédinger, seule l’équation d’évolution de rang 2 le per-
met sur le fibré trivial de ), de dimension 1.
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Dans le cas de I’équation de Dirac, I’équation d’évolution n’est pas une équation
de Dirac-Einstein de rang 2 car 1’équation développée de Dirac

id—m 0 iZ it »0 0

VR ST Sl=l 0] e
. B’LE 5 ’L%. ; B_y _’LE —m . 60 ’1/13 0
195 T g 155 0 —lg —m G 0

ou v est une section du fibré
¢&p = (R* x C*,m, R, CY)

ne fait apparaitre que des opérateurs de rang 1. Pour répondre & la question, on
passe sur une équation d’état de rang 1, d’opérateur

H=~v®V.

Pour cet opérateur, il n’existe pas d’équation d’évolution, a ’exception des par-
ticules de masse nulle. Seule I’équation des états de rang 1, d’opérateur H peu-
vent décrire ’équation 3.1. On se restreint donc, a I'image d’une carte, ou plus
précisément & R* et par un recouvrement localement fini, on définit la connexion

sur ©. Dans R*, soit
0 0 9] 0
{‘90 R L mil a_}

les champs de vecteurs sur R* linéairement indépendants associés et
{d",v=0,1,2,3},
la base duale. L’équation de Dirac-Einstein au rang 1 est
V457 (9P +°T8,) = —iX” pour tout o =0, 1,2, 3. (3.2)

Les matrices de Dirac v*, 0 < p < 3, sont des matrices carrées d’ordre 4 dont
les coefficients sont des applications C> sur R?*, & valeurs complexes. On note
(Dvw)ﬂ = au"/"g + wargw
D, est la section locale de End (E) définie par, D, = L, +T,, ou T, est la section
locale de End (F) dont la matrice, dans le ”local frame”, est (Fu)g =15, et L, est
I’endomorphisme de Lie le long du champ 9, = %

L, = (0,4°,0,0Y,8,9%,0,9°) , ¥ = (4%, 9", 9%, 4°)

défini par,

alors
57 (Do) = —id”,
I’équation précédente s’écrit

V'Dy (¥) = —iX.
Utilisons ’équation 3.2 et comparons a 3.1,
95 (0” +9°T3,) + M =0,k =0,1,2,3
V507 + T, it =0

(9%, + 4515, ) o + ik =0
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si on prend pour (7”)]? = vj”k, on retombe sur ’équation 3.1 pour des coefficients

de Christoffel Fﬁ qui sont calculables comme suit. La matrice associée s’écrit

iv§°0, + ivg I‘gl, A ivy90, + ivg I"fl 7500, + ivg Fgu iv5°0, + 975 OFB
iv§to, +17[’;1Fﬁ ivy1a, +17[’;1Fﬁ —A ivylo, JrZ'yElFﬁ ivyto, +17[’;1Fﬁ
520, —l—w”QFB ivy20, +w”21"’6 iv520, —|—w”21"’6 - A 7520, —l—w”QFB
60y +w”3F Y30, +ivyTY, 520, + TS, R0, + i ng A

on en déduit que A = m, et que les matrices v définies par (7*)3 5 = V5% sont les
matrices de Dirac. On a

i + iT9y — m 0 i05 — iT2, i0y + 0y — T3, + T3,
0 i0 + T}, — i0y — Oy + T2, — T'%, —i0s — i3,
—ia3 — ’L'Fgg —1'81 52 — ’LFM F12 —1'80 — ZT‘%O —m 0
—i01 + 02 — ’L'Fgl - F82 103 + F 0 —i0y — ZT‘%O -m

les relations sur les coefficients de Christoffel de la connexion de Dirac sont

[y =T33 =11 =T =10 =15, =013, =T3,=0 (3.3)
et
3y = il3;, I3, = i5, Ty = —il'yy, gy = =il (34)
Theorem 2. Les symboles de Christoffel de la connezion de Dirac sur R* vérifient
[0 = T35 =Tqg =33 = Iy =[5 =i =3, = 0,
F32 = ZFBla I‘22 = ZF21a F%z = 72‘F%17F82 = *irgly
r, =1,

On peut construire une connexion de Dirac sur 'univers {2, en prenant un re-
couvrement localement fini et une partition de 'unité {)\U} subordonnée a ce re-
couvrement. Si Vy est une connexion de Dirac induite par la carte alors

vV =\vy

est une connexion définie sur 'univers 2. Cette connexion est définie sur le fibré
tangent de 'univers (2.

Remark 4. Contrairement aux connexions de Schrédinger qut dépendent
de la masse m et du potentiel V, on peut choisir des connexions de Dirac
indépendantes de la masse m de la particule. L’équation de Dirac est une
équation d’état de rang 1 et l’équation de Schrédinger est une équation
d’évolution de rang 2.

La connexion de Dirac est indépendante du choix de la particule de
masse m, c’est donc, une connexion intrinséque sur les champs com-
plexes. Les équations 3.3 et 3.4 permettent de définir un grand nombre
de choix possibles pour la connexion de Dirac.
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4. L’EQUATION RELATIVISTE D’EINSTEIN

Si on veut décrire I'equation 1.1, comme une équation d’état ou une équation
d’évolution, on est amené & s’intéresser au fibré des (2,0)-tenseurs. A partir d’une
connexion V sur les champs, on peut étendre I’endomorphisme Vx aux tenseurs
de fagon unique avec deux conditions sur Vx, Vx commute avec les contractions,

Vx (e(5)) = c¢(Vx (5))
et
Vx(S@T)=Vx(S)T+S@Vx(T).

La connexion sur les (2,0)-tenseurs est définie a partir de la connexion initiale
V sur les champs en posant, si on note encore V cette connexion alors

V(d'®d)=V(d")od +d @V (d)

et si on se restreint aux sections définies sur une carte U de 'univers, dans la base
{0, }, l'isomorphisme local de dualisation,

O (d*) =0,
permet de définir la connexion duale locale, notée encore VX (d), par
V¥ (d)=0"'Vx0 ().

On peut étendre cette connexion sur I’ensemble de I'univers 2, en prenant un
recouvrement localement fini par des cartes {U} et une partition de l'unité {¢y}
subordonnée & ce recouvrement, ¢ VY est la connexion cherchée, c’est la connexion
duale sur U [3]. En particulier,

V% (d7) =Tghd" = ©7'Vy,0 (d)
=07V, (0,) = 07 (Th,0,) = Thyold’ et TG =Th 0t =Thyd,

Vo, (d°®d") =V (d” @d") (95) = (T775d” @ d” @ d°) (0p)

=I57sd” (9)d" @ d* =Tg7sd" @ d°.

Vo, (d° @d") =Tgid' @ d” +Tjd” @ &,

Vo, (7 @) = (I3, +T5) d @ d,
et,
Gow = I‘Zﬁéw + 17 500, (4.1)
drv €t do sont les symboles de Kronecker.

Il y a une fagon naturelle de décrire les endomorphismes de Dirac sur les (2,0)-
tenseurs, si v est une section de Dirac du fibré des champs, c’est également une
section du fibré dual

FeT (TQARIT*QARTA) =T (TARTQART*Q)
et
v eI (L(A'Q,End(TQ))) ~T (L (A'Q,End (A'Q))).
On a
(7)) Q) =Con Cet d e AQ.



12 JONOT JEAN LOUIS

Ensuite, pour obtenir la section de Dirac sur les (2, 0)-tenseurs,on pose
d dy* dy*
=09 ()
(" @ d7) =y 7d" ®d7 = ()" (d") @ (+")" (d7),

(v")" (@) (9p) = d” 0" (8,) = d” (7,7 05) = 7"
et (y#)" (") = 4 d”,

(V] (@ ®d") =457 5Td" @ d7,
il suit
Yoo =V Vo - (4.2)
La connexion V, étendue aux (2, 0)-tenseurs s’écrit
\Y (glgadﬂ ® da) = kT (8ng + gagl"ffff) d’ ®d’ ®d°
on obtient pour opérateur de Dirac-Einstein au rang 1, noté Hy
Hi (9pod® @ d7) = Y1417 (0ugur + Garlhe + 9usThg) 4P @ d°.

léquation d’état d’un (2,0)-tenseur est

AT (8uGur + Gar T + GusLTTs) = Agpos (4.3)

ou A est une C*°-application a valeurs réelles. L’écriture matricielle de 1’équation
est
Uyt (Ly A+ Ty A+ AT ) A = M,

AP = ((7“):) avec, (7“): =, (L A). = Ouaur, (A)g = g, (Fy)g =15, et
ok T, sont les transposées des matrices v et IT'y,.

Theorem 3. Si une pseudo-métrique riemannienne g suit une équation d’état de
Dirac-FEinstein de rang 1 alors dans toute carte U sa matrice G = (g;5) vérifie
l’équation

R (Lu G+T,G+" (F#G)) vH = AG,

ou T, avec (Fu)g = Fﬁy, sont les matrices de Christoffel de la connexion et y* =

v (d") sont les matrices de Dirac associées & l'équation d’état. L’opérateur d’état
A est

Ag) (X,Y) =" (+#X) (L, G+ T,G+" (I.G)) v"Y,
ou X et'Y sont les matrices unicolonnes associées aux champs X et'Y dans la base

{Ou}-

Si on applique 1’équation 2.7, pour les (2, 0)-tenseurs on a

AklegklkZ _ )‘tpapgﬁjz + (Tklkz + tpl'\klkz ) [ — 0, v(jlan)

Jij2 Jij2 Pj1J2
ou
klkz _ voi102 ;,Lk‘1k‘2_ Ho102 l/k‘1k‘2
Jjijz (7j1j2 Vo102 Gija  VToio2 )aﬂa’/’
et

kike _ ( vo102, pkiks _ . po102, vkiks Jijz BBz 112
Talaz - (ijljZ Vo Virja Voros ) (aﬂrmazv Fmazurﬁlﬁzu Jk1kz>
A est une fonction propre de l'opérateur Ho défini par

H, (gjljzdjl ® djz) = (AklkZ + TklkZ) gkﬂczdjl ® dj27

Jijz2 J1j2



CONNEXIONS 13

on en déduit,

Remark 5. L’équation relativiste d’Einstein n’est pas de méme nature
que les équations d’évolution ou d’état de rang 1 et 2.

Pour étudier cette équation il faut procéder de fagon différente. Soit
(=(E,mQ)

un fibré hermitien complexe ou réel. On munit ce fibré d’une connexion V et d’une
section de Dirac v, une équation d’état de rang 1 associé a la paire (V,~) est de la
forme

v ®V (s) =i)s ou As,
si ¢ est un fibré hermitien complexe ou réel. Cette équation est 1’équation d’état

de Dirac et le tenseur de Poisson défini localement dans le ”local frame” associé a
une carte est

1 1
= g Trace ({77} = 7 Trace (Y"v"),

si (y*¥) est inversible, sa matrice inverse est (y,,). Si le (2,0)-tenseur 7,, est un
tenseur métrique vérifiant I’équation relativiste d’Einstein on dit que la section est
une section de Dirac-Einstein. La métrique associée a vy est notée g .

Remark 6. L’équation de Dirac permet de définir la connexion et l’équation
d’FEinstein permet de définir la section de Dirac associée a cette connex-
ton afin de décrire les équations d’état et d’évolution.

Dans le cas des champs, si on prend une section relativiste
v €T (Hom (N'Q® TQ,TQ))

alors la métrique g, permet de définir sa connexion de Levi-Civita V,, I’équation
d’état de Dirac est définie par

YRVL(X)=AX, X eI (Q) (4.4)
ot A est une fonction propre de v ® V. associée & l'opérateur v ® V..

Remark 7. FEuxiste-t-il une section de Dirac v pour laquelle I’équation 1.1 est
vérifiée?

On se place sur une carte de trivialisation du fibré tangent, pour le ”local frame”
associé et le "local frame” dual, noté {0, } et {d"}

v ((9#) = 'Y(du ®(9#) = 'YEG oy

la matrice dans le "local frame” est encore noté v avec (’y”)g = 747. Le tenseur
de Poisson s’écrit ) )

P = Trace (Y'9") = 17577,
si la matrice (y*") est inversible, on la note (7., ), alors

1 o 1 1
Y = VWi V5N = VeV = 7 Trace ()

avec Yg5 = YarVj’ - L’équation d’Einstein

1
R, — (§R+ A) Y — KT, =0
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s’écrit, en posant
R = (Vs Vi),

(e} 1 1 « T 87TG
(Va, Vo)), + 1 (ER + A) (Yu)s ()l + KT =0, k= T (4.5)

ces équations lient la connexion V de la métrique v,, aux coefficients de . On
définit les matrices R, et T .. par

(Rur)s = Ry et (Tor)o =T

vt (07 voT)

ott T2 _ est un tenseur de type (3,1) tel que le contracté est le tenseur d’énergie-

voT
impulsion

Tvaa'r = TVT (46)
alors ’équation 4.5 s’écrit
1

1
Trace (RW ~1 (§R + A) Vo Yr — ,%7;,7) =0, (4.7)

pour toute matrice 7., de trace égale au tenseur d’énergie-impulsion 7},,. On a la
propriété suivante,
Proposition 1. La trace de la matrice
1/1
RIJT - Z §R + A YoV — '“57;/7-

est nulle, ot

(RUT)Z =R, et (%7)5 =T8 . avec (T,,)> =T,

rvoT rvaT

Remark 8. Si on change la matrice T, en gardant sa trace égale a T,, ’équation
4.7 reste vraie.

5. LE PRINCIPE DE MOINDRE ACTION SUR LES FIBRES D’ETATS

Dans le chapitre précédent on a remarqué que la nature de 1’équation relativiste
d’Einstein ne pouvait étre déduite des équations d’état et d’évolution. On est amené
a définir la notion de moindre action sur un fibré d’état réel ou complexe

¢=(E,mQ,H)
ol ¢ est muni d’un produit scalaire hermitien sur chaque fibre E,, ({), noté
(o]e),
tel que pour toutes sections s et ¢t de I' () formé des sections telle que application
weN—=(s(w)|tw)),

est mesurable comme application de €2 & valeurs dans R ou C. On note

2em={ser©): [ () [sehu) <o}

et si O est le sous-espace vectoriel formé par les sections nulles u presque partout,
Iespace L? ((, j1) est
L% (G, p)

2 —_
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Proposition 2. L% (¢, u) est un espace de Hilbert pour le produit hermitien

<s|t>:Az<s<w>|t<w>>u<w>.

On introduit ’espace vectoriel des sections test, défini par
D()={seT(¢):supp(s) est compact},
avec
supp (s) = Adh{w: s (w) # o, }.
On rappelle qu’une distribution D est une forme linéaire continue sur D ().

L’ensemble des distributions sur ¢ est noté D’ (¢). Pour une section s € T'({),

localement intégrable, c’est-a-dire, une section s telle que pour tout compact K de
Q

/ (s @ | 5 (@) () < +oo,
K

la distribution associée a la section s est,

D. ()= (Dut) = [ (s18)m (5.1)

Q

Proposition 3. D = o si et seulement si s = o p-presque partout.

On a une inclusion naturelle de 1“1%(4) dans D’ (¢) o e (€) est Pensemble des
sections localement intégrables. On a
Dioc (€)

2
L* (¢ p) C 5

et un plongement naturel de L2 ({, ) dans D’ (¢). On identifiera L2 ((, 1) et son
image dans D’ (¢).

Remark 9. §i 5.1 est vérifiée, on dit que la distribution est régulicre et on identifie
Dy a s. Dans cette situation, on note (Ds,t) = (s | t) et on a Dys = ADg, A € C.

On rappelle que pour toutes les connexions choisies, le produit scalaire hermitien
(e | @) est paralléle & la connexion V, c’est-a-dire, que pour tout champ X de Q et
pour toutes sections s et t de '™ (¢)

X.(s|t)=(Vxs|t)+(s| Vxt),
ou X. (s | t) est la dérivée de Lie le long du champ X de la C*°-application
w = (s (@) | £ (W), -
Theorem 4. Si le produit scalaire (e | ®) est paralléle & la connexion V alors
(Vxs,t)=—(s|div(X)t+ Vxt),,
pour toute section test t et toute section s € T (().

Proof. On peut consulter [2] pour une preuve. (I

Ce théoreme permet d’étendre la notion de dérivée covariante d’une section s
localement intégrable quelconque, au sens des distributions le long du champ X,
notée encore Vxs par

Vxs=VxDs,
ot Vxs € D' (¢). On se donne une famille de champs de Q
F=A{0;}

je{l,.q}>
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et pour tout k-uplets tels que
a=(ay,-,a) ENFetv= (v, - ,1p) avec vi #vjp etv; € {1,--- ,q}
on définit les opérateurs
vs:vgllo"'ovs: 01\1 V?:vajo"'Ovaj?

la composition se fait sur o opérateurs égaux a Vp,, avec V% = Id et les dérivées
covariantes sont prises au sens des distributions. L’espace de Sobolev W' 2 (€) est
le complété de

{seL?(¢p):Vise L (¢p), al <m }

pour la norme

)2 2
Isllz* = D 1vesls

lal<m
On définit une densité Lagrangienne de rang n > 1 par une application au moins
de classe C™
L:L*(p)" — R,

si m = oo on pose

LQ(ga:u’)(OO){(SOavs )€L2 g:u‘ Z|Sn||2<00}

On munit ¢ d’une connexion V pour laquelle le produit hermitien est parallele
a cette connexion, l’action le long du champ 7" est I’application

Sr: Wi (O =R

avec
Sr(s) = / L(VEs(w))pw), (5.2)
Q
et
vTs = (VOTS, Vrs, Vas, - ,V%_ls)
la dérivée covariante Vs est définie au sens des distributions pour une section
2
s € WFT} (€) et VIs =s.

L’action est un opérateur sur l’espace vectoriel des sections de ¢, on note dom (St)
son domaine de définition qui est formé des sections s telles que l'intégrale 5.2 est
convergente. L’action de rang n est donnée par une densité

L:L*(Cp)" =R,
et
Sr(s) = [ £(VEs@)uw).
Q
avec
VEs = (V35 ,Vis, Vs, -, Vi ts) € L* ()"

On peut définir I’action le long d’une famille 7 de champs 7T, en prenant pour

action

Sr (s) :/QE(V}—S (w)) 1 (w)

avec

Vs = (Vs Vs, Vi2s, - Vi s) € L2 (¢, )",
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{n;} est une suite croissante d’entiers telle que ng = 0 et les V% décrivent des
opérateurs de la forme

V’}ilO---OV’}’Zk,nzm-i-----i-pk

avec s = Vs,
Comment décrire I’équation de Euler-Lagrange? On cherche 'opérateur £ qui
minimise I'action sur W{"TQ} (¢) muni du produit

<S|t>=/ﬂ<8(w)|t(w»wu(w)-

Les espaces

L2 (¢ )™ et L2 (¢, )"

sont des variétés de Banach, et pour ces structures £ est de classe C*°. On choisit
une carte

o:R* > UcCQ
pour laquelle le “local frame”, noté {dy, 01, 02,03} vérifie
d
T=0,=To =
0 ' (dt) )
le théoreme de redressement d’un champ donne l'existence d’une telle carte. Si ¢
est de dimension finie, on peut supposer que sur U, il existe une base de sections

{s0, "+ ,Sm} de
L3 (C,p) = {se L? (¢, p) s supp (s) C K C U}
ou K est un compacte de 2 contenu dans U. On a pour des sections
s€ Lk (C,p)nN W{nTQ} (C) avec s = ste,
en utilisant le théoréme du redressement d’un champ 7T,

Vrs = Vs = (0os") e, + "I e, = ((%SV + S“FSH) e,

Vgs =0 (803” + s“l"gu) e, + (803” + s”l"gﬂ) Iy er
= (0o (8os™ + s"TG,,) + (Dos” + s"T¢,) TG, er,
I'g,, représente les coefficients de Christoffel de la connexion V donnée sur le fibré
¢. On pose,
V’gs = sk (30, e ,sm) ey,
on obtient la récurrence

Slk+1)v (50, ,s™) = DoS™ (8-, s™) + ShH (8%, ,s™) I'6,,

et

e E (SOV (507 e ,Sm) el/’ Sll/ (507 e 7Sm) ey, P 7S("’7’71)V (SO, e ,Sm) ey)
K est une fonction définie sur V' R4™(©) § valeurs dans R,

V=(s",s") " (U).

—1
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On cherche les densités de Lagrange £ pour lesquelles la matrice Hessienne de
K, notée Hess KC, est définie positive sur V. On peut se ramener a une base locale,
notée encore {e, } pour laquelle

821C(50,~~~,Sm)7 Osiis#j
ou \; est une C*-application sur U, non nulle. On en déduit que, si on pose

S — §av (SO,--- ,Sm)ey

3

on a
0L (SO, St ... ,S”fl)
0st0sI
B Z %L (S°,8t,--.,8"71) 98P 9S> N oL (s%,8t,--.,8"71) 928~
" 0SB PS« 0st Osi — 0S« 0508’
et

Theorem 5. [l existe une base locale {e,} et une famille de C*-applications {\,},
non nulles sur U, pour lesquelles la densité Lagrangienne L vérifie le principe de
moindre action si

S« =8 (SO, e ,sm) €y
alors
Slk+1)v (8%, s™) = DoS™ (s, ™) + ShH (8%, s™) L6
I'g,, sont les coefficients de Christoffel de la connexion V dans la base {e,} et
Z 9*L (80,81, ,8"71) 98P 98 Z oL (s°,8t,--- 8" 1) 928
dSPIS™ 0st 0sd 08« 0st0sd

= )\1)\]5” .
a,B
(5.3)

Remark 10.
St = 968™ + T (8%), T (S%) = S (s°,--- ,s™) T ,en
Lo (8%) =T5 (8% e,
ot I'y est la forme différentielle
Iy =Trg,d",
pour S® = S alors
S' = 9,8 + T (S)
et
S? = 6§S+ {60, FQ} S+ F%S

La connexion d’Einstein sur le fibré des (2,0)-tenseurs sur 2, d’espace total
A2 (2), est une connexion V pour laquelle la C*°-application définie pour au moins
un champ T, vérifie

LoV (g) = K+/—detgR, (5.4)

ou R est la courbure scalaire de g, det g est le déterminant de la métrique Lorentzi-
enne g et K est une constante.
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Remark 11. On est amené a faire une hypothése plus forte si on veut calculer
la connexion d’Finstein, on va supposer que pour tout champ T, ’équation 5.4 est
vraie.

Si le champ T est un champ chronologique de g, on dit que g est munit d’une
orientation temporelle. L’équation 5.4 s’écrit

L(9.V71(9),V7(9)) = Ky/—detgR

L (9,0rg+To(9), 079+ {0r,Ir} g + 17 (9)) = K/~ detgR
lopérateur Or est défini par
Ors = Or (su) d*”
et I'r est défini par
I'r(s)=suVr(d"®d). (5.5)
Si on pose
K(g) =L (g.9rg+To(9),079+{0r,Tr}g+T7(9)

la matrice Hessienne de IC dans la base

{d" ® d"}
notée

Hess (K)

est définie positive. On regarde I’équation 5.5, on admet que pour tout champ T,

£(9,Vr(9).V7(9))

minimalise 'action, les coefficients de Christoffel de la connexion V dans le ”local
frame” sont donnés par

Vo, (d" @ d’) =T ,d* ®d’,
si la connexion V est définie par une connexion initiale sur €2 alors en utilisant 4.1
g;y = FZﬁéTV + FZﬂéava
Fg 5 représentent les symboles de la connexion initale Vipigial-

Remark 12. La connexion de Dirac, notée V gy .., est une connexion
définie sur le fibré tangent T2 ® C. On peut faire ’hypothése suivante,
si le complezifié de la connexion V définie sur le fibré d’espace total A*Q
est définie a partir d’une connexion initale V ;01 qui est une connexion
définie sur le fibré tangent complexifié d’espace total TS ® C alors

\Y dirac = Vinitial .

Cette hypothése, si elle s’avére exacte permet, en ”"un certain sens”,
de relier les théories physiques quantique et relativiste. Pour formuler
cette hypothése de facon imagée, on peut dire que le complexifié de la
connexion d’Einstein est le carré tensoriel de la connexion duale de
Dirac. Symboliquement,

. _ *®2
Veinstein S Zveinstein =V

dirac’
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Une fois que I'on a fait cette hypothése, on a des sections de Dirac {7"} associées
a 'équation de Dirac 3.1. On peut étendre ces sections de Dirac sur A%Q), elles
vérifient les équations 4.2 et sont de la forme

* *
=09 20
[7] représente la section de Dirac étendue aux (2, 0)-tenseurs de la section de Dirac
~v. On a

g;u = leg(sru + F:ﬂ(sa'y;

et

%

Yoo =ARCVET

le Hamiltonien de rang 2 s’écrit

Hy (g;,,,d" ® d7?) = (A’?l’” + T’?lkz) iy @ @ 2

J1J2 J1jz2
ou
kiks __ voroz . pkike . Ho102, vkiks
Ajljz - (ryjljZ Vo102 Virje Voroz )aual’
_ voy Vo2 . ki pke o BO1, o2 vk vko
- (’le Yiz Vo1 Voo Vi Vg2 Vo Voo )a#al’
voy . pki vog . pkal poi1 vk poz  vks

e ] g2k = g et [0 ve2?]) 00y

(el (el = (ram ) (#9%)52) 0,0,

vk Ik

) ()2
| e |

YV )4y Y
()5 = 15"

et
ki k k k k k i1 j17
TR, = (57t — i) (00, — DA%, )

avec
i1j2 B
nggéurjﬁlljgzl/ - (Fg?ﬂl 5ﬁ2“ + Fglfbéﬁlaz) (Fﬂfjl 5j2” + F,léljé 5j1ﬁ2) )

o T2 — 5;‘21/5“1“2 + 5j1a23ul"v

Mt ooy aij1 aij2?

phiks _ (7”7“);? ()2 0w Ol +5j1a253u1“;1j2
I N S0 AN (VA PRV YO N (PR s LA
et

Hy (gj1j2dj1 ® djz)
(v”v”)g (v“v”)}?
(V)5 ()

y 1+ 5]'21’8#1%?]‘1 +5j16a28HFZIj2 Ghik dgl ®d_]2
N (Fg?ﬂl 5ﬁ2“ + Fglfbéﬁlaz) (Fﬂfjl 5j2y + Flléljzéjlﬁz) o
= H} 2 g d @ 4. (5.6)

Le hamiltonien de rang 1 s’écrit

H, (gapdg ®d’) = 7,‘;”757 (augu'r + ga'rrza + guBF;ﬂ) d’ ®d". (5.7)

)
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On peut définir a I'aide de ces Halmitoniens des équations d’état et d’évolution
de rang 1 et 2. Peut-on écrire 1’équation relativiste d’Einstein avec les opérateurs
H, et Hy? Je n’ai pas de réponse a cette question....

La courbure scalaire R d’'une métrique Lorentzienne g est de la forme

£(9:0r9+ 7 (9). 939+ {00, P} g+ 1% (g)) . ¢
K\/—detg U 4n@
ot £ est une densité Lagrangienne de rang 2 sur le fibré des (2, 0)-tenseurs et T est

un champ local sur U C €. On en déduit que pour une courbure scalaire fixée R
localement sur U, 'application de I'*° (U) x Miyorentz & valeurs dans C* (U, R)

L (9,0rg +Tr (9), 039+ {0r,Tr} g + 7 (9))
K+/—detg ’
ou My orentz €st 'ensemble des métriques de Lorentz, est constante comme fonction

des champs, pour la métrique de Lorentz g fixée qui lui est associée. Les métriques
de Lorentz qui vérifie le principe de moinde action, sont les métriques g telles que

IR (T, g)
oT

Cela permet de définir les métriques de Lorentz g, de courbure scalaire R fixée
dont la connexion d’Einstein est le carré tensoriel du dual de la connexion de Dirac.
Si on veut que la courbure scalaire R soit constante, on est ramené au probleme de
Yamabe [4].

R=

(5.8)

(T,g9) = R(T,g) =

=0.

6. CONCLUSION

On part d’une idée tres simple, sur un fibré réel ou complexe de dimension finie,
muni d’un produit scalaire C*°, par exemple les fibrés d’espace total Q2 x C, TQ) et
A2Q), peut-on calculer les connexions et les sections de Dirac permettant d’écrire
les équations de Schrodinger, de Dirac et ’équation relativiste d’Einstein comme
un équation d’évolution ou d’état de rang 1 ou 2. Sur le fibré Q x C, I’équation
de Schrodinger est une équation d’évolution de rang 2. Sur le fibré tangent T,
I’équation de Dirac est une équation d’état de rang 1. Comment décrire 1’équation
relativiste d’Einstein?

Cette équation ne peut étre décrite comme les deux équations quantiques, pour
construire une connexion d’Einstein on est amené a définir un principe de moindre
le long d’un champ sur les fibrés. La relation naturelle est donnée par 1’équation

Veinstein S Z.Veinstein = V*®2

dirac*

Cette équation permet de définir & partir d’'une connexion de Dirac, une con-
nexion d’Einstein pour laquelle le principe de moindre action relativiste est vrai.
Les sections de Dirac 7 associées a la connexion Vgirac S’étendent en des sections
de Dirac [7] sur le fibré des (2,0)-tenseurs d’espace total A%Q, les hamiltoniens de
rang 1 et 2 définis par

Hy =[] ® Viii, et Hy =[] ® RV,

dirac

permettent de définir des équations d’évolution et d’états de rang 1 et 2. Peut-on
décrire ’équation 1.1 avec les deux opérateurs Hyiet Ho?
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