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Graphes p-dynamiques

Ahmed Mouhamadou Wade! and Bertrand Ducourthial! ¥

Sorbonnes Universités, Université de Technologie de Compiégne,
CNRS, Heudiasyc, Centre de Recherche Royallieu, CS 60319, 60203 Compiéegne Cedex, France

La dynamique d’un réseau dépend a la fois de la mobilité de ses nceuds et de la capacité de son protocole de communi-
cation. Nous proposons de modéliser les réseaux dynamiques avec des graphes p-dynamiques, qui sont définis par une
séquence de graphes dont les arétes permettent de transférer p-messages successifs. Nous montrons que chaque réseau
dynamique définit une unique famille finie de graphes p-dynamiques pour différentes valeurs de p. Cette modélisation
permet de caractériser et de comparer les réseaux dynamiques de nature tres différente.

Keywords: systeme distribué, réseaux dynamiques, routage, VANET

1 Introduction

Probleme. Un réseau mobile dynamique est caractérisé par i) la mobilité de ses nceuds et ii) leur moyen
de communication. D’un point de vue algorithmique, les deux criteres sont importants. En effet, ce n’est pas
parce que les nceuds d’un réseau se déplacent treés vite que 1”algorithme réparti échouera : tout dépend de la
quantité de données échangées entre deux voisins avant qu’ils ne s’éloignent I’'un de I’autre. Inversement,
dans un réseau présentant une faible mobilité des nceuds mais utilisant un moyen de communication de
faible capacité, un algorithme distribué pourrait avoir des difficultés a atteindre son objectif parce que tres
peu de données sont échangées entre chaque changement de voisinage.

Cela pourrait se résumer comme suit : exécuter un algorithme réparti dans un réseau d’escargots qui
utilisent leurs antennes pour communiquer est-il plus « facile > qu’exécuter le méme algorithme dans un
réseau de véhicules a tres grande vitesse qui utilisent le protocole IEEE 802.11p pour communiquer ?

Contribution. Pour aborder ce probléme, nous introduisons la notion de graphe p-dynamique, qui est
une séquence de graphes successivement observés durant 1’exécution, telle que la durée de chaque aréte est
suffisante pour envoyer p messages successifs. Nous montrons que chaque réseau dynamique définit une
unique famille finie de graphes p-dynamiques pour différentes valeurs de p. Cette modélisation prend en
compte a la fois la mobilité et la performance du moyen de communication. Elle permet d’établir des con-
ditions sur la dynamique pour assurer le succes d’un algorithme donné. Ce faisant, elle permet de comparer
la faculté de deux systemes (de nature différente) a assurer le succes d’un algorithme donné.

Etat de Part. Les réseaux dynamiques ont d’abord été étudié pour leurs propriétés structurelles [1, 6]. La
notion de evolving graph proposée par [2, 5] permet d’étudier les évolutions dans le temps de la topologie.
Par exemple, la journey est un chemin dans la séquence de topologies successives. Les temporal reachability
graphs sont définis dans [11] en considérant une aréte des lors qu'une journey existe entre les extrémités.
Par comparaison, notre modele repose sur une famille de graphes dynamiques, chacun d’eux permettant
d’envoyer un nombre donné de messages par aréte.

Un certain nombre de travaux se sont penchés sur la relation entre 1’algorithmique répartie et la dy-
namique. Dans [3], des calculs répartis locaux basés sur des renumérotations de graphes et des evolving
graphs sont utilisés pour analyser et comparer des algorithmes répartis. Dans [4], une synthese est proposée
avec un modele unifié dénommé Time-Varying Graph (TVG). Plusieurs classes de TVG sont identifiées et
I’impact de leurs propriétés sur les algorithmes répartis est étudié. Dans [10], les TVG sont modélisés avec
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un quadruplet G, = (V,E,T,®), incluant I’ensemble des dates T et considérant les dates de début et de fin
de chaque aréte. Par comparaison, notre modele s’abstrait de la notion de temps et s’avere plus approprié
pour les preuves d’algorithmes réparties.

2 Graphes temporels

Nous définissons les graphes temporels pour ensuite définir les graphes p-dynamiques. Dans un réseau
dynamique, deux nceuds peuvent étre proches sans pour autant avoir le temps nécessaire pour échanger un
seul message avant de s’éloigner. Nous définissons alors le temps nécessaire pour échanger des messages.

Définition 1 La durée de transfert est une fonction 8 : N — R relle que 8(p) est égal au temps nécessaire
pour transférer p messages successifs entre deux neeuds.

Cette fonction dépend de la technologie de communication utilisée. Nous avons la proposition suivante.
Proposition 1 Soit 8 : N — R une fonction de durée de transfert. Alors nous avons 8(p) < p x 8(1).

Preuve Pour envoyer p messages successifs, nous pouvons les envoyer un par un sur le méme lien. D apres
la déf. 1, envoyer un message prend au plus 8(1) unités de temps. Alors pour envoyer p messages un par
un, nous avons besoin d’au plus p x 8(1) unités de temps. O

En utilisant la fonction de durée de transfert, nous introduisons 1’aréte p-temporelle pour modéliser le
fait qu’a une date donnée, il était possible de transférer p messages entre deux nceuds. Pour cela, nous
introduisons un observateur imaginaire externe qui est en mesure de noter tous les événements dans le
réseau dynamique. L’ observateur utilise sa propre horloge pour dater les événements (les nceuds n’ont pas
d’horloge globale et restent asynchrones). En consignant 1’apparition et la disparition des arétes a la date ¢;
(i € N,t; € R™), il produit une observation constituée par une séquence de graphes (Gy,, Gy, ,Gy,,- - ). Pour
simplifier, nous notons 1’observation (Go,G1,G2,---) avec G; le graphe observé a la date #;, de sorte que
chaque aréte consignée dans 1’un de ces graphes a durée au moins (1) unités de temps.

Définition 2 Considérons un réseau dynamique et sa fonction de durée de transfert d. Une aréte p-temporelle
notée (u,v)"P est observée entre les neeuds u et v au temps t; > d(p) si et seulement si I’aréte (u,v) est
présente durant tout l'intervalle de temps [t; — d(p), ti].

Notons que méme s’il existe une aréte p-temporelle (u,v)"? au temps #;, une communication pourrait
échouer entre les nceuds u et v parce que d’autres conditions de communication ne sont pas remplies. La
durée est seulement I’une des conditions nécessaires a I’établissement d’une communication.

Dans un réseau dynamique, si p est trop grand, aucune aréte p-temporelle ne sera observée. Cela veut dire
qu’aucun lien de communication ne dure assez longtemps pour envoyer p messages successifs. De méme,
si 8(1) est trés grand (protocole de transfert de données peu efficace), alors aucune aréte 1-temporelle ne
sera observée. Cela signifie que toute tentative de communication serait un échec dans le réseau dynamique.
Par conséquent, a partir d’'un moyen de communication donné, nous pouvons calculer la vitesse maximale
des nceuds permettant de communiquer. Réciproquement, a partir d’une vitesse des nceuds donnée, nous
pouvons calculer la fonction de la durée maximale de transfert, puis en déduire le type de moyen de com-
munication possible. A partir des arétes p-temporelles, nous introduisons les graphes p-temporels.

Définition 3 Le graphe p-temporel a la date t; noté Gf est défini par la paire (V,E"P), on'V est un ensemble
fixe de neeuds et E'"P est I’ensemble des arétes p-temporelles observées entre les neeuds a la date t; > 3(p).
Notons par G = (G}),G,GY,...), p € N* la séquence de tous les graphes p-temporels observés.

Remarquons que chaque graphe p-temporel est obtenu par 1'intersection* de p graphes successifs de
I’observation : Gf = G;NGi+1N---NGjyp, Vi € N, p € N*. Par ailleurs, si une arréte permet d’envoyer p
messages, elle permet aussi d’envoyer p’ < p messages. Nous avons donc la proposition suivante :

/
Proposition 2 Pour tout observation et pour tout t; € R™, p, p’ € N* donnés, nous avons G C G¥ si p’ < p.

La proposition suivante donne une condition pour avoir des arétes statiques dans un réseau dynamique.

4. Par la suite, I’intersection N et 'inclusion C de graphes portent sur les ensembles d’arétes, non de sommets.
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Proposition 3 S’il existe p € N* tel que GP = GP*! alors, Vg € N*, ¢ > p = G9 = GP.

Preuve Supposons qu’il existe p € N* tel que G? = GP*!. Cela 51gn1ﬁe que Vi e N, G¥ = G[7+1 Par
définition nous avons, G = G;N---NGj;p. De méme, nous avons Gl 1 =GiriN---N Gl+p+1 et

G’ = GiNGi1N---NGispyr. Done GP NG| = GiNGit1N---NGipN Gigprr. On en déduit que
G'NGY =G etdonc GY CGP\, VieN.
Remarquons que G? = gq signifie que, pour tout entier i, G¥ = G. Toujours d’apres la définition 3, nous

avons : G! = GiNGix1 N+ NGitpNGispr1N---NGiyg, ce qui condultan G/NG N---NGL,
En utilisant le résultat précédent (Gp CG; H,Vz € N), on obtient G? = l- ,Vie N.D’ou GP = G1, ce qui
conclut la preuve. ([

3 Graphes p-dynamiques

Définition. Partant de la définition des graphes p-temporels, nous définissons les graphes p-dynamiques.
Leur définition ne repose pas sur le temps, ce qui s’avere plus pratique pour I’étude des propriétés des
algorithmes répartis. Rappelons qu’un graphe dynamique sur un ensemble de sommets V noté par (G )ken
est défini par la séquence infinie de graphes < statiques > Gy (V, Ey) avec Ex C V x V. Cette modélisation
est bien adaptée a I’étude des propriétés structurelles d’un réseau dynamique [5] mais admet des limitations
pour les propriétés des algorithmes répartis. Pour définir les graphes p-dynamiques a partir des graphes
p-temporels sans les temps de référence, nous introduisons les intervalles de stabilité.

Définition 4 Considérons la séquence de graphes p-temporels (G ),GN provenant d’une observation. L’in-
tervalle de stabilité I" de (G?);cn est la séquence d’intervalles de temps IP = [to,11], [t1,12[, . . . définie par :
J— [0 = 0 N
— pour chaque intervalle [t;,t;,1[ de I? et pour chaque date tj € [t;,t;11[, le graphe p-temporel a la date
t / est égal au graphe p-temporel a la date t; : Gp Gp

z I#G?

En utilisant les intervalles de stabilité, nous définissons le graphe p-dynamique de 1’observation. C’est un
graphe dynamique (une séquence de graphe) tel que chaque aréte permet d’envoyer p messages successifs.

Définition 5 Considérons une séquence de graphes p-temporels (Gf7 )ieN provenant d’une observation et
ses intervalles de stabilité 1P = [ty,11],[t1,12[. . .. Le graphe p-dynamique est défini par la séquence G =
(Gf’ )ien tel que chaque graphe Gf est le graphe observé au temps t;.

Notons que par définition, le graphe p-dynamique ?p est égal au graphe p-temporel G” sans qu’il y
ait deux graphes identiques consécutifs dans la suite de graphes statiques qui composent G”. Le graphe
p-dynamique permet de capturer a la fois le mouvement des nceuds et les performances du moyen de
communication.

Famille de graphes p-dynamiques. D’apres la définition des graphes p dynamiques, un réseau dy-
namique admet, pour tout entier p > 0, un unique graphe p-dynamique g Dans la définition suivante,
nous allons introduire la famille des graphes p-dynamiques en considérant tous les entiers possibles.

Définition 6 La famille des graphes p-dynamiques F d’un réseau dynamique est la séquence de graphes
p-dynamiques F = ((G') pen+) tel que GP # GP+', Vp € N*.

Proposition 4 Pour tout réseau dynamique donné, la famille des graphes p-dynamiques est finie.

Preuve Tout d’abord, notons que pour toute observation donnée et pour tout entier p, le graphe p-dynamique
?p est égal au graphe p-temporel G” sans répétition successive de graphes statiques qui composent G7.
Donc pour prouver que la famille F des graphes p-dynamiques d’une observation donnée est finie, nous
allons prouver que I’ensemble des graphes p-temporels de I’observation { G”} ,cn+ est fini.

De la proposition 2, nous déduisons que : Vp € N*, g'+! C G».
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1. Supposons qu’il existe p € N* tel que GP! = GP.
Dans ce cas, d’apres la prop. 3 ; nous avons Vg € N*, g > p = G = GP. La famille est donc finie et
?p en est le dernier élément (les arétes de ?p permettent I’envoi d’un nombre infini de messages).

2. Supposons qu’il n’existe pas p € N* tel que GP*! = GP. Nous avons alors : Vp € N*, GP! C
G?. Rappelons que, pour tout p € N*, le graphe dynamique G? est défini par une suite de graphes
(statiques) GP = (G}, G/, --) tel que chacun d’eux est défini sur un ensemble fixe de sommets. Donc
chaque graphe statique a un nombre fini d’arétes. Si Vp € N* GP*! C GP, alors pour tout p € N*, il
existe i € N tel que G¥ o G”. 11 existe donc un entier p tel que : G est vide si ¢ > p. Le graphe
p-dynamique ?p est donc le dernier élément de la famille, qui est donc finie. (]

Ainsi, tout réseau dynamique, quel que soit la mobilité de ses nceuds et les performances de sa technologie
de communication, peut se modéliser par une famille finie de graphes p-dynamiques, qui est la séquence
des graphes p-dynamiques non vides ordonnée selon les entiers p croissants.

Application. Faute de place, nous donnons I’intuition uniquement. Considérons deux réseaux dynamiques
R et Ry ne donnant pas les mémes familles F; et F». Alors il existe des algorithmes répartis qui fonction-
neront dans R mais pas dans R;. En effet, il suffit de considérer le protocole qui envoie un acquittement
apres la réception de p messages successifs sur un lien. Si I’un des graphes p-dynamiques différe entre F
et %, alors au moins une aréte n’aura pas la méme durée de vie, mettant alors en défaut le protocole.

A I’inverse, considérons un algorithme réparti qui n’atteigne pas ses spécifications dans R alors qu’il les
atteint dans R;. En I’absence de toute panne et toute chose égale par ailleurs, une communication réalisée
dans R| n’a pu se faire dans R;. Donc une aréte n’existait pas ou n’a pas permis d’échanger le méme nombre
de messages avant sa disparition. Les familles #; et ¥, sont donc différentes.

Outre ces comparaisons, nous pouvons montrer qu’aucun algorithme ne peut donner une description
valide de la topologie a ¢ sauts d’un réseau dynamique si G9 # gq’l.

4 Conclusion

Nous avons proposé de modéliser les réseaux dynamiques par une unique famille finie de graphes p-
dynamiques. Cette modélisation prend en compte la mobilité des nceuds et le moyen de communication.
Elle permet d’inférer des propriétés des algorithmes en fonction de la dynamique, et de comparer des
systemes de nature différente.
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