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Travaux de Husain et al sur la continuité automatique des
caractéres

M. El Azhari

Abstract. We give a survey of Husain, Ng and Liang’s results concerning the
automatic continuity of algebra homomorphisms. We also give the improve-
ments obtained by Joseph, Akkar, Oudadess, Zelazko and ourselves.
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Introduction

Nous donnons un apergu des résultats de T. Husain, S. B. Ng et J. Liang
concernant la continuité ou la bornitude des homomorphismes d’algebres. Nous
donnons aussi les améliorations apportées par G. A. Joseph, M. Akkar, M.
Oudadess, W. Zelazko et nous mémes (cf. [2], [3], [16], [19] et [21]).

Nous obtenons d’abord un théoreme (théoréme 1.6) de continuité séquentielle
des homomorphismes sur les algebres séquentielles. Ce théoréme recouvre et
généralise les résultats de T. Husain et S. B. Ng ([13, théoreme 1]), G. A.
Joseph ([16, théoreme 2.1]), M. Oudadess ([19, théoréme 5.2]), et T. Husain ([7,
théoreme 2]).

Ensuite, Nous obtenons un théoréme (théoreme 3.3) de continuité automatique
sur les algebres réelles. Comme conséquence, on a deux résultats de T. Husain
et S. B. Ng ([12, théoréme 1] et [11, théoreme 1]).

Dans la derniére partie consacrée aux algebres a bases, nous donnons deux
nouvelles preuves du résultat de T. Husain et J. liang affirmant que si A est une
algebre de Fréchet a base orthogonale et inconditionelle, alors tout caractere de
A est continu.

Préliminaires
1. Algebres topologiques

Une algebre topologique est une algébre (sur K = R ou C') munie d’une topolo-
gie séparée, compatible avec sa structure d’espace vectoriel et pour laquelle la
multiplication est séparément continue. Une algebre topologique est dite lo-
calement convexe (en abrégé a.l.c) si elle munie d’une topologie d’espace lo-
calement convexe (en abrégé e.l.c). Si elle métrisable et complete, on dit que
c’est une By-algebre. Une algebre topologique A est dite localement multi-
plicativement convexe (en abrégé a.l.m.c) si A est munie d’une topologie définie



par une famille (py)rea de semi-normes d’espace vectoriel vérifiant en outre
pa(zy) < pa(z)pa(y) pour tout A € A et tous z,y in A. Une a.l.m.c compléte
métrisable est dite une algebre de Fréchet. Soit A une algebre topologique, on
note par M (A) l'ensemble des caractéres continus (non nuls) de A.

2. Algebres infraséquentielles et rayon de régularité

Soit A une algebre topologique.

(i) A est fortement séquentielle s’il existe un voisinage U de 0 tel que, pour
tout = € E,z* —, 0.

(ii) A est séquentielle si pour toute suite (2, )n, T, —n 0, il existe un z,, tel
que ¥, —4 0.

(iii) A est infraséquentielle si, pour tout borné B de A, il existe A > 0 tel que,
pour tout z de B, (Azx)¥ — 0

On a (i) = (i) = (7).
Soit A une a.l.c. Pour x € A, on pose:
B(x) = inf{r > 0: ((r~'z)"), est bornée }, o inf ) = oo.

B(x) est la régularité de z et 8 le rayon de régularité. Un élément x est régulier
si, et seulement si, 8(z) < co. D’apres [5], on a:

(1) B(A\x) = |A|B(x) pour tous x € A and ) € K
(2) oo > |A| > B(z) entraine (A\~1z)" —,, 0.
Soit A une a.l.c. D’apres [19], on a:

(i) A est infraséquentielle si, et seulement si, 8 est borné;

(ii) A est séquentielle si, et seulement si, pour toute suite (z,,), convergeant
vers 0, il existe un certain m tel que f(x,,) < 1.

(iii) A est fortement séquentielle si, et seulement si, 5 est continue.



3, Algéhres topologiques & hases

soit E un espace vectoriel topolopique (en abrégé

e.v.t). E est dit & base s'il existe une suite (x;), 5 1 d'&léments

de E telle que pour tout % de E i1 existe une suite complexe

n -
unigue (a.) tel que @ ¥x= lim I o.%.=L O;X.
e ’ e e

Pour chague i >1 1'application lineaire C,(C;(x)=a;) est appelée
- Lol | i

fonction coordonne . (x;); 51 est dite une base inconditionelle

de E si I a,
i=1

L]
5 aixicE dés gue £ ui.xiEE et ]ai| &1

=1

s

Soit A une algdbre topologique & base (x;)4, 1’{:‘1}5_}1

est dite orthogonale si XyX;= Si;ixi' > B 5 2 - Si:_i désigne

le symbole de Kronecker .

Soit E un espace de Fréchet dont la topologie est défi-

nal
une base inconditionelle de E ., Scient f€E' (le dual topologl-

nie par la famille (| .|, : r € N} de seminormes et soit (x,)

que de E) et X € E ,

sup 2 | Cn{x}H f(xn]'. ¥R AR {reE': sup |r(x)l€1}
e Mo llxll$4
I ¥ ‘ /
Posons ||x||,, -fiufr n%:il Cn{x}[[ f{}rnﬂ, alors{ | ,: rend
est une famille de seminormes définissant la topologie originale

de E .

Sur les travaux de Husain, Ng et Liang

1., Algébres séguentielles
Dans/[ 13.7 , T. Husain et S.B.Ng considérent les

algébres séquentielles et donnent les résultats suivants :



e

Théoréme 1.1(7 137 ) . Soit A une a.l.c séquentiellement
compl2te.Si A est sfquentielle, alors tout caractre de A est

borné .,

Corollaire 1,2 ( [ 137) . Soit A une B - algébre séquentielle,

Alors tout caracti2re de A est continu.

La démonstration du théoréme 1.1 est assez longue, elle repose surle fait
sulvant : &tant donné z €A tel que via 5, 0 on construit une alggbre

de Banach commutative (B,|| ||) telle que BCA , z€B et] z[lg1.

pans [ 167 , G.A.Joseph donne une démonstration eour-
te du théordme 1.1 en utilisant quelques nctions bornologigques

dues 3 G.R. Allan ., Le résultat de G.A. Joseph est le suivant:

Théoreéme 1.3 ([ 16 7) . Soit A une a.l.c pseudocompléte . Si

A est séquentielle , alors tout caractére de A est borné.

lLe théoréme 1.3 constitue une amélioration du théoréme 1.1,

Remarque . Etant donné 2z € A tel que zk iy 0 . Soit

C= {z,zg, .....zn.....] , C est un borné idempotent. On consgi-
dere F la fermeture de 1'enveloppe disquée de C , alors(Ag,|| ||z)

est une alg2bre de Banach commutative telle gue AFc:A, E € AF

et|] z]lp g1 . Alnsi une bonne partie de la démonstration de

Husain et Ng estsimplifiée

Dans 19 7 , M.Oudadess caractfrise les algébres
séquentielles 3 l'aide du rayon de régularité . Comme consé-

quence il obtient le résultat sulvant :




s=ha

Théorgme 1.4 (/719 7). Soit A une a.l.c séquentielle et pseudo-
compléte ., Alors tout caract2re de A est sfquentiellement conti-
nu .

Le théoréme 1,4 recouvre et généralise les théorémes 1,1 et

1.3,
Dens [7 / , T. Husain donne le résultat suivant:

Th€or2me 1.5(/77_7 ).Soient A,B deux a.l.c séquentiellement
complétes tel que A est séquentielle et B satisfait 38 la condi-
tion suivante : (C) : Pour toute suite {y,}CB , y,# 0,

ynqﬁ—t Q , il existe une suite {fﬁ} de cayactéres tel que

inf |f (y,)| = e>0 . Alors tout homorphisme T: A —» B
m,n

est séquentiellement continu .

Le théoréme 1.4 ne peut pas se déduire du théoréme 1.5 car
le corps des complexes € ne satisfait pas 3 la conditien

(C) , en effet acit {¥,} la suite de € définie par

= 1
Yn= ~m
que y # O et yn—f—¢ C . Pour toute suite ffm} de caractére

ns1i
gl n est pair et ¥5® 1 e8in impair . Il est eclalr

de € on ainf |[f (y )| = O car pour tout m , £ est ou bien
m‘n m n m
1'application nulle cu biern 1'application identique .
En modifiant la condition (C) par la condition (D)}

on obtient un théoré&me qui recouvre et généralise les théordmes

11, 1.5 et 1.4 ek 1.5,
Théoréme 1.6, Soient A,B deux a.l.c tel que A est aEquentielle
et pseudoccmpléte et B satisfait & la condition suivante

(D) : Pour toute suite fyr}cE s ¥pf 0, ¥y~ 0 , il existe
un caractére f de B tel que f{yn) —+— 0O
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Alors tout homomorphisme T : A ——r B est s2quentiellement

eontinu,

Preuve : Supposons que T n'est pas séquentiellement continu.

Alors il existe une suite {x} de A , x,—> O maisTxn-}—lr 0.

Fosons ¥~ -%— Txn . On peut supposer gue :,rni 0 pour toutn,

D'aprés (D), il existe un caractére f de B tel que f{:y;l_)-—f-! 0.

On peut trouver une sous suite {:,rn }k de {yn}telle que
k

inf If"[f,l",_‘l ) |= 20,
" Y

K
Posons Z = G‘lx s 2. ——5 0 ., Comme A est séquentielle,
Ty e =~ g 'k
il existe 2€{Z,} 2= Z pour un certain k, tel que
_ k' k e
i ---1--) 8]
Bot e sk |
£0T

I1 est clair que £ O T est un caractére de A, Soit F la
fermeture de 1'enveloppe disquée de {E,EE,“.ZH,...} .

{AF, I - ]]F} est une algébre de Banach commutative telle que
ApCA , Z€EAg et [ If]; ¢ 1. Ona | £ 0 T(x)|g]| x[| g pour
tout x€ Ag, en particulier [f O T(Z)|s l2]]g s 1 « Par

construction

|F o ™2 =[fle™ %, )| = 27 fly, )| 3 2
k k
o o
ce qui est impossible .,
Remarque. Toute algébre vérifiant la condition (C) satisfait

3 la condition (D) et de m8me € satisfait & la condition (D).
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2. Algébres infras€guentielles

Dans /7.7 , T. Husain considére les alg2bres infra-

séquentielles et donne le r&sultat suivant

Théor&me 2.1 (/7 7_7). Soit A une a.l.c séauentiellement comp-
13te . Si A est infrasBouentielle. alors tout caractire de A

egt borne ,

La démonstration du théoréme 2.1 repose sur le fait d&ja cité:
Etant donnf Z€ A tel que Ek———+ 0 on construit une alg&bre
de Banach commutative (B,]] ||) telle que BCA, 7 €B et
12 €1 .

Dans /19 7, M. Oudadess caracterise les algdbres
infraséquentielles 3 1'aide du rayon de régularité p . Comme

conséquence il obtient le résultat suivant :

Théordme 2.2 ([497) . Soit A une a.l.c. p- regulidre pseudo-
compléte ., Alors l'ensemble M® des caract®res de A est &qui-
borné, i.e., pour tocut borné B de A,L) £ £(B) = reN*} est

borné . En particulier tout caractZre de A est borné .
Le théoréme 2.2 généralise le théorime 2.1

3, Algdbres réelles

L'outil fondamental dans cette partie est la techni-
que de Do.Sin.Sya et sa généralisation. Damns [187, S.B.Ng
et S.Warner généralisedla technigue de Do.Sin.Sya de la fagon

guivante:
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Théoreéme 3.1 (£ 18 7). Seit K un corps archimedien. Soit (H,+)
un groupe topologigue abelien métrisable et complet. Soit

S: B ——3 H continue telle que 5(0)=0 , Si £ est un morphisme
de (H,+) dans (K,+) tel qu'il existe VEN , f[x}2$ v.f(8(x))

pour tout x de H, alors f est continu.

pans £ 187 , 1'enoncé du théoréme 3.1 est donné lorsque K=R
mais 1le résultat rests yrai lorsque on remplace R par un corps

archimedien.Comme consfquence du théSoréme 3.1 on a :

Théoréme 3.2 ( Lemme de Do,.Sin.Sya)

Soit A une algébre topologique métrisable compléte, Soit B un
R-sous espace vectoriel de A ., On suppose que B ezt fermé et
B‘={ xz IXE 5} C B , Soit £ une forme lineaire sur B telle que

f{x}agf(xg} pour tout x de B, alors f est continue .

Nous donnons un théordme dont la démonstration repose
sssentiellement sur la généralisation de la technique de Do.S8in.
Sya. Comme conséquence, nous cobtenons deux théoré&mes de T.Husain

et S.B.Ng (théoréme 1 de J/ 12/ et théordme 1 de {__llj :

Th&or2me 3,3. A,B &tant deux R-e.v.t. metrisables complets.

Sojent s:A-———3A , h : B——> B deux fonctions continues tel
gue s({0)=h{0}=0,

Considerons I,= {,c_a;ln‘-:EIl : glh(x)) = g{x']E pour tout x de El}

(B® dual algebrique de B) et supposons gque I, est non vide.

On suppose que B satisfait & la condition.

(P) pour toute suite {yn‘,cB @ :,rnaf . yn—;—'pD il existe
fe Ih tel gue f[srn} —-— 0 .
slors toute application lineaire T de A dans B telle que

T(8(x)) =h(Tx) pour tout x de A , est continue .




=iin—- =

<G~

Preuve : Supposons que T n'est pas continue , Il existe une

suite {(x_}

: . _
% }ICA,, xn——-i[] mals Txn——+ Q0 . On peut sup

COBer gque xni!r:! et Txni{} pout tout mnzl1 . Par hypothése, il
existe f€ I, tel que £(Tx,) -/» 0 . On peut trouver une sous-
suite {am}n de (xn}n tel que i'r:f £(Ta ) =€E>»0 . 0n a

1am - 0 ainsi S c“iam} —3» 0 car 3 est continue. Posons

-
Yo = S(E-iam} pour tout my 1 .

Alors TiT )

=
£(T{S(& am}}}

£(h(T € 1a )

f{TfIam} E;i pour tout mz 1

On définit By * i, AR pour K20

EQ{Fij = Fj
Ei{yljygj = F1+ 5{32:

B (Fgaeeee¥yag)® BT sB 1 (¥oaeees¥pyq))
En utilisant la m&me construction faite dans /18 7 , on peut
définir une sous suite {Zk}kaﬂ de If:;r]_,ﬂ}m?_1 tel que pour

tout k30 tgn_k{zk,....,zpnp}k est une suite de Cauchy.

Soit C = lim BT AP
:{p_’_gpkﬂ P

par definition Ep-k{zk""‘ Zbll = Z,+ 8 {Ep—{kﬂ}mkﬂ'“"zpp

on obtient Ck= Zk +S{Ck+1:|

ainsi TO, = TEILE = (8 )

k Crs1
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"

On a f{TCk} fI:TEk} +£{TS{CR+1}}

£(1z,) + £((TC,,))
. . 2
= £(T2,) + (£(TCy,q))
»1 + £(1,,q) pour tout k30
2
dlon  £(T¢) x1 + £(TC,)
2+ e(rey)’

5k 4£020,)°

i.= I‘{TGG} 5 k pour tout k20
ce qui est absurde .

Comme cons@gquence on & :

Théoréme 3.4

Spient A,B deux H-algébreﬁ topologiques metrisables et complétes.
on suppose que B satisfait 2 la condition
(D) pour toute suite {y3}C B ., Yot O yﬁ—f—r 0 il existe

un caractire f de B tel que rtynl-f-a o .

plors toube application lineaire T:A — B varifiant

?(x°) =(Tx)® pour tout x de 5 , est continue

Preuve : On sonsidére & T A = A et h : B—>B

femarguons que f de la eondition (D) est dans I,. On applique

alors le théoréme 3.3
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Théoréme %.5. Soit A une E-a,l.m.c. s&quentiellement compléte
30it B une R- algdbre topologigque métrisable et complédte satis-
faisant 3 la condition (D) du théor2me 3.4, Alors toute applica-
tion linéaire T de Adans B vérifiant T{:-:Ej:('l-‘l)z , XEA , est

tornée .

Preuve: On applique le thEorZme 3.3 et le théoréme de structure
de M.Akkar (1 2J) affirmant que si A est une a.l.m.cC séquen-
tiellement compléte, alors A est bornologiquement limite induc=-

tive d'alg®bres de Fréchet .,

Remarques .1. Les théorgmes 3.4 et 3.5 sont des améliorations

des théorémes 1 de 127 et 1 de Fad.,

9. Dans 1'&noncé du théordme 3.3 , on peut remplacer R

par un corps archimedien .

%, € est une R-algdbre de Banach, mais € ne satisfait
pas 2 la condition (D) car le seul caractére réel de C est

1t'application nulle de € dans R .

4, On peut remplacer B dans les théorémes 3.4 et 3.5
par R ; alest une R-alg@bre de Banach qui satlsfait i la

condition (D) .

Comme application du théoréme 3.3 on a
Corcllaire 3.6. Scit A un R-e.v.t metrisahle et complet
Soit 8: A —» A une fonction continue. Considerons
I;{gsﬂt : glal{x))= g(x}2 , pour tout x de A} et supposons
que I  est pori vide . On suppose que A satisfait & la condition
(P) : pour toute suite{ yr'itcp, » ¥, 50, ¥ >0,

i1 existe feTI, tel que £(y )—f—> O
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Alors A posséde une unique topologie d'e.v.t métrisable

complet,

Corollaire.3.7.
Soit A une R-algébre topologigue métrisable compl&te satisfai-
sant 3§ 1a condition (D) : pour toute suite {yn}c:ﬂ . yn# 0,

e 11 existe un caractdre de A tel que 4% MR o 0

Alors A posséde une unigue topologie d'algefbre metrisable

compléte .

Ppeuve : On considére s: A—> A et On applique le corollaire
2

3.6. o

Remarque : Le corollaire 3,7 est une am&lioration du corol-

laire 2 de 5_12_} g

4, Algdbres & bases

Dans /97 et [ 107 T.Husain et J. Liang considé-

rent les algdbres 2 bases et donnent les résultats sulvants

Théoréme 4.1 ([ 107F) . Solt m'{Pi}iyi} une algdbre de
Fréchet & base (x;), ) 1 vérifiant (1) XXy = X5 Xy =X; 1l

Alors tout garactére de A est conting .

Théoréme ﬂ.E{ZTQ;?]. g80it A une algébre de Préchet & base
orthogonale et inconditionnelle., Alors tout caractére de A

est continu.

Les démonstrations de ces deux théordmes sont longues,calcu=
latoires et n'utilisent aucun résultat de la théorie spéctrale

des a.,l.m.c, Dans /3 J, nous avons denné des démonstrations
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courtes des deux théorémes 4.1 et 4.2 en utilisant le fait
que dans une a.l.m.c, A, commutative et complite,A est dans
le spectre de x s'il existe un caractére T continu deA tel

gque) est 1'image de x par [

Remarque : Dans [ 2J , on a montré gue toute algdbre & base
(%4)4 51 vérifiant les conditions (1) et (2) du théorséme 4,1
est isomorphe algébrigquement et topologiquement & 1'algsbre

o,

Nous donnons deux nouvelles preuves, &galement courtes,

du théorzme 4.2 en utilisant 1& lemme de Do.Sin.Sya (Ehéoréme

342) s

18re preuve du théoré@me 4.2 : On pose
B={ x=£1ﬂk x, € A : 8, € R pour tout k» 11 = :éi G;"{R}

B yBpifie les ennditions du théoréme 3,2, Soit [ un caractére
de A. 8'1]1 existe k3>1 tel gue f(xk}# 0 , alors { est continu

(ef: 9 7). Supposons que f{xk)ﬂ} pour tout k31 . Soit

x=k:§1 nkxkiﬁ . On considére les suiltes {ak}kg. 1 et {bk}k; 1
définies par

8y =0 sai 4y = (0] bk:ﬂ si uk:ﬁ
He Im
i | s,
Q3 mwnl 51 ﬂ_k#D b, = - si a,#0
k k

{ak[; 1 et |bﬂ &1 entrainent que 31=k?1 a0 %, € ) et
X5 = 1;;:1 0L 0%, € A . On remarque que X, et X, B, On &

X= ::c‘_1_+£:f:E et i‘{x}:f{xijd-if'{xzj.
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Le théoréme 3.2 entraine que la restriction de f 3 B est nulle,

dlou f est nul,.

La deuxi®me preuve du thEoréme 4.2 Consiste a montrer que toute
algdbre A, de Fréchet 3 base orthogonale et inconditionelle,
peut #tre munie d'ume involution continue et gque tout caractére
de A est hermitien., Avant de donner la deuxiéme preuve, nous

avorns les résultats suivants

proposition 4.3, Scit A une a.l.m.c.Compl&te involutive & base
orthogonale et hermitienne, alors tout caractére de A est her-

mitien .

Preuve :D'apres la proposition 8 de /87 , chaque fonection
coordonnée est hermitienne, Soit H le sous espace vectoriel

réel de A formfé par les Eléments hermitiens de A. On a

H={x€ A : %= % 1= {x€ A : Cn{x=}=cnfx} pour tout nz 1}

{x€ A : En(x] =Cn{x1 pour tout nz1}

[x€ A : cn{x)EH pour tout n 1}

Seit £ un caractd@re de A et x€A . Si f(x)#0 il existe

Ci € M(A) ={ C: nxl}(ef: /714 7) tel que f(x)= C (x)ER .

11 s'ensuit que la restriction de f 2 H est & valeurs réels.
Soit x€ A , en utilisant le fait que A= H+iH, on obtient que

£(x%) = £(x) .

Thécréme U.4, Soit A une algdbre de Fréchet involutive 3 base
orhtogonale et hermitienne, alors tout caracteére de A est

continu,
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Preuve : Soit f un caractére de A. D'aprés la proposition
4,%, f est hermitien . f se prolonge & A" (algdbre obtenue
par adjonction de 1t'unité) en une forme positive, alors f

est continu (cf théoréme U4 de [ 18 7).

28me preuve du théoréme 4,2 : Si xzngjanxné.' A alors

X =I§qran X converée dans A , ceci provient du fait que

la base ‘(x,) est inconditionellé Cefs/ 15 Tl

On considére 1'application V : x----2> X de A dans A , v est
une involution sur A. On remarque qﬁe {[X]Vr= “§‘Fr pour

tout * € N et x€ A, ainsi V est continue . On a ¥, = x,

“peur feut n 5 1, d'ou la base (x,) est hermitienne. Il s'ensuit

d'aprds le théoréme 4.l que tout caractére de A est continu.

Dans [21], en utilisant un résultat de R. Arens ([6, théoréme 6.3]), W. Zelazko
obtient le théoreme suivant:

Théoréme 4.5 ([21]) Soit A une algebre de Fréchet commutative. Si M(A)
est auplus dénombrable, alors tout caractére de A est continu.

Comme conséquence, on a:

Corollaire 4.6 ([21]) Soit A une algébre de Fréchet a base orthogonale, alors
tout caractere de A est continu.

Remarque: Le corollaire 4.6 est une bonne amélioration du théoreme 4.2 car
la base de A n’est pas nécessairement inconditionnelle

L’auteur remercie Messieurs les Professeurs M. Akkar et M. Oudadess dont les
remarques et suggestions ont contribué a ’amélioration du manuscrit.
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