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Travaux de Husain et al sur la continuité automatique des
caractères

M. El Azhari

Abstract. We give a survey of Husain, Ng and Liang’s results concerning the
automatic continuity of algebra homomorphisms. We also give the improve-
ments obtained by Joseph, Akkar, Oudadess, Zelazko and ourselves.
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Introduction

Nous donnons un aperçu des résultats de T. Husain, S. B. Ng et J. Liang
concernant la continuité ou la bornitude des homomorphismes d’algèbres. Nous
donnons aussi les améliorations apportées par G. A. Joseph, M. Akkar, M.
Oudadess, W. Zelazko et nous mêmes (cf. [2], [3], [16], [19] et [21]).
Nous obtenons d’abord un théorème (théorème 1.6) de continuité séquentielle

des homomorphismes sur les algèbres séquentielles. Ce théorème recouvre et
généralise les résultats de T. Husain et S. B. Ng ([13, théorème 1]), G. A.
Joseph ([16, théorème 2.1]), M. Oudadess ([19, théorème 5.2]), et T. Husain ([7,
théorème 2]).
Ensuite, Nous obtenons un théorème (théorème 3.3) de continuité automatique

sur les algèbres réelles. Comme conséquence, on a deux résultats de T. Husain
et S. B. Ng ([12, théorème 1] et [11, théorème 1]).
Dans la dernière partie consacrée aux algèbres à bases, nous donnons deux

nouvelles preuves du résultat de T. Husain et J. liang affirmant que si A est une
algèbre de Fréchet à base orthogonale et inconditionelle, alors tout caractère de
A est continu.

Préliminaires

1. Algèbres topologiques

Une algèbre topologique est une algèbre (sur K = R ou C) munie d’une topolo-
gie séparée, compatible avec sa structure d’espace vectoriel et pour laquelle la
multiplication est séparément continue. Une algèbre topologique est dite lo-
calement convexe (en abrégé a.l.c) si elle munie d’une topologie d’espace lo-
calement convexe (en abrégé e.l.c). Si elle métrisable et complète, on dit que
c’est une B0-algèbre. Une algèbre topologique A est dite localement multi-
plicativement convexe (en abrégé a.l.m.c) si A est munie d’une topologie définie
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par une famille (pλ)λ∈Λ de semi-normes d’espace vectoriel vérifiant en outre
pλ(xy) ≤ pλ(x)pλ(y) pour tout λ ∈ Λ et tous x, y in A. Une a.l.m.c complète
métrisable est dite une algèbre de Fréchet. Soit A une algèbre topologique, on
note par M(A) l’ensemble des caractères continus (non nuls) de A.

2. Algèbres infraséquentielles et rayon de régularité

Soit A une algèbre topologique.

(i) A est fortement séquentielle s’il existe un voisinage U de 0 tel que, pour
tout x ∈ E, xk →k 0.

(ii) A est séquentielle si pour toute suite (xn)n, xn →n 0, il existe un xm tel
que xkm →k 0.

(iii) A est infraséquentielle si, pour tout borné B de A, il existe λ > 0 tel que,
pour tout x de B, (λx)k →k 0

On a (i)⇒ (ii)⇒ (iii).

Soit A une a.l.c. Pour x ∈ A, on pose:

β(x) = inf{r > 0 : ((r−1x)n)n est bornée }, où inf ∅ =∞.

β(x) est la régularité de x et β le rayon de régularité. Un élément x est régulier
si, et seulement si, β(x) <∞. D’après [5], on a:

(1) β(λx) = |λ|β(x) pour tous x ∈ A and λ ∈ K;

(2) ∞ > |λ| > β(x) entraine (λ−1x)n →n 0.

Soit A une a.l.c. D’après [19], on a:

(i) A est infraséquentielle si, et seulement si, β est borné;

(ii) A est séquentielle si, et seulement si, pour toute suite (xn)n convergeant
vers 0, il existe un certain m tel que β(xm) < 1.

(iii) A est fortement séquentielle si, et seulement si, β est continue.
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