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MARTIN HAIRER, L’EQUATION DE KPZ ET LES
STRUCTURES DE REGULARITE

FRANCOIS DELARUE

Laboratoire Dieudonné, Université Nice-Sophia Antipolis et UMR CNRS 7351,
Parc Valrose, 06108 Nice Cedex 02, France.

REsSUME. Cette note a pour but de donner un apercu des travaux sur les
équations aux dérivées partielles stochastiques singulieres, qui ont valu
la médaille Fields & Martin Hairer. Nous retragons plus particuléerement
le cheminement suivi par Martin Hairer pour aborder 1’équation de
Kardar-Parisi-Zhang et élaborer, a partir de la, la théorie plus générale
des structures de régularité, qu’il a appliquée par la suite a d’autres
modeles.

1. L’EQuAaTIiON DE KPZ

De fagon imagée, le travail de Martin Hairer présenté lors du congrés de
Séoul s’apparente a une boite a outils, appelée « structures de régularité »,
destinée a ’étude d’équations aux dérivées partielles rendues profondément
singulieres sous l'action d’'un aléa. Bien que mise sous une forme aussi
systématique que possible, cette boite a outils trouve en réalité ses mo-
tivations dans plusieurs problemes précis, issus de la physique. Le premier
d’entre eux, a ’origine de I’approche développée par Martin Hairer, remonte
a un article de 1986, [12], dans lequel trois physiciens, Kardar, Parisi et
Zhang, ont suggéré un modele, continu en temps et en espace, pour décrire
la croissance de surfaces soumises a un dépot aléatoire. L’équation associée,
restée connue sous le nom de KPZ, a suscité, depuis, une profonde curiosité.

1.1. Un double enjeu. Plusieurs raisons ont participé a cet enthousiasme.
D’une part, I’équation est mal posée, au sens ou aucune des notions habi-
tuellement utilisées pour donner un sens aux solutions ne s’applique. D’autre
part, le comportement statistique de la solution, et en particulier les fluc-
tuations qu’elle décrit en temps long autour de son régime moyen, ont donné
lieu, pendant de nombreuses années, a plusieurs conjectures. Malgré diverses
avancées entre 1990 et 2010, les deux questions n’ont trouvé de réponses as-
sez completes que tres récemment et, de facon remarquable, a moins de
trois ans d’intervalle. Les publications entre 2010 et 2013 de plusieurs tra-
vaux majeurs, répondant chacun a une partie des interrogations soulevées
par ’équation de KPZ, ont suscité un engouement profond. La distinction
recue par Martin Hairer s’inscrit dans ce contexte d’effervescence.
1
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Les premiers travaux de Martin Hairer, [9], sur la résolubilité de 1’équation
de KPZ ont été publiés en 2013 moins de trois ans apres ceux d’Amir, Corwin
et Quastel, [1], et de Sasamoto et Spohn, [18, 17], sur le comportement statis-
tique de la solution. Que le comportement statistique ait été discuté avant
la résolubilité a, au moins & premiere vue, quelque chose d’anachronique,
qui pourrait laisser perplexe. En réalité, les articles [1, 18, 17] s’appuient sur
une construction ad hoc de la solution de ’équation de KPZ, proposée par
Bertini et Giacomin en 1997, [2], en comparaison de laquelle, 'approche de
Hairer revét un caractere beaucoup plus systématique.

1.2. Forme de I’équation. Formellement, ’équation de KPZ s’écrit :
(1) auh(t2) = 2,0t 2) + 0sh(t @) + (¢, ),

ou h(t,x) représente la hauteur d’une surface, regardée a 'instant ¢ et au
point z. Ici, x est supposé réel, ’équation n’étant comprise, a 'heure actuelle
et malgré les travaux de Hairer, qu’en dimension 1. La dynamique de la hau-
teur est expliquée par trois facteurs : un terme diffusif, un terme non-linéaire
en la pente de la surface et un terme aléatoire, noté (. La non-linéarité
quadratique se comprend comme le premier terme non-trivial a apparaitre
dans le développement polynomial d’une non-linéarité en la pente, le terme
d’ordre 0 correspondant a une translation verticale et le terme d’ordre 1 a
une translation horizontale sous l'effet d’'un champ de transport. Le facteur
aléatoire ¢ peut étre interprété comme une distribution aléatoire agissant de
facon gaussienne sur une fonction test temps-espace ¢ € LQ((O, +0) xR, R) :

2) L N JR o(t, 2)C(t, x) dt da ~ N(o, JOOO fR V2 (t, ) dt da:),

ott V'(0, 0%) désigne la loi gaussienne centrée de variance 2. Lorsque ¢ vaut
I'indicatrice d’'un domaine temps-espace, le terme de gauche se lit comme
une variable aléatoire gaussienne de variance égale a I’aire du domaine. Dans
le cadre d’une discrétisation de type volume fini de ’équation (1), ¢ agirait
sur la dynamique de la solution approchée par dépdt, sur chaque maille
temps-espace, d’'une quantité aléatoire distribuée selon une loi gaussienne
centrée de variance égale a 'aire de la maille. Le cas échéant, les depdts
seraient indépendants d’une maille a l'autre.

Le terme ( est appelé « bruit blanc espace temps » et se lit comme la
dérivée espace temps 010,¢ d’une fonction aléatoire ¢ d’exposant de Holder
a peine égal a 1/2, de sorte que, malgré la notation utilisée dans (2), ¢ n’est
en aucune maniere une fonction. Aussi, toute la difficulté, dans 1’étude de
(1), tient & la singularité du forgage aléatoire appliqué a la dynamique de h.

1.3. Résoudre 1’équation. Lorsque C ne désigne plus le bruit blanc mais
une fonction, (1) s’écrit comme une équation de Hamilton—Jacobi-Bellman,
dont la solution admet une factorisation explicite, dite de Hopf—Cole :

(3) h(t,x) = In(u(t, 3:)),
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ou u est a valeurs strictement positives et vérifie
(4) dru(t, x) = 2 u(t, z) + u(t, z)¢(t, z).
En comparaison de (1), (4) a 'avantage d’étre linéaire. Lorsque x est uni-
dimensionnel et C est effectivement choisi comme le bruit blanc, il reste
possible, par intégration contre le noyau de la chaleur, de donner une solution
a (4). Dans le travail de Bertini et Giacomin, [2], la solution de ’équation
de KPZ est définie a travers la relation (3), une fois I’équation (4) résolue.
La force du travail de Hairer est de construire directement, et dans un
cadre systématisé, une solution a (1), sans passer par (3) ni (4). Une premiere
construction, spécifiquement rédigée pour traiter (1), est proposée dans 'ar-
ticle de 2013, [9]. Dans un second travail, [11], publié en 2014, Martin Hairer
propose une théorie générale, appelée « théorie des structures de régularité »,
permettant de résoudre une classe assez large d’équations aux dérivées par-
tielles stochastiques singulieres, incluant en particulier (1). Le but de cette
note est d’expliquer le cheminement ayant abouti, depuis [9], a [11]. Le lec-

teur pourra aussi consulter la version introductive [8] et la vidéo de I'ICM
[10].

1.4. Le carré d’une distribution. La version additive de (4) s’écrit :
(5) oY (t,x) = 2,V (t,z) + ((t, x).

dont la solution, en dimension 1, est donnée par

t ¢
(6) Y'(t,z) = L pe-s(z —y)Y"(0,y) dy + JO prt—s(w —y)C(s,y) ds dy,

ot py(z) = (4mt) 2 exp[—22/(4t)] est la solution fondamentale de la cha-
leur. Pour donner un sens au membre de droite, la régle (2) suggere de
calculer SS §g Pi_s(z — y)dsdy, qui est comparable & Sé(t — 5)"12ds et est
donc fini. En revanche, 0,Y"(t,z) contient Sé Sg OxDi—s(x — y)C(s,y) ds dy,
dont la variance, comparable a Sé(t — s)*?’/ 2 ds, diverge. La valeur critique

pour la convergence de Sé(t — 5)7#ds étant 8 = 1, un argument d’interpo-
lation suggere que Y* est au mieux 1/2 — n Holder continu en espace, pour
1 > 0 aussi petit que souhaité. Le méme comportement étant attendu pour
h dans (1), la non-linéarité en gradient dans ’équation de KPZ se lit comme
le carré d’une distribution, pierre d’achoppement des méthodes usuelles.

1.5. Comportement en temps long. Si la non-linéarité dans (1) souleve
des difficultés quant au sens a donner aux solutions, elle en affecte aussi
le comportement qualitatif. La formule (6) montre, qu’en ’absence de non-
linéarité, la solution de (1) se réduit & une gaussienne de variance d’ordre ¢
au temps t?. Autrement dit, sous I’action d’un changement d’échelle « dif-
fusif » d’ordre A » 1, la solution de I’équation linéaire, évaluée au point
temps-espace (A%, \z), a des fluctuations gaussiennes d’amplitude A\'/2. En
présence de la non-linéarité, le comportement statistique a été mis en éviden-
ce par Amir, Corwin et Quastel, [1], et Sasamoto et Spohn [18, 17]. Pour
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certaines conditions initiales, la distribution de la solution de (1) en un point
temps-espace donné est explicitement connue. Les fluctuations en temps long
sont d’ordre A2 au point, d’échelle temps-espace non-diffusive, ()\3/ 2, \x),
et sont reliées a celles (non gaussiennes) de la plus grande des valeurs
propres d’une matrice hermitienne de grande taille a entrées gaussiennes
indépendantes. Ce phénomene, observé pour d’autres modeles aléatoires de
croissance, met en évidence, & co6té du régime gaussien (issu du théoréme
central limite), un autre régime limite en théorie des probabilités, commun
a une certaine classe de modeles, appelée classe d’universalité de KPZ. Le
lecteur pourra visionner l'exposé de Borodine a I'ICM, [3], ou consulter le
cours de Quastel a St-Flour, [16].

2. LA NECESSITE DE RENORMALISER

2.1. Régularisation du bruit blanc. Une démarche naturelle, pour en-
visager 1’équation de KPZ, consiste a régulariser le bruit blanc de fagon a
faire de C une vraie fonction. En désignant, de fagon générique, par (éa)g>0
une version régularisée de C , il s’agit de résoudre, au sens classique,

(7) Othe = 02 he + |0zhe|? + .,

sous la condition initiale h. = hg, et d’étudier le comportement asympto-
tique de h. lorsque ¢ tend vers 0. _

Quelle que soit la forme envisagée pour (., il est, bien entendu, impossible
d’espérer établir la convergence de la solution h. lorsque ¢ tend vers 0, la
non-linéarité quadratique étant en effet appelée a « exploser » le long de la
régularisation. En revanche, I'espoir est de corriger la dynamique dans (7)
dans le but de compenser ’explosion et d’établir la convergence.

La correction a appliquer a été mise en évidence par Bertini et Giacomin
dans [2]. 11 s’agit, pour équilibrer la non-linéarité, de soustraire au terme
source une constante C., dépendant de la procédure de régularisation uti-
lisée et divergeant lorsque € tend vers 0. Une telle opération porte le nom
de « renormalisation ». Dans [2], le calcul du « contre-terme » C. repose
explicitement sur la transformation de Hopf-Cole rappelée dans la section
précédente. Ce résultat est retrouvé par Martin Hairer a l'aide d’une ap-
proche plus systématique et plus robuste, dans laquelle la limite des solutions
renormalisées est caractérisée de facon intrinseque.

Dans [2] et dans [9], le bruit blanc n’est régularisé qu’a minima, dans la
direction z. Intuitivement, ceci est suffisant pour donner un sens a (7). L’ap-
proche générale développée par Martin Hairer dans [11] permet d’envisager
des régularisations espace-temps et, ainsi, de voir C'E comme une fonction.

2.2. Développement au premier ordre de la solution. Dans les tra-
vaux de Martin Hairer, I’équation de KPZ est envisagée sur le tore S!,
de facon a bénéficier de propriétés suppléméntaires de compacité. Dans ce
contexte, la compréhension de (1) repose sur 'introduction d’une structure
le long de laquelle la solution attendue h est susceptible d’étre développée.
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Intuitivement, le premier terme d’un tel développement ne peut étre que la
solution de I’équation de la chaleur stochastique (5), obtenue en ignorant la
non-linéarité. Martin Hairer la note Y* pour indiquer qu’elle est a la racine
du développement. Formellement, la différence h — Y vérifie

d(h—=Y) =2 (h=Y) + |0 (h = Y) [ +20,(h - V)0,V + |0,V

En partant du principe que Y* est le terme de plus basse régularité dans le
développement de h, ou encore que h — Y" est de régularité supérieure a Y,
il est 1égitime de se focaliser, dans un premier temps, sur la version réduite

(8) oYY =82 YY +|0.Y?,

la notation arborescente v dans Y indiquant que 1’équation ci-dessus est
dirigée par la répétition du terme racine ., ¢’est-a-dire 6, Y " x ¢, Y. Volontai-
rement, nous resterons flous sur les conditions initiales de Y* et Y, celles-ci
étant choisies de facon a rendre la distribution statistique des solutions aussi
stationnaire que possible.

Naturellement, Y* n’étant pas différentiable, le terme |0,Y*|? n’est pas
mieux défini que la non-linéarité dans (1). Néanmoins, (8) présente, en com-
paraison, I’avantage de distinguer la solution Y du terme singulier |0, Y|2.
Une possibilité, pour donner un sens a I’équation ci-dessus, est de rempla-
cer Y* par une version régularisée en espace, notée Y., et de considérer,
de fagon équivalente, Y.'. Le cas échéant, la question est de comprendre le
comportement asymptotique de |8, Y| lorsque € tend vers 0.

Pour constuire Y., une fagon simple est de substituer és a C dans (5).
Par exemple, lorsque CE est obtenu par convolution de C a ’aide d’un noyau
e 1p(e~1), il vient (en oubliant la condition initiale)

R N (e G e s

La formule (2) donne une fagon de calculer la variance du membre de droite.
L’effet régularisant du noyau de la chaleur suggere de limiter I'intégration a
un voisinage de t de I'ordre de 2. Sur cet intervalle, le gradient ajoute un
facteur 1/e, la norme infinie de la convolution est d’ordre 1/¢ et la norme
L' d’ordre 1. De fait, la variance attendue est de l'ordre de €2 x ¢ 73 = ¢~ 1,
qui, comme cela pouvait étre anticipé, explose lorsque € tend vers 0.

Pour contourner cet écueil, I’idée est de « renormaliser » et de compenser
la singularité en soustrayant la partie divergente. Le premier résultat de [9]
est de calculer explicitement le contre-terme par lequel (8) doit étre corrigée :

Proposition 1. Pour un certain choix des conditions initiales et du noyau
de régularisation, il existe une constante C' telle que les solutions de

(9) Yy = 05, +10: Y] - Ce,
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convergent vers une fonction aléatoire Y lorsque € tend vers 0, au sens o,
pour tout T'> 0 et a € (0,1)
V6 >0, LmP(sup [|[Y'(t, ) =YV (t,)]a =8) =0,
20 “tefo,1)
la norme | - ||lo désignant la norme a-Hélder sur le tore S*. La limite est
indépendante du noyau choisi (dans une classe de noyauzr admissibles).

La convergence mise en évidence est appelée « convergence en probabi-
lités » : avec grande probabilité, la distance entre Y.' et Y est petite. La
limite YV s’écrit comme la solution de I’équation renormalisée :

(10) oYY =2 YY 410, Y"|* — o0,

la soustraction de 'infini indiquant qu’une opération de renormalisation a
été effectuée. La valeur de o dans la Proposition 1 est remarquable : alors
que le seuil de régularité Holder de Y~ est 1/2, celui de Y est 1. 1l s’agit
d’une observation fondamentale liée a 'effet régularisant de la chaleur dans
(8). La non-linéarité dans (8) est d’ordre (—1)~, c-a-d —1 — n, pour n > 0
aussi petit que souhaité. Sous ’action du laplacien, deux ordres sont gagnés,
et YV est de régularité Holder 1~ (en espace).

2.3. Termes supérieurs dans le développement. Le terme Y est de
fait compris comme le deuxieme terme dans le développement de la solution
de I’équation (1). L’idée est naturellement d’itérer le procédé et d’écrire, ou
moins formellement, A sous la forme

(11) h(t,ﬂ?) = 2 YT(ta .%'),
TET
ou 7T désigne 'ensemble des arbres binaires finis (enracinés).
La structure d’arbre binaire permet ici de coder ’action de la non-linéarité
quadratique. Pour deux arbres 7 et 7o, Y72l et 1ié 4 Y™ et Y™ & travers
léquation (sans en préciser la condition initiale)

(12) o ylmml = g2 ylmml g yma, v,

ou [y, T2] désigne I’arbre obtenu en reliant les racines de 71 et 72 & une méme
racine. Par exemple, v = [.,.].

En réalité, la résolution de (12) conduit, au moins & premieére vue, aux
mémes difficultés que celles rencontrées pour résoudre (8). Il se peut que
le produit 0,Y™0,Y ™ ne soit pas défini, a I'image de la non-linéarité dans
(8). Ceci pose une premiere difficulté. Une seconde est le sens & donner au
développement infini (11).

Concernant le second point, un raisonnement formel laisse espérer que,
pour des arbres contenant suffisamment de noeuds, les solutions associées
soient différentiables. Désignons en effet par a; et s les ordres de régularité
de Y™ et Y™ dans (11). Alors les ordres de 0,Y ™ et 0,Y ™ sont respective-
ment égaux a a; — 1 et ap — 1. Si jamais les deux sont négatifs, le produit
a, intuitivement, oy + ao — 2 pour ordre de régularité, et, par régularisation,
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Y7l a4 pour ordre o + ao. Si jamais I'un des deux seulement est négatif
(par exemple ay), le produit a pour ordre de régularité a; — 1 et ylrml 5
pour ordre 1 + ;. Le choix a; = ag = (1/2)" permet de retrouver que Y
est d’ordre de régularité 1. Le choix a1 = (1/2)” et ag = 1 laisse penser
que les termes suivants, obtenus par concaténation de . et v, c’est-a-dire y¥
ot YV (par ailleurs égaux par symétrie), sont d’ordre (3/2)”. En fait, ce
sont la les pires des scénarios et les autres termes ne peuvent pas étre de
régularité inférieure a (3/2).

Le programme de Martin Hairer peut étre compris comme suit. Au lieu
de chercher une solution de (1) sous la forme d’un développement infini de
type (11), la solution est recherchée sous la forme

(13) h(t,x) = > Y7(t,x) +ult, z),
TET*

ol T* est un sous-ensemble fini de T et u(t,z) est posée comme la so-
lution d’une équation auxiliaire. Dit autrement, les premiers termes du
développement, dont les contributions dans (1) sont trop singulieres, sont
traités séparément, et le reste, plus régulier (c-a-d d’ordre (3/2)7), est cherché
comme la solution d’une équation expurgée (autant que possible) des singu-
larités originellement présentes dans (1).

Dans cette perspective, il serait tentant de vouloir limiter 7* aux arbres
7 pour lesquels la solution Y7 n’est pas différentiable, mais ce serait une
erreur, le gain en régularité n’éliminant pas de facon systématique les sin-
gularités. Par exemple, lorsque 71 = . et 7 = ¥ dans (12), le produit
0.V, Y implique une distribution d’ordre (—=1/2)~ et une fonction d’ordre
(1/2)~ et n’est pas, comme nous le verrons ci-dessous, bien défini. Aussi
un résultat essentiel dans [9] est de montrer que 7* peut étre réduit a
{o,v, %, v, 0%, ¥, %, 9} Le cas échéant, les Y7 sont construits par un procédé
analogue a celui de la proposition 1 :

Proposition 2. Pour e T*\{.}, 7 s’écrivant sous la forme |1, 2| avec 7
et 7o dans {.,v,%,v}, il existe une suite de constantes (CI).~o telle que les
solutions (Y )e=o de l’équation (avec une condition initiale appropriée)

atYsT = a?chsT + astﬁ a:vY;TQ - Cg

convergent en probabilité sur tout [0,T]| (au méme sens que dans la propo-
sition (1)) vers un processus Y7, indépendant du choiz du noyau de convo-

lution. Les constantes C’\é’ et C;y sont nulles, les constantes C\(é’, Cg, Cg et

ng sont égales a —(1/4)0? et divergent de facon logarithmique avec €. En
particulier, la somme de toutes les constantes de renormalisation est €gale
a CY = CJe dans la proposition 1, c-a-d Y, 7+ CT = C//e.

En réalité, la proposition 2 reste vraie pour 7 € T\T*, mais avec le choix
trivial C7 = 0, suggérant ainsi que la décomposition (13) soit effectivement
pertinente. Il est alors légitime de poser hX = >, . Y. Un calcul simple
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montre que h} est solution de ’équation de KPZ régularisée avec reste et
contre-terme :

(14) dht = 02,h% + |0.hZ* + (. — Cfe — R,
o RE = >0 ereilm m]er OuYe ' 02Y? correspond au reste issu du dévelop-

pement formel (11).

3. LA THEORIE DES TRAJECTOIRES RUGUEUSES

La résolution de I’équation de KPZ passe maintenant par celle d’un point
fixe impliquant le terme u dans (13). Rappelons que u est entendu comme
la différence h — h* ol h est la solution de (1) et h* = > Y. Il est
également attendu comme la limite de u. = he — h ol h. est I’équation de
KPZ régularisée avec contre-terme

Oihe = 02 he + |0he|? + ¢ — Ce.

3.1. Le reste comme la solution d’une équation. En faisant la différence
avec (14), u. est solution de

(15) Orue = 02 ue + |Opue)® + 2(5xh;8xu5) + R;.
L’idée est donc de chercher u solution d’une équation de la forme
(16) O = 02,u + |0yul® + 2(0,h*0,u) + RY,

o R* = > eT+[r,m]e¢7 =Y 10zY ™. Dans [9], Martin Hairer fait d’une
pierre deux coups en montrant que, non seulement, I’équation peut étre
résolue de facon intrinseque, mais aussi que la solution varie contintiment
lorsque les données sources varient contintiment pour une topologie appro-
priée, garantissant ainsi que le u construit est bien la limite des u..

En comparaison de (1), dont la solution attendue n’est pas différentiable,
la solution de (16) est cherchée parmi un espace de fonctions d’ordre (3/2)~
en espace, auquel cas la non-linéarité |d,u|? est bien définie.

La résolution de (16) est donc liée a la définition des restes, qui s’in-
terpetent comme des produits de la forme 0, f0,g. Lorsque f et g sont des
fonctions régulieres, la distribution ¢, f0,g est trivialement définie. D’apres
la théorie de Young [20], cette définition s’étend par continuité au cas ou 0 f
et g sont respectivement « et S Holder, avec o+ 8 > 1, mais cette extension
n’est plus possible lorsque o + § < 1. En décomposant h* sous la forme (en

prenant en compte les symétries V=Y et Yi=y¥=y¥= Y‘y) :
(17) W*(t2) =Y (o) + Y Y'(ta) =Y+ (YV oy ray© +YU>,
TET * T

et en rappelant que les termes dans la somme entre parentheses sont de
régularité respective 17, (3/2)7, (3/2)~ et 27, il est facile de voir que, dans
le terme J,ud h*, seul le produit d,ud,Y" échappe a la théorie de Young
(auquel cas a = (1/2)” et 8 = (1/2)7). De méme, dans le reste R*, seul le
produit 8, Y¥0,Y" est, a priori, mal défini (avec, la encore, o = (1/2)™ et
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B = (1/2)7). De fait, pour construire une solution a (16), il est nécessaire de
donner un sens aux distributions o, ud.Y " et OmY\Q’ﬁzY‘, compatible avec le
passage a la limite le long des termes indexés par € : Jyu:0,Y; et é’zY';(’é’xY;‘.

3.2. Principe des trajectoires rugueuses. L’idée de Martin Hairer est
d’utiliser la théorie des trajectoires rugueuses initiée par Lyons, [5, 14,
15]. Dans chacun des cas ci-dessus, nous sommes en effet confrontés a la
nécessité de définir la distribution fd,g pour deux fonctions f et g de
régularité Holder (1/2). Essentiellement, ceci revient a définir I'intégrale
« croisée » §* f(y)0z9(y) dy, encore notée §* f(y) dg(y), de f contre les incré-
ments de g. Un exemple particulierement simple est f = g, auquel cas
§* f(y)df(y) peut étre posée égale a (1/2)f?(z). La théorie de 'intégrale
stochastique en probabilités offre également une large classe d’exemples de
telles intégrales, obtenues, selon les cas, par convergence dans L? de la
méthode des rectangles au point gauche (intégrale d’It6) ou de celle des
trapezes (intégrale de Stratonovich). De fagon générale, 'intégrale croisée
doit vérifier la relation de Chasles et satisfaire ’égalité SZ fdg(y) = flg(b) —
g(a)] lorsque f est constante. Elle peut étre la limite des intégrales croisées
associées & une régularisation du couple (f, g) (tel est le cas lorsque f = g et
§ fy)df(y) = (1/2) f?(x), tel est aussi le cas de D'intégrale de Stratonovich)
ou pas (l'intégrale d’Ito, avec f donnée par la réalisation d’'un mouvement
brownien, viole la condition Ss f)df(y) = (1/2)[f2(b) — f2(a)]).

Dans ce contexte, 'objectif de la théorie de Lyons est de proposer une
construction systématique d’une large classe d’intégrales croisées une fois
déterminée celle de f contre g. L’idée essentielle est la suivante : des lors
qu’une fonction u se comporte, localement, comme la fonction f, I'intégrale
de u contre g existe également. Ceci a été mis en forme par Gubinelli [6] :

Définition 3. En notant C les fonctions a-Holder continues sur un inter-
valle I (borné), une fonction v € C* est dite contrélée par f € C* s’il existe
v eCY et C =0 telles que

[0(y) = v(z) =o' (&) (f(y) = f(2))| < Cla —yI**, zyel.

Ici, v’ fait office de « dérivée » de v par rapport & f et le développement
v(y) = v(x)+v'(x)(f(y)— f(x))+ R(z,y) s’apparente & un développement de
Taylor généralisé a l'ordre «, avec reste d’ordre 2. Maintenant, l'intégrale
croisée de v contre g peut étre définie des lors que celle de f contre g existe.
En effet, si f et g sont dans C®, avec o € (1/3,1/2] de sorte que l'intégrale
croisée de f contre g existe et que '« aire de Lévy » dans le terme de gauche
ci-dessous vérifie

(18) Ve,yel,

f "(F() - £(@)) dg(2)] < Ol — >,

T
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pour C' > 0, alors, pour une fonction v contrélée par f, l'intégrale de v
contre g existe sur tout [z,y] comme la limite des sommes de Riemann

N-1 Zit1
19 Y (g ~ o) + ') [ (- fG) dg),
=0 2

le long de partitions (z;)o<i<ny de [z,y] de pas convergeant vers 0. De plus,
lintégrale croisée vérifie (18) pour une constante C' possiblement différente.

L’idée sous-jacente est que la différence entre SZ“ vdg et le terme élémen-
taire associé dans la somme de Riemann est d’ordre |z;,1 — 2; 3%, expliquant
ainsi la condition o > 1/3.

3.3. Retour a KPZ. La discussion menée a la fin du §3.1 suggere de choisir
g = Y"(t,-) (de sorte que g dépend du temps, en plus de la variable d’es-
pace). Les candidats pour étre v sont respectivement d,u(t,-) et 8$Y\<<’ (t,-),
la difficulté principale étant liée au choix de f et a I’existence d’une intégrale
croisée entre f et g, pour chaque t > 0. Dans cette perspective, il est possible
de voir I’équation (16) satisfaite par u comme une perturbation de :

OV =02,V +20,Vo,Y".

Ici, la quantité d’intérét est, non pas V, mais 0,V . Par dérivation, nous
obtenons, comme structure additive la plus simple & considérer, I’équation :

(20) 0 = 02,® + 32,V

L’idée, dans [9], est de choisir f = ®(¢,-) (que v soit, en fait, égal & dyu(t, )
ou é’g,;Y\Q’(t7 -)). Ceci suggere de chercher u comme une fonction de classe
(3/2)7, dont la dérivée soit controlée, a chaque instant ¢ > 0, par ®(t,-). Un
argument de contraction en temps petit donne :

Théoréeme 4. Pour u(0,-) € C?, B > 0, il existe un temps T* > 0 tel
que ’équation (16) admette, sur lintervalle [0, T*], une unique solution de
dérivée o ul(t,-) contrélée, a chaque instant t > 0, par ®(t,-).

En fait, la théorie des trajectoires rugueuses garantit la continuité des
intégrales croisées des lors que les « briques de base » f, g et 'aire de Lévy
associée a § fdg dans (18) évoluent continiment dans C%, C* et Cc?. A
laide de ce résultat, il est possible de démontrer que les solutions u. de (15)
convergent vers u :

Théoréeme 5. Lorsque € tend vers 0, la solution h® de (14) converge sur
[0, T*] vers h = h* + u, solution de ’équation de KPZ renormalisée

Oih(t,z) = 02, h(t, x) + |0:h(t, 2)|* + ((t, z) — 0.

Cette solution coincide avec la solution de Hopf-Cole et peut étre étendue a
[0, 4+00) tout entier par un argument inductif.
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4. STRUCTURES DE REGULARITE

Bien que le développement de h sous la forme h* + u, avec u solution de
I’équation auxiliaire (16), donne une construction intrinseque de la solution
de (1), il ne permet pas de poser proprement 1’équation (1) en toute rigueur,
méme en soustrayant le symbole o0 comme dans I’énoncé du théoreme 5.
La théorie des structures de régularité, introduite par Martin Hairer dans
[11], permet de contourner cet écueil en interprétant ’équation dans un
espace abstrait, sur lequel ’équation peut étre effectivement posée de facon
rigoureuse.

4.1. Principe général. L’idée fondamentale est d’associer a la solution de
(1) une fonction a valeurs dans une structure abstraite, munie d’un certain
nombre d’opérations formelles (multiplication, intégration, dérivation), et
d’effectuer, sur cette structure, les opérations impliquées dans (1). Il s’agit,
ensuite, de « ramener » les résultats de ces opérations dans l’espace phy-
sique. Schématiquement, la structure abstraite est construite a partir de
« briques élémentaires », modélisant des fonctions ou des distributions de
régularités différentes. Voir la solution de (1) comme une fonction & valeurs
dans la structure revient a la développer, localement, sous la forme d’une
combinaison des briques élémentaires sous-jacentes.

Résoudre (1) revient donc a mettre en évidence une structure, munie de
briques élémentaires et d’opérations formelles, et d’une application de « re-
construction » permettant de rapatrier le produit des opérations dans l’es-
pace physique. La structure utilisée doit pouvoir étre « déformée » contini-
nement pour traduire la convergence de h. vers h dans le théoreme 5.

4.2. Lien avec les trajectoires rugueuses. La théorie des structures de
régularité consiste en une extension, tres large, de la théorie des trajectoires
rugueuses de Lyons. Le point de départ de la théorie de Lyons consiste en
effet en un couple de fonctions (f,g) pour lequel l'intégrale croisée de f
contre g a un sens. Ceci suggere de considérer une structure munie de trois
briques de base, en l'occurence f, g et § f dg, auxquelles il est raisonnable
d’ajouter la fonction constante 1. Ici § fdg pourrait étre entendu comme
I'intégrale croisée de f contre g, mais, par abus de notation, nous allons en
fait le comprendre comme « 'aire de Lévy de f contre g » introduite dans
(18), c-a-d :

([ rag)e = [ (1)~ @) agto)

En réalité, nous sommes plus intéressés par la dérivée ¢’ (comprise si besoin
au sens des distributions) que par g elle-méme. Ceci suggere de remplacer la
brique g par g’. De méme, il est préférable de se focaliser sur la dérivée (en
y) de laire de Lévy plutot que sur laire de Lévy elle-méme. Pour distinguer
les fonctions ou distributions des briques abstraites qui les modélisent, nous
introduisons quatre objets abstraits, respectivement notés §, dg, d{fdg et 1,
associés dans l'esprit & f, ¢', (§ f dg)’ et 1. En supposant que f et g sont deux
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fonctions C®, avec a € (1/3,1/2], comme dans (18) et (19), nous attribuons
a f, dg, d{fdg et 1, quatre indices (abstraits) de régularité (nous dirons
«indices d’homogénéité ») : a, a—1, 2a—1 et 0. Le 2a—1 se comprend comme
suit. D’apres (18), l'intégrale (en y) de (§Y(f(2) — f(«))dg(2))" contre la
fonction test A™1p((y—x)/\), pour X petit et ¢ réguliere & support compact,
est d’ordre A\?*~1. Ici, la fonction test est dite « piquée » au voisinage de x.

Les quatre briques de base abstraites engendrent un espace T, appelé
« espace modele », donné par (les indices a« — 1, 2o — 1, 0 et « étant rangés
par ordre croissant)

T'=Ty 1 DTo0—1 DT DTy,

ou T, 1 est lespace vectoriel (dg) = Rdg, To,—1 est 'espace vectoriel
(dffdg) = Rd{fdg et ainsi de suite... de sorte que T est isomorphe & R*.

De fait, une fonction h : R — T peut étre identifiée avec une fonction
(Ba—1,H2a-1, b0, ha) & valeurs dans R*. Si h,_1 et hae_1 sont identiquement
nuls, h est a « indice d’homogénéité » positif. En un point = € R, les valeurs
de ho(x) et ho(x) sont alors a interpréter comme des coefficients, permettant
d’approcher, au voisinage de x, une « certaine » fonction h: R — R a l'aide
d’un développement impliquant les fonctions 1 et f. Lorsque ho—1 €t hon—1
prennent des valeurs non-triviales, I'idée reste la méme, mais, les indices
d’homogénéité étant négatifs, h est une distribution.

Ce principe est a rapprocher de la définition 3 d’une fonction v controlée
par f. Avec les notations de la définition, nous avons le développement

v(y) = v(@) + (@) (f(y) - f(@)) + R(z,y),

o v est C% et R est 2a-Holder continue. En négligeant le reste, ceci suggere
d’associer & v la fonction v : R — T', donnée par

(21) v(z) = v(z)1 + ' (2)f,

cette décomposition montrant que f devrait, dans l’esprit, étre davantage
associée aux incréments de f qu’a f elle-méme.
Voici maintenant la définition donnée dans [11] :

Définition 6. Une structure de régularité est un triplet (A,T,G) consistué
d’un ensemble d’indices d’homogénéité A contenant 0, minoré et localement
fini, d’un espace modéle T, de la forme @ c4 Ta, chaque T, étant un espace
de Banach, avec Ty = (1) = R, et d'un groupe G d’opérateurs linéaires
(continus) agissant sur T, de sorte que, pour tout I' € G, I'1 = 1 et, pour
tout o € A et T €Ty, 'ty — To € Ty := (—Dﬁ<a Ts. Pour t €T, |7|o est la
norme de la composante de T dans T,.

Nous verrons ci-dessous que les éléments de G sont pensés pour « pas-
ser » d’'un développement au point z a un développement a un autre point
y dans une écriture du méme type que (21).
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4.3. Modele associé aux trajectoires rugueuses. Pour rendre la no-
tion pertinente, il est nécessaire de pouvoir revenir a l’espace physique en
associant, a une combinaison d’éléments de 7', une fonction ou une distribu-
tion (selon le signe des indices d’homogénéité). Dans le cas des trajectoires
rugueuses, il convient d’associer, au développement (21), le développement :

R 3y v(z) +'(2)(f(y) - f(z)) R,
qui se lit comme une approximation au premier ordre de v au voisinage
de = (z est ici gelé et y vit au voisinage de x). Aussi, pour tout =z € R,
nous définissons une application II, qui a un élément de T associe une
fonction ou une distribution. Nous posons II,(1) comme étant la fonction
constante 1, IT;(f) comme la fonction f(-)— f(x), II,(dg) comme la distribu-
tion ¢’ (indépendante de z) et II,(dffdg) comme la distribution (§ [f(z) —

f(z)]dg(z))'. Par exemple, pour y € R, IL.(f)(y) = f(y) — f(x). Et, pour
une fonction test ¢, I'action de II;(d{fdg) sur ¢ est donnée par

il = - [ oo ( [ (1)~ 1) aste)) an

I'aire de Lévy dans 'intégrale de droite étant donnée par hypothese.

Nous cherchons maintenant une application linéaire I'y , : T" — T telle
que I, = II; o I'; , de fagon a obtenir le développement au voisinage de
y en développant au voisinage de x une écriture « translatée » au sein de
T. Comme II,(1) et II;(dg) sont indépendants de z, il est raisonnable de
poser I'y (1) = 1 et I'y ,(dg) = dg. Par ailleurs, nous posons I'y ,(f) =
[f(z) — f(y)]1 + f, qui vérifie bien

I (Tay (1) (2) = [f(2) = f()] + [f(2) = f(@)] = T, (§) (=),
et, de fagon similaire, T'y ,(d{fdg) = [f(z) — f(y)] dg + dffdg.

Les applications I'; , ainsi construites nous renseignent sur le choix de
la structure de groupe G dans la définition 6. Nous pouvons par exemple
choisir G = {I'y, £ € R}, ou

y(1) = 1, Ty(dg) = dg, Te(f) = £1 +f, T(dffdg) = £dg + dffdg,
auquel cas I'; , n’est rien d’autre que I'f(;)_f(,). Suivant [11], nous dirons :

Définition 7. Le couple M = ((I1;)zer, (T'zy)z,yer) est un modéle sur R
associé a la structure (A, T, G).

4.4. Le théoréme de reconstruction. A chaque fonction h : R 3 = —
h(x) € T, le modele M, introduit dans la définition 7, permet d’associer,
en chaque point x de l'espace physique (en l'occurrence R dans I'exemple
discuté ci-dessus), une approximation locale, notée I, (h(z)). Lorsque h(x)
a un indice d’homogénéité positif (c-a-d le plus petit indice 3, tel que la
composante de h(z) dans T soit non nulle, est positif), IT,,(h(z)) est & penser
comme un développement local R 3 y — II,(h(z))(y) € R au voisinage de
x. Lorsque h(z) est a un indice d’homogénéité négatif, I1,(h(x)) s’interprete
comme une distribution. Le cas échéant, le caractere local du développement
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incite a considérer des fonctions tests « piquées » au voisinage de x, de la
forme y — @(x — y) pour une fonction ¢ « concentrée » au voisinage de 0.

Une question naturelle est de savoir si la collection des développements
locaux (IT;(h(x)))zer, obtenus en faisant varier x, peut étre relevée en une
seule et méme distribution (ou fonction selon I'homogénéité), dont le com-
portement local, au voisinage de x, serait justement donné par II,(H(z)).
Un exemple de ce principe est la formule de Taylor. Les développements de
Taylor d’une fonction réguliere ¢ peuvent étre relevés en une seule et méme
fonction, en 'espece ¢ elle-méme. Ce parallele suggere de limiter ’analyse
a des fonctions h régulieres, avec la définition suivante :

Définition 8. Etant donnés un modéle M sur R?, associé ¢ une structure
(A, T,G), et un réel v, on désigne par Dy, l'ensemble des fonctions b : R? —
T telles que, pour tout compact k < R? et pour tout o < 7y,

3IC=20: Vz,yexk, Hh(y) — Fy,z(b(w))Ha < Cle —y|7™e.

Considérons, a titre d’exemple, la fonction v dans (21). Pour z,y € R,
nous savons que I'y . (0(x)) = [v(z) + ' (2)(f(y) — f(x))]1 + v'(2)f. De fait,
o(y) —Tya(o(2) = [v(y) —v(z) —0"(@)(f(y) — f(@)]1+ (V'(y) = v'(2))f. La
définition 3 garantit que le coefficient d’homogénéité 0 est d’ordre |y — z|?*
et celui d’homogénéité o d’ordre |y — z|®. De fait, v est dans Z32. En cela,
nous comprenons en quoi la théorie des structures de régularité englobe la
notion de fonction controlée utilisée dans les trajectoires rugueuses.

Le théoreme fondamental de [11], dont la preuve utilise la théorie des on-
delettes, est appelé « théoréeme de reconstruction » et réalise le programme
envisagé ci-dessus : pour une fonction b de régularité v > 0 (ce qui n’empéche
pas b d’étre d’homogénéité négative), il est possible de relever les développements
en une distribution (ou une fonction si I'homogénéité est positive) :

Théoréme 9. Etant donnés un modéle M sur R?, associé & une structure
(A, T,G), et un réel v > 0, il existe une unique application linéaire R de
@K/I dans Uespace des distributions sur R? telle que, pour tout b € 27, toute
fonction réguliére ¢ support compact @, et tout compact k < RY,

(R —IL:b(x)) (A “((- — 2)/N)| < CA7,

Naturellement, I'idée est que Rb se comporte comme I1,;H(z) le long des
fonctions tests concentrées autour de x. En particulier, si II,h(x) est une
fonction continue, il vient nécessairement Rh(x) = IL;[h(x)](x). De fait,
dans le cadre de (21), Rv n’est rien d’autre que v elle-méme!

Comme nous le verrons dans la section suivante, lorsque la fonction b
dépend d’une variable temps-espace (¢, x), il est souhaitable de tenir compte
d’éventuelles propriétés d’échelle entre les variables de temps et d’espace
dans la fagon de piquer la fonction test au voisinage de (t, x). Par exemple, si
le temps et ’espace sont liés par un changement d’échelle diffusif, il convient
d’utiliser A= p((-—1) /X2, (~—x)/A) au liew de A= @D o((-—1) /A, (-—x) /).

IC>0: Vxer,Ae(0,1],
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4.5. Opérations au sein de la structure. L’étape suivante est de tra-
duire, au sein de la structure, les « opérations » impliquées dans la formu-
lation du probleme physique. Dans le cas de KPZ, ces opérations sont la
différentiation (pour passer de la solution & son gradient), la multiplication
(associée a la non-linéarité quadratique) et l'intégration contre le noyau de
la chaleur. La définition du produit est la suivante :

Définition 10. Etant donnés deux « secteurs > V et V inclus dans T, c-
a-d deuxr sommes directes de certains des Ty, chacune étant stable par les
éléments de G, un produit sur (V,V) est une application bilinéaire x : V x
V — T telle que, pour T €V, et 7€V, TxT € Twtp et, pour tout élément
FeG, I'(r+x7) = (1)« (I'7).

Le gain d’homogénéité par multiplication est a rapprocher de la discussion
sur la régularité des différents produits dans le §2.3. La compatibilité du
produit avec I' est une hypothese naturelle, qui traduit I’idée que ’ordre dans
lequel les produits et les translations sont effectués n’a pas d’importance.

Il est remarquable que le produit soit ici défini de fagon aussi abstraite.
La encore, ceci est a rapprocher de la théorie de Lyons, dans laquelle I'exis-
tence d’une intégrale croisée, possédant un minimum de propriétés, est
présupposée. Comme dans I’approche de Lyons, la véritable question est
de déterminer les fonctions by et ha a valeurs dans T" pour lesquelles le pro-
duit b * hy peut étre effectivement reconstruit en une distribution (ou une
fonction) sur 'espace physique. La réponse est donnée dans [11] :

Théoréme 11. Etant donnés un secteur V. T, y € R et a > 0, Z(V)
désigne les éléments b de D7 tels que, pour tout x € R, h(z) € V n@p=aTp.
Alors, pour by € Zat(V) et by € Daz(V), le produit hy xha : R 3 x —
h1(z)*ha(z) appartient a Zo(T), ot = a1 +a9 ety = min(y; +ag, y2+a1).

Combiné au théoréme de reconstruction, le théoréme ci-dessus assure que
le produit h; * ha peut étre reconstruit si v1 + ag > 0 et v9 + a3 > 0.

Pour retrouver la théorie de Lyons, il suffit maintenant de choisir V =
(1,fy et V = (dg) et de poser 1 »g = g et fxdg = df fdg. Si cette définition
ne présuppose pas 'existence de l'intégrale croisée, la définition du modele
associé (nécessaire pour la reconstruction) repose dessus. Pour une fonction
v satisfaisant la définition 3, nous considérons la fonction v(x) = v(z)1 +
v'(x)f. Définir Iintégrale croisée de v contre les incréments de g revient a
reconstruire une distribution a partir de v x dg. Il est clair que v1 = 2«
et a; = 0. Par ailleurs, as = a — 1 et 2 peut étre choisi aussi grand que
souhaité (le coefficient de dg est constant donc régulier). De fait, le produit
peut étre reconstruit si 3a — 1 > 0, ce qui coincide avec la théorie de Lyons.

5. REVISITER KPZ A I’AIDE DES STRUCTURES DE RECULARITE

5.1. Formulation abstraite. L’idée est maintenant de chercher h dans
(1) comme la solution, via le théoréeme de reconstruction, d’une équation
fonctionnelle définie sur une structure (A, T, G) munie d’un modele M. Ceci
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nécessite, en plus de I'opération de multiplication discutée dans la section
précédente, des opérations de dérivation et de convolution contre le noyau
de la chaleur, 'objectif étant de mettre (1) sous la forme abstraite :

(22) b =K((0h)* +E) + Gho.

Ici, b est une fonction temps-espace, a valeurs dans 7', et hy est sa valeur
au temps 0; G désigne un opérateur, abstrait, d’« extension harmonique »
(dont la reconstruction est a penser comme la solution de I’équation de la
chaleur de condition initiale la reconstruite de bg); et K est un opérateur,
abstrait, de convolution temps-espace contre le noyau de la chaleur (pour
une fonction temps-espace f, la reconstruite de Kf est a comprendre comme
la solution de ’équation de la chaleur de terme source la reconstruite de f).
Par ailleurs, le symbole 0 renvoie a un opérateur, abstrait, de différentiation,
et, enfin, = désigne un élément de T modélisant une réalisation du bruit ¢
dans (1).

5.2. Eléments de la structure. Il s’agit maintenant de définir (A, T, G).
Nous demandons d’abord que T contienne Z, avec (—3/2)~ pour indice d’ho-
mogénéité. En effet, pour une fonction test temps-espace ¢, la formule (2)
permet de quantifier la variance de § { ¢(t, a:)( (t,z)dt dz. En supposant que
le support de ¢ est compact et contient l'origine, il est possible de construire
une autre fonction test, « piquée » au voisinage d’un point (¢, x) arbitraire,
en considérant p*(s,y) = A3p(A\72(t — s), A" (z — y)), pour A petit. Le
« scaling » entre les variables de temps et d’espace correspond ici au chan-
gement d’échelle diffusif classique. Le cas échéant, la variance associée dans
(2), apres substitution de ¢ par o, est d’ordre \73, suggérant, apres pas-
sage & la racine carrée, que 'indice d’homogénéité est effectivement —3/2, ou
plutot (—3/2) 7, c-a-d —3/2 —n pour n > 0 arbitrairement petit. L’exposant
« —» dans (—3/2)" tient au prix a payer pour passer de l'estimation de la
variance & une estimation valable aléa par aléa, le symbole = dans (22) étant
associé a une réalisation du bruit blanc.

Reprenons maintenant la stratégie de la section 2. Partant de =, nous
considérons K(Z), associé, dans lesprit, a la solution de I’équation de la
chaleur stochastique Y~. Puis, en prenant sa dérivée et le carré, nous ob-
tenons (0K(Z))2. Alors, K((0K(E))?) « correspond » & Y. De fait, K(Z),
oK (Z), (0K(2))? et K((0KC(Z))?) sont également & ajouter a la structure.
En partant du principe que K conduit a un gain d’homogénéité de 2 et 0 a
une perte de 1, leurs indices d’homogénéité respectifs sont (1/2)~, (—1/2)~,
(—1)~ et 1. Avec ce procédé, = et (0K (Z))? sont certainement les termes
dont les homogénéités sont les plus basses, en I'occurrence (—3/2)~ et (—1)~
[’argument peut étre itéré : appliquer KC, prendre @, faire le produit avec les
autres termes en J/C et ajouter les symboles obtenus. Par exemple, les termes
d’homogénéité (—1/2)~ sont OK(Z) (associé a 8,Y") et A[(OK(E))?]0K(Z)
(associé & 3, YV, Y").
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Dans [11], les éléments de T sont représentés sous forme d’arbres. Par
exemple, dIC(Z) est noté 1 : la branche représente 0K et le disque terminal .
représente =. De méme, Y désigne 0KC(0KC(E)) et est associé a la dérivée de la
solution de la chaleur de terme source d,Y". En rappelant (20) (sous réserve
du choix de la condition initiale), cette dérivée est égale a ®, de sorte que %
est associé, dans l'esprit, & ®. Une autre exemple est {». Ici, le branchement
s’'interpréte comme un produit, de sorte que {» est & associer au produit de
0,Y" par ®. En reprenant la discussion du §3.3, ce produit est en fait a
comprendre comme la dérivée de l'aire de Lévy associée a l'intégrale croisée
de ®(t,-) contre Y*(t,-). De fait, le quadruplet (1,{ 1,%) est a rapprocher
des « briques de base » du chemin rugueux utilisé dans le théoreme 4.

5.3. Point fixe et renormalisation. La résolution de (22) repose sur un
argument de point fixe fonctionnel, démontré en temps petit comme dans le
théoreme 4. L’espace fonctionnel sous-jacent dépend du choix du modele M
associé a la structure (A, T, G), de sorte que la solution dépend également
de M. Intuitivement, il s’agit de choisir (Il(; ;))¢=0,2er tels que la solution b
du point fixe vérifie h(t,z) = Rb(t,z) = I .[b(t, )] (¢, x), avec h solution
donnée par le théoréme 5 et R 'opérateur de reconstruction. Pour définir
(I 2 ) t=0,zeR, il serait naturel d’identifier II; ,(Z) a la distribution C e (1) &

la distribution 0, Y, IT; »(Y) & la distribution d,Y", II; ,(\¢) aux variations,

alordre (1/2)7, de la fonction 8, Y au voisinage de (¢, z), et ainsi de suite...
Nous nous tiendrons a cette vision des choses, relativement simple, mais en
réalité inexacte (en isolant la singularité dans le noyau de la chaleur, nous
comprenons que 0,Y"*, 0,Y" et 8$Y\<’ contiennent une partie trés réguliére,
qu’il conviendrait d’associer a d’autres symboles, en 1’occurrence polyno-
miaux). Sous cet angle, le développement (17) suggere que la « dérivée » b
du point fixe s’écrive, dans les composantes d’homogénéité inférieure a 1/2,
sous la forme 1 + % + 2\¢ + Ju, ou u est a rapprocher de la solution de (16)
(les derniers termes dans (17) contribuent & des homogénéités supérieures a
1/2). Dire que d,u dans (16) est controlé par @, c’est certainement dire que
les composantes non nulles de du d’homogénéité inférieure a 1/2 sont 1 et .

Pour compléter le parallele avec le théoreme 5, il reste a interpréter la
renormalisation. De fagon schématique, 'objectif est d’associer, a chaque
valeur du parametre € impliqué dans la régularisation Ce de C , un modele
ME? (associé a (A, T, G)) convergeant vers M lorsque ¢ tend 0, la convergence
étant comprise comme la convergence (dans un sens ad-hoc) des applications
d’« évaluation » (Il ;)¢ . et des opérateurs de « translation » (I'°)(; 2y, (s.)

sous-jacents. Lorsque QLE est une fonction réguliere, donnée par exemple par
convolution contre un noyau temps-espace de la forme e =3p(e~%t, e 1), il
existe un choix simple de M*® permettant de reconstruire la solution du
point fixe (22) comme la solution de ’équation non-normalisée (7). Nous
n’en détaillons pas la construction, mais nous acceptons qu’il puisse étre
simple car les symboles ne modélisent, le cas échéant, que des fonctions
régulieres. Avec un tel choix, nous pouvons légitimement attendre que la
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reconstruite d’un produit soit le produit des reconstruites, par exemple
i, (V) (t, z) = [0 YZ(2, 7)]%. Vu la nécessité de renormaliser dans la propo-
sition 1, nous comprenons que, dans ce contexte, M ne peut pas converger
vers M. Clairement, renormaliser implique de déformer MF¢. La proposition
1 suggere de changer M€ en M de sorte que f[,ix(v)(t, x) = [0.Y:(t, 2)]? -
CY, pour une certaine constante CY, auquel cas f[fx(v)(t,a:) se lit comme

i(V— CY1)(t, 7). Renormaliser revient donc a appliquer, en amont, une
transformation linéaire aux symboles de la structure et a utiliser, ensuite,
le modele simple. Dans le cas de KPZ, cette transformation envoie v sur
v —CY1, W sur W — CV1 et ¢ sur ¢ — C’;Ql, pour des constantes CV, C=”
et C’;Q dépendant de p, CY divergeant comme 1/¢, et Cy et Cs’ divergeant
logarithmiquement. Le lecteur pourra comparer avec les propositions 1 et 2.

6. CONCLUSION

Cette note avait pour but de présenter une partie du cheminement suivi
par Martin Hairer depuis son travail sur ’équation de KPZ et les trajectoires
rugueuses jusqu’a la formulation de la théorie plus générale des structures
de régularité. Dans un souci de simplification, un certain nombre d’éléments
ont néanmoins été passés sous silence. A titre d’exemple, nous n’avons pas
abordé la partie technique de la renormalisation, & savoir les démonstrations
des propositions 1 et 2, qui exploitent de facon essentielle le caractére gaus-
sien du bruit blanc. De méme, dans I’étude de I’équation de KPZ a I’aide de
la théorie des structures de régularité, nous n’avons pas explicité la construc-
tion du groupe de translations, noté G dans la définition 6. Dans [11, Section
8], G est associé a un groupe de formes linéaires, agissant sur une algebre de
Hopf construite a partir de symboles 7 € T' d’homogénéité positive. Enfin, il
faut souligner que la décomposition (22) n’est pas celle utilisée par Martin
Hairer. Comme il y a été fait allusion dans la section §5.3, il convient en
réalité de dissocier, dans la convolution contre la solution fondamentale de
la chaleur, la partie singuliere, localisée en temps et en espace au voisinage
de l'origine, de la partie réguliére, assimilée a une convolution contre un
noyau régulier. Ce découpage ajoute, de facto, des éléments polynomiaux a
la structure T'.

Il faut par ailleurs noter que les arguments de la section 5 ne fonctionnent
pas en dimension d > 2 : le cas échéant, = a pour homogénéité [—(d/2+1)]~
et, donc, v a pour homogénéité (—d)~, de sorte que ’homogénéité ne croit
pas sous l'action du noyau de la chaleur.

Dans [11], d’autres équations singuliéres sont traitées. Tel est le cas de
I'équation ®* en dimension 3, issue de la théorie quantique des champs :

(23) at¢(t7x) = a:%x(b(tvx) - ¢3(ta .7}) + é(t,x), t> Oa T e R37

ou C est un bruit blanc temps-espace de dimension spatiale 3. Une simple
répétition des calculs de la section §1.4, ou de facon équivalente des cal-
culs d’homogénéité ci-dessus, montre, qu’en dimension d = 2, la solution de
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I’équation de la chaleur stochastique est une distribution. Lorsque d = 3,
Pordre de régularité est comparable a celui de la dérivée de la solution de la
chaleur stochastique en dimension 1. En particulier, la définition de la non-
linéarité cubique présente des difficultés comparables a celles rencontrées
dans la résolution de KPZ. Le lecteur pourra aussi consulter le travail
précurseur de DaPrato et Debussche [4] sur le cas intermédiaire d = 2.
Enfin, il est a souligner que Gubinelli, Imkeller et Petrowski ont, de facon
a peu pres parallele, proposé une approche alternative pour résoudre KPZ
et ®*. L’idée consiste également & régulariser le bruit et & étudier la conver-
gence des solutions des équations régularisées apres correction par addition
de contre-termes. En revanche, I’équation vérifiée a la limite n’est pas for-
mulée dans un espace abstrait, mais est interprétée a l’aide de 'analyse de
Fourier, utilisée pour étendre la théorie de Lyons, et plus particulierement
la notion de fonctions controlées, a des distributions. Nous renvoyons & [7]
pour une comparaison avec le travail de Martin Hairer. Tres récemment,
Kupiainen, [13], a montré qu’il était possible de procéder autrement que par
régularisation du bruit : dans son travail, la stratégie utilisée vise a expurger,
a des échelles de plus en plus fines, le noyau de la chaleur de sa singularité
et a envisager, via une nouvelle procédure de renormalisation —inspirée de
Papproche « a la Wilson » de la renormalisation, [19]-, le passage & la limite.
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