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STRUCTURES COMPLEXES ET PRESQUE RÉELLES

EN PHYSIQUE,

UNE APPLICATION À LA COMPLEXIFICATION DES

DIMENSIONS.

JONOT JEAN LOUIS

Abstract. Le but de cet article est de complexifier certaines structures réelles
de la physique. Par exemple, si on prend un fibré réel, en le complexifiant
on peut définir la notion de déplacement entre deux sections, la notion de
quantité de mouvement et d’énergie des sections en déplacement l’une par
rapport à l’autre. Les formules de transformations sont du même type que les
changements de coordonnées en relativité pour un déplacement uniforme.

Ensuite, on caractérise les champs en corde, en utilisant le théorème de
redressement d’un champ. Les champs en corde sont les champs complexifiés

X + iT

pour lesquels la dérivée de Lie de X par rapport à T est de la forme

LT (X) = αX + βT .

La dernière partie est un procédé de complexification des dimensions. On
plonge l’univers Ω dans une variété Λ de grande dimension, munie d’une struc-
ture presque réelle J qui est intégrable. Une pseudo-métrique de Lorentz peut
être définie sur Ω à partir d’une métrique riemannienne. Pour cette pseudo-
métrique les feuilles espace et les feuilles chronologiques se coupent orthogo-
nalement.

1. Complexification des fibrés hilbertiens réels

On veut complexifié les fibrés hilbertiens réels. Un fibré hilbertien réel est un
fibré

ζ = (E, π,Ω,H)

dont la fibre H est espace de hilbert réel et la base est l’univers Ω. Chaque fibre
Eω (ζ) est muni d’un produit scalaire

〈• | •〉ω
pour lequel l’application

ω → 〈s (ω) | t (ω)〉ω
est C∞ pour toutes sections s et t de Γ (ζ).

Le complexifié de ζ
ζ ⊗ C ≈ ζ × ζ ≈ ζ + iζ

où le produit par un complexe est défini par

(λ+ iµ) (x, t) = (λx − µt, λt+ µx)

Date: 30/03/2015.
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pour toutes sections x et t de Γ (ζ) et toutes C∞-applications λ, µ : Ω → R.
L’opération de conjugaison est une section de Hom (ζ ⊗ C) définie par

(x, t) = (x,−t) , x et t ∈ Γ (ζ)

et l’endomorphisme de fibré définissant la structure complexe est

J (x, t) = (−t, x) [1].

On pose
s = x+ it,

où x et t sont des sections de Γ (ζ) par l’identification x = (x,o) et t = (o, t) où o

représente la section nulle de ζ.

Definition 1. Une section s = x + it de Γ (ζ ⊗ C) est un complexification de la
section réelle x.

Definition 2. Une section complexe s ∈ Γ (ζ ⊗ C) est une ϕ-section sur O si

ϕ⊗ t = x sur O.

Cela revient à dire qu’il existe une section locale ϕ de Hom (ζ) définie sur O telle
que pour tout ω ∈ O

ϕ (ω) : Eω (ζ) → Eω (ζ) , ϕ (ω) (t (ω)) = x (ω) .

L’application est un paramétrage qui donne la variation de la section espace x
par rapport à la section temps t. On peut comparer cet opérateur au paramétrage
d’une courbe. Une section d-dimensionnelle sur O ⊂ Ω est une section locale
(s1, s2, · · · , sd) de Γ (ζ ⊗ C)

d
, telle que

{s1 (ω) , s2 (ω) , · · · , sd (ω)}
est une famille libre de Eω (ζ) ⊗ C, pour tout ω appartenant à un ouvert O. Si
s ∈ Vect {s1, s2, · · · , sd} alors

s = zµsµ, z
µ ∈ C

que l’on peut écrire sous la forme

s = x+ it

avec
x = Re (zµ)R (sµ)− Im (zµ) I (sµ) ,

est une section espace et

t = Im (zµ)R (sµ) + Re (zµ) I (sµ)

est une section temps où
sµ = R (sµ) + iI (sµ) .

Definition 3. Soit s′ une autre section de Vect {s1, s2, · · · , sd}
s′ = x′ + it′,

un {ϕ, ψ}-déplacement sur O de s′ par rapport à s est la donnée de deux sections
locales ϕ et ψ sur O de Hom(ζ) telles que la condition suivante est réalisée

x′ = o =⇒ x = ϕ⊗ t et x = o =⇒ x′ = ψ ⊗ t′

où o est la section nulle et

(ϕ⊗ t) (ω) = ϕ (ω) (t (ω)) , ∀ω ∈ O.
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.

On dit que les sections s′ et s sont en déplacement uniforme sur O, l’une par
rapport à l’autre, s’il existe un {ϕ, ψ}-déplacement sur un ouvert O de Ω, de s′ par
rapport à s tel que

ψ = −ϕ,
où ϕ est une section locale de GL (ζ) définies sur l’ouvert O, c’est-à-dire que sur
chaque fibre Eω (ζ), ϕ (ω) ∈ GL (Eω (ζ)).

Remark 1. ϕ est la vitesse de s′ par rapport à s.

Dans tout cette partie, on impose une condition d’analycité des déplacements
uniformes, dans le sens suivant, toutes les tranformations considérées sont analy-
tiques par rapport à la vitesse ϕ.

Theorem 1. Si s et s′ sont en déplacement uniforme dans un fibré ζ qui vérifie
les principes de relativité sur chaque fibre de ζ, alors

{
x′ =

(
1− c−2ϕ2

)− 1

2 (x− ϕt)

t′ =
(
1− c−2ϕ2

)− 1

2

(
t− c−1ϕx

) ,

où c est la norme maximale des vitesses ϕ et 1 est la section identique de Hom(ζ).

Proof. Si on prend une famille libre de sections {s1, s2, · · · , sd} sur un ouvert O de
trivialisation de ζ, une section s = x+ it de ζ ⊗ C s’écrit

x = xµsµ et t = tµsµ

on pose
x =Tr

(
x1, x2, · · · , xd

)
et t =Tr

(
t1, t2, · · · , td

)
.

On veut calculer x′ et t′ en fonction de x et t, on impose que les propriétés de
l’espace-temps d’Einstein s’étendent aux fibres complexifiées du fibré ζ ⊗ C. On
note encore, ϕ et ψ les matrices des endomorphismes ϕ et ψ dans {s1, s2, · · · , sd}.
Si l’homogénéité de l’espace-temps reste vraie sur le complexifié de ζ, cela permet
d’écrire (

x′

t′

)
=

(
a11 a12
a21 a22

)(
x

t

)
,

avec aij ∈ Md (R) et
(

x

t

)
=

(
a11 a12
a21 a22

)−1(
x′

t′

)
.

La première condition implique que aij ∈ GL
(
Rd
)
et

(
a11 a12
a21 a22

)−1

=

( (
a11 − a12a

−1
22 a21

)−1 −
(
a11 − a12a

−1
22 a21

)−1
a12a

−1
22

−
(
a22 − a21a

−1
11 a12

)−1
a21a

−1
11

(
a22 − a21a

−1
11 a12

)−1

)
.

La relation {
x′ = a11x+ a12t

t′ = a21x+ a22t
. (1.1)

permet décrire, si x′ = o

x = ϕt et (a11ϕ+ a12) t = o
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pour tout t ∈ Md,1 (R).

a12 = −a11ϕ et x′ = a11 (x− ϕt) .

Si x = o alors x′ = ψt′ et x′ = −a11ϕt, t
′ = a22t. On en déduit que

−a11ϕt = ψa22t

pour tout t ∈ Md,1 (R) et
−a11ϕ = ψa22.

On a
−ψ−1a11ϕ = a22.

En particulier si ϕ commute avec a11, on a

−ψ−1ϕa11 = a22

et
a11 = a22.

L’hypothèse, ”ϕ commute avec a11” est vraie car la matrice a11 ne dépend que de ϕ
et donc, en utilisant le caractère analytique des déplacements, il existe une fonction
f de classe C∞, que l’on peut supposer développable en série entière, de rayon de
convergence R > 0, notée f (x) =

∑+∞
n=0 anx

n, pour laquelle si ‖ϕ‖ < R,

a11 = f (ϕ) =

+∞∑

n=0

anϕ
n.

On pose, a = a11 et b = −a−1a12. Le système 1.1 s’écrit
{

x′ = a (x− ϕt)
t′ = a (t− bx)

.

Si on prend trois sections s, s′ et s′′ en déplacement uniforme de matrices vitesse
ϕ de s′ par rapport à s, ϕ′ de s′′ par rapport à s′ et ϕ′′ de s′′ par rapport à s alors,{

x′ = a (x− ϕt)
t′ = a (t− bx)

,

{
x′′ = a′ (x′ − ϕ′t′)
t′′ = a′ (t′ − b′x′)

et {
x′′ = a′′ (x− ϕ′′t)
t′′ = a′′ (t− b′′x)

,

en combinant 



x′′ = a′ (a (x− ϕt)− ϕ′a (t− bx))
= a′a

((
Id + a−1ϕ′ab

)
x−

(
ϕ+ a−1ϕ′b

)
t
)

t′′ = a′ (a (t− bx)− b′a (x− ϕt))
= a′a

((
Id + a−1b′aϕ

)
t−

(
b+ a−1b′a

)
x
)

.

Si
∥∥a−1ϕ′ab

∥∥ < 1 et
∥∥a−1b′aϕ

∥∥ < 1, on peut inverser

Id + a−1ϕ′ab et Id + a−1b′aϕ,

alors 



x′′ = a′a
(
Id + a−1ϕ′ab

) (
x−

(
Id + a−1ϕ′ab

)−1 (
ϕ+ a−1ϕ′b

)
t
)

t′′ = a′a
(
Id + a−1b′aϕ

) (
t−

(
Id + a−1b′aϕ

)−1 (
b+ a−1b′a

)
x
) .

Le principe de relativité implique que

Id + a−1ϕ′ab = Id + a−1b′aϕ,
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c’est-à-dire, ϕ′ab = b′aϕ. Si ab = ba alors ϕ′b = b′ϕ. Les matrices a et b sont
des matrices fonctions développables en série entière de ϕ, elles commutent. On

pose k = b′ (ϕ′)−1
= b−1ϕ, cette matrice est indépendante du choix des matrices

vitesse ϕ′ et ϕ. On peut écrire

ϕ′′ =
(
Id + a−1ϕ′ab

)−1 (
ϕ+ a−1ϕ′b

)
,

b′′ =
(
Id + a−1b′aϕ

)−1 (
b+ a−1b′a

)

et

a′′ = a′a
(
Id + a−1ϕ′ab

)
= a′a

(
Id + a−1b′aϕ

)

et avec b = kϕ, b′ = kϕ′ et b′′ = kϕ′′.
{

x′ = a+ (x− ϕt)
t′ = a+ (t− kϕx)

,

où a+ = a (ϕ). La section s a pour matrice vitesse −ϕ par rapport à s′, on en
déduit {

x = a− (x′ + ϕt′)
t = a−

(
t′ + kϕx′) ,

avec a− = a (−ϕ). Si le postulat d’isotropie reste vrai cela implique que a+ = a− =
a . 




x = a (x′ + ϕt′) = a (a (x− ϕt) + ϕa (t− kϕx))
= a2

(
Id − a−1ϕakϕ

)
x

t = a
(
t′ + kϕx′) = a (a (t− kϕx) + kϕa (x− ϕt))

= a2
((
Id − a−1kϕaϕ

)
t−

(
kϕ − a−1kϕa

)
x
)

.

On a a2
(
Id − a−1ϕakϕ

)
= Id, kϕ − a−1kϕa = Od et a2

(
Id − a−1kϕaϕ

)
= Id.

Donc,

a2 = (Id − ϕkϕ)−1 =
(
Id − kϕ2

)−1

et kϕ = ϕk quelque soit ϕ ∈ Gl
(
Rd
)
, elle est donc de la forme k = λId,

a2 =
(
Id − λϕ2

)−1
.

Pour que Id − λϕ2soit inversible, il faut et il suffit que ‖ϕ‖ < 1√
|λ|

.

Si m est une matrice quelconque, on appelle racine carrée de m, une matrice n
si elle existe qui vérifie n2 = m et on pose n = m

1

2 . On en déduit

a = ±
(
Id − kϕ2

)− 1

2 ,

or si ϕ = Od, a = Id alors a =
(
Id − kϕ2

)− 1

2 . De plus λ > 0, sinon λ = 0, a = Id,
{

x′ = x− ϕt

t′ = t
,

on retombe sur des transformations du type Galilée étendues au fibré complexe, qui
sont incompatibles sur chaque fibre réelle avec les fondements de l’électromagnétisme

et si λ < 0, supposons que ϕ′ = µ′Id, ϕ =µId, alors ϕ
′′ = µ+µ′

1−|λ|µµ′
Id, pour µ > 0,

µ′ > 0 et µµ′ < − 1
k
, µ+µ′

1+λµµ′
< 0, ce qui est impossible. Nécessairement, λ > 0, on

pose c = 1√
λ
, c’est la ”constante” de la lumière qui est une valeur limite pour la

norme des matrices vitesse.
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La matrice de changement de coordonnées s’écrit dans R2d

Q =

( (
Id − c−2ϕ2

)− 1

2 −
(
Id − c−2ϕ2

)− 1

2 ϕ

−c2
(
Id − c−2ϕ2

)− 1

2 ϕ
(
Id − c−2ϕ2

)− 1

2

)
.

Remarquons que si f (x) =
(
1− x2

)− 1

2 =
∑∞

n=0 anx
2n avec

a0 = 1 et an =
1

n!

n−1∏

k=0

(
k +

1

2

)
, n > 1

pour ‖x‖ < 1 et

a =
(
Id − c−2ϕ2

)− 1

2 =

∞∑

n=0

anc
−2nϕ2n

pour ‖ϕ‖ < c. De plus, la matrice Q existe même si ϕ, n’est pas inversible. Il suffit
que ‖ϕ‖ < c pour que Q soit définie. Si s′ = x′ + it′ et s = x+ it sont des sections
de ζ, en déplacement uniforme, de vitesse ϕ telle que ‖ϕ‖ < c alors

{
x′ =

(
1− c−2ϕ2

)− 1

2 (x− ϕt)

t′ =
(
1− c−2ϕ2

)− 1

2

(
t− c−1ϕx

) ,

où c est une constante positive pour laquelle la matrice vitesse de la section lumière
est c1 où 1 est la section identique. �

On en déduit

s′ =
(
1− c−2ϕ2

)− 1

2

(
s− ϕ

(
t+ ic−1x

))

=
(
1− c−2ϕ2

)− 1

2

(
s− ic−1ϕ (x− ict)

)
.

Si on normalise c à 1,

s′ =
(
1− ϕ2

)− 1

2 (s− iϕs) .

La quantité de mouvement de la section s peut être définie par la section

p = ϕ⊗s,
où

p (ω) = (ϕ⊗s) (ω) = ϕ (ω) (s (ω)) , ω ∈ Ω.

.

Remark 2. 1)Par analogie à la relativité restreinte classique, la section E corre-
spondant à l’énergie d’une section s par rapport à la section s0 s’écrit

E = c2s,

où s =
(
1− c−2ϕ2

)− 1

2

(
s0 − ic−1ϕ (x0 − ict0)

)
et c est la norme maximale des

vitesses ϕ.
2)On suppose que le fibré ζ hilbertien réel est un fibré relativiste, dans le sens

suivant, la propriété d’homogénéité, le principe de relativité et le postulat d’isotropie
sur chaque fibre réelle Eω (ζ) sont vérifiés et qu’ils s’étendent à la fibre complexifiée

Eω (ζ)⊗ C.

3)Si ϕ définit une structure ±-presque complexe sur ζ, c’est-à-dire

ϕ2 = ±1,
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ϕ2 = 1 la structure est dite presque réelle et ϕ2 = −1 la structure est dite presque
complexe, alors tous les changements de coordonnées analytiques dans le repère
{s1, s2, · · · , sd} de ζ, de s à s′ en déplacement uniforme et de vitesse ϕ sont de la
forme {

x′ =
(
1∓ c−2

)− 1

2 (x− ϕt)

t′ =
(
1∓ c−2

)− 1

2

(
t− c−1ϕx

)

et

s′ =
(
1∓ c−2

)− 1

2

(
s− ic−1ϕ (x− ict)

)
,

si c est normalisé à 1, dans le cas presque complexe on a

s′ =
1√
2
(s− iϕs)

où s est le conjugué de s.

2. Les champs en corde du complexifié du fibré tangent

Dans ce qui suit, on munit l’univers Ω d’une métrique riemanienne g. Le fibré
ζ =

(
TΩ, π,Ω,R4

)
muni de la métrique g est un fibré hermitien réel, les sections

sont les champs de Ω. Si

X + iT et X ′ + iT ′

sont en déplacement uniforme de vitesse V , alors
{

X ′ =
(
I− c−2V 2

)− 1

2 (X − V T )

T ′ =
(
I− c−2V 2

)− 1

2

(
T − c−1V X

)

où I est la section identique de GL (ζ) et V est une section de GL (ζ). La quantité
de mouvement d’un champ complexe

Z = X + iT

est

P = V m

où m est une section de ζ, dite section de masse. La quantité
√
g (m,m)

représente la masse du champ complexe Z. Le champ Z ′ en déplacement uniforme
de vitesse V est

Z ′ =
(
I− c−2V 2

)− 1

2

(
Z − ic−1V (X − icT )

)

=
(
I− c−2V 2

)− 1

2

(
Z − iV

(1− c)Z + (1 + c)Z

2c

)
.

Un champ en corde est un champ complexe local

Z = X + iT

pour lequel

dim (Vect {X,T }) = 2

et

LT (X) = αX + βT
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pour deux C∞-applications α et β définies localement. La fonction d’onde associée
est

θ = α+ iβ,

on peut consulter [3] pour une représentation géométrique de ces champs.

Lemma 1. Si Z = X + iT et Z ′ = X ′ + iT sont des champs en corde de champ
imaginaire T alors Z ′′ = (X +X ′)+ iT et Z = λX+ iT sont des champs en corde.

Proof. On a

[T, λX ] = λ [T,X ] + LT (λ)X

= λβT + (λα+ LT (λ))X

si
[T,X ] = αX + βT.

�

Remark 3. La fonction d’onde associée au champ en corde Z = λX + iT est

λα− LT (λ) + iλβ = −LT (λ) + λ (α+ iβ) ,

si la fonction d’onde du champ en corde X + iT est φ alors la fonction d’onde du
champ en corde λX + iT est

ψ = −LT (λ) + λφ,

où LT est la dérivée de Lie le long du champ T .

Si X ∈ Γ∞ (Ω) alors en coordonnées locales X = Xµ∂µ, où X
µ : V → R est une

C∞-application. Si T = T µ∂µ alors [T,X ] = Lν∂ν avec,

Lν = T µ (∂µX
ν)−Xµ (∂µT

ν) .

On cherche à déterminer les champs X tels que

LT (X) = [T,X ] = αX + βT ,

où α et β sont des C∞-applications définies sur un ouvert V et T est un champ fixé
non nul sur V . Localement, on a

T µ (∂µX
ν)−Xµ (∂µT

ν) = αδµνX
µ + βδµνT

µ, (2.1)

pour tout ν = 0, 1, 2, 3.
Si {∂ν} est le ”local frame” associé à la carte V , les champs X = Xν∂ν pour

lesquels
X + i∂σ

est un champ en corde sont les champs qui vérifient le système d’équations différentielles

αδσν + βXν + ∂σX
ν = 0, ν = 0, 1, 2, 3.

Pour un champ T , le théorème de redressement permet de construire une carte
ϕ pour laquelle le ”local frame” associé vérifie

T = ∂0 et Tϕ (∂0) =
∂

∂t
.

Un champ local X s’écrit dans cette carte

X = Xµ∂µ,

le champ complexe
X + iT
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est un champ en corde si et seulement si il existe deux C∞-applications α et β
définies sur la carte ϕ telles que

αδ0ν + βXν + ∂0X
ν = 0, ν = 0, 1, 2, 3.

On peut écrire ce système sous la forme

βX0 + ∂TX
0 + α = 0

βXν + ∂TX
ν = 0, ν = 1, 2, 3

avec
X = X0T +Xν∂ν .

L’existence de solution s’obtient en transportant ce système dans R4 par l’isomorphisme
de carte Tϕ : TV → TR4, ce système s’écrit

∂Xν

∂t
+ βϕX

ν + αϕδ0ν = 0

avec
βϕ = β ◦ ϕ−1, αϕ = α ◦ ϕ−1 et Xν = Xν ◦ ϕ−1.

On a

Xν = kν exp

(
−
∫
βϕdt

)

avec

kν = −δ0ν
∫
αϕ exp

(
−
∫
βϕdt

)
dt+ Cν

où Cν est une fonction indépendante de t, elle ne dépend que de x, y, z. On en
déduit le théorème suivant. Ce théorème permet de déterminer le champ en corde
à partir de sa fonction d’onde.

Theorem 2. Les champs X pour lesquels X + iT est un champ en corde pour
T 6= o dans une carte

ϕ : V → R
4

dont le ”local frame” associé {∂ν , ν = 0, 1, 2, 3} vérifie

T = ∂0

avec

Tϕ⊗ ∂0 =
∂

∂t
et dont la fonction d’onde associée sur V est

θ = α+ iβ,

sont de la forme
Xν∂ν

où
Xν = Xν ◦ ϕ

et

Xν = kν exp

(
−
∫
βϕdt

)

avec

kν = −δ0ν
∫
αϕ exp

(
−
∫
βϕdt

)
dt+ Cν , Cν = Cν (x, y, z) ,

et
αϕ = α ◦ ϕ−1, βϕ = β ◦ ϕ−1.
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Supposons que sur l’univers Ω existe une structure ±-presque complexe J , si le
champ complexe

X + iT

est en déplacement uniforme par rapport à

X0 + iT0

alors on a {
X =

(
1∓ c−2

)− 1

2 (X0 − JT0)

T =
(
1∓ c−2

)− 1

2

(
T0 − c−1JX0

) .

Proposition 1. Avec les hypothèses précédentes, si

X0 + iJT0

est un champ en corde alors

X + iJT

est un champ en corde.

Proof. On a

dim (Vect {X, JT }) = dim (Vect {X0, JT0}) = 2

et

[X, JT ] =
(
1∓ c−2

)− 1

2

[
X0 − JT0, JT0 + c−1X0

]

=
(
1∓ c−2

)− 1

2

(
1 + c−1

)
[X0, JT0]

=
(
1∓ c−2

)− 1

2

(
1 + c−1

)
(αX0 + βJT0)

=
(
1∓ c−2

)− 1

2

(
1 + c−1

)
(α+ β)X +

(
1± c−2

)− 1

2

(
1 + c−1

) (
β − c−1α

)
JT .

�

Remark 4. Si la fonction d’onde de X0 + iJT0 est α+ iβ alors la fonction d’onde
de X + iJT est

(
1∓ c−2

)− 1

2

(
1 + c−1

) (
(α+ β) + i

(
β − c−1α

))

si le champ X+iT est en déplacement uniforme le long de la structure ±-complexe,
de vitesse J .

3. Complexification des dimensions

L’idée de la complexification est de coupler à chaque dimension d’espace une
dimension temps et à chaque dimension temps une dimension d’espace de telle
façon que les couples espace-temps s’identifient à une dimension complexe, dont la
partie réelle représente une dimension espace et la partie imaginaire une dimension
temps. On plonge l’univers Ω dans une variété Λ, de dimension 2n avec n > 4 et
on identifie Ω à son image dans Λ. En chaque événement ω ∈ Ω, il existe une carte
U de ω dans Λ, notée Φ telle que

Φ (Ω ∩ U) ⊂ {(x, 0, y, 0, z, 0, 0, t, 0, · · · , 0) : x, y, z, t ∈ R} ⊂ R
2n = C

n,

où l’identification de R2n à Cn est donnée par

θ (x1, y1, x2, y2, · · · , xn, yn) = (x1 + iy1, x2 + iy2, · · · , xn + iyn) .
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Le triplet (x, y, z) représente les dimensions spatiales et t la dimension temps,
avec le plongement précédent on en déduit que x, y et z sont les parties réelles
de dimensions complexes et t est la partie imaginaire d’une dimension complexe.
Supposons que la variété Λ soit munie d’une structure presque réelle J , c’est-à-dire,
d’une section de Hom(ζ) telle que

J2 = 1

où

ζ = (TΛ, π,Λ)

est le fibré tangent à Λ, l’espace total TΛ se scinde en deux sous-fibrés

TΛ = T+Λ⊕ T−Λ

où T+Λ est le sous-fibré propre associé à la valeur propre 1 et T−Λ est le sous-
fibré propre associé à la valeur propre −1. Les champs de Λ à valeurs dans T+Λ,
respectivement T−Λ, sont les champs espace, respectivement les champs temps de
Λ. On a

dim T+Λ = dimT−Λ = n.

Tout champ X de Λ se décompose de façon unique sous la forme

X = X+ +X−

où

X+ =
1

2
(X + JX)

est un champ espace et

X− =
1

2
(X − JX)

est un champ temps. Si J est intégrable, on peut feuilleter Λ en deux feuilletages
d’espace et de temps, notés respectivement

F+ et F−,

chaque feuille F+ ∈ F+ et F− ∈ F− ont pour espace tangent en λ ∈ F+ ∩ F−,
respectivement, T+

λ Λ et T−
λ Λ munis de leur structure d’espace vectorielle réelle.

Ces feuilles sont transversales. On munit Λ d’une métrique riemannienne g. Cette
métrique riemannienne g induit une métrique pseudo-riemannienne h ayant pour
forme quadratique

Qh

(
X+ +X−) = Qg

(
X+
)
−Qg

(
X−) ,

pour tout X+ ∈ Γ∞ (T+Λ) et X− ∈ Γ∞ (T−Λ).
Si on munit Λ d’une métrique riemannienne g pour laquelle

J ∈ SO (TΛ, g) , g (J ⊗X, J ⊗ Y ) = g (X,Y )

alors Γ∞ (T+Λ) et T ∈ Γ∞ (T−Λ) sont orthogonaux pour la métrique g. Pour la
pseudo-métrique h, un champ espace X vérifie Qh (X) > 0 et un champ temps
Qh (T ) 6 0. Pour la pseudo-métrique h, les feuilles espace et les feuilles temps se
coupent orthogonalement,

h
(
X+, X−) = 1

2

(
Qh

(
X+ +X−)−Qh

(
X+
)
−Qh

(
X−))

=
1

2

(
Qg

(
X+
)
−Qg

(
X−)−Qg

(
X+
)
+Qg

(
X−)) = 0.
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Les feuilles espace et temps se coupent orthogonalement pour la pseudo-métrique
h sans l’hypothèse J ∈ SO (TΛ, g). Cette pseudo-métrique induit une métrique de
Lorentz sur l’univers Ω si la dimension des feuilles espace est 3 et 1 pour les feuilles
temps. On peut donc définir un champ chronologique stable local sur Ω comme
dans [4].

Si ω ∈ Ω ⊂ Λ, TωΩ s’identifie à un sous-espace vectoriel de TωΛ. Le scindage

TωΛ = T+
ω Λ⊕ T−

ω Λ

induit un scindage

TωΩ = T+
ω Ω⊕ T−

ω Ω.

Si ζ± = (∪ω∈ΩT
±
ω Ω, π,Ω) sont des sous-fibrés de ζ = (TΩ, π,Ω) alors ils sont

complètement intégrables. Les champs X± et Y ± de Γ∞ (ζ±) vérifient
[
X±, Y ±] ∈ Γ∞ (ζ±

)

grâce à l’intégrabilité de la structure presque réelle J . Chaque événement ω ap-
partient à une feuille espace et une feuille temps de Ω, une feuille espace est une
sous variété F+ ⊂ Ω telle que T (F+)⊂T+Λ et une feuille temps F− ⊂ Ω est une
sous-variété de Ω vérifiant T (F−) ⊂ T−Λ. On peut feuilleter en espace et en temps
le voisinage d’un événement avec

dim
(
F+
)
+ dim

(
F−) = 4.

Lorsque dim (F+) = 3 et dim (F−) = 1, on est dans l’espace relativiste d’Einstein,
dans cette situation on a un champ chronologique stable T . On rappelle qu’un
champ chronologique T est stable en ω ∈ Ω si il existe une carte U en ω telle que si

T = tν∂ν

pour le local frame associé à la carte U on ait

∂k
(
tjhij

)
= ∂i

(
tjhkj

)
, ∀i, ∀k

où

hij = h (∂i, ∂j) ,

et h est la métrique de Lorentz induite sur Ω. T est stable sur l’ouvert W ⊂ Ω si
T est stable en chaque point ω ∈ Ω.

Definition 4. Une structure presque complexe K sur Λ est instable pour J si

K
(
T+Λ

)
⊂ T−Λ et K

(
T+Λ

)
⊂ T−Λ,

si le crochet de Poisson vérifie

{K, J} = o

alors K est instable pour J . On dit que K est stable si

[K, J ] = o

alors

K
(
T+Λ

)
⊂ T+Λ et K

(
T−Λ

)
⊂ T−Λ.

Pour une structure presque complexe K, une condition nécessaire et suffisante
pour que K induise une structure complexe sur Λ est que le tenseur de Nijenhuis

N (X,Y ) = [X,Y ] +K [KX,Y ] +K [X,KY ]− [KX,KY ]

soit identiquement nul, c’est le théorème de Newlander-Nirenberg [1] ou [5].
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On pose pour un champ X ,

X = X+ +X−

X+ ∈ T+Λ et X− ∈ T−Λ, pour une structure presque complexe K vérifiant

K
(
X+
)
= −X−,K

(
X−) = X+,

K définit une structure presque complexe instable sur Λ. On peut calculer le tenseur
de Nijenhuis,

N
(
X+, Y +

)
=
[
X+, Y +

]
−K

[
X−, Y +

]
−K

[
X+, Y −]−

[
X−, Y −]

N
(
X−, Y −) =

[
X−, Y −]+K

[
X+, Y −]+K

[
X+, Y −] −

[
X+, Y +

]

N
(
X+, Y −) =

[
X+, Y −]−

[
X−, Y −]+ −

[
X+, Y +

]−
+
[
X−, Y +

]

=
[
X+, Y −]+

[
X−, Y +

]

et

N
(
X−, Y +

)
=
[
X−, Y +

]
−
[
X+, Y +

]− −
[
X−, Y −]+ +

[
X+, Y −]

=
[
X−, Y +

]
+
[
X+, Y −]

car J est intégrable, en sommant

N (X,Y ) = 2
([
X+, Y −]+

[
X−, Y +

])

que l’on peut écrire en posant

X+ =
1

2
(X + JX) et X− =

1

2
(X − JX)

N (X,Y ) =
1

2
([X,Y ]− [JX, JY ]) .

Si K est intégrable on a
[JX, JY ] = [X,Y ] .

Theorem 3. Une structure presque réelle J , qui est intégrable induit une structure
holomorphe sur Λ si

[JX, JY ] = [X,Y ] , (3.1)

pour tous les champs X et Y de Λ.

Remark 5. 1)La structure holomorphe définie est la complexification des dimen-
sions de Λ,

2)L’équation 3.1 est équivalente à

[JX, Y ] = [X, JY ] ,

on dit que la structure presque réelle J sur Λ, commute dans le crochet de Lie.

On peut élargir la notion de complexification des dimensions de l’univers Ω, en
le plongeant dans un univers Λ sur lequel il existe une section J de Hom (TΛ)
diagonalisable, c’est-à-dire, pour laquelle il existe des C∞-applications

ςν : Λ → R, ν = 1, · · · , k
telles que

T νΛ = (∪λ∈Λ Ker (J (λ)− ςν (λ) IdTλΛ) , πν ,Λ)

est un sous-fibré de
T Λ = (TΛ, π,Λ)
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avec T Λ est la somme de Whitney des T νΛ,

T Λ = ⊕k
ν=1T νΛ.

Definition 5. J est intégrable si pour tous champs X,Y ∈ Γ (T νΛ) alors [X,Y ] ∈
Γ (T νΛ) pour tous les indices ν = 1, · · · , k.

On peut définir une famille de feuilletages {Fν} locaux, deux à deux transversaux
de Λ qui induisent des feuilletages locaux de Ω au voisinage de ω car

ω → TωΩ ∩ T ν
ω Λ

est complètement intégrable sous les hypothèses J intégrable et

T νΩ = ∪ω∈ΩTωΩ ∩ T ν
ω Λ

est un sous-fibré de TΩ.

Definition 6. Une structure presque complexe K est σ-stable s’il existe une per-
mutation σ de {1, 2, · · · , k} telle que

K (T νΛ) ⊂ T σ(ν)Λ,

pour tout ν ∈ {1, 2, · · · , k}.
Soit K, la section des endomorphismes de TΛ définie par

(K ◦ pν)⊗X = (−1)
ν
pσ(ν) ⊗X ,

où pν est la section des projections sur T νΛ parallèlement à

T 1Λ⊕ T 2Λ⊕ · · · ⊕ T̂ νΛ⊕ . . .⊕ T kΛ.

La section K est une structure presque complexe si

σ (ν) + ν ≡ 1 (mod 2)

pour tout ν ∈ {1, 2, · · · , k}. On suppose que K est une structure presque complexe
et on calcule le tenseur de Nijenhuis. Si on pose

Xν = pν ⊗X

on a

N (Xν , Yµ) = [Xν , Yµ] + (−1)
ν
K
[
Xσ(ν), Yµ

]

+ (−1)
µ
K
[
Xν , Yσ(µ)

]
+ (−1)

ν+µ+1 [
Xσ(ν), Yσ(µ)

]

en sommant

N (X,Y ) =
k∑

ν,µ=1

[Xν , Yµ] +
k∑

ν,µ=1

(−1)ν K
[
Xσ(ν), Yµ

]

+

k∑

ν,µ=1

(−1)
µ
K
[
Xν , Yσ(µ)

]
+

k∑

ν,µ=1

(−1)
ν+µ+1 [

Xσ(ν), Yσ(µ)
]

=

k∑

ν,µ=1

(
(−1)

ν
K
[
Xσ(ν), Yµ

]
+ (−1)

µ
K
[
Xν , Yσ(µ)

])

= K

(
k∑

ν,µ=1

(
(−1)

ν [
Xσ(ν), Yµ

]
+ (−1)

µ [
Xν , Yσ(µ)

])
)
,
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en prenant pour convention Xτ = Xρ si τ ≡ ρ (mod k). Le tenseur de Nijenhuis
est nul si et seulement si

k∑

ν,µ=1

(
(−1)

ν [
Xσ(ν), Yµ

]
+ (−1)

µ [
Xν , Yσ(µ)

])
= o

en utilisant les projections pν

k∑

ν,µ=1

(
(−1)

ν [
pσ(ν) ⊗X, pµ ⊗ Y

]
+ (−1)

µ [
pν ⊗X, pσ(µ) ⊗ Y

])
= o,

on a plusieurs structures complexes sur Λ qui préservent la section des endomor-
phismes diagonalisables de Hom (TΛ).

Theorem 4. Si J est une section d’endomorphismes diagonalisables de Hom(TΛ)
et soit σ une permutation de {1, 2, · · · , k}, où k est le nombre de fonctions propres
de J , telle que

σ (ν) + ν ≡ 1 (mod 2)

et J est intégrable alors J induit une structure complexe sur Λ si et seulement si le
tenseur

T (X,Y ) =
k∑

ν,µ=1

(
(−1)ν

[
pσ(ν) ⊗X, pµ ⊗ Y

]
+ (−1)µ

[
pν ⊗X, pσ(µ) ⊗ Y

])

est identiquement nul où pν est la section des projections sur T νΛ parallèlement à

T 1Λ⊕ T 2Λ⊕ · · · ⊕ T̂ νΛ⊕ . . .⊕ T kΛ.

Remark 6. Ces notions peuvent s’étendre aux structures de fibré réel

ζ = (E, π,Λ,H)

dont la fibre H est un espace de vectoriel réel de dimension finie. On note R (ζ)
l’ensemble des structures presque réelles J de ζ, c’est-à-dire, les sections d’endomorphismes
du fibré ζ pour lesquelles

J2 = 1.

On a

dim ζ = 2n,

et si s ∈ ζ

s+ =
1

2
(s+ J ⊗ s) ∈ Γ (Ker (J − 1)) et s− =

1

2
(s− J ⊗ s) ∈ Γ (Ker (J + 1))

où 1 (λ) = IdEλ(ζ) et Ker (J ± 1) sont les fibrés associés aux valeurs propres ∓1.
Chaque section s s’écrit

s = s+ + s−

et l’application de conjuguaison

Q : s+ → s−

est un isomorphisme sur chaque fibre de Eλ (Ker (J − 1)) sur Eλ (Ker (J + 1)).
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4. Conclusion

Dans la première partie, on s’intéresse à la notion de déplacement d’une section
d’un fibré par rapport à une autre. Si le fibré est relativiste, on montre que la norme
des matrices vitesse est inférieure à une constante c. Par analogie avec la relativité
restreinte on définit la notion de quantité de mouvement et d’énergie d’une section
par rapport à une autre comme des sections du fibré complexifié.

On fait un retour aux champs en corde et on donne un procédé permettant
de calculer tous ces champs pour une fonction d’onde fixée. Ensuite, on propose
de donner une méthode de complexification des dimensions de l’univers Ω. Pour
étudier cet univers, on le plonge dans une variété Λ, de grande dimension, qui est
munie d’une structure presque réelle J et d’une métrique riemannienne g. Cela
permet de définir une métrique de Lorentz sur Ω. On peut ainsi feuilleter l’univers
en feuille espace et temps. Chaque dimension espace peut être définie comme la
partie réelle d’une dimension complexe et chaque dimension temps peut être décrite
comme la partie imaginaire d’une dimension complexe de Λ. L’intérêt de cette
complexification est de symétriser les dimensions d’espace et de temps. Ce procédé
a été proposé en théorie des cordes et en relativité complexe. Les dimensions
inobservables existent dans la variété Λ, c’est un artifice mathématique pour faire
des calculs dans Ω. La question que l’on peut se poser est la suivante, la variété Λ
a-t-elle un sens physique?
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