N
N

N

HAL

open science

STRUCTURES COMPLEXES ET PRESQUE REELLES EN
PHYSIQUE, UNE APPLICATION A LA COMPLEXIFICATION
DES DIMENSIONS

Jean Louis Jonot

» To cite this version:

Jean Louis Jonot. STRUCTURES COMPLEXES ET PRESQUE REELLES EN PHYSIQUE, UNE APPLICATION
A LA COMPLEXIFICATION DES DIMENSIONS. [Rapport de recherche] Académie de Versailles. 2015. <hal-

01137579v3)

HAL Id: hal-01137579
https://hal.science/hal-01137579v3

Submitted on 27 Mar 2016

HAL is a multi-disciplinary open access archive
for the deposit and dissemination of scientific re-
search documents, whether they are published or not.
The documents may come from teaching and research
institutions in France or abroad, or from public or pri-
vate research centers.

L’archive ouverte pluridisciplinaire HAL, est des-
tinée au dépot et a la diffusion de documents scien-
tifiques de niveau recherche, publiés ou non, émanant
des établissements d’enseignement et de recherche
francais ou étrangers, des laboratoires publics ou
privés.

Distributed under a Creative Commons CC BY 4.0 - Attribution - International License


https://hal.science/hal-01137579v3
https://creativecommons.org/licenses/by/4.0/
https://creativecommons.org/licenses/by/4.0/
https://hal.archives-ouvertes.fr

STRUCTURES COMPLEXES ET PRESQUE REELLES
EN PHYSIQUE,

UNE APPLICATION A LA COMPLEXIFICATION DES
DIMENSIONS.

JONOT JEAN LOUIS

ABSTRACT. Le but de cet article est de complexifier certaines structures réelles
de la physique. Par exemple, si on prend un fibré réel, en le complexifiant
on peut définir la notion de déplacement entre deux sections, la notion de
quantité de mouvement et d’énergie des sections en déplacement 'une par
rapport & I’autre. Les formules de transformations sont du méme type que les
changements de coordonnées en relativité pour un déplacement uniforme.

Ensuite, on caractérise les champs en corde, en utilisant le théoréme de
redressement d’un champ. Les champs en corde sont les champs complexifiés

X 44T
pour lesquels la dérivée de Lie de X par rapport a T est de la forme
L7 (X)=aX+pT.

La derniére partie est un procédé de complexification des dimensions. On
plonge 'univers € dans une variété A de grande dimension, munie d’une struc-
ture presque réelle J qui est intégrable. Une pseudo-métrique de Lorentz peut
étre définie sur © & partir d’'une métrique riemannienne. Pour cette pseudo-
métrique les feuilles espace et les feuilles chronologiques se coupent orthogo-
nalement.

1. COMPLEXIFICATION DES FIBRES HILBERTIENS REELS

On veut complexifié les fibrés hilbertiens réels. Un fibré hilbertien réel est un
fibré
¢=(E,mQ,H)
dont la fibre H est espace de hilbert réel et la base est I'univers Q. Chaque fibre
E, (¢) est muni d’un produit scalaire

(o] o),
pour lequel 'application
w = (s (W) |t (w))
est C'™° pour toutes sections s et ¢ de I"(¢).
Le complexifié de ¢

w

(RC=(x(~(+iC
ou le produit par un complexe est défini par
(A +ip) (z, 1) = (Ao — pt, At + pa)
Date: 30/03/2015.

Key words and phrases. Structure presque complexe; champs en corde; crochet de Lie;tenseur
de Nijenhuis.
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pour toutes sections z et ¢t de I'(¢) et toutes C°-applications A, u : Q@ — R.
L’opération de conjugaison est une section de Hom (¢ ® C) définie par

(x,t) = (x,—t),xett €T (()
et ’endomorphisme de fibré définissant la structure complexe est
J(z,t) = (—t,z) [1].
On pose
s =x +1t,
ou z et t sont des sections de I' (¢) par l'identification z = (z,0) et t = (0,t) o 0
représente la section nulle de (.

Definition 1. Une section s = x + it de I' (( ® C) est un complezification de la
section réelle x.

Definition 2. Une section complexe s € T' (( ® C) est une p-section sur O si
pRt=ua surO.

Cela revient a dire qu’il existe une section locale ¢ de Hom (¢) définie sur O telle
que pour tout w € O

¢ (W) : By (Q) = Eu (Q), ¢ (w) (t(w)) =z (w).
L’application est un paramétrage qui donne la variation de la section espace x
par rapport a la section temps . On peut comparer cet opérateur au paramétrage

d’une courbe. Une section d-dimensionnelle sur O C € est une section locale
(51,82, - ,8¢) de ' (( ® (C)d, telle que

{51 (w) ) 52 (w) y' Tty 8d (w)}
est une famille libre de E,, (¢) ® C, pour tout w appartenant & un ouvert O. Si
s € Vect {s1, 2, -+, 84} alors

s=2zls,, 2MeC
que 'on peut écrire sous la forme
s=ux+1it

avec

= Re (2#) R (s,) — Im (") T (s,
est une section espace et

t =1Im (2*)R (s,) + Re (z#) I (su)
est une section temps ol
Su="TR(su) +1L(s).
Definition 3. Soit s’ une autre section de Vect {s1, 82, -, 54}
s =2 +it,
un {p, ¥ }-déplacement sur O de s’ par rapport a s est la donnée de deux sections
locales ¢ et ¢ sur O de Hom (¢) telles que la condition suivante est réalisée
=0 = r=pQRtetx=0 —= 2 =Yt

ot o est la section nulle et
(p@t) (w) =pw)(tW)), YweO.
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On dit que les sections s’ et s sont en déplacement uniforme sur O, 'une par
rapport & lautre, s’il existe un {p, ¥ }-déplacement sur un ouvert O de €, de s’ par
rapport a s tel que

1/} = =¥,
ol ¢ est une section locale de GL (¢) définies sur 'ouvert O, c’est-a-dire que sur
chaque fibre E,, (¢), ¢ (w) € GL (E,, (¢)).

Remark 1. ¢ est la vitesse de s’ par rapport a s.

Dans tout cette partie, on impose une condition d’analycité des déplacements
uniformes, dans le sens suivant, toutes les tranformations considérées sont analy-
tiques par rapport a la vitesse .

Theorem 1. Si s et s’ sont en déplacement uniforme dans un fibré ¢ qui vérifie
les principes de relativité sur chaque fibre de (, alors

_1
= (1—c29%) % (x— pt)
1
t'=(1-c"2p%) 2 (t—cox)
ot ¢ est la norme mazximale des vitesses ¢ et 1 est la section identique de Hom (¢).

)

Proof. Si on prend une famille libre de sections {s1, s2,- -+, s4} sur un ouvert O de
trivialisation de (, une section s = = + it de ( ® C s’écrit

x=2als, ett=1"s,
on pose
x =1r (ml,xQ, e ,xd) et t="" (tl,tQ, e ,td) .

On veut calculer x’ et t’ en fonction de x et t, on impose que les propriétés de
I’espace-temps d’Einstein s’étendent aux fibres complexifiées du fibré ( ® C. On
note encore, @ et ¢ les matrices des endomorphismes ¢ et ¥ dans {s1,s2, -+ , 84}
Si ’homogénéité de ’espace-temps reste vraie sur le complexifié de (, cela permet

d’écrire
XI . aj] a2 X
t/ o az1 A2 t ’
—1 /
X _ aj; aAj2 X
()=o) (0)

N oy . . d
La premiere condition implique que a;; € GL (]R ) et
-1
ajlp a2
a1 Qa2
1 -1 1 —1 1
o (311 — aj2dagy 321) - (311 — aj2daqgy 321) aj12a99

1 —1 1 1 1
Az — aAz1aqq 312) a1 (322 —agjayg 312)

avec a;; € My (R) et

La relation

(1.1)

x' = anx -+ a12t
t' = a2 X + aggt

permet décrire, si x' = o

x=¢tet (aj1p+ap)t=o0
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pour tout t € Mg (R).
a2 = 7&11@ et XI = all (X — gﬁt) .

Six = o alors X’ = ¢t’ et X' = —aj;pt, t’ = axt. On en déduit que

—ajpt = Yay,t
pour tout t € My 1 (R) et

—aip = Pay,.

On a

— lagp = an.
En particulier si ¢ commute avec a;j, on a

—p " pay; = agn
et

aj]p = az2.

L’hypothese, ” p commute avec a;;” est vraie car la matrice a;; ne dépend que de ¢

et donc, en utilisant le caractere analytique des déplacements, il existe une fonction

f de classe C'°°, que 'on peut supposer développable en série entiere, de rayon de

convergence R > 0, notée f (z) = :i% anz™, pour laquelle si [|¢| < R,

—+o0
an = f(p) =Y anp™
n=0

1

On pose, a =aj; et b= —a "ajs. Le systeme 1.1 s’écrit

{ x =a(x— ¢t)
t' =a(t — bx)

Si on prend trois sections s, s’ et s en déplacement uniforme de matrices vitesse
@ de s’ par rapport a s, ¢’ de s’ par rapport & s’ et ¢ de s” par rapport & s alors,

X/ — a(X _ (lpt) X// — a\/ (X/ _ (lplt/)
t'=a(t—bx) '| t'=a (t' —b'x)
et
X// — a// (X _ (p//t)
t// — a// (t _ b//x) I
en combinant
x"=a'(a(x— pt) — ’a(t — bx))
=aa((I;+a'¢'ab)x— (¢ +a '¢'b)t)
t’ =a’(a(t —bx) —b'a(x — ¢t))
=a'a((Is+a 'bap)t — (b+a 'b'a)x)
Si Ha_1<p'abH <let Ha_lb’agoH < 1, on peut inverser
I;+a 'Yabet I;+a 'bagp,
alors
x" =aa(Ig+atyab) (x — (Is+ a’lgp’ab)f1 (¢ +al¢'b) t)
t’" =a'a(Il;+a 'bay) (t — (I + a_lb’ago)_1 (b+a~'ba) X)
Le principe de relativité implique que

I;+a '¢ab=1;+a 'bay,
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c’est-a-dire, ¢’ab = b’ap. Si ab = ba alors ©'b = b’p. Les matrices a et b sont
des matrices fonctions développables en série entiere de ¢, elles commutent. On
pose k = b’ ((p’)_l = b~ !y, cette matrice est indépendante du choix des matrices
vitesse ¢’ et ¢. On peut écrire

s0// _ (Id + aflcp’ab)_l (90 + ailcp/b) :

b’ = (I;+a 'Bap) " (b+a 'ba)
et
a’ =a'a(l;+a 'Yab) =a’a(I;+a 'bayp)
et avec b = kp, b’ = k¢’ et b” = k¢".
{ x' =a; (x — pt)
t'=a; (t —kpx) ’

ou a; = a(p). La section s a pour matrice vitesse —p par rapport & s, on en

déduit

x=a_ (x' + pt)

t=a_ (t/ +kex') ’
avec a_ = a(—¢). Sile postulat d’isotropie reste vrai cela implique que a; = a_ =
a.

x=a(x' +¢t') = a(a(x - ¢t) + pa(t —kex))
= a? (I —a 'paky) x
t=a(t' + kex') =a(a(t — kex) + kpa (x — ¢t))
=a? ((Is — a~'kpap) t — (kg — a~'kya) x)
On a a? (I; — a~'paky) = I, kg — a~'kpa = Oy et a2 (I; — a~'kypap) = I,.
Donc,

_ -1
a® = (Is — pkp) ' = (Is — k¢?)
et ko = pk quelque soit ¢ € Gl (]Rd), elle est donc de la forme k = A\,

a® = (I, — \g®) .

Pour que I; — A\p?soit inversible, il faut et il suffit que ||| < \/ﬁ

Si m est une matrice quelconque, on appelle racine carrée de m, une matrice n
si elle existe qui vérifie n? = m et on pose n = m=. On en déduit

_1
2

a==(I; - ko) 2,

orsi p =0y, a=1I4alorsa= (I —k(p2)_5. De plus A > 0, sinon A = 0, a = I,

x' =x— ot
t'=t

on retombe sur des transformations du type Galilée étendues au fibré complexe, qui
sont incompatibles sur chaque fibre réelle avec les fondements de I’électromagnétisme

et si A < 0, supposons que ¢’ = p'Iy, ¢ =uly, alors ¢’ = 1—_%\'%1(1, pour p > 0,

’ ’ 1 ptp
p>0et pp <_E71+/\—W

pose ¢ = %, c’est la "constante” de la lumiere qui est une valeur limite pour la

< 0, ce qui est impossible. Nécessairement, A > 0, on

norme des matrices vitesse.



6 JONOT JEAN LOUIS

La matrice de changement de coordonnées s’écrit dans R?¢

(L — cfz(pz)*% — (L 2p?)”
—E(L—c2p?) Ty (Ig — ¢ 2¢?)~

Remarquons que si f (z) = (1 —2?) % =307, a,z*" avec

1% 1
aozletan:EH(k—i—?),nZl
"k=0

Nl= ol

Q=

(NI

pour ||z|| <1 et
_1 >
a—= (Id _ C_QQDQ) 2 _ Z anc—2n(‘02n
n=0

pour ||¢]| < ¢. De plus, la matrice Q existe méme si @, n’est pas inversible. Il suffit
que ||¢|| < ¢ pour que Q soit définie. Si s’ = a’ + it’ et s = x + it sont des sections
de ¢, en déplacement uniforme, de vitesse ¢ telle que ||¢|| < ¢ alors

{ v =(1- 0_2@2)1_% (x — pt)
= (1—c29%) 2 (t—ctoz)

ol ¢ est une constante positive pour laquelle la matrice vitesse de la section lumiere
est ¢l ou 1 est la section identique. [

)

On en déduit

La quantité de mouvement de la section s peut étre définie par la section

p = pQ®s,

P (W) = (p@s) (W) = ¢ (W) (s (W), w € 2.

Remark 2. 1)Par analogie a la relativité restreinte classique, la section € corre-
spondant a l’énergie d’une section s par rapport a la section sqg s’écrit

E =,

Yo (zg —ictg)) et ¢ est la norme mazimale des

ou s = (1 — 072g02)7% (so —ic”
vitesses .

2)On suppose que le fibré ¢ hilbertien réel est un fibré relativiste, dans le sens
sutvant, la propriété d’homogénéité, le principe de relativité et le postulat d’isotropie

sur chaque fibre réelle E,, (¢) sont vérifiés et qu’ils s’étendent a la fibre complexifiée
E, (¢)®C.
3)Si ¢ définit une structure t-presque complexe sur ¢, c’est-a-dire

@? = =1,
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©? =1 la structure est dite presque réelle et > = —1 la structure est dite presque
complexe, alors tous les changements de coordonnées analytiques dans le repere
{s1,82, -+ ,84} de {, de s a s’ en déplacement uniforme et de vitesse ¢ sont de la
forme

{ o =(1F 0_2);% (z — pt)
t'=(1Fc?) 2 (t—c o)
et

s=(17F 072)_% (s —ic ' (z —ict)) ,
st ¢ est normalisé a 1, dans le cas presque complexe on a

/
S =

1 ( 15
— (s —iyps
V2 7
ou 3 est le conjugué de s.

2. LES CHAMPS EN CORDE DU COMPLEXIFIE DU FIBRE TANGENT

Dans ce qui suit, on munit I'univers 2 d’une métrique riemanienne g. Le fibré
¢ = (TQ, 7,9 R?*) muni de la métrique g est un fibré hermitien réel, les sections
sont les champs de €. Si

X +iT et X' +iT’
sont en déplacement uniforme de vitesse V, alors
1
X' =(I-c2V?) *(X-VT)
1
T'=(I1-c?V%) * (T -c'VX)

ou I est la section identique de GL (¢) et V est une section de GL ({). La quantité
de mouvement d’un champ complexe

Z =X+1iT
est
P=Vm
ol m est une section de (, dite section de masse. La quantité
g(m,m)

représente la masse du champ complexe Z. Le champ Z’ en déplacement uniforme
de vitesse V est

7' = (1—c2V?) " * (2 —ic™'V (X —icT))
Z+(1+ c)E)

_ —27,2\~ 3% o)
—(I—c V) (Z—ZV 50

Un champ en corde est un champ complexe local
Z=X+1iT
pour lequel
dim (Vect {X,T}) =2

et
Lt (X) :CYX—I—ﬁT
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pour deux C'*°-applications « et 3 définies localement. La fonction d’onde associée
est

0=a+ip,
on peut consulter [3] pour une représentation géométrique de ces champs.

Lemma 1. Si Z = X +4T et Z' = X' + 1T sont des champs en corde de champ
imaginaire T alors Z" = (X + X') 44T et Z = AX +iT sont des champs en corde.

Proof. On a
[T AX]=AT,X]|+Lr( M) X
=T+ (Aa+Lr(N\)X

si

[T, X] = aX + BT

Remark 3. La fonction d’onde associée au champ en corde Z = A\X +iT est
/\Ot*LT (/\)‘FZ)\ﬂ = 7LT(>\> +>\(Ot+iﬂ>,

si la fonction d’onde du champ en corde X + iT est ¢ alors la fonction d’onde du
champ en corde AX +iT est

Y =—Lr (A + A,
ou Lt est la dérivée de Lie le long du champ T.

Si X € I'™ () alors en coordonnées locales X = X#0,, ou X* : V — R est une
C®-application. Si T' = T*9, alors [T, X| = L"0, avec,
L =T#(0,X") — X" (0,T").
On cherche a déterminer les champs X tels que
Ly (X)=[T.X] = aX + BT,
ou « et B sont des C'*°-applications définies sur un ouvert V et 1" est un champ fixé
non nul sur V. Localement, on a
TH (0, X") — XM (0,T") = adp X* + B0, TH, (2.1)
pour tout v =0,1,2, 3.
Si {0,} est le 7local frame” associé & la carte V), les champs X = X"9, pour
lesquels
X 410,
est un champ en corde sont les champs qui vérifient le systeme d’équations différentielles
@by + XY + 0, X" =0,v=0,1,2,3.

Pour un champ T, le théoréme de redressement permet de construire une carte
)
o pour laquelle le ”local frame” associé vérifie

5]
T =0 et Ty (d) = pre

Un champ local X s’écrit dans cette carte
X = X"0,

le champ complexe
X +iT
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est un champ en corde si et seulement si il existe deux C*°-applications «a et (8
définies sur la carte ¢ telles que

ado, + BXY + 0 XY =0,v=0,1,2,3.
On peut écrire ce systeme sous la forme
BX?+0rX°+a=0
BXY +0rXY =0,v=1,2,3
avec
X =XT+ X"9,.

L’existence de solution s’obtient en transportant ce systeme dans R* par I’isomorphisme
de carte Ty : TV — TR*, ce systeme s’écrit

% + XY + a0, =0
avec
Be :ﬁogo_l, Qp :ao<p_1 et X¥ :X”ogp_l.
On a
XY =k, exp <— /det)
avec

k, = —50V/ag, exp (— /ﬁg,dt) dt+ C,

ou C), est une fonction indépendante de t, elle ne dépend que de z,y,z. On en
déduit le théoreme suivant. Ce théoréeme permet de déterminer le champ en corde
a partir de sa fonction d’onde.

Theorem 2. Les champs X pour lesquels X + iT est un champ en corde pour
T # o dans une carte

w:V—>R*
dont le "local frame” associé {0,,v =0,1,2,3} vérifie
T =0
avec
Te®dy = %
et dont la fonction d’onde associée sur )V est
0=a+ip,
sont de la forme
X0,
ol
X"=X"o0¢p
et
X" =k, exp (— /det)
avec
k, = 7501,/0@ exp < /ﬂwit) dt+¢C,, C, =C, (z,y,2),
et

ap=aopt, Bp=PFop .
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Supposons que sur 'univers {2 existe une structure +-presque complexe J, si le

champ complexe

X 44T
est en déplacement uniforme par rapport a

Xo + 1o
alors on a )

X = (1 F 072)75 (XO — JT())
1
T = (1Fc2) 7% (Ty - e JXo)

Proposition 1. Avec les hypothéses précédentes, si

Xo +1JTy
est un champ en corde alors
X +4JT
est un champ en corde.
Proof. On a
dim (Vect { X, JT}) = dim (Vect {Xo, JTp}) = 2
et

[Xo — JTo, JTo + ¢ ' Xo]

(14 ¢ [Xo, JTo)

w7 (1+cY) (aXo+ BJITy)
(

1t (a+B) X+ (1+c2) 7 (1+c) (8—ca)JT.
O
Remark 4. Si la fonction d’onde de Xo+iJTy est a+ i alors la fonction d’onde
de X +1JT est
(52 (1+ ) ((a+8) +i (B—cla))

si le champ X +1iT est en déplacement uniforme le long de la structure +-compleze,
de vitesse J.

3. COMPLEXIFICATION DES DIMENSIONS

L’idée de la complexification est de coupler a chaque dimension d’espace une
dimension temps et a chaque dimension temps une dimension d’espace de telle
fagon que les couples espace-temps s’identifient a une dimension complexe, dont la
partie réelle représente une dimension espace et la partie imaginaire une dimension
temps. On plonge 'univers 2 dans une variété A, de dimension 2n avec n > 4 et
on identifie 2 a son image dans A. En chaque événement w € (), il existe une carte
U de w dans A, notée ® telle que

@(QQU) C {(xvoayvoazaovoatvoa"' 50) : x,y,z,t GR} CRQ" :Cnv
ou l'identification de R?™ & C™ est donnée par

0 (x1,y1,22,Y2, "+, Tn, Yn) = (T1 + Y1, T2 + Y2, -, Tn + 1Yn) -
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Le triplet (z,y, z) représente les dimensions spatiales et ¢t la dimension temps,
avec le plongement précédent on en déduit que z, y et z sont les parties réelles
de dimensions complexes et ¢ est la partie imaginaire d’une dimension complexe.
Supposons que la variété A soit munie d’une structure presque réelle J, c’est-a-dire,
d’une section de Hom () telle que

J=1
ol
¢=(TA,m,A)
est le fibré tangent a A, ’espace total T'A se scinde en deux sous-fibrés
TA=TTA®T A

ot TTA est le sous-fibré propre associé a la valeur propre 1 et T~ A est le sous-
fibré propre associé & la valeur propre —1. Les champs de A & valeurs dans T A,
respectivement T~ A, sont les champs espace, respectivement les champs temps de
A. On a

dimTTA =dimT~A =n.

Tout champ X de A se décompose de fagon unique sous la forme

X=X"+X"
ou
Xt = % (X +JX)
est un champ espace et
X = % (X —JX)

est un champ temps. Si J est intégrable, on peut feuilleter A en deux feuilletages
d’espace et de temps, notés respectivement

FtetF,

chaque feuille F™ € F+ et F~ € F~ ont pour espace tangent en A € Ft NF~,
respectivement, T;r A et T, A munis de leur structure d’espace vectorielle réelle.
Ces feuilles sont transversales. On munit A d’une métrique riemannienne g. Cette
métrique riemannienne ¢ induit une métrique pseudo-riemannienne h ayant pour
forme quadratique

Qn(XT+X7)=Qy (X)) = Qg (X7),
pour tout X € '™ (TtA) et X~ € T (T~A).
Si on munit A d’une métrique riemannienne g pour laquelle
JeSO(TA,g),9g(JX,JRY)=9(X,Y)

alors I® (TtA) et T € T (T~ A) sont orthogonaux pour la métrique g. Pour la
pseudo-métrique h, un champ espace X vérifie Qp (X) > 0 et un champ temps
Q1 (T) < 0. Pour la pseudo-métrique h, les feuilles espace et les feuilles temps se
coupent orthogonalement,

h(XF,X7) = % (Qu (X7 +X7) = Qu (X7) —Qu (X7))

5 (Qu (X7) ~Qy (X7) ~ @, (X) +Q, (X)) =0.
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Les feuilles espace et temps se coupent orthogonalement pour la pseudo-métrique
h sans ’hypothese J € SO (TA, g). Cette pseudo-métrique induit une métrique de
Lorentz sur 'univers €2 si la dimension des feuilles espace est 3 et 1 pour les feuilles
temps. On peut donc définir un champ chronologique stable local sur {2 comme
dans [4].
SiweQC A, T,Q s’ identifie & un sous-espace vectoriel de T,,A. Le scindage
TA=TIA®T;A
induit un scindage
T.Q=TIQaT; Q.
Si (F = (UueT£Q, 7, Q) sont des sous-fibrés de ¢ = (T, 7, ) alors ils sont
completement intégrables. Les champs X+ et Y+ de I'™ (¢*) vérifient
(X%, v*] e T (¢¥)
grace a l'intégrabilité de la structure presque réelle J. Chaque événement w ap-
partient & une feuille espace et une feuille temps de €2, une feuille espace est une
sous variété Ft C Q telle que T (FT) CTTA et une feuille temps F~ C Q est une
sous-variété de Q vérifiant T (F~) C T~ A. On peut feuilleter en espace et en temps
le voisinage d’un événement avec

dim (F*) +dim (F~) = 4.

Lorsque dim (F*) = 3 et dim (F~) = 1, on est dans I’espace relativiste d’Einstein,
dans cette situation on a un champ chronologique stable 7. On rappelle quun
champ chronologique T est stable en w € 2 si il existe une carte U en w telle que si

T=1t"0,
pour le local frame associé a la carte U on ait
O (Hhij) = 0; (H huy) , Vi, Vk
ol
hij = h (95, 0;),
et h est la métrique de Lorentz induite sur 2. T est stable sur 'ouvert W C € si
T est stable en chaque point w € €.

Definition 4. Une structure presque complexe K sur A est instable pour J si
K(TTA) CT A et K(TTA) CT™A,

si le crochet de Poisson vérifie

{K,J} =0
alors K est instable pour J. On dit que K est stable si
[K,J]=o0

alors

K (T*A) CTHA et K (T~A) C TA.

Pour une structure presque complexe K, une condition nécessaire et suffisante
pour que K induise une structure complexe sur A est que le tenseur de Nijenhuis

N(X,Y)=[X,Y]+K[KX,Y]+ K[X,KY] - [KX,KY]

soit identiquement nul, c’est le théoréme de Newlander-Nirenberg [1] ou [5].
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On pose pour un champ X,
X=Xt+X"
Xt eTTAet X~ € T~A, pour une structure presque complexe K vérifiant
K(Xt)=-X",K(X)=X",

K définit une structure presque complexe instable sur A. On peut calculer le tenseur

de Nijenhuis,
N(XTYT) = [X*vH] -
NEXT Y )=[X",Y" ]+

¥ K[y - Xy
+K[Xt Y |- [XT,YT]

]
N Y ) =[xty ] - [x,v ] - [Xt,Y*] +[x",Y]

et
N(EX-YT) =[x,y - [xt v - [x,v ] + [x+v]
=[X",vH]+ Xt v]
car J est intégrable, en sommant
NX,Y)=2([XT,Y ]+ [X",YT])
que l'on peut écrire en posant

1 1

N(X,Y) =
Si K est intégrable on a

(IX,Y] - [JX,JY]).

N =

[JX,JY]=[X,Y].

Theorem 3. Une structure presque réelle J, qui est intégrable induit une structure
holomorphe sur A si
[JX,JY]=[X,Y], (3.1)

pour tous les champs X etY de A.

Remark 5. 1)La structure holomorphe définie est la complexification des dimen-
sions de A,
2)L’équation 3.1 est équivalente a

[JX,Y]=[X,JY],
on dit que la structure presque réelle J sur A, commute dans le crochet de Lie.
On peut élargir la notion de complexification des dimensions de 'univers €2, en

le plongeant dans un univers A sur lequel il existe une section J de Hom (T'A)
diagonalisable, c’est-a-dire, pour laquelle il existe des C'*°-applications

o A=>Ruv=1---k
telles que
TVA = (U)\GA Ker (J ()\) — Sy (>\> IdTAA) 77TV5A)

est un sous-fibré de
TA=(TA, 7, A)
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avec TA est la somme de Whitney des TYA,
TA=aF_ T"A.

Definition 5. J est intégrable si pour tous champs X, Y € T'(TYA) alors [X,Y] €
T (TYA) pour tous les indices v =1,--- k.

On peut définir une famille de feuilletages { F, } locaux, deux & deux transversaux
de A qui induisent des feuilletages locaux de 2 au voisinage de w car

w—=T,QNTYA
est completement intégrable sous les hypotheses J intégrable et
T = UpeaT,2NTYA
est un sous-fibré de T).

Definition 6. Une structure presque complere K est o-stable s’il existe une per-
mutation o de {1,2,--- ,k} telle que

K (T"A) C T"WA,
pour tout v € {1,2,---  k}.
Soit K, la section des endomorphismes de T'A définie par
(Kop)®X = (~1)" pogy © X,
ou p, est la section des projections sur 7" A parallelement &
TAGT?AG - GTA®...®TEA.
La section K est une structure presque complexe si

oc(v)+v=1 (mod2)

pour tout v € {1,2,--- ,k}. On suppose que K est une structure presque complexe
et on calcule le tenseur de Nijenhuis. Si on pose

X,=p,®X
on a

N (X,,Y,) = [X,, Yl + (1) K [Xy(0), Y]
+ (V)" K [Xy, Yoqn] + (1" [ X0, Vo)

en sommant

k k
N(Xa Y) = Z [XVaYM] + Z (_1)VK [XU(V)aYu]
v, u=1 v,p=1
k k
+ Y DK X Yo] + Y0 GO [N, Yaqu)]
v,u=1 v,u=1

I
B

(1) K [Xo0), Y] + (=1)" K [ X0, Yo (0)])

X

T
Il
—

g
B

(1) [y ¥y + (1) [XV,YMD) ,

S

T
Il
—
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en prenant pour convention X; = X, si 7 = p (mod k). Le tenseur de Nijenhuis
est nul si et seulement si

k
D (D [Xowy, Y] + (1" [X0, Yoqn]) = 0

v =1

en utilisant les projections p,

k
> (1) [Pow) @ Xopu @ Y] + (<1)" [0 ® X, poy 2 Y]) =0,

v =1
on a plusieurs structures complexes sur A qui préservent la section des endomor-

phismes diagonalisables de Hom (T'A).

Theorem 4. Si J est une section d’endomorphismes diagonalisables de Hom (TA)
et soit o une permutation de {1,2,---  k}, ot k est le nombre de fonctions propres
de J, telle que

ocW)+v=1 (mod?2)

et J est intégrable alors J induit une structure complexe sur A si et seulement si le
tenseur

k
T(X,Y) = Z (1) [Po) ® X, pu @Y ] + (=1)" [py @ X, po(y @ Y])

v,p=1
est identiquement nul ot p, est la section des projections sur TV A parallélement a
TAeT? A & T"Ae ... TFA.
Remark 6. Ces notions peuvent s’étendre auz structures de fibré réel
¢(=(E,m,AH)

dont la fibre H est un espace de vectoriel réel de dimension finie. On note R (()
l’ensemble des structures presque réelles J de C, c’est-a-dire, les sections d’endomorphismes
du fibré ¢ pour lesquelles

J?=1.
On a
dim ¢ = 2n,
et sis€(

s+:%(s+J®s)€F(Ker(J71)) etS,:%(S*J@)S)EF(KGI‘(JﬁLl))

ot 1 (N\) = Idg, ) et Ker(J £ 1) sont les fibrés associés aux valeurs propres F1.
Chaque section s s’écrit

S=84y +S_
et Uapplication de conjuguaison
Q:sy — S

est un isomorphisme sur chaque fibre de Ex (Ker (J — 1)) sur E) (Ker (J + 1)).
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4. CONCLUSION

Dans la premiere partie, on s’intéresse a la notion de déplacement d’une section
d’un fibré par rapport a une autre. Si le fibré est relativiste, on montre que la norme
des matrices vitesse est inférieure & une constante c¢. Par analogie avec la relativité
restreinte on définit la notion de quantité de mouvement et d’énergie d’une section
par rapport & une autre comme des sections du fibré complexifié.

On fait un retour aux champs en corde et on donne un procédé permettant
de calculer tous ces champs pour une fonction d’onde fixée. Ensuite, on propose
de donner une méthode de complexification des dimensions de 'univers 2. Pour
étudier cet univers, on le plonge dans une variété A, de grande dimension, qui est
munie d’une structure presque réelle J et d’'une métrique riemannienne g. Cela
permet de définir une métrique de Lorentz sur 2. On peut ainsi feuilleter I'univers
en feuille espace et temps. Chaque dimension espace peut étre définie comme la
partie réelle d’une dimension complexe et chaque dimension temps peut étre décrite
comme la partie imaginaire d’'une dimension complexe de A. L’intérét de cette
complexification est de symétriser les dimensions d’espace et de temps. Ce procédé
a été proposé en théorie des cordes et en relativité complexe. Les dimensions
inobservables existent dans la variété A, c’est un artifice mathématique pour faire
des calculs dans €. La question que 'on peut se poser est la suivante, la variété A
a-t-elle un sens physique?
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