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SUR LA TORSION DANS LA COHOMOLOGIE DES
VARIÉTÉS DE SHIMURA DE
KOTTWITZ-HARRIS-TAYLOR

par

Pascal Boyer

Résumé. — Lorsque le niveau en l d’une variété de Shimura de Kottwitz-Harris-Taylor
n’est pas maximal, sa cohomologie à coefficients dans un Zl-système local n’est en général pas
libre. Afin d’obtenir des énoncés d’annulation de la torsion, on localise en un idéal maximal
m de l’algèbre de Hecke. Nous prouvons alors deux énoncés d’annulation de la torsion de ces
localisés, le premier reposant sur l’existence d’une place où les paramètres de Satake modulo
l associés à m vérifient une certaine hypothèse explicite, et le deuxième s’exprimant en termes
d’une propriété vérifiée par la Fl-représentation galoisienne ρm associée à m.

Abstract (Torsion in the cohomology of Kottwitz-Harris-Taylor Shimura varieties)
When the level at l of a Shimura variety of Kottwitz-Harris-Taylor is not maximal, its

cohomology with coefficients in a Zl-local system isn’t in general torsion free. In order to
prove torsion freeness results of the cohomology, we localize at a maximal ideal m of the
Hecke algebra. We then prove two sort of results of torsion freeness, the first resting on the
existence of a place where the Satake parameters modulo l associated to m, verify an explicit
condition, and the second supposing a certain property on the galois Fl-representation ρm
associated to m.

Introduction

Dans [9], les auteurs prouvent un résultat très général sur la trivialité de la torsion
dans la cohomologie d’une variété de Shimura PEL compacte à valeur dans un Zl-système
local. Pour obtenir un résultat aussi général, les données doivent vérifier un certain nombre
d’hypothèses

— sur le système local qui est supposé très régulier au sens de la définition 7.18 de [9],

Classification mathématique par sujets (2000). — 14G22, 14G35, 11G09, 11G35,
11R39, 14L05, 11G45, 11Fxx.

Mots clefs. — Variétés de Shimura, cohomologie de torsion, idéal maximal de l’algèbre de Hecke,
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— sur l qui doit être bon au sens de la définition 2.3 de [9] et donc suffisamment grand
relativement au poids du système local considéré et

— sur le niveau en l supposé maximal, i.e. la variété de Shimura est non ramifiée en l.
Ces hypothèses sont loin d’être superflues comme pourra le noter le lecteur en considérant,
par exemple, un niveau parahorique en l et un système local régulier VZl,ξ. Il est bien connu
qu’alors

— la cohomologie de VZl,ξ⊗Zl Ql est concentrée en degré médian et que donc son H0 est
nul ;

— le H0 de VZl,ξ⊗ZlFl correspond aux vecteurs invariants sous le parahorique en l. Ainsi,
par définition de la notion de sous-groupe parahorique, cet espace des invariants est
non nul et donc H0 est non nul.

De ces deux faits, on en déduit que la torsion du H1 est non nulle. En ce qui concerne le
système local trivial, considérons la suite exacte

0→ H1
(
G,H0(X,Fl)

)
−→ H1(Y,Fl) −→ H1(X,Fl)G

où X → Y est un revêtement galoisien de groupe de Galois G, que l’on applique dans le
cas où

— X est une variété de Shimura géométriquement connexe de sorte que H0(X,Fl) ' Fl,
— G est de la forme (Z/lZ)e et
— H1(Y,Ql) est nul.

Ainsi comme H1
(
(Z/lZ)e,Fl

)
est non nul, on en déduit que la torsion de H2(Y,Zl) est non

nulle. L’exemple le plus simple pour obtenir ces conditions consiste à prendre une variété
de Shimura de Kottwitz-Harris-Taylor pour U(2, 1) et deux niveaux intermédiaires pour
que G soit de la forme voulue, cf. [11] théorème 3.4.

À la vue de ces exemples, il semble clair que si on veut une annulation de la torsion
lorsque le niveau en l augmente, il est raisonnable de localiser la cohomologie en un idéal
maximal m de l’algèbre de Hecke agissant sur la cohomologie. D’après [10], est associée à
m une Fl-représentation galoisienne ρm et on cherche des conditions sur m ou sur ρm, pour
que la localisation de la cohomologie en m soit sans torsion. Des résultats dans ce sens sont
obtenus dans [5], via la théorie de Hodge l-adique de la fibre spéciale en l de la variété de
Shimura dans le cas où celle-ci est de Kottwitz-Harris-Taylor.

Dans ce travail on s’intéresse à la même question mais à partir de l’étude de la cohomo-
logie de la fibre spéciale en une place au dessus de p 6= l en utilisant les calculs explicites
de [2]. On montre alors deux cas de nullité de la torsion dans la cohomologie d’une variété
de Shimura de Kottwitz-Harris-Taylor XI de niveau I et de dimension relative d − 1, à
coefficients dans un système local Vξ,Zl associé à une représentation irréductible algébrique
ξ, selon que la condition porte, théorème 4.3, sur les paramètres de Satake modulo l, i.e.
sur m directement, ou, théorème 4.13, sur la représentation galoisienne ρm associée.

Théorème A Supposons qu’il existe une place v non ramifiée pour les données, cf. la
notation 2.6, telle que le multi-ensemble des paramètres de Satake modulo l en v associé à
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m ne contient aucun sous-multi-ensemble de la forme {α, qα} où q est le cardinal du corps
résiduel en v. Alors pour tout i, les localisés H i(XI,η̄, Vξ,Zl)m sont sans torsion.

Théorème B Supposons qu’il existe un sous-corps k ⊂ Fl tel que SLn(k) ⊂ ρm(GF ) ⊂
F×l GLn(k). Alors si l ≥ d+ 2, les localisés H i(XI,η̄, Vξ,Zl)m sont sans torsion pour tout i.
Remarque : le théorème B est l’une des formes que peut prendre le théorème 4.13 qui utilise
une hypothèse tirée de [5] et qui est aussi vérifiée si ρm est induit d’un caractère du groupe
de Galois d’une extension K/F galoisienne cyclique.

En ce qui concerne la torsion, nous obtenons deux types de contraintes pour son exis-
tence :

— son apparition dans le localisé en m du i-ème groupe de cohomologie, implique des
restrictions sur le multi-ensemble des paramètres de Satake modulo l en toute place
non ramifiée, cf. la proposition 4.6.

— Si on considère le plus petit groupe de cohomologie où le localisé en m n’est pas libre,
alors pour une sous-représentation galoisienne irréductible de cette torsion, l’action
du Frobenius en toute place non ramifiée n’admet pas beaucoup de valeurs propres
distinctes, cf. la proposition 4.10. En particulier si on cherche des représentations
galoisiennes irréductibles sans valeur propre multiple pour l’action des Frobenius,
leur dimension est majorée explicitement, cf. le corollaire 4.11, selon le principe que
plus on s’éloigne du degré médian, plus la majoration est contraignante.

Pour l’essentiel, les arguments reposent sur les calculs explicites de [2] des groupes de
cohomologie des strates de Newton ; ces résultats sont rappelés au §3.

Les résultats de ce papier et notamment le théorème 4.3 devrait, à l’instar du corollaire
3.5.1 de [5], permettre de prouver la partie poids de Serre de la conjecture de [7] pour
U(d − 1, 1), tout comme [5] le fait pour U(2, 1). Il faudrait pour ce faire généraliser les
résultats de [4].
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1. Géométrie de quelques variétés de Shimura unitaires

Dans la suite l et p désigneront deux nombres premiers distincts. On fixe aussi, par
paresse, un isomorphisme ι : Q̄l ' C. Soit F = F+E un corps CM avec E/Q quadratique
imaginaire, dont on fixe un plongement réel τ : F+ ↪→ R. Pour v une place de F , on notera

— Fv le complété du localisé de F en v,
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— Ov l’anneau des entiers de Fv,
— $v une uniformisante et
— qv le cardinal du corps résiduel κ(v) = Ov/($v).

1.1. Hypothèse. — On supposera dans la suite que l est non ramifié dans E.

Soit B une algèbre à division centrale sur F de dimension d2 telle qu’en toute place
x de F , Bx est soit décomposée soit une algèbre à division et on suppose B munie d’une
involution de seconde espèce ∗ telle que ∗|F est la conjugaison complexe c. Pour β ∈ B∗=−1,
on note ]β l’involution x 7→ x]β = βx∗β−1 et G/Q le groupe de similitudes, noté Gτ dans
[6], défini pour toute Q-algèbre R par

G(R) ' {(λ, g) ∈ R× × (Bop ⊗Q R)× tel que gg]β = λ}

avec Bop = B ⊗F,c F . Si x est une place de Q décomposée x = yyc dans E alors

G(Qx) ' (Bop
y )× ×Q×x ' Q×x ×

∏
zi

(Bop
zi

)×,

où, en identifiant les places de F+ au dessus de x avec les places de F au dessus de y,
x = ∏

i zi dans F+.

1.2. Notation. — Pour x une place de Q décomposée dans E et z une place de F+ au
dessus de x, on notera G(Fz) le facteur (Bop

z )× de G(Qx) et G(Az) pour G(A) auquel on
ôte le facteur (Bop

z )×. De même pour T un ensemble de places de Q et x ∈ T , on notera
T − {z} pour désigner la réunion des places de T distinctes de x avec les places de F ,
autres que z, au dessus de x.

Dans [6], les auteurs justifient l’existence d’un G comme ci-dessus tel qu’en outre :
— si x est une place de Q qui n’est pas décomposée dans E alors G(Qx) est quasi-

déployé ;
— les invariants de G(R) sont (1, d− 1) pour le plongement τ et (0, d) pour les autres.
On fixe à présent un nombre premier p = uuc décomposé dans E tel qu’il existe une

place v de F au dessus de u avec

(Bop
v )× ' GLd(Fv).

Pour tout sous-groupe compact Up de G(A∞,p) et m = (m1, · · · ,mr) ∈ Zr≥0, on pose

U v(m) = Up × Z×p ×
r∏
i=2

Ker
(
O×Bvi −→ (OBvi/P

mi
vi

)×
)
.

1.3. Notation. — Soit I l’ensemble des sous-groupes compacts ouverts � assez petits � de
G(A∞), de la forme U v(m)Kv. Pour I = U v(m)Kv ∈ I, on note Iv = U v(m)GLd(Ov).
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1.4. Définition. — Pour U v � assez petit � (1) et Kv un sous-groupe compact ouvert de
GLd(Fv), soit XUv(m)Kv/ SpecOv � la variété de Shimura dite de Kottwitz-Harris-Taylor
associée à G � et construite dans [6].

Remarque : XUv(m)Kv est un schéma projectif sur SpecOv tel que quand U varie, les
XUv(m)Kv forment un système projectif dont les morphismes de transition sont finis et
plats. Quand m1 = m′1 alors XUp(m) −→ XUp(m′) est étale.

Le système projectif
(XUv(m)Kv)Up,m,Kv

est naturellement muni d’une action de G(A∞)× Z telle que l’action d’un élément wv du
groupe de Weil Wv de Fv est donnée par celle de − deg(wv) ∈ Z, où deg = val ◦Art−1 où
Art−1 : W ab

v ' F×v est l’isomorphisme d’Artin qui envoie les Frobenius géométriques sur
les uniformisantes.

1.5. Notations. — (cf. [1] §1.3) Pour I ∈ I, on note :
— XI,sv la fibre spéciale de XI en v et XI,s̄v := XI,sv × Spec F̄p la fibre spéciale

géométrique.
— Pour tout 1 ≤ h ≤ d, X≥hI,s̄v (resp. X=h

I,s̄v) désigne la strate fermée (resp. ouverte)
de Newton de hauteur h, i.e. le sous-schéma dont la partie connexe du groupe de
Barsotti-Tate en chacun de ses points géométriques est de rang ≥ h (resp. égal à h).

1.6. Notations. — Pour tout 1 ≤ h < d, nous utiliserons les notations suivantes :

ih+1 : X≥h+1
I,s̄v ↪→ X≥hI,s̄v , j≥h : X=h

I,s̄v ↪→ X≥hI,s̄v .

Remarque : par la suite, lors de l’introduction de nouvelles notations relativement à des
inclusions géométriques, nous conserverons la convention qu’une lettre i (resp. j) désigne
une inclusion fermée (resp. ouverte).

Notons A la variété abélienne universelle sur XIv ,s̄v puis G := diag(1, 0, · · · , 0).A[v∞] le
groupe de Barsotti-Tate de dimension 1 associé. Rappelons que L := (Lie G)∨ est un fibré
en droite ample sur XIv ,s̄v .

1.7. Théorème. — (cf. [8]) Pour tout 1 ≤ h ≤ d, il existe un invariant de Hasse
généralisé

Hh ∈ H0(X≥hIv ,s̄v ,L
(ph−1))

qui est inversible sur X=h
Iv ,s̄v et possède un zéro simple sur X≥h+1

Iv ,s̄v .

1. tel qu’il existe une place x pour laquelle la projection de Uv sur G(Qx) ne contienne aucun élément
d’ordre fini autre que l’identité, cf. [6] bas de la page 90
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Remarque : en particulier X=h
Iv ,s̄v est affine et régulière.

Pour tout 1 ≤ h < d, les strates X=h
Ivvn,s̄v sont géométriquement induites sous l’action

du parabolique Ph,d(Fv) au sens où il existe un sous-schéma fermé X=h
Ivvn,s̄v ,1 muni d’une

action par correspondances de G(A∞,v)×GLd−h(Fv)× Z tel que :
X=h
Ivvn,s̄v ' X=h

Ivvn,s̄v ,1 ×
Ph,d(Ov/($nv )) GLd(Ov/($n

v )).

1.8. Notation. — On note X≥hIvvn,s̄v ,1 l’adhérence de X=h
Ivvn,s̄v ,1 dans X≥hIvvn,s̄v et

j≥h1 : X=h
Ivvn,s̄v ,1 ↪→ X≥hIvvn,s̄v ,1.

2. Représentations automorphes cohomologiques

Rappelons, cf. [6] p.97, la paramétrisation des représentations algébriques irréductibles
de G sur Q̄l. Fixons pour ce faire un plongement σ0 : E ↪→ Q̄l et notons Φ l’ensemble des
plongements σ : F ↪→ Q̄l dont la restriction à E est σ0.
Fait : Il existe une bijection explicite entre les représentations algébriques irréductibles
ξ de G sur Q̄l et les (d + 1)-uplets

(
a0, (−→aσ)σ∈Φ

)
où a0 ∈ Z et pour tout σ ∈ Φ, on a

−→aσ = (aσ,1 ≤ · · · ≤ aσ,d).
Soit K ⊂ Q̄l, une extension finie de Ql telle que, d’après le théorème de Baire, la

représentation ι−1 ◦ ξ de plus haut poids
(
a0, (−→aσ)σ∈Φ

)
, soit définie sur K ; notons Wξ,K

l’espace de cette représentation et Wξ,O un réseau stable où O désigne l’anneau des entiers
de K.
Remarque : si on suppose que ξ est l-petit, i.e. que pour tout σ ∈ Φ et pour tout 1 ≤ i <

j ≤ n, on a 0 ≤ aτ,j − aτ,i < l, alors un tel réseau stable est unique à homothétie près.
Notons λ une uniformisante de O et soit pour n ≥ 1, un sous-groupe distingué In ∈ I de

I ∈ I, compact ouvert agissant trivialement sur Wξ,O/λn := Wξ,O ⊗O O/λn. On note alors
Vξ,O/λn le faisceau sur XI dont les sections sur un ouvert étale T −→ XI sont les fonctions

f : π0
(
XIn ×XI T

)
−→ Wξ,O/λn

telles que pour tout k ∈ I et C ∈ π0
(
XIn ×XI T

)
, on a la relation f(Ck) = k−1f(C).

2.1. Notation. — On pose alors
Vξ,O = lim←

n

Vξ,O/λn et Vξ,K = Vξ,O ⊗O K.

On utilisera aussi la notation Vξ,Z̄l et Vξ,Q̄l pour les versions sur Z̄l et Q̄l respectivement.

Remarque : rappelons que la représentation ξ est dite régulière si son paramètre(
a0, (−→aσ)σ∈Φ

)
est tel que pour tout σ ∈ Φ, on a aσ,1 < · · · < aσ,d.

On fixe à présent une C-représentation irréductible algébrique de dimension finie ξ de
G.
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2.2. Définition. — Une C-représentation irréductible Π∞ de G(A∞) est dite ξ-
cohomologique s’il existe un entier i tel que

H i((Lie G(R))⊗R C, Uτ ,Π∞ ⊗ ξ∨) 6= (0)

où Uτ est un sous-groupe compact modulo le centre de G(R), maximal, cf. [6] p.92. On no-
tera diξ(Π∞) la dimension de ce groupe de cohomologie. Une Q̄l-représentation irréductible
Π∞ de G(A∞) sera dit automorphe ξ-cohomologique s’il existe une C-représentation ξ-
cohomologique Π∞ de G(A∞) telle que ιl

(
Π∞

)
⊗Π∞ est une C-représentation automorphe

de G(A).

2.3. Notation. — Pour Π une représentation irréductible admissible de G(A), on note
m(Π) sa multiplicité dans l’espace des formes automorphes.

Pour Π une représentation automorphe irréductible admissible cohomologique de G(A),
rappelons, cf. par exemple le lemme 3.2 de [3], que pour x une place de Q décomposée
x = yyc dans E et z une place de F au dessus de y telle que, avec la notation 1.2,
G(Fz) := (Bop

z )× ' GLd(Fz), la composante locale Πz, au sens de 1.2, est de la forme
Spehs(πz) pour πz une représentation irréductible non dégénérée et s un entier ≥ 1 qui ne
dépend que de Π et non de la place z comme ci-dessus.

2.4. Définition. — L’entier s ci-avant est appelé le paramètre de Π.

Remarque : on rappelle qu’un telle représentation Π est dite tempérée si son paramètre s
est égal à 1.

2.5. Notation. — Les diξ(Π∞) sont nuls pour |i| ≥ s ou pour i ≡ s mod 2 et sinon ils
sont tous égaux, on note dξ(Π∞) la valeur commune non nulle des diξ(Π∞).

Le résultat suivant tiré de [5] est la relation d’Eichler-Shimura démontrée par Wedhorn
dans [12], dans le cadre de nos variétés de Shimura de Kottwitz-Harris-Taylor.

2.6. Notation. — Pour I ∈ I, on note Spl(I) l’ensemble des places v de F telles que
— v ne divise pas le niveau I et
— pv := v|Q est décomposé dans F et distinct de l, avec

G(Qpv) ' Q×pv ×GLd(Fv)×
r∏
i=2

(Bop
vi

)×,

où pv = v.
∏r
i=2 vi dans F+.

Pour i = 0, · · · , d, on pose

Tv,i := diag(
i︷ ︸︸ ︷

pv, · · · , pv,
d−i︷ ︸︸ ︷

1, · · · , 1)× 1 ∈ GLd(Qpv)× Z.
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2.7. Théorème. — (cf. [5] 3.3.1) Pour tout v ∈ Spl(I), l’action de
d∑
i=0

(−1)iq
i(i−1)

2
v Tv,i Frobd−iv

sur chacun des Hj(XI,η̄, Vξ,Zl) est nulle.

3. Rappels sur la Ql-cohomologie d’après [2]

Dans ce paragraphe v désigne une place de F telle que pv := v|Q est décomposé dans F
distinct de l et G(Qpv) ' Q×pv ×GLd(Fv)×

∏r
i=2(Bop

vi
)×, où pv = v.

∏r
i=2 vi dans F+.

3.1. Notation. — Pour 1 ≤ h ≤ d, la notation [H i(h, ξ)] (resp. [H i
! (h, ξ)]) désignera

l’image de

lim→
I∈I

H i(X≥hI,s̄v ,1, Vξ,Q̄l [d− h]) resp. lim→
I∈I

H i(X≥hI,s̄v ,1, j
≥h
1,! Vξ,Q̄l [d− h])

dans le groupe de Grothendieck Groth(v, h) des représentations admissibles de G(A∞) ×
GLd−h(Fv)× Z.

Remarque : comme tous les compacts de I contiennent le facteur Z×pv , les représentations Π
qui vont intervenir par la suite, dans les différents groupes de cohomologie, devront toutes
vérifier que leur composante Πpv ,0 sur le facteur de similitude Q×pv , est telle (Πpv ,0)|Z×pv = 1.
Remarque : l’action de σ ∈ Wv sur les GLd−rg(Fv) × Z-modules ci-avant est donnée par
celle de − deg σ ∈ Z composée avec celle de Πpv ,0(Art−1(σ)).

Pour I ∈ I qui est maximal en v, on a

H i(X≥hI,s̄v , Vξ,Ql) =
(

lim→
I∈I

H i(X≥hI,s̄v ,1, Vξ,Q̄l)
)I

(3.2)

ainsi que

H i(X≥hI,s̄v , j
≥h
! Vξ,Ql) =

(
lim→
I∈I

H i(X=h
I,s̄v ,1, j

≥h
1,! Vξ,Q̄l)

)I
. (3.3)

3.4. Notation. — Pour Π∞,v une représentation irréductible de G(A∞,v), on notera
Groth(h){Π∞,v} le sous-groupe facteur direct de Groth(v, h) engendré par les irréductibles
de la forme Π∞,v⊗πv,et⊗ζ où πv,et (resp. ζ) est une représentation irréductible quelconque
de GLd−h(Fv) (resp. de Z). On notera alors

[H i(h, ξ)]{Π∞,v}

la projection de [H i(h, ξ)] sur ce facteur direct.
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Les résultats suivant se déduisent directement, dans le cas de la représentation triviale,
de la description des groupes de cohomologie des extensions intermédiaires (resp. par zéro)
des systèmes locaux d’Harris-Taylor donnés aux §3 (resp. §5) de [2]. Le lecteur pourra
trouver utile, la réécriture de ces résultats dans [3].

3.5. Proposition. — Soit Π une représentation automorphe irréductible ξ-cohomologique
tempérée. Pour tout h = 1, · · · , d et pour tout i 6= 0,

[H i(h, ξ)]{Π∞,v} et [H i
! (h, ξ)]{Π∞,v}

sont nuls.

Démonstration. — Le résultat pour H i(h, ξ) est un cas particulier de la proposition (2) 3.6
de [3] pour le système local constant, i.e. πv est la représentation triviale, et s = 1. Pour la
cohomologie à support compact, on peut soit évoquer la proposition 3.12 de [3], soit utiliser
la description, d’après le corollaire 5.4.1 de [1], de cette extension par zéro en termes des
systèmes locaux sur les strates de Newton d’indices h′ ≥ h.

3.6. Proposition. — Soit Π une représentation automorphe irréductible ξ-cohomologique
non tempérée de paramètre s > 1 au sens de la définition 2.4. Alors

(i) pour tout h > s, les [H i
! (h, ξ)]{Π∞,v} sont nuls pour tout i ;

(ii) pour tout h 6= s, [H0
! (h, ξ)]{Π∞,v} est nul.

Démonstration. — Le résultat est donné à la proposition (3) 3.12 de [3] en prenant t = 1.
En particulier pour (ii), le résultat découle du fait que, avec les notations de loc. cit.,
ns,1(h, 0) est non nul si et seulement si h = s.

Remarque : dans loc. cit. on montre plus précisément que [H i
! (h, ξ)]{Π∞,v} 6= (0) si et

seulement si i = h− s ≥ 0.

3.7. Notation. — Soit UG(Π∞,v) l’ensemble des représentations irréductibles auto-
morphes Π′ de G(A) telles que (Π′)∞,v ' Π∞,v.

Remarque : d’après le corollaire VI.2.2 de [6], la composante locale Π′v d’un Π′ ∈ UG(Π∞,v)
ne dépend pas de Π′ tel que dξ(Π′∞) 6= 0, cf. le corollaire VI.2.2 de [6].

3.8. Hypothèse. — On suppose pour la fin de ce paragraphe que Π est une représentation
automorphe irréductible ξ-cohomologique tempérée dont la composante locale en v est

Πv ' Stt1(χv,1)× · · · × Sttu(χv,u),

2. laquelle découle directement de la proposition 3.6.1 de [2]
3. laquelle découle directement des calculs de [2] §5
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où χv,1, · · · , χv,u sont des caractères de F×v ; quitte à réordonner on supposera que les r
premiers correspondent aux non ramifiés.

3.9. Proposition. — Avec les notations et les hypothèses précédentes concernant Π, dans
Groth(h){Π∞,v}, on a l’égalité

[H0(h, ξ)]{Π∞,v} = eπv

(
]Ker1(Q, G)

d

∑
Π′∈UG(Π∞,v)

m(Π′)dξ(Π′∞)
)( ∑

1≤k≤r: tk=h
Π(k)
v ⊗χv,kΞ

d−h
2

)
où

— eπv désigne le cardinal de la classe d’équivalence inertielle de πv i.e. le nombre de
représentations π′v, à isomorphisme près, telles π′v ' π⊗α◦val ◦ det où α : Z −→ Q×l
est un caractère,

— Ker1(Q, G) est le sous-ensemble de H1(Q, G) constitué des éléments qui deviennent
triviaux dans H1(Qp′ , G) pour toute place p′ de Q,

— Π(k)
v := Stt1(χv,1)× · · · × Sttk−1(χv,k−1)× Sttk+1(χv,k+1)× · · · × Sttu(χv,u) et

— Ξ : 1
2Z −→ Z×l est défini par Ξ(1

2) = q
1
2
v .

Démonstration. — Il s’agit à nouveau de la proposition 3.6 de [3] avec s = 1 et πv la
représentation triviale de F×v : avec les notation de loc. cit., Rπk,v(1, tk)(h, 0) disparait i.e.
c’est la représentation triviale de GL0(Fv).

Remarque : à partir de ces descriptions cohomologiques en niveau infini, on retrouve leurs
versions en niveau fini, et maximal en v, en utilisant (3.2) ou (3.3), i.e. en prenant les
invariants sous I.

4. Localisation de la cohomologie

On rappelle qu’un multi-ensemble est un couple (A,m) où A est un ensemble appelé le
support et m : A −→ N∗ ∪ {+∞} est la multiplicité au sens où a ∈ A apparait m(a) fois
dans le multi-ensemble (A,m). On dit que (A,m) est contenu dans (A′,m′) si et seulement
si A ⊂ A′ et pour tout a ∈ A, on a m(a) ≤ m′(a).

4.1. Notation. — Pour I ∈ I un niveau fini, soit

TI := Zl
[
Tv,i : v ∈ Spl(I) et i = 1, · · · , d

]
,

l’algèbre de Hecke associée à Spl(I).

On fixe à présent et pour la suite, un idéal maximal m de TI de corps résiduel Fl.

4.2. Définitions. — Pour tout v ∈ Spl(I), on note

Sm(v) =
{ Tv,i
Tv,i−1

∈ TI/m, i = 1, · · · , d
}
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le multi-ensemble des paramètres de Satake modulo l en v associé à m, i.e. on garde en
mémoire la multiplicité des paramètres. On définit alors

lm(v;α) := max
{
s tel que {α, qvα, · · · , qs−1

v α} ⊂ Sm(v)
}

et
lm(v) := max

α∈Sm(v)
lm(v;α).

Remarque : dans la définition précédente, {α, qvα, · · · , qs−1
v α} est considéré comme un

multi-ensemble et l’inclusion associée est relative aux multi-ensembles. En particulier si
qv ≡ 1 mod l, alors lm(v;α) est simplement la multiplicité de α dans Sm(v).

4.3. Théorème. — S’il existe v ∈ Spl(I) tel que lm(v) = 1 alors pour toute représentation
algébrique ξ, la localisation H i(XI,η̄, Vξ,Zl)m en m de la cohomologie de Vξ,Zl est nulle pour
i 6= d− 1 et sans torsion, pour i = d− 1.

Démonstration. — Nous allons montrer par récurrence sur h de d à 2 que lesH i(X≥hI,s̄v , Vξ,Zl)m
sont nuls. Pour h = d, les H i(X≥dI,s̄v , Vξ,Zl) sont nuls pour i 6= 0 et sans torsion pour i = 0.
D’après les propositions 3.6 et 3.9 et en utilisant (3.2), si[

lim→
I

H0(X≥dI,s̄v , Vξ,Zl)
]
{Π∞,v} 6= (0)

alors Πv est soit de la forme Spehd(χv) ou Std(χv) pour χv un caractère de F×v . Dans
chacun de ces cas, les paramètres de Satake sont de la forme {α, qvα, · · · , qd−1

v α} de sorte
que, comme par hypothèse lm(v) = 1 < d, on a bien H0(X≥dI,s̄v , Vξ,Zl)m = (0). Supposons le
résultat acquis jusqu’au rang h+ 1 et traitons le cas de h ≥ 2. Considérons la suite exacte
courte de faisceaux pervers sans torsion

0→ ih+1,∗Vξ,Zl,|X≥h+1
I,s̄v

[d− h− 1] −→ j≥h! j≥h,∗V
ξ,Zl,|X≥hI,s̄v

[d− h] −→ V
ξ,Zl,|X≥hI,s̄v

[d− h]→ 0.

D’après le théorème 1.7, les H i(X≥hI,s̄v , j
≥h
! j≥h,∗V

ξ,Zl,|X≥hI,s̄v
[d−h]) sont nuls pour i < 0 et sans

torsion pour i = 0, de sorte que pour i > 0, on a
0→ H−i−1(X≥hI,s̄v , Vξ,Zl [d− h]) −→ H−i(X≥h+1

I,s̄v , Vξ,Zl [d− h− 1])→ 0, (4.4)
et pour i = 0,

0→ H−1(X≥hI,s̄v , Vξ,Zl [d− h]) −→ H0(X≥h+1
I,s̄v , Vξ,Zl [d− h− 1]) −→

H0(X≥hI,s̄v , j
≥h
! j≥h,∗Vξ,Zl [d− h]) −→ H0(X≥hI,s̄v , Vξ,Zl [d− h])→ · · · (4.5)

Ainsi après localisation en m et en utilisant l’hypothèse de récurrence, on obtient que
les H i(X≥hI,s̄v , Vξ,Zl [d−h])m sont nuls pour i < 0 et sans torsion pour i = 0. En utilisant que
la propriété lm(v) = 1 est invariante par dualité, on en déduit alors par application de la
dualité de Verdier que les H i(X≥hI,s̄v , Vξ,Zl [d− h])m sont nuls pour i 6= 0 et sans torsion pour
i = 0. On est ainsi ramener sur Ql en degré médian : d’après les propositions 3.6 et 3.9 via



12 PASCAL BOYER

(3.2), les représentations automorphes Π qui contribuent à H0(X≥hI,s̄v , j
≥h
! Vξ,Ql [d− h]), sont

telles que leurs composantes locales en v est
— soit de la forme Spehh(χv,1)× · · · × Spehh(χv, d

h
),

— soit Πv ' Stt1(χv,1) × · · · × Sttu(χv,u) où l’ensemble {1 ≤ i ≤ u : ti = h} est non
vide.

Dans chacun de ces cas l’ensemble des paramètres de Satake contient un sous-ensemble de
la forme {α, qvα, · · · , qh−1

v α} de sorte que, comme par hypothèse lm(v) = 1 < h, on obtient
bien la propriété au rang h.

Les mêmes arguments appliqués au cas h = 1, nous donnent que les H i(XI,s̄v , Vξ,Zl)m
sont nuls pour i 6= d − 1 et sans torsion pour i = d − 1. Le théorème de changement de
base lisse fournit H i(XI,η̄, Vξ,Zl) ' H i(X≥1

I,s̄v , Vξ,Zl), d’où le résultat.

Une analyse plus fine de la preuve précédente permet d’obtenir la précision suivante.

4.6. Proposition. — Soit i ≥ 0 tel que la torsion de H−i(XI,η̄, Vξ,Zl [d − 1])m est non
nulle. Alors pour tout v ∈ Spl(I), on a lm(v) ≥ i+ 2.

Remarque : l’inégalité évidente lm(v) ≤ d, nous donne en particulier que la torsion
de H0(XI,η̄, Vξ,Zl)m est nulle ; on peut donc comprendre l’énoncé précédent comme une
généralisation de ce fait bien connu.

Démonstration. — Soit donc v ∈ Spl(I) et notons r = lm(v). En reprenant la preuve du
théorème précédent, on obtient que les H i(X≥hI,s̄v , Vξ,Zl [d− h])m sont nuls pour tout i (resp.
i 6= 0 et sans torsion pour i = 0) tant que h > r (resp. pour h = r). Montrons à présent
par récurrence sur h de r à 1 que les H−i(X≥hI,s̄v , Vξ,Zl [d− h])m sont nuls pour i > r − h et
sans torsion pour i = r − h. D’après les isomorphismes de (4.4), on voit que la nullité de
H−i(X≥h+1

I,s̄v , Vξ,Zl [d−h−1])m pour tout i > r−h−1 donne celle de H−i(X≥hI,s̄v , Vξ,Zl [d−h])m
pour tout i > r − h. Le résultat de l’énoncé découle alors du cas h = 1 et du changement
de base lisse.

Remarque : dans l’argument précédent on voit que la torsion peut apparâıtre, par exemple,
à cause de la flèche

H0(X≥rI,s̄v , Vξ,Zl,|X≥rI,s̄v [d− r])m ↪→ H0(X≥r−1
I,s̄v , j≥r−1

! j≥r−1,∗V
ξ,Zl,|X≥r−1

I,s̄v

[d− r + 1])m

entre deux Zl-modules libres à priori non nuls. Les exemples de l’introduction où la torsion
est non nulle, illustrent que cette possibilité existe bel et bien pour certains m.

4.7. Définition. — Pour 1 ≤ δ ≤ lm(v), on définit

µm(v; δ) = ]
{
α ∈ Sm(v) : lm(v;α) ≥ δ.

}
.
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Supposons que m et ξ sont tels qu’il existe i ≤ 0 tel que la torsion de H i(XI,η̄, Vξ,Zl [d−1])m
est non nulle.

4.8. Notation. — Soit im,ξ ≥ 0 maximal tel que pour tout i < −im,ξ, la torsion de
H i(XI,η̄, Vξ,Zl [d− 1])m est nulle.

4.9. Lemme. — Pour tout 1 ≤ h ≤ 1 + im,ξ, le localisé H i(X≥hI,η̄ , Vξ,Zl,|X≥hI,s̄v [d − h])m est
sans torsion pour i < h− 1− im,ξ et de torsion non nulle pour i = h− 1− im,ξ.

Démonstration. — On raisonne par récurrence sur h de 1 à 1 + im,ξ : le cas h = 1 découle
de la définition de im,ξ et du changement de base lisse. La propriété d’inductivité de h− 1
à h se déduit alors des isomorphismes (4.4) localisés en m et, pour i = 1 + im,ξ, de la suite
exacte longue (4.5).

4.10. Proposition. — Pour tout v ∈ Spl(I), l’action du Frobenius Frobv sur le sous-
espace de torsion de H−im,ξ(XI,η̄, Vξ,Zl [d−1])m admet au plus µm(v; im,ξ +2) valeurs propres
distinctes.

Démonstration. — Continuons les arguments de la preuve du lemme précédent pour les
h > 1+im,ξ. Des isomorphismes (4.4) et de la suite exacte (4.5), on en déduit, par récurrence
sur h > 1 + im,ξ, que les H i(X≥hI,s̄v , Vξ,Zl,|X≥hI,s̄v [d− h])m sont sans torsion pour tout i ≤ 0. En

outre pour h = 1 + im,ξ, la torsion de H0(X≥1+im,ξ
I,s̄v , Vξ,Zl [d − 1 − im,xi])m s’obtient comme

celle du conoyau

H0(X≥2+im,ξ
I,s̄v , Vξ,Zl [d− 2− im,ξ])m −→

H0(X≥1+im,ξ
I,s̄v , j

≥1+im,ξ
! j≥1+im,ξ,∗Vξ,Zl [d− 1− im,ξ])m.

En utilisant les isomorphismes (4.4) respectivement pour h = im,ξ, · · · , 1 avec i = im,ξ − h,
on obtient que la torsion de H−im,ξ(XI,η̄, Vξ,Zl [d − 1])m s’obtient comme celle du conoyau
du morphisme précédent.

Ainsi d’après la proposition 3.6, les valeurs propres de Frobv cherchées sont à prendre
dans la réduction modulo l des [H0(2 + im,ξ, ξ)]{Π∞,v}, pour Π tempérée, telles que pour
tout v ∈ Spl(I), les paramètres de Satake de Πv modulo l sont donnés par m. Pour une
telle représentation Π avec

Πv ' Stt1(χv,1)× · · · × Sttu(χv,u),

d’après la proposition 3.9, les valeurs propres de Frobv sont données par χv,k($v)q
d−im,ξ−2

2
v

tels que tk = 2 + im,ξ.
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Remarque : avec les notations de la proposition 3.9, si on veut que Π(k)
v ait des vecteurs

invariants sous GLd−2−im,ξ(Ov), il faut en outre que pour tout 1 ≤ i 6= k ≤ u, on ait ti = 1.
Nous n’utiliserons pas ce fait dans la suite.

Le résultat découle de l’observation élémentaire que St2+im,ξ(χv,k) fournit un multi-
ensemble de paramètres de Satake de la forme {α, qvα, · · · , q

1+im,ξ
v α} et, par définition,

il y en a donc au plus µm(v; im,ξ + 2) distinctes.

4.11. Corollaire. — On suppose l ≥ d+2 et soit v ∈ Spl(I) telle que l’ordre de qv modulo
l soit > d. Si ρ est une Fl-sous-représentation galoisienne irréductible dans la torsion de
H−im,ξ(XI,η̄, Vξ,Zl [d− 1])m telle que les valeurs propres de Frobv sont distinctes alors

dim ρ ≤ d− 1− im,ξ.

Remarque : en particulier on retrouve un phénomène bien connu en caractéristique nulle,
à savoir que la dimension chute à mesure qu’on s’éloigne du degré médian.

Démonstration. — Notons V (resp. S) l’ensemble des valeurs propres de q−
d−im,ξ−2

2
v ρ(Frobw)

(resp. les paramètres de Satake modulo l associés à m). D’après la proposition précédente si
λ ∈ V alors {λ, qvλ, · · · , q

im,ξ+1
v λ} ⊂ S. En particulier, les valeurs propres étant supposées

distinctes, on a V ⊂ S et donc le cardinal de V est ≤ d. Notons alors que, comme l’ordre
de qv est > d, alors qvV n’est pas inclus dans V : en effet sinon on aurait qnvV ⊂ V et
V contiendrait un ensemble de la forme {α, qvα, · · · , qdvα} ce qui n’est pas car V est de
cardinal ≤ d. Prenons alors λ0 ∈ V tel que λ0qv 6∈ V , i.e. λ0q

2+im,ξ
v 6∈ S. On en déduit

alors que pour tout k = 1, · · · , 1 + im,ξ, l’élément λ0q
k
v appartient à S mais pas à V , d’où

le résultat.

D’après [10], il existe une représentation irréductible continue
ρm : GF −→ GLd(Fl)

non ramifiée à toutes les places ne divisant pas I et telle que pour tout v ∈ Spl(I), le
polynôme caractéristique de ρm(Frobv) est

Pm,v(X) :=
d∑
i=0

(−1)iq
i(i−1)

2
v Tv,iX

d−i ∈ TI/m ' Fl.

4.12. Hypothèse. — Si θ : GF −→ GLn(Fl) est une représentation irréductible continue
telle que pour tout v ∈ Spl(I), on a

Pm,v(θ(Frobv) = 0
alors θ est équivalent à ρm.

Remarque : d’après [5], l’hypothèse 4.12 est vérifiée si
— soit ρm est induit d’un caractère de GK pour K/F une extension galoisienne cyclique ;
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— soit l ≥ d et SLn(k) ⊂ ρm(GF ) ⊂ F×l GLn(k) pour un sous-corps k ⊂ Fl.

4.13. Théorème. — Supposons que ρm vérifie l’hypothèse 4.12 et que l ≥ d + 2. Alors
les H i(XI,η̄, Vξ,Zl)m sont sans torsion.

Remarque : on obtient ainsi une version améliorée du théorème 3.4.2 de [5]. On notera en
outre que nos hypothèses n’impliquent pas que la Ql-cohomologie est concentrée en degré
médian.

Démonstration. — La condition sur m étant invariante par dualité, il suffit de montrer
que les H i(XI,η̄, Vξ,Zl [d − 1])m sont sans torsion pour i ≤ 0. On raisonne par l’absurde
et on note comme précédemment im,ξ ≥ 0 le plus grand indice i tel que la torsion de
H−i(XI,η̄, Vξ,Zl [d−1])m est non nulle. Soit alors θ une représentation de GF obtenue comme
sous-quotient irréductible de la torsion de H−im,ξ(XI,η̄, Vξ,Zl [d− 1])m. D’après la relation de
congruence 2.7 et l’hypothèse précédente, on en déduit que θ est isomorphe à ρm et que
donc, pour tout v ∈ Spl(I), les valeurs propres de θ(Frobv) correspondent aux paramètres
de Satake modulo l donnés par m, à multiplication par q

d−1
2

v près.
Comme l−1 > d, on choisit v ∈ Spl(I) tel que l’ordre de v|Q modulo l est > d. Soit alors

q
d−1

2
v λ une valeur propre de Frobv agissant sur la torsion de H−im,ξ(XI,η̄, Vξ,Zl [d− 1])m : la

réduction modulo l de λ est un paramètre de Satake modulo l de m. D’après la preuve de la
proposition précédente, il existe alors une représentation automorphe Π dont la composante
Πv est de la forme

Πv ' Stt1(χv,1)× · · · × Sttu(χv,u),

avec λ = χv,1($v)q
1−t1

2
v et (4) t1 = 2 + im,ξ > 1. Les paramètres de Satake modulo l sont

alors donnés par{
χv,1($v)q

1−t1
2

v , · · · , χv,1($v)q
t1−1

2
v , · · · , χv,u($v)q

1−tu
2

v , · · · , χv,u($v)q
tu−1

2
v

}
.

En particulier, on remarque que si λ est un paramètre de Satake modulo l de m à la place
v alors qvλ aussi. Comme par hypothèse l’ordre de qv modulo l est > d, alors qivλ serait un
paramètre de Satake modulo l de m à la place v, pour tout i = 0, · · · , d, ce qui donnerait
d+ 1 paramètres distincts ce qui ne se peut pas, d’où la contradiction.
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