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LE LEMME D’THARA POUR LES GROUPES UNITAIRES
par

Boyer Pascal

Résumé. — Le résultat principal de ce travail est la preuve de certaines instances de ce
que depuis les travaux de Clozel-Harris-Taylor sur Sato-Tate, on appelle le lemme d’Thara.
Ces instances sont liées aux hypotheses restrictives portées par 'idéal maximal de 1’algebre
de Hecke par lequel on localise 1'espace des formes automorphes modulo ! du groupe unitaire
considéré. La stratégie consiste a transférer cet énoncé en une propriété similaire portant sur
la cohomologie d’une variété de Shimura de type Kottwitz-Harris-Taylor que 'on montre en
prouvant que la cohomologie, localisé en cet idéal maximal, d'un faisceau pervers d’Harris-
Taylor est sans torsion.

Abstract (Ihara’s lemma for some unitary groups). — The main result of this paper
is the proof of some new instances of the so called Thara’s lemma as it was introduced in
their work on Sato-Tate by Clozel-Harris-Taylor. These new cases are linked to the particular
hypothesis on the maximal ideal of the Hecke algebra by which we localize the space of
automorphic forms modulo [ of the unitary group. The strategy consists to go through the
same property of genericness of subspace of the localized cohomology of some Kottwitz-Harris-
Taylor Shimura variety, which relies on the freeness of the localized cohomology groups of
Harris-Taylor’s perverse sheaves.
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Introduction

Soit F = F*FE un corps CM avec E/Q quadratique imaginaire. Pour B une algebre
a division centrale sur F' de dimension d?> munie d’une involution de seconde espéce * et

Be B, on considére le groupe des similitudes G/Q défini pour toute Q-algebre R par
G(R) :={(\,g9) € R* x (B ®y R)* tel que gg* = \}

avec B” = B®p.Fouc= +p est la conjugaison complexe et fg 'involution z — xhs =
Bx*B~L. On note Gy le groupe des similitudes associé. Pour p = wu® un premier décomposé
dans E, on a
G(@Q)=Q; x [ [B)
wlu

ou w décrit les places de F' au dessus de u. On suppose en outre que :

— Gy(R) est compact,

— si x est une place de Q qui n’est pas décomposée dans E alors G(Q,,) est quasi-déployé,

— qu'il existe une place vy de F au dessus de u telle que B,, ~ D, q est algébre a

division centrale sur le complété F,, de F' a la place vy, d’invariant é.

Soit a présent [ un nombre premier distinct de p et S un ensemble fini de premiers de Q
contenant [ : on note Spl (resp. Spl® ) I'ensemble des places finies de F' (resp. et p,, :=
wig ¢ S) telles que p,, est décomposé dans E et le facteur de G(Q,,,) correspondant & w
soit isomorphe & GL4(F,). Soit alors

Ts = Zl[Tw,ly s 7Tw,d W e SplS]

I’algebre de Hecke associée aux opérateurs de Hecke non ramifiés aux places w € Spl®. Pour
m un idéal maximal de Tg et w € Spl°, on note

Sm(w) = {TTwyi ’ L= 17 7d}7
w,i—1

le multi-ensemble des parametres de Satake modulo [ en w associé a m, ou on a posé
Two =1
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Les idéaux premiers minimaux de Tg sont ceux au dessus de l'idéal nul de Z; et sont
donc en bijection naturelle avec les idéaux premiers de Ts ®z, Q;. Ainsi pour m < m un
tel idéal premier minimal, (Tg ®z, Q;)/m est une extension finie K de Q.

A un idéal premier minimal m cohomologique est associé une classe d’équivalence proche
Iz au sens de [12], i.e. un ensemble fini de représentations automorphes irréductibles II
non ramifiées aux places w ¢ S telles que la réduction modulo [ de ses parametres de Satake
est le multi-ensemble Sy, (w). On note

pa : Gp = Gal(F/F) — GL4(Q)

la représentation galoisienne associée a un tel II d’apres [11] et [12], laquelle est
nécessairement bien définie a isomorphisme pres d’apres le théoreme de Cebotarev. Les va-
leurs propres de Frob,, de la réduction modulo [, p,, : Gp — GLd(Fllsont alors données

par le multi-ensemble Sy (w). La version du lemme d’Thara pour G est la conjecture
suivante.

Conjecture. — (Lemme d’Ihara) Soient
— U un sous-groupe ouvert compact de G(A) tel que pour tout place w € Spl®, sa
composante locale U,, est le sous-groupe compact mazimal GLy(O,),
— wg € Spl® et
— m un idéal mazimal de Tg tel que p,, est absolument irréductible.
Si 7 est une sous-représentation irréductible de C*(G(Q\G(A)/U",F))m, oti U =
UwOUwO, alors la composante locale m,, de T en wy est générique.

Remarque : cette version en dimension supérieure du classique lemme d’Thara pour G Ls est
due a Clozel-Harris-Taylor dans leur preuve de la conjecture de Sato-Tate . Pour contourner
cette conjecture, Taylor inventa, peu apres, ce que désormais on appelle « Ihara avoidance »,
qui lui permit donc de faire 'automorphie nécessaire pour prouver la conjecture de Sato-
Tate. Malgré cela I'obtention du lemme d’Ihara souléve toujours un tres vif intérét, cf. par
exemple les travaux de Clozel et Thorne [8], ou ceux d’Emerton et Helm [10].

Dans cet article, nous allons prouver cette conjecture sous les conditions restrictives
suivantes portant sur m.
— (H1) : Il existe une place v; € Spl telle que la restriction p, , de p, au groupe de
décomposition en v; est irréductible,
— (H2) : 1l existe w; € Spl® tel que Sy(w;) ne contient aucun sous-multi-ensemble de
la forme {a, gy, @} ou gy, est le cardinal du corps résiduel de F,,,
— (H3) : L'image de p,, ,,, dans son groupe de Grothendieck, est sans multiplicités.

La stratégie consiste a considérer la cohomologie de la tour de variétés de Shimura Xz
associée au groupe des similitudes G ou G/Q est tel que

— G(A%) = G(A™P) x GLa(Fyy) * [ wju (By)*,

— G(R) a pour signatures (1,d — 1) x (B,Od) x -+ x (0,d).
En calculant la cohomologie de Xy a 'aide de la suite spectrale des cycles évanescents a la
place v, on construit, proposition [2.3.3] tout d’abord une sous-représentation irréductible
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7 du localis¢ HY( Xy, F))w en m de H¥ Y ( Xy, ) telle que 7% ~ 7%%_ On est ainsi
ramener a prouver que 7, est générique. Pour l'essentiel cette propriété repose sur le fait
que, apres localisation par m, la cohomologie des faisceaux pervers d’Harris-Taylor est sans
torsion, théoreme Concernant les hypotheses restrictives,

— on utilise tout d’abord (H1) au §3.1} pour montrer que le réseau de la cohomologie
entiere de la variété de Shimura localisée en m, s’écrit comme un produit tensoriel
d’un réseau automorphe par un réseau galoisien.

— La contrainte (H2) intervient pour s’assurer que la partie localisée de la cohomologie
de toute la variété de Shimura est, d’apres [4], sans torsion.

— Enfin (H3) est utilisée pour controler la combinatoire des représentations modulo [,
cf. le et le lemme [3.2.2

La stratégie de la démonstration permet aussi d’obtenir des énoncés d’augmentation de

niveau, lesquels doivent normalement se déduire des travaux de Taylor et de son école. Par
exemple dans le cas d = 2, supposons qu’il existe m tel que

(a) pour tout idéal premier m < m, la composante locale en wy de Il est non ramifiée,

(b) qu’il existe un tel idéal premier avec Il 1y >~ Xuwe1 X Xuwo,2 tel que

-1 _ . X —val(a)
XwodXwg2 = Vi QE F o ™ Qup

(c) et que l'ordre de g, modulo I > 3 est égal a 2.
De (a), en utilisant la suite spectrale des cycles évanescents a la place wy, on en déduit que

HY (X0, Fo)w = H'(X5E, 0 ()

ott, ¥(TF;) désigne le complexe des cycles évanescents & coefficients dans F,, et X U éwo est la
fibre spéciale géométrique de Xy en wy privée de ses points supersinguliers. Classiquement
cette cohomologie est une induite parabolique et d’apres (b) et (c), la seule représentation
irréductible non dégénérée sous-quotient de la réduction modulo I de Xuy1 X Xwe1V €st
cuspidale et ne peut donc pas étre une sous-représentation de H'(Xy,F;). Ainsi, si le
lemme d’Thara est vrai, pour m vérifiant les points (b) et (c) ci-dessus, le point (a) doit
étre faux, autrement dit il existe un m < m tel que Il ,,, est une représentation de Steinberg
tordue par un caractere. En d’autres termes, on a une propriété d’augmentation du niveau.

Nous prouverons un résultat similaire, plus précisément, pour un idéal premier m < m,
la réduction modulo ! de Il ,, qui ne dépend que de m, a un support supercuspidal S,,,(m)
qui, par hypothése sur m, est sans multiplicité. On décompose alors

S (m) = L[SQ(m>

selon les classes d’équivalence inertielle o de F;-représentations irréductibles supercuspidales
d'un G Ly, (Fu,) pour 1 < g(0) < d. Pour chaque ¢ on note alors

ll(ma Q) SRR lr(m,g) (m7 Q)
de sorte que S,(m) puisse s’écrire comme la réunion de 7(p) segments de Zelevinsky non
liés
[Ql/zk’ ﬁyk-i-li(m,g)] _ {ka’ ka-i-l’ L 7ka+li(m79)}_
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Proposition. — Il existe un idéal premier m < m tel que

Hr?z,wg =~ >< Hrﬁ,wo (Q)

gEScuSpr

ou Scusp,,, désigne ’ensemble des classes d’équivalence inerticlles des F,-représentations
irréductibles de GL,(F,,) pour n > 1 et ol pour tout o € Scusp,,, il existe des
représentations irréductibles cuspidales m1(0), -, Trm,p)(0) de GLg()(Fy) telles que

i wo = Sty (m,o) (m1(0)) > -+ x Stlr(m,g>(m,g) (Wr(m,g)(Q))-

1. Géométrie des variétés de Shimura de Kottwitz-Harris-Taylor

1.1. Données de Shimura. — On fixe un nombre premier [ relatif aux coefficients dont
on prend la cohomologie. Par la suite les différents nombres premiers qui interviendront,
seront toujours supposés étre distincts de [.

Soit F' = F*E un corps CM avec E/Q quadratique imaginaire, dont on fixe un plon-
gement réel 7 : F'" <> R et tel que [ est non ramifié dans E. Pour v une place de F', on
notera F), le complété du localisé de F' en v, O, son anneau des entiers de Fj,, w, une
uniformisante et g, le cardinal du corps résiduel x(v) = O,/(w,).

1.1.1. Notation. — On note v le caractére de F défini par o — q; V@),

Soit B une algebre a division centrale sur F' de dimension d? telle qu’en toute place x
de F', B, est soit décomposée soit une algebre a division et on suppose B munie d’une
involution de seconde espece * telle que #x est la conjugaison complexe c. Pour 3 € B*=-1
on note f5 'involution z — 2% = Br*3~1 et G/Q le groupe de similitudes, noté G, dans
[11], défini pour toute Q-algebre R par

G(R) ~ {(\,g) € R* x (B ®y R)* tel que gg" = \}
avec B? = B®p,. F. Si x est une place de Q décomposée =z = yy© dans E alors
G(Q.) ~ (B x Q@ ~Q x [ [(B2)",
ou, en identifiant les places de F'* au dessus de x avec les places de F' au dessus de v,
x =],z dans F'".

Dans [11], les auteurs justifient I'existence d'un G' comme ci-dessus tel qu’en outre :

— si = est une place de Q qui n’est pas décomposée dans E alors G(Q,) est quasi-

déployé;

— les invariants de G(R) sont (1,d — 1) pour le plongement 7 et (0,d) pour les autres.

On fize a présent un nombre premier p = uu® décomposé dans E tel qu’il existe une
place v de F' au dessus de u telle que

(B)" =~ GLa(F).
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On note abusivement

G(A™") = G(A™) x @y x | [ (BX)~.

wlp
WHV

Remarque : par rapport aux notations de I'introduction, la place v sera, selon les cas, soit
Vo, U1 OU Wy.

Pour tout sous-groupe compact U? de G(A™?) et m = (mq,--- ,m,) € ZL,, on pose

U’(m) =UP x Z; x HKer(Oﬁv_ — (OBUZ_/P:ZZ')X).
i=2
1.1.2. Notation. — Soit T [’ensemble des sous-groupes compacts ouverts « assez pe-
tits >> de G(A®), de la forme U"(m)K,. Pour m comme ci-dessus, on a une application

my: L — N.
1.1.3. Définition. — Pour un tel I € Z, soit
X7 —> Spec O,
la variété de Shimura de [11] dite de Kottwitz-Harris-Taylor associée a G.

Remarque : X; est un schéma projectif sur Spec O, tel que (X;)er forme un systeme
projectif dont les morphismes de transition sont finis et plats. Quand m; = m) alors
Xurm) — Xurmyy est étale. Ce systéme projectif est par ailleurs muni d’une action de
G(A™) x Z telle que 'action d’un élément w, du groupe de Weil W, de F, est donnée
par celle de — deg(w,) € Z, olt deg = valo Art™" ot Art™" : Wb ~ F* est I'isomorphisme
d’Artin qui envoie les Frobenius géométriques sur les uniformisantes.

1.1.4. Notations. — (cf. [1] §1.8) Pour I € Z, on note :
— X1, (resp. X135, = X, X Spec]Fp) la fibre spéciale (resp. géométrique) de X; en
v et X, (resp. Xi5,) la fibre générique (resp. géométrique).
— Pour tout 1 < h < d, X7t (resp. X{!) désigne la strate fermée (resp. ouverte)
de Newton de hauteur h, i.e. le sous-schéma dont la partie connexe du groupe de
Barsotti-Tate en chacun de ses points géométriques est de rang = h (resp. égal a h).

Remarque : pour tout 1 < h < d, la strate de Newton de hauteur h est de pure dimension d—
h. La strate ouverte est en outre « géométriquement induite » au sens ou il existe un systeme
projectif X7 ?1,,1 de sous-schémas fermés de X7, ?U muni d’une action par correspondance de
Py a(F,) tel que

XIZ}} = XI:,}ELU,l X Ph,a(Fy) GLa(Fy).

sSv

1. tel qu’il existe une place x pour laquelle la projection de UY sur G(Q,) ne contienne aucun élément
d’ordre fini autre que 'identité, cf. [11] bas de la page 90
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1.1.5. Notations. — Nous utiliserons les notations suivantes :
h . vh >1 >h . y=h >h
(3 XI,§ - XI,gv J XZ,g - XI,§

ainsi que j=" = i o j=N,

1.2. Systemes locaux d’Harris-Taylor. — Pour ¢ un diviseur de d = sg et 7, une
Qj-représentation cuspidale irréductible de GL,(F,), 'induite parabolique

1—s 3—s s—1
5 b x ™l 5 )

T

}><--~><7TU{S;3}><7TU{

possede

— un unique quotient irréductible noté Sty(m,); c’est une représentation de Steinberg
généralisée.

— une unique sous-représentation irréductible notée Speh,(m,) ; ¢’est une représentation
de Speh généralisée.

Remarques :

— si m, est un caractere x, de F* alors Speh,(y,) est le caractére de GLy4(F,) donné
par Y, o det.

— Une Q-représentation irréductible de GLg(F,) sera dite essentiellement de carré
intégrable si elle est de la forme Sts(m,) pour un diviseur g de d = sg et m, une
représentation irréductible cuspidale de GL,(F,).

La correspondance de Jacquet-Langlands locale, sur Q,, est une bijection entre les
classes d’équivalences des représentations irréductibles essentiellement de carré intégrable
de GL4(F,) et les représentations irréductibles du groupe des inversibles D, de I’algebre
a division centrale D, 4 sur F, d’invariant é.

1.2.1. Notation. — On note ,[s|p la représentation irréductible de D, associée d
Sts(m)) par la correspondance de Jacquet-Langlands locale.

Rappelons que dans [I1], les auteurs, via les variétés d’Igusa de premieére et seconde
espece, associent a toute représentation p, de qu’h, ou D, est I'ordre maximal de D, 5, un
systeme local L(p, )1 sur X7 | dont on note £(p,) la version « induite » sur X7 . D’aprés
[1] §1.4.2, le systeme local L(p,); est muni d’une action par correspondances de

r

G(A™P) x Q, x Py a(F,) x H(B;’f’)x x 7

i=2
qui d’apres [11] p.136, se factorise par G™(A®)/Dj, , via
(goo,p’ gp,Ov C, G, gvia k) = (gp,oo’ gp70qk7v(detgg)’ gf;tv gvm 5) (122)

ou

— GW(A%) == G(A™P) x Q) x GLa-(F,) x [ [;_y(BF)* x Df, 1,
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9y
gvz< 0 g5t>et
— 0 e Dy est tel que v(rn(d)) = k + v(det g5).
Remarque : on prendra 'habitude d’identifier DS, /Dy, avec Z via la norme réduite.

1.2.3. Définitions. — Pour w, une Q,-représentation irréductible cuspidale de GL,(F,)
ett =1, on note

HTg, (10,1, 1) (n) := L (pu)[d — tg] ®TL ® = " @ L(r,)
ou

— L est la correspondance Langlands sur F,, a dualité preés,

=.1 1/2

B ,

— Pyt est un sous-quotient irréductible quelconque de (Wy[t]D)“_)xt ot D,y est Uordre
v,tg

7 — 7, est définie par 2(3)=¢

maximal de D, g ;
— GLy(F,) agit diagonalement sur 1I; et sur L(m,,t) ® =97 via son quotient
GL,(F,) - Z,
— le groupe de Weil W, en v agit diagonalement sur L(m,) et le facteur =9 ig
Uapplication deg : W, = Z qui envoie les frobenius géométriques sur 1.
Une Zj-version entiére sera notée HTr(m,,t,1;)(n) ou T' désigne un réseau stable, par
forcément sous la forme d’un produit tensoriel et la version sans I' désignera une Z;-
structure quelconque. Enfin on utilisera les notations HTy 1(m,, t, I1;) pour les versions non
induites.

Remarque : HT (my,t,11;)(n) ne dépend pas du choix de p,;. On utilisera, comme dans [1],
parfois la notation

]3-7j<7'('v7 t, Ht)

en remplacant dans la formule précedente vt) par To|t|p) ou m,|t|p est vue, par
placant dans la formule précédente L(p,:) par L(m,[t]p) ott m[t] , D

restriction, comme une représentation de D, . En outre en un certain sens il ne dépend que

de la classe d’équivalence inertielle de m,. Précisons cela dans le cas ou II; = St,(7,), alors
pour x : Z — @, les faisceaux pervers HT (m,, t, Sty(m,)) et HT (7, ® X, t, St (7, @ X)),
munis de leurs actions par corrrespondances, sont isomorphes.

1.2.4. Notation. — On notera plus simplement
HT (7, t) == HT (my,t, Ly)

ou 1y, désigne la représentation triviale de G'Ly,(F,).

1.2.5. Définition. — Pour m, une représentation irréductible cuspidale de GL,(F),) et
1<t<s:= [gj, le Q,-faisceau pervers d’Harris Taylor est, cf. [1] définition 2.1.3,

P, t) 1= ji VHT (my, t, Sty ().
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1.2.6. Lemme. — Avec les notations précédentes, si p® o est un sous-GLy(F,) x W,-
quotient irréductible de H'(Xzs,, B(my,t) ®z Fi) alors
— o est un constituant irréductible de la réduction modulo | de L(m, ® x.), ot X, est
un caractére non ramifié de F,, et
— p est un sous-quotient irréductible de la réduction modulo | d’une induite de la forme
St (my @ Xv) X 1y 0U Py, est une représentation irréductible entiére de GLg—_t4(F)).

Démonstration. — Le résultat découle, cf. la formule donnée en (1.2.2)), de la description
des actions. ]

1.3. Faisceau pervers des cycles évanescents. — Rappelons que pour X un [Fp-
schéma et A = Q;, Z;, Fy, la t-structure usuelle sur la catégorie dérivée D?(X, A) est définie
par :

AePDS(X,A) = Vre X, hFi*A =0, Yk > —dim {z}

AePD>(X A) = Vre X, WA =0, Yk < —dim {z}
ol i, : Speck(x) — X. On note alors PC(X,A) le coeur de cette t-structure et PH' les
foncteurs cohomologiques associés.

Pour A un corps, cette t-structure est autoduale pour la dualité de Verdier. Pour A = 7,
on peut munir la catégorie abélienne Z;-linéaire C(X, A) d'une théorie de torsion (7, F)
ou T (resp. F) est la sous-catégorie pleine des objets de torsion 1" (resp. libres F) | i.e. tels
que V17 est nul pour N assez grand (resp. [.1p est un monomorphisme). Soit alors

DX, 7)) = {Ae DSYX,Z) : PhY(A) e T}
DX, 7)) = {Ae D>°(X,Z) : Ph°(A) e F}

la t-structure duale de coeur *C(X, Z;) muni de sa théorie de torsion (F, 7[—1]) « duale » de
celle de PC(X,7Z;).

1.3.1. Définition. — (cf. [5] §1.3) Soit F(X,A) := PC(X,A) n P*C(X,A) la catégorie
quasi-abélienne des faisceaux pervers « libres » sur X a coefficients dans A.

Pour tout / € Z, le complexe Uy, := R¥5 ;(A)[d—1](%2) sur X5, est alors un objet
de de F(X;3,,A), i.e. un faisceau pervers libre dit des cycles évanescents. Pour I variant
dans Z, on obtient, au sens de la définition 1.3.6 de [1], un W,-faisceau pervers de Hecke
noté Uz, ou plus simplement ¥z, dans le cas ou A = 7.

Rappelons, cf. [1] §2.4, que la restriction <\I/I7U,A> . du faisceau pervers des cycles
XZ s

évanescents a la strate X7% . est munie d’une action de
x \0 .__ . X
(Dv’h) = Ker (Val orn: DJ) — Z>

et de @ que P'on voit plongé dans F)' < D,
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1.3.2. Notation. — Pourtouth > 1, on note Ry, (h) l'ensemble des classes d’équivalence

Z

des Fj-représentations irréductibles de D), dont le caractére central est trivial sur ww? <

K.
Pour 7 € Rg,(h), la sous-catégorie Cr < Repzm(D;d) formée des objets dont tous les

Z;" D, s-sous-quotients irréductibles sont isomorphes & un sous-quotient de 7, , est facteur
) v,d

direct dans Rep.-(D* ;) de sorte que toute Z!-représentation Vz» de D, se décompose
le v,d q l p 1 v,d P
en une somme directe

%ERﬁl (h)

ou Vzpr est un objet de Cs.

1.3.3. Proposition. — (cf. [11] proposition IV.2.2 et le §2.4 de [1])
On a un isomorphisme G(A®") x Py 4-p(F,) x Wv—équivariant

DX ’ ,

. v,h 7 !h—d—z _ ~ _ h—1—1

1nd(th)ow%< qu,zl> x=h (‘B ‘CZZ (M'F,N )
o 5 7eR= (h

X7, )

ot L7, (u;gl) est le systeme local associé a la D:’h—représentatz'on Uy = lim Uz, oi
Uz, est le T-facteur isotypique de la D, -représentation admissible Uy := H* (M}LL/;;,Z)
obtenue comme la cohomologie de la fibre générique géométrique
h/Fy s T
MY = Mygna®py F
du schéma formel de Lubin-Tate représentant les classes d’isomorphismes des déformations

par quasi-isogénies du O,-module formel de hauteur h et de dimension 1.

Pour L € F(X,A), on considére le diagramme suivant

L

PGt L P L P g L= P gt L

ou la ligne du bas est la factorisation canonique de P*jij*L — P4, 5* L et les fleches can,
et can, , données par adjonction. Rappelons que les fleches aux extrémités (resp. du milieu)
de la ligne du bas, sont strictes (resp. est un bimorphisme), i.e. la fleche canonique de la
coimage vers I'image est un isomorphisme (resp. la fleche est un monomorphisme et un
épimorphisme).

2. Noter le décalage [d — 1] dans la définition de ¥, 7 .
3. La correspondance entre le systéme indexé par Z et N est donnée par I'application m; de
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Si X est en outre muni d'une stratification & = {X = X>! o5 X>2 5 ... 5 X4 en
utilisant des notations similaires a celles de[1.1.5, on définit dans [5], une filtration dite de
stratification de L

0 =Filg,(L) = Filg (L) = Fil§ (L) - -- = Fil&," (L) = Filg,(L) = L,

ott pour 1 < r < d— 1, on pose Filg (L) := Imgp (j,lgrjlg’"v*[/ — L). Par construction
tous les gradués grg (L) sont libres. Dans [5] proposition 2.3.3, on construit par ailleurs,
de fagon fonctorielle, la filtration G-exhaustive de stratification de tout objet L de F(X, A)

0=Fillgy (L) c Fillg? *Y(L) ¢ --- c Fill},(L) = --- < FillX, (L) = L,

dont tous les gradués grr’é’!(L) sont libres et, aprés tensorisation par Q;, des extensions
intermédiaires de systémes locaux irréductibles.

1.4. Structures entieéres. — Dans ce paragraphe nous allons rappeler quelques uns des
résultats de [6] concernant la filtration de stratification de Wz. La premiere étape consiste
a le décomposer selon ses p-types au sens suivant.

1.4.1. Proposition. — (cf. [6] proposition 3.2.2) Il existe une décomposition

\III,’U = @ EI‘) \IILQ

1<g<d peScusp,,(g)
o1
— Scusp,(g) désigne l'ensemble des classes d’équivalences inertielles des Fy-représentation
irréductibles supercuspidales de GLy(F,) ;
— Wz, est un faisceau pervers de type o au sens ot tous les constituants irréductibles
de Vz,®z Q sont des extensions intermédiaires de systémes locauz HT (m,,t,1T)(n)
ot la réduction modulo | de 7, a pour support supercuspidal un segment relativement

a o.

Remarque : on rappelle quune représentation irréductible m de GL,,(K) est dite cuspidale
(resp. supercuspidale) si elle n’est pas un sous-quotient (resp. un quotient) d’une induite
parabolique propre. Sur Q;, ces deux notions coincident et d’apres [13] I11.5.10, la réduction
modulo | d’une Q;-représentation irréductible cuspidale entiere est irréductible cuspidale,
mais pas nécessairement supercuspidale auquel cas son support supercuspidal est un seg-
ment.

Un des résultats clefs de [4] concernant la filtration de stratification Filg,(¥z,) est le
fait que les morphismes d’adjonction

r=

g i ere (V) — gre (V)

sont surjectifs dans PC.
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Pour décrire plus précisément les grg,,(\IlLv), commencons par quelques rappels sur la
réduction modulo [ d’une représentation de Steinberg Sts(7), pour 7 irréductible cuspi-
dale dont la réduction modulo [, notée p, est supercuspidale. Cette réduction n’est en
général, pas irréductible mais contient toujours une unique représentation irréductible non
dégénérée notée Sts(0). Si €(p) est le cardinal de la droite de Zelevinsky de p, on note
suivant [14] p.51,

[, sinon.

m<Q) _ { 6(@)7 s1 6(0) > 1;

Alors St (o) est cuspidale si et seulement si s = 1 ou m()l* pour k € N : on le note alors

Ok = Stm(g)lk(g)v keN

et o_1 := p. La description compléte de la réduction modulo [ de Sty(m) est donnée dans
[3]. Dans [3], on construit des réseaux stables des Sty(m) dits réseaux d’induction. Parmi
ceux-ci, il en existe un noté

RI_(m,s)
dont la réduction modulo ! admet comme unique sous-espace irréductible Sts(0), qui est

donc générique.

1.4.2. Définition. — Une Q, représentation 7 irréductible entiére et cuspidale dont la
réduction modulo [ est isomorphe a g, est dite de p-type k. On note

Scuspy (o)
'ensemble des classes d’équivalences de ces représentations de GL,, (F),) avec donc

g-1(0) =g et VO<i<s(p), gio) = m(o)l'y,

d
m(o)g"

ou on a noté s(p) la plus grande puissance de [ divisant

Revenons a présent a la description des grg ,(¥z,). Par construction il est a support
dans XIZ’ 5, nul si g ne divise par r et sinon
1—t
2 )

B s(0)
e Un) @, U= D @ HT (et St ()

i=—1  myeScusp, (o)
tigi(0)=tg

Considérons alors la p-filtration naive de
Fil, 5, (¥ tg) = - < Fil,_, 5, (¥, tg) = 7" &1d,(Vz,,) @7, Q
ou
1—1
2

s(e)
Filgvk,@l(\ll,tg» >~ @ @ IHT(ﬂ-vytia Stti (71‘1]))( )’

my€Scusp; (o)
tigi(e)=tg
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ainsi que la filtration associée de j=t9* grgj,(\I/LQ)
Fil,x (¥, tg) :==Fil ,, 5,(¥,tg) N jTl9* gl 4 (W1,)-

Pour k = —1,---,5(0), les gradués gr,,(¥,tg) associés sont alors sans torsion et de o-
type k. On filtre & nouveau chacun de ces gradués en séparant, sur Q, les différents 7, €
Scuspy,(0) et on note

(0) = Fild(¥, tg) = Fil)(¥,tg) < - -- = Fill (W, tg) = j=*grd ,(Vz,,)

la filtration ainsi obtenue. On considere alors la filtration de grg!(\lfz,g) construite comme
suit :
— on prend l'image de

I Fily (U, tg) — grd, (Pz,)
et on note grg (¥z,)" le quotient libre ;
— comme ;=% *ng (U7 )t ~ (j:tg’*grtegv,(\lfz’@))/Filz(\lf, tg), on prend I'image de
it (Fi2(W, tg)/ Fill , (9, t9) ) —> g1d,(Vz,,)’

et ainsi de suite.
— On filtre enfin chacune des images considérées a l’aide d'une filtration de stratification

exhaustive.
D’apres [1], les gradués obtenus sont, sur Q; et en utilisant les notations de de la
forme PB(,, t)(=25) pour k = 0,--- , s — 1. Par construction et d’apres [1], la ﬁltratlon

ci-avant vérifie les propriétés suivantes :

— si deux gradués ne different, sur Q;, que par leur poids, alors celui de plus petit poids
possede un indice plus petit que l'autre (cf. [1] ou [5]);

— Etant donné un gradué de poids minimal parmi tous les autres gradués qui lui sont,
sur Q;, isomorphes au poids prés, les gradués d’indice strictement plus petit sont
— soit tous a supports dans une strate de dimension strictement plus petite,

— soit a support dans la méme strate et de p-type inférieur ou égal.
— Dans le cas de méme support et de p-type égal, on peut modifier la filtration
précédente pour échanger 'ordre des deux gradués considérés.

— Enfin, d’apres le résultat principal de [6], tant que [?J + 1 < m(p), pour tout m, de
type o, il n’y a a isomorphisme pres qu’une notion d’extension intermédiaire, i.e. avec
les notations de [4], Pj . “HT (7, t,11,)(n) ~ P*5 . YHT (my, t,11,) ().

Remarque : dans la suite les hypotheses faites sur I'idéal m feront que les systemes locaux
d’Harris-Taylor considérés, vérifieront tous la condition du dernier tiret ci-avant.
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2. Cohomologie entiere
2.1. Localisation en un idéal non pseudo-Eisenstein. —

2.1.1. Notations. — Pour I € I, on note
— Spl({) lensemble des places w de F telles que
— w ne divise pas le niveau I et
— Pu 1= w)g est décomposé dans F' et distinct de [, avec

T

G(Qy,) =~ Q) x GLy(F,) x [ [(BX)~,

i=2
ou py = w. [ [_ow; dans F*.
— Pouri=0,---,d, on pose
i d—i
— /"
Tw,i = diag(pun "y Dws 17 Ty 1) x1le GLd(QPw) x Z7
et on note

T; := Z[vai cweSpl(l) eti=1,--- ,d],
Ualgébre de Hecke associée a Spl([).
— Pour tout w € Spl(I), on note

Sm(w) = {ITME’]I‘I/m, i=1,---,d}

w,i—1
le multi-ensemble des parametres de Satake modulo | en w associé a m, i.e. on garde
en mémoire la multiplicité des paramétres.

On dit d'un idéal premier minimal m de T; qu’il est cohomologique s’il existe une Q-
représentation automorphe cohomologique IT de G(A) possédant des vecteurs non nuls fixes
sous [ et telle que pour tout w € Spl([), les parametres de Satake de II,, sont donnés par
les images des TV € Kg := (T; ®z, Q)/m, ot Kg est une extension finie de @;. Un tel
IT n’est pas nécessairement unique mais définit une unique classe d’équivalence proche au
sens de [12] que l'on notera II. On note

pag, - Gal(F/F) — GL4y(Q)

la représentation galoisienne associée a un tel IT d’apres [11] et [12], laquelle est, d’apres
le théoreme de Cebotarev, définie a isomorphisme sur K3, i.e. Pag, = Pi Rk, Q.

Etant donné un idéal maximal m de T;, pour tout idéal premier minimal m < m, la
réduction modulo wg de pg, bien définie a semi-simplification pres, ne dépend que de m,
on note p,, : Gr —> GLy4(F;) son extension des scalaires & F; : ses paramétres de Satake
modulo [ en w € Spl(/) sont donnés par le multi-ensemble Sy, (w).

Dans la suite, on fixe un idéal maximal m de T; qui vérifie une des conditions (1) et (2)
suivantes.
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(1) II existe wy € Spl(I) tel que Sy(wr) ne contient aucun sous-multi-ensemble de la
forme {a, g, a} ol gy, est le cardinal du corps résiduel en wy ;
(2) Onal > d+ 2 et m vérifie 'un des deux conditions suivantes :
— soit p, est induit d'un caractére de Gy pour K/F une extension galoisienne
cyclique;
— soit | = d et SLy(k) c p,,(Gr)  F, GL,(k) pour un sous-corps k < F,.

2.1.2. Théoréme. — (cf. [T]) Pour m comme ci-dessus, les localisés H (X7, Zi)m, €n
l'idéal m des groupes de cohomologie X, sont sans torsion.

2.2. Représentations elliptiques et liberté de la cohomologie. — Rappelons que
X7 étant propre, pour tout place w de F', on a un isomorphisme

Hd71+i(XI Z) ~ Hi(XI,EN Ury)

3Ny
qui est G(A®) x W, équivariant. En utilisant la filtration de stratification de Uz, on a une
suite spectrale qui a partir des groupes de cohomologie des B (7, t) calcule la cohomologie
de Xz;,. Sur Q;, I'étude de cette suite spectrale est menée dans [2] et apres localisation
par m, comme les

Hi(XLgv B (T, ) ) m ®Zl @l

sont concentrés en degré 0, cette suite spectrale dégénere clairement en E;. Le but de ce
paragraphe est de reprendre cette étude sur F; et de montrer qu’a nouveau les

H' (X153, B(m,t))m 7, F

sont concentrés en degré 0, et donc qu’il n’y a pas de torsion dans les H(Xzs,, B(7,t))m-
Pour ce faire, rappelons les notations du §1.2 de [2]. Pour tout ¢ = 0, on note

It .= {(al,-~ A, €1, 6) ENT X {£} 0 r =1, Zaizt}.
i=1

Un élément de T sera noté sous la forme (&7, ,a,) ol pour tout 4 la fleche au dessus
de a; est G; (resp. @;) si ¢ = — (resp. ¢ = +). On considere alors sur I'* la relation
d’équivalence induite par les identifications suivantes :

«— «— — —

(@b, )= atb), (L@ b, ) =(at b)),

«— — t
et(---,0,---)=(--,0,---). On notera T l'ensemble quotient dont les éléments seront
notés [&y, -, ay .
— =t . . . 412
Remarque : pour t > 0, dans toute classe (&7, -+ ,ax] € I' , il existe un unique élément,
dit réduit, de (a1, -+ ,a,, €1, ,€) € ' tel que

— pour tout 1 <7 < r, on ait a; > 0;

AN/

— pour tout 1 <& <r, €€ = —.
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2.2.1. Définition. — A tout représentant réduit (ai,--- ,a., €1, ,€.) d'une classe de
<« —> =t :
[G1, - ,ar] € T, on associe

comme le sous-ensemble des permutations o de {0, --- ,t—1} telles que pour tout 1 <7 < r
avec €; = + (resp. ¢, = —) et pour tout a; + - +a;_1 < k < k' < a; + -+ + a; alors
o1 (k) < o Y (K') (resp. o1 (k) > o~ (K)). Dans le cas ou sous les mémes conditions, on
demande inversement o~ 1(k) > o~ (k') (resp. o0~ (k) < o7 1(k)), 'ensemble obtenu sera

noté sop([a, . ,a—,;]).

2.2.2. Proposition. — (cf. [15] §2) Soit g un diviseur de d = sg et m une représentation
cuspidale irréductible de GL4(F,). Il existe une bijection

—>s—1

o, @]el  —[&, @]

dans l’ensemble des sous-quotients irréductibles de ["induite

1 - 1
{ ZS}X’]T{328}X---X’/T{S2

caractérisée par la propriété suivante

TPy o ([81, -+, @7 ]r) = Z 7r{1;5 +U(O)}®"-®7T{1;S +ols— 1)},

}

ou encore par

— 1_
JP;gg,m,sg([m’ T ar]w) = Z 7T{
ogeS°P <[ﬁ1775;])

Remarque : avec ces notations St,(7) (resp. Speh,(m)) est [s — 1] (resp. [5 — 1]).

1—s
2

"L o(0)}®- @] +o(s— 1)}

2.2.8. Proposition. — (cf. [15]) Soit 1 une Q;-représentation irréductible telle que le

support cuspidal de Uinduite [t — 1], x ¢ soit un segment de Zelevinsky [m{%}, w{¢*5=1]

contenant strictement [m{5t}, 7{:51}]. Sia <1—1t (resp. sia+s—1>t—1), alors, avec
les notations de la proposition tout sous-espace irréductible de [t — 1], x ¢ est de

— —

la forme [---, 1,t—1,-- ':Iﬂ_{l—g—a} (resp. |-+, 1 —1, T, ']ﬂ,{l—;—a) ot le support cuspidal

dut—1 dans Uécriture ci-avant est égal a celui [w{15*}, m{51}].

2.2.4. Lemme. — Soit © une Q-représentation irréductible cuspidale entiére de
GLy(F,) dont le cardinal de la droite de Zelevinsky de sa réduction modulo | est
supérieur ou égal a s. Dans ces conditions,

—s—1
(i) pour tout (&7, -+ ,ay] € I' , les sous-quotients irréductibles la réduction modulo

L. —=s—1 CL .
des [G1, -+ , @ |x pour [&1,--- ,ar] décrivant T sont disjoints deux d deu.
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(ii) Avec les notations de la proposition précédente, tout sous espace irréductible de la
réduction modulo | de [t — 1], x ¢ est la réduction modulo | d’une représentation de
la forme donnée par la proposition précédente.

Remarque : dans le cas ou le cardinal de la droite de Zelevinsky du lemme ci-avant est
> s, la réduction modulo [ de tout [&G1,---, @], est irréductible. En cas d’égalité, seul
[fs_———l],r admet une réduction modulo ! réductible qui est alors de longueur 2 avec un
unique constituant cuspidal.

Démonstration. — (i) Par hypotheése sur m, toutes les représentations considérées ont le

méme support cuspidal et ont donc tous une image non nulle par Jp,, . ... Le résultat

découle alors directement

— de la commutation des foncteurs de Jacquet avec la réduction modulo [,

— du fait que ces réductions modulo [ des [&7, - - - , @, |, n’admettent aucun sous-quotient
irréductible cuspidal sauf éventuellement [((9_———1]7r dans le cas ou la droite de Zele-
vinsky de 7;(7) est de cardinal s,

— et du fait que les ry(m){15* + k} sont distincts deux a deux pour 0 < k < s de sorte
que I'image par Jp,,, ., de m{15%} x m{35%} x - x 7{#51} est sans multiplicité.

(ii) Le résultat découle de la proposition précédente en utilisant :

— la réduction au cas unipotent de GL, d’apres [14] §IV.6.3;

— comme la droite de Zelevinsky de la réduction modulo [ de 7w est de cardinal > s,
I’ordre de ¢ modulo [ est > s,

— i.e. [ est banal relativement a GL4(F,) et qu’alors le bloc unipotent sur F; est

équivalent a celui sur Q.
O]

2.2.5. Théoréme. — Soit m un idéal mazimal de Tg tel que pour tout i, le Z;-module
H Xy, Zi)wm est sans torsion. On suppose en outre que (H3) limage de puw, dans son
groupe de Grothendieck est sans multiplicités. Alors pour tout Z;-systéme local d’Harris-
Taylor HT (Tw,,t), la torsion de Hi(XU,§TUO,pj!:tgHT(7TwO, t))m est nulle pour tout i.

Démonstration. — Notons Scusp,, (m) 'ensemble des classes d’équivalences inertielles des
F-représentations irréductibles supercuspidales du support supercuspidal de la réduction
modulo [ de la composante locale en w, d'une représentation II € II, de la classe
d’équivalence proche associée a m. La suite spectrale des cycles évanescents localisée en m
s’écrit
H (XU L) ~ H(Xvz,,, B Vrgn> @B H'(Xus,, Y20)m,
o€Scusp,,, (m) 0€Scusp,,, (m)

de sorte que pour tout ¢ € Scusp,, (m) le localisé en m de la cohomologie de ¥z, est
concentrée en degré médian et sans torsion.
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Soit alors ¢ € Scusp,, (m), la filtration de stratification exhaustive de Wz, raffinée par
celle de son p-type comme au §1.4] permet de calculer, via une suite spectrale, la cohomo-
logie de Uz, localisée en m a l'aide de celle des faisceaux pervers d’Harris-Taylor B(my,, )
pour 7, irréductible cuspidale de type o. On raisonne par l’absurde, la stratégie consistant
alors a montrer que le localisé en m de la cohomologie de Wz , aurait de la torsion, ce qui
n’est pas d’apres nos hypotheses. Considérons alors ¢y minimal tel qu’il existe ¢ # 0 pour
lequel

o (szgwo,‘ﬁ(wwo,to))m ®z F;, # (0).
Les hypothéses sur m, imposent, d’apres le résultat principal de [6] que le dual de Verdier
D(*B(7w,,t)) est isomorphe a B(x, ,t), i.e. les p et p+-extensions intermédiaires sont les
mémes. En particulier quitte a prendre 7, de type 0", il existe un tel indice 79 < 0 que
I’on prendra minimal, i.e.
(0) sit <tyoui<ig
nonnul sit=tgeti=1 <O.

H' (szgwo > m(ﬂ-woa t))m ®Zl ﬁl = {

D’apres le lemme [1.2.6], un GLy(F,,) x Wy, constituant irréductible d’un de ces groupes
de cohomologie est a prendre parmi ceux de la réduction modulo [ de

o
<> S >
([yh S €7 1 atU - 17 1 y Q41,7 ET)]W X Two) ®‘C(7T{§})
ol
— le T avant (resp. apres) le tg — 1 est autorisé sous ses deux formes Tet Tsi 22;11 a;
(resp. D}i_;;; @) est strictement positive : on notera en passant a; = to + 1
— la réduction modulo I de 7 est de la forme o{%},
— Ty, est une Q,-représentation irréductible entiere dont la réduction modulo / a un
support supercuspidal disjoint de la droite de Zelevinsky de p,

— sionnote {w{G}, {5 + 1}, -, m{§ + 1ty — 1}} le support supercuspidal associé a la
fleche to — 1 dans &7, -+ ,to — 1,- - @, ], alors W{g} appartient a cet ensemble.

Remarque : dans le dernier tiret ci-avant, 'indice k du décalage tel que 7{% + k} = w{$}
correspond aux faisceau pervers (1, to) (25+ — k) dont on considére la cohomologie.
Considérons alors un Fy[GLq(F,) x Wy, ]-module irréductible (7 x 1,,,) @ L(7{3}) avec
0 comme ci-dessus, ou :
— 1)y, est un sous-quotient irréductible quelconque de la réduction modulo [ de T,

— 7 est un sous-quotient irréductible de la réduction modulo [ de

<« — s T T — —
[ah"' a1, Lyto—1, 1 7ai+1)"'ar]7r
le caractérisant, d’apres le lemme précédent, parmi tous les autres constituants
<« —> /
. . , . 5 I I T r r )
irréductibles de la réduction modulo [ d'un [a}, -+, ay]r avec D1, aj = D7, a;.

Montrons que ce constituant irréductible est alors un sous-quotient de H* (X7, , V7,,)n®z,
IF;, ce qui sera contradictoire et cloturera la preuve. Avec les notations précédentes on
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considére k = 0, i.e. la cohomologie de P(my,, to) (25t
Fillé}l(\lfz,g) - Fillg!(\IJI,g) < Wz, les indices de la filtration exhaustive de stratification

considérée plus haut, tels que

grrk&!(qjlg) = Fm’é,!(qjlg)/Fﬂlléj!l(qjl,g) =~ P (T, to) (E = 1).

Par construction de la filtration et notamment en modifiant I'ordre dans le raffinement par

) de sorte que § = «. Notons

le o-type, on peut supposer que les faisceaux pervers d’Harris-Taylor dans Filllg,1 (Vz,) sont
de la forme P(m,,t') avec t' > to. Comme précédemment H* (X5, , Fillé}l(\llzﬂ))m@Z
[F; est filtré par des sous-quotients irréductibles de la réduction modulo [ de

1

> ST <> 6/
<[(CL_1, 7ai——Ia 1 7t/_]-) 1 7m7”'57’)]7r’ Xqu)wo)@ﬁ(ﬂj{g})

avec t’ > tg et ou ' {%/} est une des cuspidales du support cuspidal du ¥ — 1 dans Décriture
ci-dessus. On remarque alors que la contrainte ¢’ > ¢y, ne nous permet jamais de retrouver
le 7 de la réduction modulo ! de [&7, - - - a s, Tl —1, T, a3, N
En ce qui concerne les H* ' (Xz5, , Vz,,/ Fﬂllé,,(\I/LQ))m ®z, Fi, on raisonne de méme :
— pour les constituants P(m, ,t') avec t' > to,

— ceux pour t' <ty étant nuls par minimalité de ¢ et de 4.

O

2.3. Du lemme d’Thara a la cohomologie. — Etant donné un faisceau de Hecke &
support dans les points supersinguliers, ses groupes de cohomologie H* son nuls pour tout
i # 0. En ce qui concerne son H°, rappelons que X7, gvo peut s’écrire comme une réunion
disjointe de schémas de dimension 0

=d =d
Xzi, = [ Xzd,e

ieKer! (Q,Q)

Un faisceau de Hecke F7z; sur Xffglvo i asa fibre en une tour z; de points supersinguliers
munie d’une action de G(Q) x GL4(F,,)° ot GL4(F,,)° est le noyau de la valuation du
déterminant de sorte que, cf. [1] proposition 5.1.1, en tant que G(A®) ~ G(A®™) x
GL4(F,,)-module, on a

= . 1G(A®0)xZ
HO(XI,%,O i ./T'.I’i) ~ 1nd§EQ) ) Z?JT_.I,Z‘

avec 0 € G(Q) — (6% valorn(d,,)) € G(A®) x Z et ou I'action de g,, € GL4(F,,) est

donnée par celle de (gy ™ "0 g, ,valdet gu,) € GLa(Fy,)° x Z ot go € GL4(F,,) est un
élément fixé tel que valdet go = 1. En outre, cf. [I] corollaire 5.1.2, si 2 F7 est munie d'une
action du noyau (Dvxo’d)0 de la valuation de la norme réduite qui est compatible a ’action
de G(Q) — D,; 4, alors en tant que G(A*)-module, on a

DX

% 0 2 T (2.3.1)

HO(XZE | Fri) = CH(GQ\G(A®), A) @ps  ind 2"
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2.3.2. Lemme. — Soit T une sous-F;-représentation irréductible de C*(G(Q)\G(A) /U™ ;).
On choisit alors une Q;-représentation irréductible cuspidale entiére w,, de GLy(F,,) pour
g divisant d = sg, telle que
— la réduction modulo | de m,,, notée p, est supercuspidale, et
— la composante locale 70, de T en vy est la réduction modulo | de m,,[s]p.
Alors w*v0 est une sous-représentation de la réduction modulo | de

H (XUUO Sug HTFZ( vg? )) HO(XUUO Svo’HTZl( V0?7 >) <>bzl Fl'

Remarque : m,, étant de p-type —1, on notera que tous les réseaux stables de HTZ (my,8)
sont isomorphes.

Demonstmtwn — Ona7w < C?(G(Q)\G(A)/U™ ;) et donc 7 < C*(G(Q)\G(A)/U™,F))®
. Par ailleurs comme H7 () ,s) est supporté aux points supersinguliers, son H° est
sans torsion et

H' (XUUO S 7HT< g )) ®Zz Fl ~ H’ <XUUO Svg ’HT( Mg )®ZZ ?l>

Le résultat découle alors directement de la formule (2.3.1)).
]

2.3.3. Proposition. — Soient
— U un niveau fini et S un ensemble fini de places contenant les places w de F' telles
que U, n’est pas mazximal;
— m un idéal maximal de Tg tel qu’il existe wy € Spls tel que Sy (w1) ne contient aucun
sous-multi-ensemble de la forme {a, g, o} ;
— T une sous-F;-représentation irréductible de C*(G(Q)\G(A)/U™, F))n.
Alors 7% est une sous-F;-représentation irréductible de H I(XU,ﬁv()aFl)m-

Démonstration. — Dans [4], nous avons montré que les faisceaux de cohomologie de Uz
étaient sans torsion. De la description de ceux-ci, on en déduit alors que s’il existe 7 tel
que H i(XUjgvo, Uz ,)m st non nul alors nécessairement la composante locale 7,, de 7 doit
étre la réduction modulo [ de m,,[s]p ou m,, est une Q;-représentation irréductible entiére
de GLy(F,,) pour d = sg, de p-type —1. Fixons alors une telle représentation .

Des propriétés de la filtration de stratification exhaustive raffinée par les o-types et
en utilisant que 7, est de p-type —1, on en déduit que Pr(my,, s)(55+) est un sous-
faisceau pervers de Wz, pour un certain réseau stable I'. Comme par ailleurs, les hy-
potheses sur m impliquent, cf. le théoreme [2.2.5] que le localisé en m de la cohomologie
d’un gradué quelconque de ¥z est sans torsion et concentrée en degré médian, on en déduit
que HO(XUSvO Pr(7vy, )(257)) est un sous-espace de H* ' (Xyy, ,Z;). Si on ne s’intéresse
pas a la représentation portee en vy, tous les réseaux I' sont isomorphes, i.e. P(m,,, 5) est
une somme directe finie de H7T (m,,,t) de sorte que le résultat découle alors du lemme

précédent.
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3. Sur la cohomologie modulo [

3.1. Réseaux globaux. — Par hypothese, il existe v; € Spl telle que p,,, est
irréductible de sorte que pour toute représentation irréductible II € II,, sa composante
locale en vy est cuspidale et sa réduction modulo [, ¢ est supercuspidale. En particulier on
a

Hd_l""i (XUaﬁvl ) Zl)m = HZ (XUagvl ) W:LQ).

Comme p est une représentation irréductible supercuspidale, ¥z, est un systeme local
concentré sur X a‘évl tel que pour tout point supersingulier z

D* —
ind L 02V, ®7,Q > P 1 ® my[l]lp ®L(m,).

(
V1 71 €Scusp_; (o)

3.1.1. Proposition. — Soit 11* ® L(IL,,) wune sous-représentation irréductible de
H" (X154, Q)m. Alors le réseau

H (X150, Za)m O (nw ® ]L(Hm))

est un produit tensoriel ' @ I'yy d’un réseau stable I'; de 11 par un réseau stable I'y, de

L(IL,).

Démonstration. — Comme la réduction modulo [ de II,, ®I1,, [1] p®L(IL,, ) est irréductible,
il ne possede, a isomorphisme pres, qu'un unique réseau stable de sorte que

X
D'ul,d

FGDW = (ind(D:1 2 Z*\III,P) M (Hvl ® HUI [1]D ® L(Hv1)>
est isomorphe au produit tensoriel ' ® I'p ® I'yy des réseaux stables de respectivement

I1,,, I, [1]p et L(I1,,). Revenons au calcul de la cohomologie de X, via la suite spectrale
des cycles évanescents : on a

Hd71+i(XI ,Zl)m ~ Hi(XIjvl ’ \IJI,Q)

7ﬁU1

et d’apres ([2.3.1])

_ _ _ D> d
HO(XFE, o ¥z,) =~ C*(G(Q\T(A),A) ®@p  (ind 1", 2*W,)

(Dvl,d)

~ C*(G(Q\G(A®), 1) ®px  (Te®Tp®Tw),

d’ou le résultat.
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3.2. Réseaux locaux. — Soit comme dans l'introduction un idéal maximal m de Tg
vérifiant les hypotheses (H2) et (H3) de sorte qu’en particulier I'image de p,,,,, dans son
groupe de Grothendieck est sans multiplicités. On écrit le support supercuspidal S(m)
associé a py, ,,, par la correspondance de Langlands, sous la forme

Sm)=[] S,m)

geScuspr

ou Scusp,,, désigne I'ensemble des classes d’équivalence inertielles des F;-représentations
irréductibles supercuspidales d'un G Lg,)(Fy,) pour 1 < g(0) < d. Pour chaque ¢ on note
alors

ll(m7 Q) = 2 lr(m,@) (m? Q)
de sorte que S,(m) puisse s’écrire comme la réunion de r(m, p) segments de Zelevinsky non
liés

[kai’ Ql/kﬁlz‘(yg)] _ {kai’ kaﬁl’ .. ’kaiJrli(m:Q)}'

3.2.1. Lemme. — Soit Pr(mu,,t) une Z;-structure enticre d’un faisceau pervers
d’Harris-Taylor tel qu’il existe i vérifiant

Hi(XngO ) ‘»BF (7Tw0) t))m # (O>

Alors

(i) soit il existe o € Scusp,,, tel que S,(m) est un segment, i.e. r(m,0) =1 et alors
— 501t T(Tw,) ~ 0 avec t = ly(m, o),
— soitt =1 et ri(my,) est cuspidale de support supercuspidal un segment de longueur

l1(m, 0) associé a p.

(ii) s0it 11(Tw,) est supercuspidal noté o avect < ly(m, o) + - + Ly (M, 0) et alors le
réseau stable du systéme local j='9*Br(my,, t) est un produit tensoriel T @ Tp @ Ty
d’un réseau stable I'¢: (resp. U'p, resp. Ty ) de Sti(my,) (resp. de HT (7w, t), Tesp. de

LT, ) )-
Démonstration. — Notons tout d’abord que, d’aprés [2.2.5) les H'(Xzs, , Br(Twe:t))m
étant sans torsion, s’il est non nul alors ¢t < max{ly(m, ), ,l(me(m,0)}. Par ailleurs

si le support supercuspidal de la réduction modulo [ de St(m,,) n’est pas égal a toute la
droite de Zelevinsky d’une supercuspidale alors cette réduction modulo [ est irréductible
tout comme 7, [t]p et L(my,). Dans ce cas tous les réseaux stables de j="*33(m,,, t) sont
isomorphes et donc isomorphes a un produit tensoriel de réseaux stables. Enfin la seule
alternative a (ii) est celle décrite par (i). O

Soit désormais 7 un sous-quotient irréductible de C*(G(Q)\G(A)/U",F})n. On écrit sa
composante locale en wy sous la forme 7, ~ X

de 7(p) est S,(m).

geScusp,,, 7(p) ou le support supercuspidal
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3.2.2. Lemme. — Avec les notations précédentes, soit m'(0p) un sous-quotient de la
réduction modulo | d’une représentation de la forme

[--,t—1, 1,---],r/0 X, (resp. [, 1,t—17---]%0 X 1))
o 1 est une représentation quelconque de sorte que la réduction modulo | de la
représentation ci-avant ait pour support supercuspidal S, (m). On note po{d} la cus-
pidale a l'extrémité droite de T (resp. de T) dans écriture précédente. Alors pour tout
l_t'T”k) pour 0 < k < t' — 1, et pour tout réseau stable, la
réduction modulo 1 de Hi(Xngo,‘I}p(Wwo,t’)(w))m n‘admet pas un sous-espace de la

2
forme

faisceau pervers P(my,,t')(

(X 7)) x () x L(eo{d}).

00# geScuspr

Démonstration. — D’apres m, les H'(X7,5,, Br(Tuw, t)(-1=24)),, sont sans torsion, de
sorte que leurs réduction modulo [ se calcule a partir de la description de la (Q;-cohomologie
donnée dans [2]. En particulier pour obtenir LL(0y{d}), il faut que la réduction modulo [
de m,, soit dans la droite de Zelevinsky de go. Plus précisément rappelons que, d’apres
[2], 1a Q;-cohomologie de P (T, t’)(tlgl) est de la forme (Sty (my,{a})x?) ®L(7Two{1%t, +
a}), autrement dit 'action galoisienne fixe la cuspidale « & gauche » du support cuspidal

{Wwo{l%t, tal, o T {55+ a}} de Sty (my{a}). On utilise alors I'hypothese sur m que
le support supercuspidal de S(m) est sans multiplicité.
— Pour k > 0, il découle de ce qui précede que la réduction modulol de [--- ¢ — 1, T, ']“&Jo

/

doit étre obtenu comme un sous-quotient de la réduction modulolde [--- ;¢ —1,--- ]wwo

ou désormais la supercuspidale go{d} est dans le support cuspidal de la partie ¢ — 1
ce qui n’est pas.
— Pour k = 0, d’aprés le lemme précédent H' (X7, , Pr(mw,, t’ )(552))m s'écrit comme

t'—1

une induite | Jrug tay X ¥ ot 0o{6} est la supercuspidale « a gauche » du support

de la réduction modulo I de [t' — 1], (a}- Mais alors, d’apres le lemme [2.2.4) un
sous-espace irréductible de la réduction modulo [ d'un tel groupe de cohomologie est

nécessairement de la forme [- - - | T, oo X 9" 0t po{d} est la cuspidale « a droite » de
T,
Le cas respectif se traite de maniere strictement similaire.
0
3.3. Preuve du lemme d’Thara. — Soit m un idéal maximal de Tg vérifiant les hy-

pothese (H1), (H2) et (H3) de I'introduction. On reprend les notations du avec r(m, o)
et les [;(m, o) pour i =1,---  r(m, o).
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3.8.1. Lemme. — Dans le cas (i) du lemme[3.2.1], i.e. avec r(m, o) = 1, pour m,, une
Q,-représentation irréductible cuspidale de GL,(F,,) dont la réduction modulo | est o, on
note Pr (T, I (m, g))(%(mg)) le réseau du faisceau pervers d’Harris-Taylor donnée par la
filtration de stratification exhaustive de Wz, (Zy). Si H*(Xz5,,, B(Twy,, l1(m, 0))mest non
nul, alors tout sous-espace irréductible de sa réduction modulo | est de la forme m, x T° o
— T, est une représentation irréductible générique de support supercuspidal un segment
de Zelevinsky relatif a o et
— 72 a un support supercuspidal disjoint de la droite de Zelevinsky associée a o.

Démonstration. — Dans le cas ou la réduction modulo [ de Sty (m ) (7w,) est irréductible,
elle est générique et le résultat est immédiat. Le seul cas a traiter est celui ou cette réduction
modulo [ est de longueur 2 avec un unique constituant générique, noté gy au 1.4 Il
s’agit alors de montrer que le réseau stable de Br(my,, [; (m, g))(%) est un produit
de réseaux stables et que celui sur Sty (m ) (7w,) est tel que sa réduction modulo I admet la
générique comme unique sous-espace irréductible.

Pour ce faire, rappelons que d’apres le résultat principal de [4], le faisceau pervers entier
PBr (T, (1 (m, Q))(%) s’obtient aussi en considérant la filtration de stratification ex-
haustive de 7,9 HT7,(Twy, 1, Tu,y) dont la structure entiere est unique a isomorphisme pres
et donc sous la forme d’un produit tensoriel. La structure entiére cherchée se déduit alors de
I’étude de la suite spectrale calculant la fibre en un point géométrique de X; lgllf:’g) du fais-
ceau de cohomologie h!1(™@9=4;=99 T (7, 1, m,,), laquelle est trivialement nulle. Dans [4],
on montre que cette suite spectrale est sans torsion de sorte qu’on peut la lire sur Q; telle
qu’elle est décrite dans [1]. En particulier la structure entiere de P (my,, {1 (m, Q))(%)
se lit dans le faisceau de cohomologie d’indice I1(m, 9)g — d de I'extension intérmédiaire de
HT 1 (T, 11 (m, 0) —1,11) ou IT = Wwo{%(m’g)} X Sty (m,0)—1(Twe {3} €t ol le réseau I” est un
produit tensoriel. Son faisceau de cohomologie d’indice I (m, ¢)g—d est alors I'induite para-
bolique d’un réseau produit tensoriel de HT (uy, 11 (M, 0), 1) ® Sty (m,0)—1 (Tuo {3} @ L(Twy ),
a des décalages par le poids pres. Comme tous les réseaux stables de HT (my,, l1(m, 0), 1)
sont isomorphes et donc sous la forme d'un produit tensoriel, on en déduit que le réseau
de Pr (T, [ (m, 0))(E™D=L) est aussi un produit tensoriel.

2
Enfin le réseau stable associé & Sty (m,p)(mw,) doit étre tel que la fleche

2—1i(m, o) 1
f} X Stll(m,g)—l(ﬂ-wo{§} —> Stll(m,g) (Wwo)

T {
soit surjective, ce qui impose, cf. aussi [3], que 'unique générique, isomorphe a la cuspidale
00, de la réduction modulo I de Sty (m,0)(7w,) ne peut pas étre un quotient irréductible de la

réduction modulo [ du réseau stable et que donc il en est I'unique sous-espace irréductible.
0



LE LEMME D'THARA POUR LES GROUPES UNITAIRES 25

Remarque : dans loc. cit., le réseau stable de St; (m,g)(7w,) construit dans la preuve
précédente, est appelé réseau d’induction et noté RI_(my,,l1(m, 0)), cf. aussi le début du
1.4}

Considérons une sous-représentation irréductible 7 de C*(G(Q)\G(A)/U" F;), de sorte
que d’apres les propositions et 0% @ IL(7) est une sous-F;-représentation
irréductible de H (X5, , Fi)m-

Supposons que 7, n’est pas générique, de sorte qu’elle s’obtient comme un sous-quotient
de la réduction modulo I d’une représentation de la forme [--- ,‘E,_b), “o Jr, X ¥ avec

‘@

b > 0 et ou le support supercuspidal de r;(¢) n’est pas lié a celui de [- - _b), -], ou
0 = 1(Ty, ). Ainsi il existe une représentation irréductible supercuspidale p{d} du support

supercuspidal de la réduction modulo [ de [--- , @, ?, ~+ Jr, telle que

[T, 0,1, x mi(¥) @ L(o{d})

a un sous-espace irréductible qui est un sous-espace de H d_l(XUﬁUO,Fl)m. En utilisant
une filtration de stratification exhaustive du faisceau pervers des cycles évanescents en
wy, et comme la cohomologie des faisceaux pervers d’Harris-Taylor est sans torsion, cette
représentation est un sous-espace irréductible d'un H(Xzs, , Br(7),, t)(F=52))n @7, F
avec 0 < k < t—1. Or ce dernier espace est de la forme 7;(St;(m,, {0 +k})) x ' QL (0{d} ot le
support supercuspidal de r;(St;(m, {0 +k})) est contenu dans celui de [--- , @, b, ], Si
ces supports supercuspidaux sont égaux, et comme d’apres le lemme précédent r(m, o) > 1,
on en déduit que la réduction modulo I de St (m,, {0 + k}) est irréductible et est donc
nécessairement générique, ce qui ne convient pas. Ainsi donc, d’apres le lemme [2.2.4] il
existe une sous-représentation irréductible de H*~!(Xy 5, ,F;)w dont la composante en wy
est de la forme

(X 7(0) x () x L(eofd"})

QQ#QEScuspr
avec 7'(9g) comme dans le lemme et ol gg(0’) est une supercuspidale du support de
la partie =1 dans Décriture de 7/ (00). Or d’apres la proposition ,

(X 7@le) x (o) x L(eofd})

00 ;égeScuspr

ot 0p{0} est la cuspidale de I'extrémité droite de T (resp. T) dans ’écriture précédente,
doit aussi étre un sous-espace irréductible de H d_l(XUJ—]UO,E)m, et donc, via la filtration
de stratification exhaustive, d'un H'(Xzs, , Br(Tu,, t’)(l_ﬂ%%))m pour 0 < k <t' —1, ce
qui n’est pas d’apres le lemme |3.2.2]

3.4. Augmentation du niveau. — On reprend les notations précédentes,

S (M) = HSQ(m>
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ol p décrit les classes d’équivalence inertielles de IF;-représentations irréductibles supercus-
pidales d'un G'Lg(,)(Fu,) pour 1 < g(0) < d. Pour chaque ¢ on note

(o) < -+ <y (o)

de sorte que S,(m) puisse s’écrire comme la réunion de 7(p) segments de Zelevinsky non

liés
[Qyik7 ﬁVkJrli(g)] = {kaa ka+17 T QVkJrli(g)}'
3.4.1. Proposition. — Il existe un idéal premier m < m tel que
Hﬁl,wo = >< Hﬁlywo(g)
QEScuspr
ou pour tout o € Scusp,,,, il existe des représentations irréductibles cuspidales w1 (), - , Tr(o)(0)

de GLgy(o(F,) telles que
Hﬁ‘t,wo(g) = Stll(@)(ﬂl(@) Koo X Stlr(g) (WT(Q)<Q))'

Démonstration. — On raisonne par I'absurde en supposant qu’il existe un gy pour lequel
aucun des idéaux premiers contenus dans m ne vérifie la conclusion de la proposition. Soit
alors un idéal premier m < m : le facteur Il ,,(0o) est de la forme

Il (00) = Sty (g0) (T1(00)) X -+ % Sty (g0) (r(00)) X Sty (m1(00)) x -+ x Sty (m,.(00)),

avec lp41(00) > 1} = -+ = 1. On choisit m de sorte que la partition (I3(go) = -+ = lx(00) =
1 = -+ = 1) ainsi obtenue, soit maximale au sens de 'ordre de Bruhat.

La réduction modulo | de H*" (X7 5, Z))m n (IIZ ® L(Ilz) fournit alors, d’apres la pro-
position , un sous-espace de H* (X7, ;) de la forme 7° ® p,, avec 7 irréductible

de composante locale 7, en wy s’écrivant sous la forme 7,, = X Twy,o AVEC

geScuspr

Two,00 = (Stll(go)(goyél) X X Stlk(@o)(goyék) X Ty X -oe X ﬁ-t>a

ol Ty X - -+ X 7; est un sous-quotient irréductible de la réduction modulo I de Sty (7 (00)) X

- X Sty (7,.(00))-

Remarque : par définition des [;(¢) et comme S(m) est sans multiplicité, la réduction
modulo I de Sty (g (00°1) X -+ X Sty (o) (00°F) est irréductible, tout comme Ty 4,-

La cohomologie étant concentrée en degré médian et sans torsion, on en déduit que
H*™ (X717 F)n admet un sous espace de la forme r;(II**°) ® 7y, ® pm. Considérons alors
une filtration

Fily(fn) < -+~  Fil. () = fim
dont les gradués sont irréductibles et donc de la forme ov*. Par hypothése, tous les gradués
ont des poids distincts modulo [, ce qui permet de parler du gradué associé a ov*.

Avec les notations précédentes, pour i = 1, --- ,t, soit «; tel que le support supercuspidal
de la réduction modulo [ de Sty (7;(¢)) est celui du segment [ov®, ov®*+i=1]. Considérons le
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gradué gry (pm) associé¢ a gv*. On note H* " ( Xy, , Fi)mr—1 Vimage de ry(IT1*") @ myy, ®
Fily_1(pm) et Hdil(XU,ﬁwoaﬁl)m,/k le quotient Hd*I(XUﬁwO,E)m/del(XUvﬁwO,E)m,k_l. On
a par ailleurs une filtration

Fil*(H™ (Xu g, F)m)

obtenue a partir de la filtration de stratification exhaustive de Uz , et dont les gradués sont
la réduction modulo I de la cohomologie d’un réseau stable d'un HT (mrw,, t, Sty (7, ) ) (F=525)
pour 7, de g-type. Cette filtration induit alors une filtration Fil*(H* " ( Xy, , Fi)m,k)
de H “’/_1(XU,%0 ,F})m, k. Comme par hypotheése, py, est sans multiplicités, ces gradués sont,
en tant que [Fj-représentation de W, isotypiques pour un ov® avec des a distincts pour
chacun de ces gradués. En particulier I'image de gr,(pnm) se factorise par un seul de ces

gradués et on en déduit que 7 x --- x 7, est un sous-espace d'une induite de la forme
-1
Sty (ov™ 777 ) x 7. Par hypothese il existe un indice 7’ tel que le support supercuspidal de

la réduction modulo I de Sty (7} (0)) est lié a celui de Sty (1 (0)) de sorte que d’apres le
lemme 2.2.4, H"'(Xyz,,,Fi)m admettrait un sous-espace non dégénéré (comme dans le
lemme [3.2.2)), ce qui n’est pas d’apres la version du lemme d’Thara prouvée au paragraphe
précédent.

]
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