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LE LEMME D’IHARA POUR LES GROUPES UNITAIRES

par

Boyer Pascal

Résumé. — Le résultat principal de ce travail est la preuve de certaines instances de ce
que depuis les travaux de Clozel-Harris-Taylor sur Sato-Tate, on appelle le lemme d’Ihara.
Ces instances sont liées aux hypothèses restrictives portées par l’idéal maximal de l’algèbre
de Hecke par lequel on localise l’espace des formes automorphes modulo l du groupe unitaire
considéré. La stratégie consiste à transférer cet énoncé en une propriété similaire portant sur
la cohomologie d’une variété de Shimura de type Kottwitz-Harris-Taylor que l’on montre en
prouvant que la cohomologie, localisé en cet idéal maximal, d’un faisceau pervers d’Harris-
Taylor est sans torsion.

Abstract (Ihara’s lemma for some unitary groups). — The main result of this paper
is the proof of some new instances of the so called Ihara’s lemma as it was introduced in
their work on Sato-Tate by Clozel-Harris-Taylor. These new cases are linked to the particular
hypothesis on the maximal ideal of the Hecke algebra by which we localize the space of
automorphic forms modulo l of the unitary group. The strategy consists to go through the
same property of genericness of subspace of the localized cohomology of some Kottwitz-Harris-
Taylor Shimura variety, which relies on the freeness of the localized cohomology groups of
Harris-Taylor’s perverse sheaves.
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Références. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 27

Introduction

Soit F “ F`E un corps CM avec E{Q quadratique imaginaire. Pour B une algèbre
à division centrale sur F de dimension d2 munie d’une involution de seconde espèce ˚ et
β P B

˚“´1, on considère le groupe des similitudes G{Q défini pour toute Q-algèbre R par

GpRq :“ tpλ, gq P Rˆ ˆ pBop
bQ Rq

ˆ tel que gg7β “ λu

avec Bop
“ B bF,c F où c “ ˚|F est la conjugaison complexe et 7β l’involution x ÞÑ x7β “

βx˚β´1. On note G0 le groupe des similitudes associé. Pour p “ uuc un premier décomposé
dans E, on a

GpQpq » Qˆp ˆ
ź

w|u

pB
op
v q

ˆ

où w décrit les places de F au dessus de u. On suppose en outre que :
— G0pRq est compact,
— si x est une place de Q qui n’est pas décomposée dans E alorsGpQxq est quasi-déployé,
— qu’il existe une place v0 de F au dessus de u telle que Bv0 » Dv0,d est l’algèbre à

division centrale sur le complété Fv0 de F à la place v0, d’invariant 1
d
.

Soit à présent l un nombre premier distinct de p et S un ensemble fini de premiers de Q
contenant l : on note Spl (resp. SplS) l’ensemble des places finies de F (resp. et pw :“
w|Q R S) telles que pw est décomposé dans E et le facteur de GpQpwq correspondant à w
soit isomorphe à GLdpFwq. Soit alors

TS “ ZlrTw,1, ¨ ¨ ¨ , Tw,d : w P SplSs

l’algèbre de Hecke associée aux opérateurs de Hecke non ramifiés aux places w P SplS. Pour
m un idéal maximal de TS et w P SplS, on note

Smpwq “
! Tw,i
Tw,i´1

, i “ 1, ¨ ¨ ¨ , d
)

,

le multi-ensemble des paramètres de Satake modulo l en w associé à m, où on a posé
Tw,0 “ 1.
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Les idéaux premiers minimaux de TS sont ceux au dessus de l’idéal nul de Zl et sont
donc en bijection naturelle avec les idéaux premiers de TS bZl Ql. Ainsi pour rm Ă m un
tel idéal premier minimal, pTS bZl Qlq{rm est une extension finie K

rm de Ql.
À un idéal premier minimal rm cohomologique est associé une classe d’équivalence proche

Π
rm au sens de [12], i.e. un ensemble fini de représentations automorphes irréductibles Π

non ramifiées aux places w R S telles que la réduction modulo l de ses paramètres de Satake
est le multi-ensemble Smpwq. On note

ρ
rm : GF :“ GalpF̄ {F q ÝÑ GLdpQlq

la représentation galoisienne associée à un tel Π d’après [11] et [12], laquelle est
nécessairement bien définie à isomorphisme près d’après le théorème de Cebotarev. Les va-
leurs propres de Frobw de la réduction modulo l, ρm : GF ÝÑ GLdpFlq sont alors données
par le multi-ensemble Smpwq. La version du lemme d’Ihara pour G est la conjecture
suivante.

Conjecture. — (Lemme d’Ihara) Soient
— U un sous-groupe ouvert compact de GpAq tel que pour tout place w P SplS, sa

composante locale Uw est le sous-groupe compact maximal GLdpOwq,
— w0 P SplS et
— m un idéal maximal de TS tel que ρm est absolument irréductible.

Si π̄ est une sous-représentation irréductible de C8pGpQqzGpAq{Uw0 ,Flqm, où U “

Uw0U
w0, alors la composante locale π̄w0 de π̄ en w0 est générique.

Remarque : cette version en dimension supérieure du classique lemme d’Ihara pour GL2 est
due à Clozel-Harris-Taylor dans leur preuve de la conjecture de Sato-Tate . Pour contourner
cette conjecture, Taylor inventa, peu après, ce que désormais on appelle ! Ihara avoidance ",
qui lui permit donc de faire l’automorphie nécessaire pour prouver la conjecture de Sato-
Tate. Malgré cela l’obtention du lemme d’Ihara soulève toujours un très vif intérêt, cf. par
exemple les travaux de Clozel et Thorne [8], ou ceux d’Emerton et Helm [10].

Dans cet article, nous allons prouver cette conjecture sous les conditions restrictives
suivantes portant sur m.

— (H1) : Il existe une place v1 P Spl telle que la restriction ρm,v1 de ρm au groupe de
décomposition en v1 est irréductible,

— (H2) : Il existe w1 P SplS tel que Smpw1q ne contient aucun sous-multi-ensemble de
la forme tα, qw1αu où qw1 est le cardinal du corps résiduel de Fw1 ,

— (H3) : L’image de ρm,w0 dans son groupe de Grothendieck, est sans multiplicités.
La stratégie consiste à considérer la cohomologie de la tour de variétés de Shimura XI

associée au groupe des similitudes G où G{Q est tel que
— GpA8q “ GpA8,pq ˆGLdpFv0q ˆ

ś

w|u
w‰v0

pB
op
w q

ˆ,

— GpRq a pour signatures p1, d´ 1q ˆ p0, dq ˆ ¨ ¨ ¨ ˆ p0, dq.
En calculant la cohomologie de XU à l’aide de la suite spectrale des cycles évanescents à la
place v0, on construit, proposition 2.3.3, tout d’abord une sous-représentation irréductible
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π du localisé Hd´1pXU ,Flqm en m de Hd´1pXU ,Flq telle que π8,v0 » π̄8,v0 . On est ainsi
ramener à prouver que πw0 est générique. Pour l’essentiel cette propriété repose sur le fait
que, après localisation par m, la cohomologie des faisceaux pervers d’Harris-Taylor est sans
torsion, théorème 2.2.5. Concernant les hypothèses restrictives,

— on utilise tout d’abord (H1) au §3.1, pour montrer que le réseau de la cohomologie
entière de la variété de Shimura localisée en m, s’écrit comme un produit tensoriel
d’un réseau automorphe par un réseau galoisien.

— La contrainte (H2) intervient pour s’assurer que la partie localisée de la cohomologie
de toute la variété de Shimura est, d’après [4], sans torsion.

— Enfin (H3) est utilisée pour contrôler la combinatoire des représentations modulo l,
cf. le §2.2 et le lemme 3.2.2.

La stratégie de la démonstration permet aussi d’obtenir des énoncés d’augmentation de
niveau, lesquels doivent normalement se déduire des travaux de Taylor et de son école. Par
exemple dans le cas d “ 2, supposons qu’il existe rm tel que

(a) pour tout idéal premier rm Ă m, la composante locale en w0 de Π
rm est non ramifiée,

(b) qu’il existe un tel idéal premier avec Π
rm,w0 » χw0,1 ˆ χw0,2 tel que

χw0,1χ
´1
w0,2 “ ν : α P Fˆw0 ÞÑ q´ valpαq

w0

(c) et que l’ordre de qw0 modulo l ě 3 est égal à 2.
De (a), en utilisant la suite spectrale des cycles évanescents à la place w0, on en déduit que

H1
pXU ,Flqm “ H1

pX“1
U,s̄w0

,ΨpFlqqm

où, ΨpFlq désigne le complexe des cycles évanescents à coefficients dans Fm et X“1
U,s̄w0

est la
fibre spéciale géométrique de XU en w0 privée de ses points supersinguliers. Classiquement
cette cohomologie est une induite parabolique et d’après (b) et (c), la seule représentation
irréductible non dégénérée sous-quotient de la réduction modulo l de χw0,1 ˆ χw0,1ν est
cuspidale et ne peut donc pas être une sous-représentation de H1pXU ,Flq. Ainsi, si le
lemme d’Ihara est vrai, pour m vérifiant les points (b) et (c) ci-dessus, le point (a) doit
être faux, autrement dit il existe un rm Ă m tel que Π

rm,w0 est une représentation de Steinberg
tordue par un caractère. En d’autres termes, on a une propriété d’augmentation du niveau.

Nous prouverons un résultat similaire, plus précisément, pour un idéal premier rm Ă m,
la réduction modulo l de Π

rm,w0 qui ne dépend que de m, a un support supercuspidal Sw0pmq
qui, par hypothèse sur m, est sans multiplicité. On décompose alors

Sw0pmq “
ž

%

S%pmq

selon les classes d’équivalence inertielle % de Fl-représentations irréductibles supercuspidales
d’un GLgp%qpFw0q pour 1 ď gp%q ď d. Pour chaque % on note alors

l1pm, %q ď ¨ ¨ ¨ ď lrpm,%qpm, %q

de sorte que S%pmq puisse s’écrire comme la réunion de rp%q segments de Zelevinsky non
liés

r%νki , ρ̄ν
k`lipm,%qs “

 

%νk, %νk`1, ¨ ¨ ¨ , %νk`lipm,%q
(

.
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Proposition. — Il existe un idéal premier rm Ă m tel que
Π

rm,w0 »
ą

%PScuspw0

Π
rm,w0p%q

où Scuspw0 désigne l’ensemble des classes d’équivalence inertielles des Fl-représentations
irréductibles de GLnpFw0q pour n ě 1 et où pour tout % P Scuspw0, il existe des
représentations irréductibles cuspidales π1p%q, ¨ ¨ ¨ , πrpm,%qp%q de GLgp%qpFvq telles que

Π
rm,w0 » Stl1pm,%qpπ1p%qq ˆ ¨ ¨ ¨ ˆ Stlrpm,%qpm,%qpπrpm,%qp%qq.

1. Géométrie des variétés de Shimura de Kottwitz-Harris-Taylor

1.1. Données de Shimura. — On fixe un nombre premier l relatif aux coefficients dont
on prend la cohomologie. Par la suite les différents nombres premiers qui interviendront,
seront toujours supposés être distincts de l.

Soit F “ F`E un corps CM avec E{Q quadratique imaginaire, dont on fixe un plon-
gement réel τ : F` ãÑ R et tel que l est non ramifié dans E. Pour v une place de F , on
notera Fv le complété du localisé de F en v, Ov son anneau des entiers de Fv, $v une
uniformisante et qv le cardinal du corps résiduel κpvq “ Ov{p$vq.

1.1.1. Notation. — On note ν le caractère de Fˆv défini par α ÞÑ q´ valpαq
v .

Soit B une algèbre à division centrale sur F de dimension d2 telle qu’en toute place x
de F , Bx est soit décomposée soit une algèbre à division et on suppose B munie d’une
involution de seconde espèce ˚ telle que ˚|F est la conjugaison complexe c. Pour β P B˚“´1,
on note 7β l’involution x ÞÑ x7β “ βx˚β´1 et G{Q le groupe de similitudes, noté Gτ dans
[11], défini pour toute Q-algèbre R par

GpRq » tpλ, gq P Rˆ ˆ pBop
bQ Rq

ˆ tel que gg7β “ λu

avec Bop “ B bF,c F . Si x est une place de Q décomposée x “ yyc dans E alors

GpQxq » pB
op
y q

ˆ
ˆQˆx » Qˆx ˆ

ź

zi

pBop
zi
q
ˆ,

où, en identifiant les places de F` au dessus de x avec les places de F au dessus de y,
x “

ś

i zi dans F`.
Dans [11], les auteurs justifient l’existence d’un G comme ci-dessus tel qu’en outre :
— si x est une place de Q qui n’est pas décomposée dans E alors GpQxq est quasi-

déployé ;
— les invariants de GpRq sont p1, d´ 1q pour le plongement τ et p0, dq pour les autres.
On fixe à présent un nombre premier p “ uuc décomposé dans E tel qu’il existe une

place v de F au dessus de u telle que

pBop
v q

ˆ
» GLdpFvq.
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On note abusivement

GpA8,vq “ GpA8,pq ˆQˆp ˆ
ź

w|p
w‰v

pBop
w q

ˆ.

Remarque : par rapport aux notations de l’introduction, la place v sera, selon les cas, soit
v0, v1 ou w0.

Pour tout sous-groupe compact Up de GpA8,pq et m “ pm1, ¨ ¨ ¨ ,mrq P Zrě0, on pose

U v
pmq “ Up

ˆ Zˆp ˆ
r
ź

i“2
Ker

`

Oˆ
Bvi
ÝÑ pOBvi

{Pmi
vi
q
ˆ
˘

.

1.1.2. Notation. — Soit I l’ensemble des sous-groupes compacts ouverts ! assez pe-
tits "

p1q de GpA8q, de la forme U vpmqKv. Pour m comme ci-dessus, on a une application

m1 : I ÝÑ N.

1.1.3. Définition. — Pour un tel I P I, soit

XI ÝÑ Spec Ov

la variété de Shimura de [11] dite de Kottwitz-Harris-Taylor associée à G.

Remarque : XI est un schéma projectif sur Spec Ov tel que pXIqIPI forme un système
projectif dont les morphismes de transition sont finis et plats. Quand m1 “ m1

1 alors
XUppmq ÝÑ XUppm1q est étale. Ce système projectif est par ailleurs muni d’une action de
GpA8q ˆ Z telle que l’action d’un élément wv du groupe de Weil Wv de Fv est donnée
par celle de ´ degpwvq P Z, où deg “ val ˝Art´1 où Art´1 : W ab

v » Fˆv est l’isomorphisme
d’Artin qui envoie les Frobenius géométriques sur les uniformisantes.

1.1.4. Notations. — (cf. [1] §1.3) Pour I P I, on note :
— XI,sv (resp. XI,s̄v :“ XI,sv ˆ Spec F̄p) la fibre spéciale (resp. géométrique) de XI en

v et XI,ηv (resp. XI,η̄v) la fibre générique (resp. géométrique).
— Pour tout 1 ď h ď d, Xěh

I,s̄v (resp. X“h
I,s̄v) désigne la strate fermée (resp. ouverte)

de Newton de hauteur h, i.e. le sous-schéma dont la partie connexe du groupe de
Barsotti-Tate en chacun de ses points géométriques est de rang ě h (resp. égal à h).

Remarque : pour tout 1 ď h ď d, la strate de Newton de hauteur h est de pure dimension d´
h. La strate ouverte est en outre ! géométriquement induite " au sens où il existe un système
projectif X“h

I,s̄v ,1 de sous-schémas fermés de X“h
I,s̄v muni d’une action par correspondance de

Ph,dpFvq tel que
X“h

I,s̄v “ X“h
I,s̄v ,1 ˆPh,dpFvq GLdpFvq.

1. tel qu’il existe une place x pour laquelle la projection de Uv sur GpQxq ne contienne aucun élément
d’ordre fini autre que l’identité, cf. [11] bas de la page 90
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1.1.5. Notations. — Nous utiliserons les notations suivantes :

ih : Xěh
I,s̄ ãÑ Xě1

I,s̄, jěh : X“h
I,s̄ ãÑ Xěh

I,s̄

ainsi que j“h “ ih ˝ jěh.

1.2. Systèmes locaux d’Harris-Taylor. — Pour g un diviseur de d “ sg et πv une
Ql-représentation cuspidale irréductible de GLgpFvq, l’induite parabolique

πvt
1´ s

2 u ˆ πvt
3´ s

2 u ˆ ¨ ¨ ¨ ˆ πvt
s´ 3

2 u ˆ πvt
s´ 1

2 u

possède
— un unique quotient irréductible noté Stspπvq ; c’est une représentation de Steinberg

généralisée.
— une unique sous-représentation irréductible notée Spehspπvq ; c’est une représentation

de Speh généralisée.
Remarques :

— si πv est un caractère χv de Fˆv alors Spehspχvq est le caractère de GLdpFvq donné
par χv ˝ det.

— Une Ql-représentation irréductible de GLdpFvq sera dite essentiellement de carré
intégrable si elle est de la forme Stspπvq pour un diviseur g de d “ sg et πv une
représentation irréductible cuspidale de GLgpFvq.

La correspondance de Jacquet-Langlands locale, sur Ql, est une bijection entre les
classes d’équivalences des représentations irréductibles essentiellement de carré intégrable
de GLdpFvq et les représentations irréductibles du groupe des inversibles Dˆv,d de l’algèbre
à division centrale Dv,d sur Fv d’invariant 1

d
.

1.2.1. Notation. — On note πvrssD la représentation irréductible de Dˆv,d associée à
Stspπ_v q par la correspondance de Jacquet-Langlands locale.

Rappelons que dans [11], les auteurs, via les variétés d’Igusa de première et seconde
espèce, associent à toute représentation ρv de Dˆ

v,h, où Dv,h est l’ordre maximal de Dv,h, un
système local Lpρvq1 sur X“h

I,s̄v ,1 dont on note Lpρvq la version ! induite " sur X“h
I,s̄v . D’après

[1] §1.4.2, le système local Lpρvq1 est muni d’une action par correspondances de

GpA8,pq ˆQˆp ˆ Ph,dpFvq ˆ
r
ź

i“2
pBop

vi
q
ˆ
ˆ Z

qui d’après [11] p.136, se factorise par GphqpA8q{Dˆ
Fv ,h

via

pg8,p, gp,0, c, gv, gvi , kq ÞÑ pgp,8, gp,0q
k´vpdet gcvq, getv , gvi , δq. (1.2.2)

où
— GphqpA8q :“ GpA8,pq ˆQˆp ˆGLd´hpFvq ˆ

śr
i“2pB

op
vi
qˆ ˆDˆFv ,h,
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— gv “

ˆ

gcv ˚

0 getv

˙

et

— δ P Dˆv,h est tel que vprnpδqq “ k ` vpdet gcvq.
Remarque : on prendra l’habitude d’identifier Dˆv,h{Dˆ

v,h avec Z via la norme réduite.

1.2.3. Définitions. — Pour πv une Q̄l-représentation irréductible cuspidale de GLgpFvq
et t ě 1, on note

HT Qlpπv, t,Πtqpnq :“ LQlpρv,tqrd´ tgs b Πt b Ξ
tg´d

2 ´n
b Lpπvq

où
— L est la correspondance Langlands sur Fv, à dualité près,
— Ξ : 1

2Z ÝÑ Zˆl est définie par Ξp1
2q “ q1{2,

— ρv,t est un sous-quotient irréductible quelconque de pπvrtsDq|Dˆv,tg où Dv,tg est l’ordre
maximal de Dv,tg ;

— GLhpFvq agit diagonalement sur Πt et sur Lpπv, tq b Ξ tg´d
2 ´n via son quotient

GLhpFvq� Z,
— le groupe de Weil Wv en v agit diagonalement sur Lpπvq et le facteur Ξ tg´d

2 ´n via
l’application deg : Wv � Z qui envoie les frobenius géométriques sur 1.

Une Zl-version entière sera notée HT Γpπv, t,Πtqpnq où Γ désigne un réseau stable, par
forcément sous la forme d’un produit tensoriel et la version sans Γ désignera une Zl-
structure quelconque. Enfin on utilisera les notations HTΓ,1pπv, t,Πtq pour les versions non
induites.

Remarque : HT pπv, t,Πtqpnq ne dépend pas du choix de ρv,t. On utilisera, comme dans [1],
parfois la notation

HT pπv, t,Πtq

en remplaçant dans la formule précédente Lpρv,tq par LpπvrtsDq où πvrtsD est vue, par
restriction, comme une représentation de Dˆ

v,tg. En outre en un certain sens il ne dépend que
de la classe d’équivalence inertielle de πv. Précisons cela dans le cas où Πt “ Sttpπvq, alors
pour χ : Z ÝÑ Qˆl , les faisceaux pervers HT pπv, t, Sttpπvqq et HT pπv b χ, t, Sttpπv b χqq,
munis de leurs actions par corrrespondances, sont isomorphes.

1.2.4. Notation. — On notera plus simplement

HT pπv, tq :“ HT pπv, t,1tgq

où 1tg désigne la représentation triviale de GLtgpFvq.

1.2.5. Définition. — Pour πv une représentation irréductible cuspidale de GLgpFvq et
1 ď t ď s :“ td

g
u, le Ql-faisceau pervers d’Harris Taylor est, cf. [1] définition 2.1.3,

Ppπv, tq :“ j“tg!˚ HT pπv, t, Sttpπvqq.
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1.2.6. Lemme. — Avec les notations précédentes, si ρ b σ est un sous-GLdpFvq ˆWv-
quotient irréductible de H ipXI,s̄v ,Ppπv, tq bZl Flq alors

— σ est un constituant irréductible de la réduction modulo l de Lpπv b χvq, où χv est
un caractère non ramifié de Fv, et

— ρ est un sous-quotient irréductible de la réduction modulo l d’une induite de la forme
Sttpπv b χvq ˆ ψv où ψv est une représentation irréductible entière de GLd´tgpFvq.

Démonstration. — Le résultat découle, cf. la formule donnée en (1.2.2), de la description
des actions.

1.3. Faisceau pervers des cycles évanescents. — Rappelons que pour X un Fp-
schéma et Λ “ Q̄l, Z̄l, F̄l, la t-structure usuelle sur la catégorie dérivée Db

cpX,Λq est définie
par :

A P pDď0pX,Λq ô @x P X, hki˚xA “ 0, @k ą ´ dim txu
A P pDě0pX,Λq ô @x P X, hki!xA “ 0, @k ă ´ dim txu

où ix : Specκpxq ãÑ X. On note alors pCpX,Λq le cœur de cette t-structure et pHi les
foncteurs cohomologiques associés.

Pour Λ un corps, cette t-structure est autoduale pour la dualité de Verdier. Pour Λ “ Z̄l,
on peut munir la catégorie abélienne Z̄l-linéaire pCpX,Λq d’une théorie de torsion pT ,Fq
où T (resp. F) est la sous-catégorie pleine des objets de torsion T (resp. libres F ) , i.e. tels
que lN1T est nul pour N assez grand (resp. l.1F est un monomorphisme). Soit alors

`Dď0pX, Z̄lq :“ tA P Dď1pX, Z̄lq : ph1pAq P T u
`Dě0pX, Z̄lq :“ tA P Dě0pX, Z̄lq : ph0pAq P Fu

la t-structure duale de cœur `CpX, Z̄lqmuni de sa théorie de torsion pF , T r´1sq ! duale " de
celle de pCpX, Z̄lq.

1.3.1. Définition. — (cf. [5] §1.3) Soit FpX,Λq :“ pCpX,Λq X p`CpX,Λq la catégorie
quasi-abélienne des faisceaux pervers ! libres " sur X à coefficients dans Λ.

Pour tout I P I, le complexe ΨI,v,Λ :“ RΨηv ,IpΛqrd´ 1spd´1
2 q sur XI,s̄v est alors un objet

de de FpXI,s̄v ,Λq, i.e. un faisceau pervers libre dit des cycles évanescents. Pour I variant
dans I, on obtient, au sens de la définition 1.3.6 de [1], un Wv-faisceau pervers de Hecke
noté ΨI,v,Λ ou plus simplement ΨI,v dans le cas où Λ “ Zl.

Rappelons, cf. [1] §2.4, que la restriction
´

ΨI,v,Λ

¯

|X“hI,s̄v

du faisceau pervers des cycles

évanescents à la strate X“h
I,s̄v , est munie d’une action de

pDˆv,hq
0 :“ Ker

´

val ˝rn : Dˆv,h ÝÑ Z
¯

et de $Z
v que l’on voit plongé dans Fˆv Ă Dˆv,h.
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1.3.2. Notation. — Pour tout h ě 1, on note RFlphq l’ensemble des classes d’équivalence
des Fl-représentations irréductibles de Dˆv,h dont le caractère central est trivial sur $Z Ă

Kˆ.

Pour τ̄ P RFlphq, la sous-catégorie Cτ̄ Ă Rep8Znr
l
pDˆv,dq formée des objets dont tous les

Znrl Dˆ
v,d-sous-quotients irréductibles sont isomorphes à un sous-quotient de τ̄|Dˆ

v,d
, est facteur

direct dans Rep8Znr
l
pDˆv,dq de sorte que toute Znrl -représentation VZnr

l
de Dˆv,d se décompose

en une somme directe
VZnr

l
»

à

τ̄PRFl
phq

VZnr
l,τ̄

(1.3.2)

où VZnr
l,τ̄

est un objet de Cτ̄ .

1.3.3. Proposition. — (cf. [11] proposition IV.2.2 et le §2.4 de [1])
On a un isomorphisme GpA8,vq ˆ Ph,d´hpFvq ˆWv-équivariant p2q

indD
ˆ
v,h

pDˆ
v,h
q0$Z

v

´

Hh´d´iΨI,Zl

¯

|X“hI,s̄

»
à

τ̄PRFl
phq

LZlpU
h´1´i
τ̄ ,N q

où LZlpU
h´1
τ̄ ,N q est le système local associé à la Dˆv,h-représentation p3q U‚τ̄ ,N “ lim

Ñ
U‚τ̄ ,n où

U‚τ̄ ,n est le τ̄ -facteur isotypique de la Dˆv,h-représentation admissible U‚n :“ H‚pMh{Fv
LT,n,Zlq

obtenue comme la cohomologie de la fibre générique géométrique

Mh{Fv
LT,n :“ MLT,h,nb̂F̂nrv

F̂ v

du schéma formel de Lubin-Tate représentant les classes d’isomorphismes des déformations
par quasi-isogénies du Ov-module formel de hauteur h et de dimension 1.

Pour L P FpX,Λq, on considère le diagramme suivant

L
can˚,L

**
p`j!j

˚L

can!,L

99

` // // pj!˚j
˚L �
�

`
// // p`j!˚j

˚L �
� // pj˚j

˚L

où la ligne du bas est la factorisation canonique de p`j!j
˚L ÝÑ pj˚j

˚L et les flèches can!,L
et can˚,L données par adjonction. Rappelons que les flèches aux extrémités (resp. du milieu)
de la ligne du bas, sont strictes (resp. est un bimorphisme), i.e. la flèche canonique de la
coimage vers l’image est un isomorphisme (resp. la flèche est un monomorphisme et un
épimorphisme).

2. Noter le décalage rd´ 1s dans la définition de ΨI,Zl
.

3. La correspondance entre le système indexé par I et N est donnée par l’application m1 de 1.1.2.
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Si X est en outre muni d’une stratification S “ tX “ Xě1 Ą Xě2 Ą ¨ ¨ ¨ Ą Xědu, en
utilisant des notations similaires à celles de 1.1.5, on définit dans [5], une filtration dite de
stratification de L

0 “ Fil0S,!pLq Ă Fil1S,!pLq Ă Fil2S,!pLq ¨ ¨ ¨ Ă Fild´1
S,! pLq Ă FildS,!pLq “ L,

où pour 1 ď r ď d ´ 1, on pose FilrS,!pLq :“ ImF

´

j1ďr
! j1ďr,˚L ÝÑ L

¯

. Par construction
tous les gradués grrS,!pLq sont libres. Dans [5] proposition 2.3.3, on construit par ailleurs,
de façon fonctorielle, la filtration S-exhaustive de stratification de tout objet L de FpX,Λq

0 “ Fill´2e´1

S,! pLq Ă Fill´2e´1`1
S,! pLq Ă ¨ ¨ ¨ Ă Fill0S,!pLq Ă ¨ ¨ ¨ Ă Fill2e´1´1

S,! pLq “ L,

dont tous les gradués grrrS,!pLq sont libres et, après tensorisation par Ql, des extensions
intermédiaires de systèmes locaux irréductibles.

1.4. Structures entières. — Dans ce paragraphe nous allons rappeler quelques uns des
résultats de [6] concernant la filtration de stratification de ΨI . La première étape consiste
à le décomposer selon ses %-types au sens suivant.

1.4.1. Proposition. — (cf. [6] proposition 3.2.2) Il existe une décomposition

ΨI,v »
à

1ďgďd

à

%PScuspvpgq
ΨI,%

où
— Scuspvpgq désigne l’ensemble des classes d’équivalences inertielles des Fl-représentation

irréductibles supercuspidales de GLgpFvq ;
— ΨI,% est un faisceau pervers de type % au sens où tous les constituants irréductibles

de ΨI,%bZl Ql sont des extensions intermédiaires de systèmes locaux HT pπv, t,Πqpnq
où la réduction modulo l de πv a pour support supercuspidal un segment relativement
à %.

Remarque : on rappelle qu’une représentation irréductible π de GLnpKq est dite cuspidale
(resp. supercuspidale) si elle n’est pas un sous-quotient (resp. un quotient) d’une induite
parabolique propre. Sur Ql, ces deux notions cöıncident et d’après [13] III.5.10, la réduction
modulo l d’une Q̄l-représentation irréductible cuspidale entière est irréductible cuspidale,
mais pas nécessairement supercuspidale auquel cas son support supercuspidal est un seg-
ment.

Un des résultats clefs de [4] concernant la filtration de stratification Fil‚S,!pΨI,%q est le
fait que les morphismes d’adjonction

j“r! j“r,˚grrS,!pΨI,vq ÝÑ grrS,!pΨI,vq

sont surjectifs dans pC.
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Pour décrire plus précisément les grrS,!pΨI,vq, commençons par quelques rappels sur la
réduction modulo l d’une représentation de Steinberg Stspπq, pour π irréductible cuspi-
dale dont la réduction modulo l, notée %, est supercuspidale. Cette réduction n’est en
général, pas irréductible mais contient toujours une unique représentation irréductible non
dégénérée notée Stsp%q. Si εp%q est le cardinal de la droite de Zelevinsky de %, on note
suivant [14] p.51,

mp%q “

"

εp%q, si εp%q ą 1;
l, sinon.

Alors Stsp%q est cuspidale si et seulement si s “ 1 ou mp%qlk pour k P N : on le note alors

%k :“ Stmp%qlkp%q, k P N

et %´1 :“ %. La description complète de la réduction modulo l de Stspπq est donnée dans
[3]. Dans [3], on construit des réseaux stables des Stspπq dits réseaux d’induction. Parmi
ceux-ci, il en existe un noté

RI´pπ, sq

dont la réduction modulo l admet comme unique sous-espace irréductible Stsp%q, qui est
donc générique.

1.4.2. Définition. — Une Ql représentation π irréductible entière et cuspidale dont la
réduction modulo l est isomorphe à %k est dite de %-type k. On note

Scuspkp%q

l’ensemble des classes d’équivalences de ces représentations de GLgkpFvq avec donc

g´1p%q “ g et @0 ď i ď sp%q, gip%q “ mp%qlig,

où on a noté sp%q la plus grande puissance de l divisant d
mp%qg

.

Revenons à présent à la description des grrS,!pΨI,%q. Par construction il est à support
dans Xěr

I,s̄v nul si g ne divise par r et sinon

j“tg,˚grtgS,!pΨI,%q bZl Ql »

sp%q
à

i“´1
tigip%q“tg

à

πvPScuspip%q
HT pπv, ti, Sttipπvqqp

1´ ti
2 q.

Considérons alors la %-filtration näıve de

Fil%,sp%q,QlpΨ, tgq Ă ¨ ¨ ¨ Ă Fil%,´1,QlpΨ, tgq “ j“tg,˚grtgS,!pΨI,%q bZl Ql

où

Fil%,k,QlpΨ, tgq
¯

»

sp%q
à

i“k
tigip%q“tg

à

πvPScuspip%q
HT pπv, ti, Sttipπvqqp

1´ ti
2 q,
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ainsi que la filtration associée de j“tg,˚grtgS,!pΨI,%q

Fil%,kpΨ, tgq :“ Fil%,k,QlpΨ, tgq X j
“tg,˚grtgS,!pΨI,%q.

Pour k “ ´1, ¨ ¨ ¨ , sp%q, les gradués gr%,kpΨ, tgq associés sont alors sans torsion et de %-
type k. On filtre à nouveau chacun de ces gradués en séparant, sur Ql, les différents πv P
Scuspkp%q et on note

p0q “ Fil0%pΨ, tgq Ă Fil1%pΨ, tgq Ă ¨ ¨ ¨ Ă Filr%pΨ, tgq “ j“tg,˚grtgS,!pΨI,%q

la filtration ainsi obtenue. On considère alors la filtration de grtgS,!pΨI,%q construite comme
suit :

— on prend l’image de

j“tg! Fil1%pΨ, tgq ÝÑ grtgS,!pΨI,%q

et on note grtgS,!pΨI,%q
1 le quotient libre ;

— comme j“tg,˚grtgS,!pΨI,%q
1 »

´

j“tg,˚grtgS,!pΨI,%q
¯

{Fil1%pΨ, tgq, on prend l’image de

j“tg!

´

Fil2%pΨ, tgq{Fil1%,πvpΨ, tgq
¯

ÝÑ grtgS,!pΨI,%q
1

et ainsi de suite.
— On filtre enfin chacune des images considérées à l’aide d’une filtration de stratification

exhaustive.
D’après [1], les gradués obtenus sont, sur Ql et en utilisant les notations de 1.2.5, de la

forme Ppπv, tqp
s´1´2k

2 q pour k “ 0, ¨ ¨ ¨ , s ´ 1. Par construction et d’après [1], la filtration
ci-avant vérifie les propriétés suivantes :

— si deux gradués ne diffèrent, sur Ql, que par leur poids, alors celui de plus petit poids
possède un indice plus petit que l’autre (cf. [1] ou [5]) ;

— Étant donné un gradué de poids minimal parmi tous les autres gradués qui lui sont,
sur Ql, isomorphes au poids près, les gradués d’indice strictement plus petit sont
— soit tous à supports dans une strate de dimension strictement plus petite,
— soit à support dans la même strate et de %-type inférieur ou égal.
— Dans le cas de même support et de %-type égal, on peut modifier la filtration

précédente pour échanger l’ordre des deux gradués considérés.
— Enfin, d’après le résultat principal de [6], tant que td

g
u ` 1 ď mp%q, pour tout πv de

type %, il n’y a à isomorphisme près qu’une notion d’extension intermédiaire, i.e. avec
les notations de [4], pj“tg!˚ HT pπv, t,Πtqpnq »

p`j“tg!˚ HT pπv, t,Πtqpnq.
Remarque : dans la suite les hypothèses faites sur l’idéal m feront que les systèmes locaux
d’Harris-Taylor considérés, vérifieront tous la condition du dernier tiret ci-avant.



14 BOYER PASCAL

2. Cohomologie entière

2.1. Localisation en un idéal non pseudo-Eisenstein. —

2.1.1. Notations. — Pour I P I, on note
— SplpIq l’ensemble des places w de F telles que

— w ne divise pas le niveau I et
— pw :“ w|Q est décomposé dans F et distinct de l, avec

GpQpwq » Qˆpw ˆGLdpFwq ˆ
r
ź

i“2
pBop

wi
q
ˆ,

où pw “ w.
śr

i“2wi dans F`.
— Pour i “ 0, ¨ ¨ ¨ , d, on pose

Tw,i :“ diagp
i

hkkkkkikkkkkj

pw, ¨ ¨ ¨ , pw,

d´i
hkkkikkkj

1, ¨ ¨ ¨ , 1q ˆ 1 P GLdpQpwq ˆ Z,

et on note
TI :“ Zl

“

Tw,i : w P SplpIq et i “ 1, ¨ ¨ ¨ , d
‰

,

l’algèbre de Hecke associée à SplpIq.
— Pour tout w P SplpIq, on note

Smpwq “
 Tw,i
Tw,i´1

P TI{m, i “ 1, ¨ ¨ ¨ , d
(

le multi-ensemble des paramètres de Satake modulo l en w associé à m, i.e. on garde
en mémoire la multiplicité des paramètres.

On dit d’un idéal premier minimal rm de TI qu’il est cohomologique s’il existe une Ql-
représentation automorphe cohomologique Π de GpAq possédant des vecteurs non nuls fixes
sous I et telle que pour tout w P SplpIq, les paramètres de Satake de Πpw sont donnés par
les images des T piqw P K

rm :“ pTI bZl Qlq{rm, où K
rm est une extension finie de Ql. Un tel

Π n’est pas nécessairement unique mais définit une unique classe d’équivalence proche au
sens de [12] que l’on notera Π

rm. On note
ρ
rm,Ql : GalpF̄ {F q ÝÑ GLdpQlq

la représentation galoisienne associée à un tel Π d’après [11] et [12], laquelle est, d’après
le théorème de Cebotarev, définie à isomorphisme sur K

rm, i.e. ρ
rm,Ql » ρ

rm bK
rm
Ql.

Étant donné un idéal maximal m de TI , pour tout idéal premier minimal rm Ă m, la
réduction modulo $

rm de ρ
rm, bien définie à semi-simplification près, ne dépend que de m,

on note ρm : GF ÝÑ GLdpFlq son extension des scalaires à Fl : ses paramètres de Satake
modulo l en w P SplpIq sont donnés par le multi-ensemble Smpwq.

Dans la suite, on fixe un idéal maximal m de TI qui vérifie une des conditions (1) et (2)
suivantes.
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(1) Il existe w1 P SplpIq tel que Smpw1q ne contient aucun sous-multi-ensemble de la
forme tα, qw1αu où qw1 est le cardinal du corps résiduel en w1 ;

(2) On a l ě d` 2 et m vérifie l’un des deux conditions suivantes :
— soit ρm est induit d’un caractère de GK pour K{F une extension galoisienne

cyclique ;
— soit l ě d et SLnpkq Ă ρmpGF q Ă Fˆl GLnpkq pour un sous-corps k Ă Fl.

2.1.2. Théorème. — (cf. [7]) Pour m comme ci-dessus, les localisés H ipXI,η̄,Zlqm, en
l’idéal m des groupes de cohomologie XI , sont sans torsion.

2.2. Représentations elliptiques et liberté de la cohomologie. — Rappelons que
XI étant propre, pour tout place w de F , on a un isomorphisme

Hd´1`i
pXI,η̄v ,Zlq » H i

pXI,s̄v ,ΨI,vq

qui est GpA8qˆWv équivariant. En utilisant la filtration de stratification de ΨI,v, on a une
suite spectrale qui à partir des groupes de cohomologie des Ppπv, tq calcule la cohomologie
de XI,η̄v . Sur Ql, l’étude de cette suite spectrale est menée dans [2] et après localisation
par m, comme les

H i
pXI,s̄v ,Ppπv, tqqm bZl Ql

sont concentrés en degré 0, cette suite spectrale dégénère clairement en E1. Le but de ce
paragraphe est de reprendre cette étude sur Fl et de montrer qu’à nouveau les

H i
pXI,s̄v ,Ppπv, tqqm bZl Fl

sont concentrés en degré 0, et donc qu’il n’y a pas de torsion dans les H ipXI,s̄v ,Ppπv, tqqm.
Pour ce faire, rappelons les notations du §1.2 de [2]. Pour tout t ě 0, on note

Γt :“
!

pa1, ¨ ¨ ¨ , ar, ε1, ¨ ¨ ¨ , εrq P Nr
ˆ t˘u

r : r ě 1,
r
ÿ

i“1
ai “ t

)

.

Un élément de Γt sera noté sous la forme pÐÝa1, ¨ ¨ ¨ ,ÝÑarq où pour tout i la flèche au dessus
de ai est ÐÝai (resp. ÝÑai ) si εi “ ´ (resp. εi “ `). On considère alors sur Γt la relation
d’équivalence induite par les identifications suivantes :

p¨ ¨ ¨ ,ÐÝa ,
ÐÝ
b , ¨ ¨ ¨ q “ p¨ ¨ ¨ ,

ÐÝÝÝ
a` b, ¨ ¨ ¨ q, p¨ ¨ ¨ ,ÝÑa ,

ÝÑ
b , ¨ ¨ ¨ q “ p¨ ¨ ¨ ,

ÝÝÝÑ
a` b, ¨ ¨ ¨ q,

et p¨ ¨ ¨ ,ÐÝ0 , ¨ ¨ ¨ q “ p¨ ¨ ¨ ,ÝÑ0 , ¨ ¨ ¨ q. On notera ÝÑΓ t l’ensemble quotient dont les éléments seront
notés rÐÝa1, ¨ ¨ ¨ ,ÝÑars.
Remarque : pour t ą 0, dans toute classe rÐÝa1, ¨ ¨ ¨ ,ÝÑaks P

ÝÑΓ t, il existe un unique élément,
dit réduit, de pa1, ¨ ¨ ¨ , ar, ε1, ¨ ¨ ¨ , εrq P Γt tel que

— pour tout 1 ď i ď r, on ait ai ą 0 ;
— pour tout 1 ď i ă r, εiεi`1 “ ´.
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2.2.1. Définition. — À tout représentant réduit pa1, ¨ ¨ ¨ , ar, ε1, ¨ ¨ ¨ , εrq d’une classe de
rÐÝa1, ¨ ¨ ¨ ,ÝÑaks P

ÝÑΓ t, on associe
S
´

rÐÝa1, ¨ ¨ ¨ ,ÝÑaks
¯

comme le sous-ensemble des permutations σ de t0, ¨ ¨ ¨ , t´1u telles que pour tout 1 ď i ď r

avec εi “ ` (resp. εi “ ´) et pour tout a1 ` ¨ ¨ ¨ ` ai´1 ď k ă k1 ď a1 ` ¨ ¨ ¨ ` ai alors
σ´1pkq ă σ´1pk1q (resp. σ´1pkq ą σ´1pk1q). Dans le cas où sous les mêmes conditions, on
demande inversement σ´1pkq ą σ´1pk1q (resp. σ´1pkq ă σ´1pk1q), l’ensemble obtenu sera
noté Sop

´

rÐÝa1, ¨ ¨ ¨ ,ÝÑaks
¯

.

2.2.2. Proposition. — (cf. [15] §2) Soit g un diviseur de d “ sg et π une représentation
cuspidale irréductible de GLgpFwq. Il existe une bijection

rÐÝa1, ¨ ¨ ¨ ,ÝÑars P
ÝÑΓ s´1

ÞÑ rÐÝa1, ¨ ¨ ¨ ,ÝÑarsπ

dans l’ensemble des sous-quotients irréductibles de l’induite

πt
1´ s

2 u ˆ πt
3´ s

2 u ˆ ¨ ¨ ¨ ˆ πt
s´ 1

2 u

caractérisée par la propriété suivante

JPg,2g,¨¨¨ ,sgpr
ÐÝa1, ¨ ¨ ¨ ,ÝÑarsπq “

ÿ

σPS
´

r
ÐÝa1 ,¨¨¨ ,

ÝÑar s
¯

πt
1´ s

2 ` σp0qu b ¨ ¨ ¨ b πt1´ s
2 ` σps´ 1qu,

ou encore par

JP opg,2g,¨¨¨ ,sgpr
ÐÝa1, ¨ ¨ ¨ ,ÝÑarsπq “

ÿ

σPSop
´

r
ÐÝa1 ,¨¨¨ ,

ÝÑar s
¯

πt
1´ s

2 ` σp0qu b ¨ ¨ ¨ b πt1´ s
2 ` σps´ 1qu.

Remarque : avec ces notations Stspπq (resp. Spehspπq) est rÐÝÝÝs´ 1s (resp. rÝÝÝÑs´ 1s).

2.2.3. Proposition. — (cf. [15]) Soit ψ une Ql-représentation irréductible telle que le
support cuspidal de l’induite rÐÝÝÝt´ 1sπ ˆ ψ soit un segment de Zelevinsky rπta2u, πt

a`s´1
2 s

contenant strictement rπt1´t
2 u, πt

t´1
2 us. Si a ă 1´ t (resp. si a` s´ 1 ą t´ 1), alors, avec

les notations de la proposition 2.2.2, tout sous-espace irréductible de rÐÝÝÝt´ 1sπ ˆ ψ est de
la forme r¨ ¨ ¨ ,ÐÝ1 ,ÐÝÝÝt´ 1, ¨ ¨ ¨ sπt 1´s´a

2 u (resp. r¨ ¨ ¨ ,ÐÝÝÝt´ 1,ÝÑ1 , ¨ ¨ ¨ sπt 1´s´a
2

) où le support cuspidal
du ÐÝÝÝt´ 1 dans l’écriture ci-avant est égal à celui rπt1´t

2 u, πt
t´1

2 us.

2.2.4. Lemme. — Soit π une Ql-représentation irréductible cuspidale entière de
GLgpFwq dont le cardinal de la droite de Zelevinsky de sa réduction modulo l est
supérieur ou égal à s. Dans ces conditions,

(i) pour tout rÐÝa1, ¨ ¨ ¨ ,ÝÑars P
ÝÑΓ s´1, les sous-quotients irréductibles la réduction modulo l

des rÐÝa1, ¨ ¨ ¨ ,ÝÑarsπ pour rÐÝa1, ¨ ¨ ¨ ,ÝÑars décrivant ÝÑΓ s´1 sont disjoints deux à deux.
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(ii) Avec les notations de la proposition précédente, tout sous espace irréductible de la
réduction modulo l de rÐÝÝÝt´ 1sπ ˆ ψ est la réduction modulo l d’une représentation de
la forme donnée par la proposition précédente.

Remarque : dans le cas où le cardinal de la droite de Zelevinsky du lemme ci-avant est
ą s, la réduction modulo l de tout rÐÝa1, ¨ ¨ ¨ ,ÝÑarsπ est irréductible. En cas d’égalité, seul
r
ÐÝÝÝ
s´ 1sπ admet une réduction modulo l réductible qui est alors de longueur 2 avec un

unique constituant cuspidal.

Démonstration. — (i) Par hypothèse sur π, toutes les représentations considérées ont le
même support cuspidal et ont donc tous une image non nulle par JPg,2g,¨¨¨ ,sg . Le résultat
découle alors directement

— de la commutation des foncteurs de Jacquet avec la réduction modulo l,
— du fait que ces réductions modulo l des rÐÝa1, ¨ ¨ ¨ ,ÝÑarsπ n’admettent aucun sous-quotient

irréductible cuspidal sauf éventuellement rÐÝÝÝs´ 1sπ dans le cas où la droite de Zele-
vinsky de rlpπq est de cardinal s,

— et du fait que les rlpπqt1´s
2 ` ku sont distincts deux à deux pour 0 ď k ă s de sorte

que l’image par JPg,2g,¨¨¨ ,sg de πt1´s
2 u ˆ πt

3´s
2 u ˆ ¨ ¨ ¨ ˆ πt

s´1
2 u est sans multiplicité.

(ii) Le résultat découle de la proposition précédente en utilisant :
— la réduction au cas unipotent de GLs d’après [14] §IV.6.3 ;
— comme la droite de Zelevinsky de la réduction modulo l de π est de cardinal ě s,

l’ordre de q modulo l est ą s,
— i.e. l est banal relativement à GLspFqq et qu’alors le bloc unipotent sur Fl est

équivalent à celui sur Ql.

2.2.5. Théorème. — Soit m un idéal maximal de TS tel que pour tout i, le Zl-module
H ipXU,η̄,Zlqm est sans torsion. On suppose en outre que (H3) l’image de ρ̄m,w0 dans son
groupe de Grothendieck est sans multiplicités. Alors pour tout Zl-système local d’Harris-
Taylor HT pπw0 , tq, la torsion de H ipXU,s̄w0

, pj“tg!˚ HT pπw0 , tqqm est nulle pour tout i.

Démonstration. — Notons Scuspw0pmq l’ensemble des classes d’équivalences inertielles des
Fl-représentations irréductibles supercuspidales du support supercuspidal de la réduction
modulo l de la composante locale en w0 d’une représentation Π P Πm de la classe
d’équivalence proche associée à m. La suite spectrale des cycles évanescents localisée en m

s’écrit

H i
pXU,η̄w0

,Zlqm » H i
pXU,s̄w0

,
à

%PScuspw0 pmq

ΨI,%qm »
à

%PScuspw0 pmq

H i
pXU,s̄w0

,ΨI,%qm,

de sorte que pour tout % P Scuspw0pmq le localisé en m de la cohomologie de ΨI,% est
concentrée en degré médian et sans torsion.
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Soit alors % P Scuspw0pmq, la filtration de stratification exhaustive de ΨI,% raffinée par
celle de son %-type comme au §1.4, permet de calculer, via une suite spectrale, la cohomo-
logie de ΨI,% localisée en m à l’aide de celle des faisceaux pervers d’Harris-Taylor Ppπw0 , tq

pour πw0 irréductible cuspidale de type %. On raisonne par l’absurde, la stratégie consistant
alors à montrer que le localisé en m de la cohomologie de ΨI,% aurait de la torsion, ce qui
n’est pas d’après nos hypothèses. Considérons alors t0 minimal tel qu’il existe i ‰ 0 pour
lequel

H i
`

XI,s̄w0
,Ppπw0 , t0q

˘

m
bZl Fl ‰ p0q.

Les hypothèses sur m, imposent, d’après le résultat principal de [6] que le dual de Verdier
DpPpπw0 , tqq est isomorphe à Ppπ_w0 , tq, i.e. les p et p`-extensions intermédiaires sont les
mêmes. En particulier quitte à prendre π_w0 de type %_, il existe un tel indice i0 ă 0 que
l’on prendra minimal, i.e.

H i
`

XI,s̄w0
,Ppπw0 , tq

˘

m
bZl Fl “

"

p0q si t ă t0 ou i ă i0
non nul si t “ t0 et i “ i0 ă 0.

D’après le lemme 1.2.6, un GLdpFw0qˆWw0 constituant irréductible d’un de ces groupes
de cohomologie est à prendre parmi ceux de la réduction modulo l de

´

rÐÝa1, ¨ ¨ ¨ ,ÝÝÑai´1,
ÐÑ1 ,ÐÝÝÝt0 ´ 1,ÐÑ1 ,ÝÝÑai`1, ¨ ¨ ¨ ÝÑarsπ ˆΥw0

¯

b Lpπtδ2uq

où
— le ÐÑ1 avant (resp. après) le ÐÝÝÝt0 ´ 1 est autorisé sous ses deux formes ÐÝ1 et ÝÑ1 si

ři´1
j“1 ai

(resp.
řr
j“i`1 ai) est strictement positive : on notera en passant ai “ t0 ` 1

— la réduction modulo l de π est de la forme %t δ02 u,
— Υw0 est une Ql-représentation irréductible entière dont la réduction modulo l a un

support supercuspidal disjoint de la droite de Zelevinsky de %,
— si on note

!

πtα2 u, πt
α
2 ` 1u, ¨ ¨ ¨ , πtα2 ` t0 ´ 1u

)

le support supercuspidal associé à la
flèche ÐÝÝÝt0 ´ 1 dans rÐÝa1, ¨ ¨ ¨ ,

ÐÝÝÝ
t0 ´ 1, ¨ ¨ ¨ ÝÑarsπ alors πt δ2u appartient à cet ensemble.

Remarque : dans le dernier tiret ci-avant, l’indice k du décalage tel que πtα2 ` ku “ πt δ2u

correspond aux faisceau pervers Ppπw0 , t0qp
t0´1

2 ´ kq dont on considère la cohomologie.
Considérons alors un FlrGLdpFw0q ˆWw0s-module irréductible pτ ˆψw0q bLpπt δ2uq avec

δ comme ci-dessus, où :
— ψw0 est un sous-quotient irréductible quelconque de la réduction modulo l de Υw0 ,
— τ est un sous-quotient irréductible de la réduction modulo l de

rÐÝa1, ¨ ¨ ¨ ,ÝÝÑai´1,
ÝÑ1 ,ÐÝÝÝt0 ´ 1,ÝÑ1 ,ÝÝÑai`1, ¨ ¨ ¨ ÝÑarsπ

le caractérisant, d’après le lemme précédent, parmi tous les autres constituants
irréductibles de la réduction modulo l d’un r

ÐÝ
a11, ¨ ¨ ¨ ,

ÝÑ
a1r1sπ avec

řr1

j“1 a
1
j “

řr
j“1 aj.

Montrons que ce constituant irréductible est alors un sous-quotient deH i0pXI,s̄w0
,ΨI,%qmbZl

Fl, ce qui sera contradictoire et clôturera la preuve. Avec les notations précédentes on
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considère k “ 0, i.e. la cohomologie de Ppπw0 , t0qp
t0´1

2 q de sorte que δ “ α. Notons
Fillk´1

S,! pΨI,%q Ă FillkS,!pΨI,%q Ă ΨI,% les indices de la filtration exhaustive de stratification
considérée plus haut, tels que

grrkS,!pΨI,%q “ FillkS,!pΨI,%q{Fillk´1
S,! pΨI,%q » Ppπw0 , t0qpt´ 1q.

Par construction de la filtration et notamment en modifiant l’ordre dans le raffinement par
le %-type, on peut supposer que les faisceaux pervers d’Harris-Taylor dans Fillk´1

S,! pΨI,%q sont
de la forme Ppπ1w0 , t

1q avec t1 ą t0. Comme précédemment H i0`1pXI,s̄w0
,Fillk´1

S,! pΨI,%qqmbZl
Fl est filtré par des sous-quotients irréductibles de la réduction modulo l de

´

rÐÝa1, ¨ ¨ ¨ ,ÝÝÑai´1,
ÐÑ1 ,

ÐÝÝÝ
t1 ´ 1,ÐÑ1 ,ÝÝÑai`1, ¨ ¨ ¨ ÝÑarsπ1 ˆ ψw0

¯

b Lpπ1tδ
1

2 uq

avec t1 ą t0 et où π1t δ12 u est une des cuspidales du support cuspidal du
ÐÝÝÝ
t1 ´ 1 dans l’écriture

ci-dessus. On remarque alors que la contrainte t1 ą t0 ne nous permet jamais de retrouver
le τ de la réduction modulo l de rÐÝa1, ¨ ¨ ¨ ,ÝÝÑai´1,

ÝÑ1 ,ÐÝÝÝt0 ´ 1,ÝÑ1 ,ÝÝÑai`1, ¨ ¨ ¨ ÝÑarsπ.
En ce qui concerne les H i0´1pXI,s̄w0

,ΨI,%{FillkS,!pΨI,%qqm bZl Fl, on raisonne de même :
— pour les constituants Ppπ1w0 , t

1q avec t1 ą t0,
— ceux pour t1 ď t0 étant nuls par minimalité de t0 et de i0.

2.3. Du lemme d’Ihara à la cohomologie. — Étant donné un faisceau de Hecke à
support dans les points supersinguliers, ses groupes de cohomologie H i son nuls pour tout
i ‰ 0. En ce qui concerne son H0, rappelons que X“d

I,s̄v0
peut s’écrire comme une réunion

disjointe de schémas de dimension 0

X“d
I,s̄v0

“
ž

iPKer1pQ,Gq

X“d
I,s̄v0 ,i

.

Un faisceau de Hecke FI,i sur X“d
I,s̄v0 ,i

a sa fibre en une tour zi de points supersinguliers
munie d’une action de GpQq ˆ GLdpFv0q

0 où GLdpFv0q
0 est le noyau de la valuation du

déterminant de sorte que, cf. [1] proposition 5.1.1, en tant que GpA8q » GpA8,v0q ˆ

GLdpFv0q-module, on a

H0
pX“d

I,s̄v0 ,i
,FI,iq » indGpA

8,v0 qˆZ
GpQq z˚i FI,i

avec δ P GpQq ÞÑ pδ8,v0 , val ˝rnpδv0qq P GpA8,v0q ˆ Z et où l’action de gv0 P GLdpFv0q est
donnée par celle de pg´ val det gv0

0 gv0 , val det gv0q P GLdpFv0q
0 ˆ Z où g0 P GLdpFv0q est un

élément fixé tel que val det g0 “ 1. En outre, cf. [1] corollaire 5.1.2, si z˚i FI est munie d’une
action du noyau pDˆv0,dq

0 de la valuation de la norme réduite qui est compatible à l’action
de GpQq ãÑ Dˆv0,d, alors en tant que GpA8q-module, on a

H0
pX“d

I,s̄v0 ,i
,FI,iq » C8pGpQqzGpA8q,Λq bDˆ

v0,d
ind

Dˆ
v0,d

pDˆ
v0,d

q0
z˚i FI,i (2.3.1)
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2.3.2. Lemme. — Soit π̄ une sous-Fl-représentation irréductible de C8pGpQqzGpAq{U v0 ,Flq.
On choisit alors une Ql-représentation irréductible cuspidale entière πv0 de GLgpFv0q pour
g divisant d “ sg, telle que

— la réduction modulo l de πv0, notée %, est supercuspidale, et
— la composante locale π̄v0 de π̄ en v0 est la réduction modulo l de πv0rssD.

Alors π̄8,v0 est une sous-représentation de la réduction modulo l de
H0`XUv0 ,s̄v0

,HT Flpπ
_
v0 , sq

˘

“ H0`XUv0 ,s̄v0
,HT Zlpπ

_
v0 , sq

˘

bZl Fl.

Remarque : πv0 étant de %-type ´1, on notera que tous les réseaux stables de HT Zlpπ
_
v0 , sq

sont isomorphes.

Démonstration. — On a π̄ Ă C8pGpQqzGpAq{U v0 ,Flq et donc π̄v0 Ă C8pGpQqzGpAq{U v0 ,Flqb
π̄_v0 . Par ailleurs comme HT pπ_v0 , sq est supporté aux points supersinguliers, son H0 est
sans torsion et

H0`XUv0 ,s̄v0
,HT pπ_v0 , sq

˘

bZl Fl » H0
´

XUv0 ,s̄v0
,HT pπ_v0 , sq bZl Fl

¯

.

Le résultat découle alors directement de la formule (2.3.1).

2.3.3. Proposition. — Soient
— U un niveau fini et S un ensemble fini de places contenant les places w de F telles

que Uw n’est pas maximal ;
— m un idéal maximal de TS tel qu’il existe w1 P SplS tel que Smpw1q ne contient aucun

sous-multi-ensemble de la forme tα, qw1αu ;
— π̄ une sous-Fl-représentation irréductible de C8pGpQqzGpAq{U v0 ,Flqm.

Alors π̄8,v0 est une sous-Fl-représentation irréductible de Hd´1pXU,η̄v0
,Flqm.

Démonstration. — Dans [4], nous avons montré que les faisceaux de cohomologie de ΨI
étaient sans torsion. De la description de ceux-ci, on en déduit alors que s’il existe i tel
que H ipXU,s̄v0

,ΨI,ρqm est non nul alors nécessairement la composante locale π̄v0 de π̄ doit
être la réduction modulo l de πv0rssD où πv0 est une Ql-représentation irréductible entière
de GLgpFv0q pour d “ sg, de %-type ´1. Fixons alors une telle représentation πv0 .

Des propriétés de la filtration de stratification exhaustive raffinée par les %-types et
en utilisant que πv0 est de ρ-type ´1, on en déduit que PΓpπv0 , sqp

s´1
2 q est un sous-

faisceau pervers de ΨI,ρ pour un certain réseau stable Γ. Comme par ailleurs, les hy-
pothèses sur m impliquent, cf. le théorème 2.2.5, que le localisé en m de la cohomologie
d’un gradué quelconque de ΨI est sans torsion et concentrée en degré médian, on en déduit
que H0pXU,s̄v0

,PΓpπv0 , sqp
s´1

2 qq est un sous-espace de Hd´1pXU,η̄v0
,Zlq. Si on ne s’intéresse

pas à la représentation portée en v0, tous les réseaux Γ sont isomorphes, i.e. Ppπv0 , sq est
une somme directe finie de HT pπv0 , tq de sorte que le résultat découle alors du lemme
précédent.
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3. Sur la cohomologie modulo l

3.1. Réseaux globaux. — Par hypothèse, il existe v1 P Spl telle que ρm,v1 est
irréductible de sorte que pour toute représentation irréductible Π P Πm, sa composante
locale en v1 est cuspidale et sa réduction modulo l, % est supercuspidale. En particulier on
a

Hd´1`i
pXU,η̄v1

,Zlqm » H i
pXU,s̄v1

,ΨI,%q.

Comme % est une représentation irréductible supercuspidale, ΨI,% est un système local
concentré sur X“d

U,s̄v1
tel que pour tout point supersingulier z

ind
Dˆ
v1,d

pDˆ
v1,d

q0
z˚ΨI,% bZl Ql »

à

πv1PScusp´1p%q

πv1 b πv1r1sD b Lpπv1q.

3.1.1. Proposition. — Soit Π8 b LpΠv1q une sous-représentation irréductible de
Hd´1pXI,η̄v1 ,Qlqm. Alors le réseau

Hd´1
pXI,η̄v1 ,Zlqm X

´

Π8 b LpΠv1q

¯

est un produit tensoriel ΓG b ΓW d’un réseau stable ΓG de Π8 par un réseau stable ΓW de
LpΠv1q.

Démonstration. — Comme la réduction modulo l de Πv1bΠv1r1sDbLpΠv1q est irréductible,
il ne possède, à isomorphisme près, qu’un unique réseau stable de sorte que

ΓGDW :“
´

ind
Dˆ
v1,d

pDˆ
v1,d

q0
z˚ΨI,ρ

¯

X

´

Πv1 b Πv1r1sD b LpΠv1q

¯

est isomorphe au produit tensoriel ΓG b ΓD b ΓW des réseaux stables de respectivement
Πv1 , Πv1r1sD et LpΠv1q. Revenons au calcul de la cohomologie de XU via la suite spectrale
des cycles évanescents : on a

Hd´1`i
pXI,η̄v1 ,Zlqm » H i

pXI,s̄v1 ,ΨI,%q

et d’après (2.3.1)

H0pX̄“d
I,s̄v1 ,i

,ΨI,%q » C8pGpQqzGpA8q,Λq bDˆ
v1,d

`

ind
Dˆ
v1,d

pDˆ
v1,d

q0
z˚ΨI,%

˘

» C8pGpQqzGpA8q,Λq bDˆ
v1,d

`

ΓG b ΓD b ΓW
˘

,

d’où le résultat.



22 BOYER PASCAL

3.2. Réseaux locaux. — Soit comme dans l’introduction un idéal maximal m de TS
vérifiant les hypothèses (H2) et (H3) de sorte qu’en particulier l’image de ρm,w0 dans son
groupe de Grothendieck est sans multiplicités. On écrit le support supercuspidal Spmq
associé à ρm,w0 par la correspondance de Langlands, sous la forme

Spmq “
ž

%PScuspw0

S%pmq

où Scuspw0 désigne l’ensemble des classes d’équivalence inertielles des Fl-représentations
irréductibles supercuspidales d’un GLgp%qpFw0q pour 1 ď gp%q ď d. Pour chaque % on note
alors

l1pm, %q ě ¨ ¨ ¨ ě lrpm,%qpm, %q

de sorte que S%pmq puisse s’écrire comme la réunion de rpm, %q segments de Zelevinsky non
liés

r%νki , %νki`lip,%qs “
 

%νki , %νki`1, ¨ ¨ ¨ , %νki`lipm,%q
(

.

3.2.1. Lemme. — Soit PΓpπw0 , tq une Zl-structure entière d’un faisceau pervers
d’Harris-Taylor tel qu’il existe i vérifiant

H i
pXI,s̄w0

,PΓpπw0 , tqqm ‰ p0q.

Alors
(i) soit il existe % P Scuspw0 tel que S%pmq est un segment, i.e. rpm, %q “ 1 et alors

— soit rlpπw0q „ % avec t “ l1pm, %q,
— soit t “ 1 et rlpπw0q est cuspidale de support supercuspidal un segment de longueur

l1pm, %q associé à %.
(ii) soit rlpπw0q est supercuspidal noté % avec t ă l1pm, %q ` ¨ ¨ ¨ ` lrpm,%qpm, %q et alors le

réseau stable du système local j“tg,˚PΓpπw0 , tq est un produit tensoriel ΓGbΓDbΓW
d’un réseau stable ΓG (resp. ΓD, resp. ΓW ) de Sttpπw0q (resp. de HT pπw0 , tq, resp. de
Lpπw0q).

Démonstration. — Notons tout d’abord que, d’après 2.2.5, les H ipXI,s̄w0
,PΓpπw0 , tqqm

étant sans torsion, s’il est non nul alors t ď maxtl1pm, %q, ¨ ¨ ¨ , lrpm,%qpm, %qu. Par ailleurs
si le support supercuspidal de la réduction modulo l de Sttpπw0q n’est pas égal à toute la
droite de Zelevinsky d’une supercuspidale alors cette réduction modulo l est irréductible
tout comme πw0rtsD et Lpπw0q. Dans ce cas tous les réseaux stables de j“tg,˚Ppπw0 , tq sont
isomorphes et donc isomorphes à un produit tensoriel de réseaux stables. Enfin la seule
alternative à (ii) est celle décrite par (i).

Soit désormais π̄ un sous-quotient irréductible de C8pGpQqzGpAq{U v0 ,Flqm. On écrit sa
composante locale en w0 sous la forme π̄w0 »

Ś

%PScuspw0
π̄p%q où le support supercuspidal

de π̄p%q est S%pmq.
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3.2.2. Lemme. — Avec les notations précédentes, soit π1p%0q un sous-quotient de la
réduction modulo l d’une représentation de la forme

r¨ ¨ ¨ ,
ÐÝÝÝ
t´ 1,ÝÑ1 , ¨ ¨ ¨ sπ1w0

ˆ ψ, (resp. r¨ ¨ ¨ ,ÐÝ1 ,ÐÝÝÝt´ 1, ¨ ¨ ¨ sπ1w0
ˆ ψq

où ψ est une représentation quelconque de sorte que la réduction modulo l de la
représentation ci-avant ait pour support supercuspidal S%0pmq. On note %0tδu la cus-
pidale à l’extrémité droite de ÝÑ1 (resp. de ÐÝ1 ) dans l’écriture précédente. Alors pour tout
faisceau pervers Ppπw0 , t

1qp1´t1`2k
2 q pour 0 ď k ď t1 ´ 1, et pour tout réseau stable, la

réduction modulo l de H ipXI,s̄w0
,PΓpπw0 , t

1qp1´t1`2k
2 qqm n’admet pas un sous-espace de la

forme
`

ą

%0‰%PScuspw0

π̄p%q
˘

ˆ π1p%0q ˆ Lp%0tδuq.

Démonstration. — D’après 2.2.5, les H ipXI,s̄w0
,PΓpπw0 , t

1qp t
1´1´2k

2 qqm sont sans torsion, de
sorte que leurs réduction modulo l se calcule à partir de la description de la Ql-cohomologie
donnée dans [2]. En particulier pour obtenir Lp%0tδuq, il faut que la réduction modulo l

de πw0 soit dans la droite de Zelevinsky de %0. Plus précisément rappelons que, d’après
[2], la Ql-cohomologie de PΓpπw0 , t

1qp t
1´1
2 q est de la forme

`

Stt1pπw0tαuqˆ?
˘

bLpπw0t
1´t1

2 `

αuq, autrement dit l’action galoisienne fixe la cuspidale ! à gauche " du support cuspidal
!

πw0t
1´t1

2 ` αu, ¨ ¨ ¨ , πw0t
t1´1

2 ` αu
)

de Stt1pπw0tαuq. On utilise alors l’hypothèse sur m que
le support supercuspidal de Spmq est sans multiplicité.

— Pour k ą 0, il découle de ce qui précède que la réduction modulo l de r¨ ¨ ¨ ,ÐÝÝÝt´ 1,ÝÑ1 , ¨ ¨ ¨ sπ1w0

doit être obtenu comme un sous-quotient de la réduction modulo l de r¨ ¨ ¨ ,
ÐÝÝÝ
t1 ´ 1, ¨ ¨ ¨ sψw0

où désormais la supercuspidale %0tδu est dans le support cuspidal de la partie
ÐÝÝÝ
t1 ´ 1

ce qui n’est pas.
— Pour k “ 0, d’après le lemme précédent H ipXI,s̄w0

,PΓpπw0 , t
1qp t

1´1
2 qqm s’écrit comme

une induite r
ÐÝÝÝ
t1 ´ 1sπw0tαu

ˆ ψ où %0tδu est la supercuspidale ! à gauche " du support
de la réduction modulo l de r

ÐÝÝÝ
t1 ´ 1sπw0tαu

. Mais alors, d’après le lemme 2.2.4, un
sous-espace irréductible de la réduction modulo l d’un tel groupe de cohomologie est
nécessairement de la forme r¨ ¨ ¨ ,ÐÝ1 , ¨ ¨ ¨ s%0ˆψ

1 où %0tδu est la cuspidale ! à droite " de
ÐÝ1 .

Le cas respectif se traite de manière strictement similaire.

3.3. Preuve du lemme d’Ihara. — Soit m un idéal maximal de TS vérifiant les hy-
pothèse (H1), (H2) et (H3) de l’introduction. On reprend les notations du §3.2 avec rpm, %q
et les lipm, %q pour i “ 1, ¨ ¨ ¨ , rpm, %q.



24 BOYER PASCAL

3.3.1. Lemme. — Dans le cas (i) du lemme 3.2.1, i.e. avec rpm, %q “ 1, pour πw0 une
Ql-représentation irréductible cuspidale de GLgpFw0q dont la réduction modulo l est %, on
note PΓpπw0 , l1pm, %qqp

1´l1pm,%q
2 q le réseau du faisceau pervers d’Harris-Taylor donnée par la

filtration de stratification exhaustive de ΨI,w0pZlq. Si H0pXI,s̄w0
,Ppπw0 , , l1pm, %qqmest non

nul, alors tout sous-espace irréductible de sa réduction modulo l est de la forme π̄%ˆ π̄% où
— π̄% est une représentation irréductible générique de support supercuspidal un segment

de Zelevinsky relatif à % et
— π̄% a un support supercuspidal disjoint de la droite de Zelevinsky associée à %.

Démonstration. — Dans le cas où la réduction modulo l de Stl1pm,%qpπw0q est irréductible,
elle est générique et le résultat est immédiat. Le seul cas à traiter est celui où cette réduction
modulo l est de longueur 2 avec un unique constituant générique, noté %0 au §1.4. Il
s’agit alors de montrer que le réseau stable de PΓpπw0 , l1pm, %qqp

l1pm,%q´1
2 q est un produit

de réseaux stables et que celui sur Stl1pm,%qpπw0q est tel que sa réduction modulo l admet la
générique comme unique sous-espace irréductible.

Pour ce faire, rappelons que d’après le résultat principal de [4], le faisceau pervers entier
PΓpπw0 , l1pm, %qqp

l1pm,%q´1
2 q s’obtient aussi en considérant la filtration de stratification ex-

haustive de j“g! HT Zlpπw0 , 1, πw0q dont la structure entière est unique à isomorphisme près
et donc sous la forme d’un produit tensoriel. La structure entière cherchée se déduit alors de
l’étude de la suite spectrale calculant la fibre en un point géométrique de X“l1pm,%q

I,s̄w0
du fais-

ceau de cohomologie hl1pm,%qg´dj“g! HT pπw0 , 1, πw0q, laquelle est trivialement nulle. Dans [4],
on montre que cette suite spectrale est sans torsion de sorte qu’on peut la lire sur Ql telle
qu’elle est décrite dans [1]. En particulier la structure entière de PΓpπw0 , l1pm, %qqp

l1pm,%q´1
2 q

se lit dans le faisceau de cohomologie d’indice l1pm, %qg´ d de l’extension intérmédiaire de
HT Γ1pπw0 , l1pm, %q´1,Πq où Π “ πw0t

2´l1pm,%q
2 uˆStl1pm,%q´1pπw0t

1
2u et où le réseau Γ1 est un

produit tensoriel. Son faisceau de cohomologie d’indice l1pm, %qg´d est alors l’induite para-
bolique d’un réseau produit tensoriel de HT pπw0 , l1pm, %q, 1q b Stl1pm,%q´1pπw0t

1
2u bLpπw0q,

à des décalages par le poids près. Comme tous les réseaux stables de HT pπw0 , l1pm, %q, 1q
sont isomorphes et donc sous la forme d’un produit tensoriel, on en déduit que le réseau
de PΓpπw0 , l1pm, %qqp

l1pm,%q´1
2 q est aussi un produit tensoriel.

Enfin le réseau stable associé à Stl1pm,%qpπw0q doit être tel que la flèche

πw0t
2´ l1pm, %q

2 u ˆ Stl1pm,%q´1pπw0t
1
2u ÝÑ Stl1pm,%qpπw0q

soit surjective, ce qui impose, cf. aussi [3], que l’unique générique, isomorphe à la cuspidale
%0, de la réduction modulo l de Stl1pm,%qpπw0q ne peut pas être un quotient irréductible de la
réduction modulo l du réseau stable et que donc il en est l’unique sous-espace irréductible.
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Remarque : dans loc. cit., le réseau stable de Stl1pm,%qpπw0q construit dans la preuve
précédente, est appelé réseau d’induction et noté RI´pπw0 , l1pm, %qq, cf. aussi le début du
§1.4.

Considérons une sous-représentation irréductible π̄ de C8pGpQqzGpAq{Uw0 ,Flqm de sorte
que d’après les propositions 2.3.3 et 3.1.1, π̄8,v0 b Lpπ̄q est une sous-Fl-représentation
irréductible de Hd´1pXU,η̄v0

,Flqm.
Supposons que π̄w0 n’est pas générique, de sorte qu’elle s’obtient comme un sous-quotient

de la réduction modulo l d’une représentation de la forme r¨ ¨ ¨ ,ÐÝa ,ÝÑb , ¨ ¨ ¨ sπw0
ˆ ψ avec

b ą 0 et où le support supercuspidal de rlpψq n’est pas lié à celui de r¨ ¨ ¨ ,ÐÝa ,ÝÑb , ¨ ¨ ¨ s% où
% “ rlpπw0q. Ainsi il existe une représentation irréductible supercuspidale %tδu du support
supercuspidal de la réduction modulo l de r¨ ¨ ¨ ,ÐÝa ,ÝÑb , ¨ ¨ ¨ sπw0

telle que

r¨ ¨ ¨ ,ÐÝa ,
ÝÑ
b , ¨ ¨ ¨ s% ˆ rlpψq b Lp%tδuq

a un sous-espace irréductible qui est un sous-espace de Hd´1pXU,η̄v0
,Flqm. En utilisant

une filtration de stratification exhaustive du faisceau pervers des cycles évanescents en
w0, et comme la cohomologie des faisceaux pervers d’Harris-Taylor est sans torsion, cette
représentation est un sous-espace irréductible d’un H0pXI,s̄w0

,PΓpπ
1
w0 , tqp

1´t`2k
2 qqm bZl Fl

avec 0 ď k ď t´1. Or ce dernier espace est de la forme rlpSttpπ1w0tδ`kuqqˆψ
1bLp%tδu où le

support supercuspidal de rlpSttpπ1w0tδ`kuqq est contenu dans celui de r¨ ¨ ¨ ,ÐÝa ,ÝÑb , ¨ ¨ ¨ s%. Si
ces supports supercuspidaux sont égaux, et comme d’après le lemme précédent rpm, %q ą 1,
on en déduit que la réduction modulo l de Sttpπ1w0tδ ` kuq est irréductible et est donc
nécessairement générique, ce qui ne convient pas. Ainsi donc, d’après le lemme 2.2.4, il
existe une sous-représentation irréductible de Hd´1pXU,η̄v0

,Flqm dont la composante en w0
est de la forme

`

ą

%0‰%PScuspw0

π̄p%q
˘

ˆ π1p%0q ˆ Lp%0tδ
1
uq

avec π1p%0q comme dans le lemme 3.2.2 et où %0pδ
1q est une supercuspidale du support de

la partie ÐÝÝÝt´ 1 dans l’écriture de π1p%0q. Or d’après la proposition 3.1.1,
`

ą

%0‰%PScuspw0

π̄p%q
˘

ˆ π1p%0q ˆ Lp%0tδuq

où %0tδu est la cuspidale de l’extrémité droite de ÝÑ1 (resp. ÐÝ1 ) dans l’écriture précédente,
doit aussi être un sous-espace irréductible de Hd´1pXU,η̄v0

,Flqm, et donc, via la filtration
de stratification exhaustive, d’un H ipXI,s̄w0

,PΓpπw0 , t
1qp1´t1`2k

2 qqm pour 0 ď k ď t1 ´ 1, ce
qui n’est pas d’après le lemme 3.2.2.

3.4. Augmentation du niveau. — On reprend les notations précédentes,

Sw0pmq “
ž

%

S%pmq
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où % décrit les classes d’équivalence inertielles de Fl-représentations irréductibles supercus-
pidales d’un GLgp%qpFw0q pour 1 ď gp%q ď d. Pour chaque % on note

l1p%q ď ¨ ¨ ¨ ď lrp%qp%q

de sorte que S%pmq puisse s’écrire comme la réunion de rp%q segments de Zelevinsky non
liés

r%νki , ρ̄ν
k`lip%qs “

 

%νk, %νk`1, ¨ ¨ ¨ , %νk`lip%q
(

.

3.4.1. Proposition. — Il existe un idéal premier rm Ă m tel que

Π
rm,w0 »

ą

%PScuspw0

Π
rm,w0p%q

où pour tout % P Scuspw0, il existe des représentations irréductibles cuspidales π1p%q, ¨ ¨ ¨ , πrp%qp%q

de GLgp%pFvq telles que

Π
rm,w0p%q » Stl1p%qpπ1p%qq ˆ ¨ ¨ ¨ ˆ Stlrp%qpπrp%qp%qq.

Démonstration. — On raisonne par l’absurde en supposant qu’il existe un %0 pour lequel
aucun des idéaux premiers contenus dans m ne vérifie la conclusion de la proposition. Soit
alors un idéal premier rm Ă m : le facteur Π

rm,w0p%0q est de la forme

Π
rm,w0p%0q » Stl1p%0qpπ1p%0qq ˆ ¨ ¨ ¨ ˆ Stlkp%0qpπkp%0qq ˆ Stl11pπ

1
1p%0qq ˆ ¨ ¨ ¨ ˆ Stl1rpπ

1
rp%0qq,

avec lk`1p%0q ą l11 ě ¨ ¨ ¨ ě l1r. On choisit rm de sorte que la partition pl1p%0q ě ¨ ¨ ¨ ě lkp%0q ě

l11 ě ¨ ¨ ¨ ě l1rq ainsi obtenue, soit maximale au sens de l’ordre de Bruhat.
La réduction modulo l de Hd´1pXI,η̄,Zlqm X

`

Π8
rm b LpΠ

rm

˘

fournit alors, d’après la pro-
position 3.1.1, un sous-espace de Hd´1pXI,η̄,Flqm de la forme π̄8b ρm avec π̄8 irréductible
de composante locale π̄w0 en w0 s’écrivant sous la forme π̄w0 “

Ś

%PScuspw0
π̄w0,% avec

π̄w0,%0 »

´

Stl1p%0qp%0ν
δ1q ˆ ¨ ¨ ¨ ˆ Stlkp%0qp%0ν

δkq ˆ π̄1 ˆ ¨ ¨ ¨ ˆ π̄t

¯

,

où π̄1ˆ¨ ¨ ¨ˆ π̄t est un sous-quotient irréductible de la réduction modulo l de Stl11pπ
1
1p%0qqˆ

¨ ¨ ¨ ˆ Stl1rpπ1rp%0qq.
Remarque : par définition des lip%q et comme Spmq est sans multiplicité, la réduction
modulo l de Stl1p%0qp%0ν

δ1q ˆ ¨ ¨ ¨ ˆ Stlkp%0qp%0ν
δkq est irréductible, tout comme π̄w0,%0 .

La cohomologie étant concentrée en degré médian et sans torsion, on en déduit que
Hd´1pXI,η̄,Flqm admet un sous espace de la forme rlpΠ8,w0q b πw0 b ρ̄m. Considérons alors
une filtration

Fil0pρ̄mq Ă ¨ ¨ ¨ Ă Filrpρ̄mq “ ρ̄m

dont les gradués sont irréductibles et donc de la forme %νk. Par hypothèse, tous les gradués
ont des poids distincts modulo l, ce qui permet de parler du gradué associé à %νk.

Avec les notations précédentes, pour i “ 1, ¨ ¨ ¨ , t, soit αi tel que le support supercuspidal
de la réduction modulo l de Stl1ipπ

1
ip%qq est celui du segment r%ναi , %ναi`l1i´1s. Considérons le
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gradué grkpρ̄mq associé à %να1 . On note Hd´1pXU,η̄w0
,Flqm,k´1 l’image de rlpΠ8,w0q b πw0 b

Filk´1pρ̄mq et Hd´1pXU,η̄w0
,Flqm,{k le quotient Hd´1pXU,η̄w0

,Flqm{Hd´1pXU,η̄w0
,Flqm,k´1. On

a par ailleurs une filtration
Fil‚pHd´1

pXU,η̄w0
,Flqmq

obtenue à partir de la filtration de stratification exhaustive de ΨI,% et dont les gradués sont
la réduction modulo l de la cohomologie d’un réseau stable d’unHT pπw0 , t, Sttpπw0qqp

1´s`2k
2 q

pour πw0 de %-type. Cette filtration induit alors une filtration Fil‚pHd´1pXU,η̄w0
,Flqm,{kq

de Hd´1pXU,η̄w0
,Flqm,{k. Comme par hypothèse, ρ̄m est sans multiplicités, ces gradués sont,

en tant que Fl-représentation de Wv, isotypiques pour un %να avec des α distincts pour
chacun de ces gradués. En particulier l’image de grkpρ̄mq se factorise par un seul de ces
gradués et on en déduit que π̄1 ˆ ¨ ¨ ¨ ˆ π̄t est un sous-espace d’une induite de la forme
Stl11p%ν

α1`
l11´1

2 qˆ π̄. Par hypothèse il existe un indice i1 tel que le support supercuspidal de
la réduction modulo l de Stl1

i1
pπ1i1p%qq est lié à celui de Stl11pπ

1
1p%qq de sorte que d’après le

lemme 2.2.4, Hd´1pXU,η̄w0
,Flqm admettrait un sous-espace non dégénéré (comme dans le

lemme 3.2.2), ce qui n’est pas d’après la version du lemme d’Ihara prouvée au paragraphe
précédent.
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