N

N
N

HAL

open science

L’involution de Zelevinski modulo 7/

Alberto Minguez, Vincent Sécherre

» To cite this version:

Alberto Minguez, Vincent Sécherre. L’involution de Zelevinski modulo £. Representation theory, 2015,

19. hal-01133755

HAL Id: hal-01133755
https://hal.science/hal-01133755
Submitted on 20 Mar 2015

HAL is a multi-disciplinary open access
archive for the deposit and dissemination of sci-
entific research documents, whether they are pub-
lished or not. The documents may come from
teaching and research institutions in France or
abroad, or from public or private research centers.

L’archive ouverte pluridisciplinaire HAL, est
destinée au dépot et a la diffusion de documents
scientifiques de niveau recherche, publiés ou non,
émanant des établissements d’enseignement et de
recherche francais ou étrangers, des laboratoires
publics ou privés.


https://hal.science/hal-01133755
https://hal.archives-ouvertes.fr

L’ INVOLUTION DE ZELEVINSKI MODULO /¢
par

Alberto Minguez & Vincent Sécherre

Abstract. — Let F be a non-Archimedean locally compact field with residual characteristic p, let
G be an inner form of GL,, (F), n > 1 and let R be an algebraically closed field of characteristic diffe-
rent from p. When R has characteristic £ > 0, the image of an irreducible smooth R-representation
7 of G by the Aubert involution need not be irreducible. We prove that this image (in the Grothen-
dieck group of G) contains a unique irreducible term 7* with the same cuspidal support as 7. This
defines an involution 7 — 7* on the set of isomorphism classes of irreducible R-representations of G,
that coincides with the Zelevinski involution when R is the field of complex numbers. The method
we use also works for F a finite field of characteristic p, in which case we get a similar result.

2010 Mathematics Subject Classification: 22E50, 20G40
Keywords and Phrases: Modular representations, p-adic reductive groups, finite reductive
groups, Zelevinski involution, Alvis-Curtis duality, type theory

Introduction

1. Soit F un corps localement compact non archimédien, de caractéristique résiduelle p. Zelevin-
ski [37] a défini une involution sur le groupe de Grothendieck des représentations complexes de
longueur finie de GL,,(F), pour n > 1, et a conjecturé que cette involution préserve 'irréductibi-
lité. Moeglin et Waldspurger [25] ont prouvé cette conjecture pour les représentations irréducti-
bles de GL,,(F) possédant un vecteur non nul invariant par un sous-groupe d’Iwahori. Précisé-
ment, ils ont montré que, si ’on applique le foncteur des invariants par un sous-groupe d’Iwahori,
Iinvolution de Zelevinski se transforme, pour les modules sur 'algebre de Hecke-Iwahori, en la
torsion par une involution de cette algebre.

2. En s’inspirant de la dualité d’Alvis-Curtis [2, 3, 13], S.-I. Kato [19] a défini une involution
sur le groupe de Grothendieck des représentations complexes de longueur finie (et engendrées par
leurs vecteurs invariants sous un sous-groupe d’Iwahori) d’un groupe réductif p-adique déployé.
Comme dans [25], il utilise les propriétés du foncteur des invariants par un sous-groupe d’Iwahori
[9] pour prouver que cette involution préserve l'irréductibilité & un signe pres.

3. Aubert [5] a montré que la définition de Kato permet d’obtenir une involution sur le groupe de
Grothendieck des représentations complexes de longueur finie de n’importe quel groupe réductif
p-adique, et a prouvé que cette involution préserve l'irréductibilité a un signe pres. Dans le cas
du groupe GL,(F), elle coincide avec I'involution de Zelevinski & un signe pres, ce qui prouve la
conjecture d’irréductibilité de Zelevinski pour toutes les représentations irréductibles complexes
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de GL,,(F). Procter [27] avait déja prouvé cette conjecture peu de temps auparavant au moyen
de la théorie des types de Bushnell-Kutzko [12], ce qu’'on peut voir comme une généralisation
de Papproche de Moeglin et Waldspurger & n’importe quel bloc de Bernstein de GL,,(F).

4. Au moyen de la théorie des systemes de coefficients sur 'immeuble de Bruhat-Tits, Schneider
et Stuhler [28] ont défini eux aussi une dualité pour les représentations complexes de longueur fi-
nie d’un groupe réductif p-adique. Ils prouvent qu’elle préserve l'irréductibilité et qu’elle coincide
a un signe pres, au niveau des groupes de Grothendieck, avec 'involution d’Aubert. On trouve
une autre approche dans Bezrukavnikov [8], esquissée dans Bernstein [7, IV.5.1].

5. Vignéras [36] étend la question aux représentations des groupes réductifs p-adiques a coeffi-
cients dans un corps de caractéristique ¢ différente de p. Dans ce contexte, la définition d’Aubert
a toujours un sens et, pourvu que le groupe ait des sous-groupes discrets cocompacts (auquel
cas la conjecture d’irréductibilité générique est prouvée [16]), elle définit toujours une involution
[21]. En revanche, quand ¢ est un nombre premier non banal, il est facile de voir que cette invo-
lution ne préserve pas 'irréductibilité, méme a un signe pres. Quant a la définition de Zelevinski
pour GL, (F), elle a toujours un sens elle aussi [21] mais ne définit pas un automorphisme invo-
lutif ni ne préserve l'irréductibilité dans le cas non banal (remarque 4.6). Dans le cas banal par
contre, voir [21] ou 'on traite le cas de GL,,(F) et de ses formes intérieures.

6. Reprenant I'approche de Schneider-Stuhler dans le contexte modulaire, Vignéras [36] prouve
— au moins lorsque le groupe a des sous-groupes discrets cocompacts — que I'involution d’Aubert
et celle de Schneider-Stuhler coincident a un signe pres au niveau des groupes de Grothendieck et
que, si 7 est une représentation irréductible d’'un groupe réductif p-adique, son image par cette
involution possede un seul terme irréductible de méme support cuspidal que 7. En outre, elle
montre que ce terme irréductible est caractérisé comme étant I'unique quotient irréductible d’un
certain espace de cohomologie associé a m (voir [36, Theorem 4.6]).

7. Dans cet article, nous donnons une autre preuve du résultat de Vignéras pour GL,(F), n > 1
et ses formes intérieures, suivant une approche fondée sur la théorie des types de Bushnell-Kutzko
dans esprit de [27]. Ce travail se situe dans la continuité de nos travaux sur les représentations
modulaires des formes intérieures de GL,,(F) dans lesquels la théorie des types [23] jour I'un des
roles principaux. Il forme avec [21, 22, 23] un ensemble homogene décrivant de fagon cohérente
la théorie des représentations modulo ¢ # p des formes intérieures de GL,,(F). Dans le cas des
représentations complexes, les liens unissant la théorie des systemes de coeflicients et la théorie
des types ont été explorés dans [10, 11]. Nous décrivons notre stratégie ci-dessous.

8. Soit G une forme intérieure de GL,,(F), c’est-a-dire un groupe de la forme GL,,(D) ou m est
un diviseur de n et D une F-algebre a division centrale de degré réduit d tels que md = n, soit
R un corps algébriquement clos de caractéristique différente de p et soit D I'involution d’Aubert
(voir le paragraphe 2.1) sur le groupe de Grothendieck des représentations de longueur finie de
G a coefficients dans R. Notre résultat principal est le suivant (théoreme 2.5).

Théoréme. — Soit m une R-représentation irréductible de G, et soit r(m) le nombre de termes
de son support cuspidal. Il y a une unique représentation irréductible T de G, de méme support
cuspidal que T, telle que la quantité :

D(r) — (1)) . z*

dans le groupe de Grothendieck de G ne contienne pas de terme irréductible de méme support
cuspidal que .
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9. La premiere étape de notre démonstration consiste a se ramener — par des raisonnements sur
les supports cuspidal et supercuspidal — au cas d’une représentation irréductible dont le support
cuspidal est de la forme o1 + - -+ + o, ou 01,..., 0, sont des représentations irréductibles super-
cuspidales inertiellement équivalentes a une méme représentation irréductible supercuspidale o
de GLg(D) avec kr = m. Dans cette situation, la théorie des types de Bushnell-Kutzko fournit
un foncteur F de la catégorie des R-représentations de G vers celle des modules a droite sur une
algebre de Hecke H(o, r). Contrairement & ce qui se passe en caractéristique nulle (voir [12, 29])
ce foncteur n’est en général pas exact quand R est de caractéristique £ > 0. Il est représentable
par une représentation de type fini Q de G qui n’est en général pas projective dans la catégorie
des R-représentations de G, mais qui est quasi-projective, ce qui entraine les propriétés suivantes
(voir [23] et le paragraphe 1.4) :

(1) Finduit une bijection entre les classes de représentations irréductibles de G dont le support
cuspidal est de la forme :

(0.1) o1+:--+o, o01,...,0 supercuspidales et inertiellement équivalentes a o

et les H(o, r)-modules & droite simples ;
(2) F est exact sur la sous-catégorie pleine & (o,7) dont les objets sont les sous-quotients de
sommes directes arbitraires de copies de Q.

10. Soit R, le groupe de Grothendieck des représentations de longueur finie de &(o, 1), c’est-
a-dire le groupe abélien libre engendré par les classes de représentations irréductibles de G dont
le support supercuspidal est de la forme (0.1). Le foncteur F induit un morphisme de R, vers
le groupe abélien libre M, , engendré par les H (o, r)-modules a droite simples. Notant R, la
somme directe des R, ., r = 0 et définissant M, de facon analogue, on obtient un morphisme de
groupes de R, vers M,, que I'on note encore F. Son noyau, noté J,, est engendré par les classes
de représentations irréductibles dans R, dont le support supercuspidal est différent du support
cuspidal. Ainsi, le théoreme principal du paragraphe 7 ci-dessus peut étre reformulé comme suit
(voir le paragraphe 2.3).

Théoréme. — Soit m une R-représentation irréductible dont le support supercuspidal est de la
forme (0.1). Alors (—1)" - F(D(m)) est un module simple dans M.

La représentation irréductible 7* correspondant bijectivement par F & ce module simple est
l'unique représentation irréductible de méme support cuspidal que 7 telle que D(7) — (—=1)" - 7*

ne contienne pas de terme irréductible de méme support cuspidal que .

11. Passant maintenant au quotient, F induit un isomorphisme de groupes f de A,, le quotient
de R, par J,, vers M,. L’involution D, laissant stable R, et J, d’apres le corollaire 2.8, induit
une involution d sur A,. Pour prouver le théoreme du paragraphe 10, il s’agit de calculer l'iso-
morphisme fod et pour cela de déterminer le comportement du foncteur F vis-a-vis de 'induction
et de la restriction paraboliques : c’est ce que nous faisons dans la section 3 (voir le corollaire
3.4 et la remarque 3.5). Nous y montrons aussi que, pour sous-groupe parabolique P de G et
tout facteur de Levi M de P, le foncteur ¢y p o 7y p composé de 'induction et de la restriction
paraboliques de M a G le long de P laisse stable la sous-catégorie & (o, ) sur laquelle le foncteur
F est exact. L’involution D étant définie comme une somme alternée de tels foncteurs (dans le
groupe de Grothendieck), ceci nous permet d’obtenir une formule pour f od du c6té de M, ne
dépendant que d’un invariant ¢, € R associé a la représentation supercuspidale o (voir (1.3) et le
paragraphe 3.4). Grace au principe du changement de groupe, cette formule permet de réduire
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le probléme au cas o o est le caractére trivial de GL;(F’) pour une extension finie convenable
F’ de F, ce que nous faisons au paragraphe 4.1.

12. Il ne reste maintenant plus qu’a prouver le théoreme du paragraphe 10 dans le cas ou o est
le caractere trivial de GL1(F) pour un corps localement compact non archimédien F quelconque,
noté simplement 1. L’induction parabolique définit une multiplication sur A,, ce qui en fait une
Z-algebre commutative (§1.1). On a une structure analogue de Z-algébre commutative sur M,,
et les résultats de la section 3 montrent que f est alors un isomorphisme d’algebres. D’autre part
lalgebre de Hecke H(o,r) est une algebre de Hecke affine de type A naturellement munie d’un
automorphisme involutif d’algebre T (voir le paragraphe 1.3). La torsion des modules par cette
involution définit une involution sur M,, encore notée t. Leclerc, Thibon et Vasserot [20] ont
établi un algorithme permettant de calculer I'image par T d’un module simple en déterminant
le multisegment apériodique lui correspondant. Nous prouvons le résultat suivant, qui implique
et précise le théoreme du paragraphe 10.

Théoréme. — Soit m une R-représentation irréductible dont le support supercuspidal est de la
forme (0.1). Alors (—1)" - F(D(m)) est égal au module simple T(F(r)).

13. Pour tout H(o,r)-module simple m, posons t(m) = (—1)" - T(m). Prolongeant par linéarité,
on obtient un automorphisme involutif d’algebre sur M,. Pour prouver que les isomorphismes
d’algebres fod et tof sont égaux, il suffit de prouver qu’ils coincident sur un systéme générateur
de A,. Un systeme générateur bien adapté au probleme est fourni par la base standard (voir le
théoréme 4.5 ou [22, Lemme 9.41]). Grace a la propriété de multiplicativité de la base standard,
il suffit de comparer fod et tof sur les représentations Z(o,r) associées a des segments (voir le
paragraphe 4.2).

14. Le calcul de fod(Z(o,7)) se fait d’abord quand o est le caractere trivial de F* — auquel cas
Z(1,r) n’est autre que le caractere trivial de GL,(F) — grace a un argument de reléevement a la
caractéristique nulle (voir les paragraphes 4.3 et 4.4). Ceci implique le théoréme du paragraphe
12 pour o trivial, lui-méme impliquant (grace a la méthode de changement de groupe) ce méme
théoréeme pour o quelconque. Ceci enfin implique en retour le théoreme du paragraphe 12 pour
o quelconque (voir le paragraphe 4.5).

15. Terminons cette introduction par trois remarques. D’abord, notre méthode fonctionne aussi
bien pour un corps F localement compact non archimédien de caractéristique résiduelle p que
pour un corps fini de caractéristique p. De fait, article est rédigé de facon uniforme en F, qu’il
soit fini ou p-adique. Le seul passage ou le cas fini nécessite d’étre traité avant le cas p-adique est
le début de la section 3 ol nous étudions le comportement du foncteur F vis-a-vis de I'induction
et de la restriction paraboliques. Dans le cas ou F est fini, nos résultats généralisent un résultat
de Ackermann et Schroll [1] qui traitent le cas unipotent, c’est-a-dire le cas ou o est trivial.

16. La seconde remarque concerne la section 3 dont l'intérét, du point de vue de la théorie des
types, dépasse le cadre de cet article. Le calcul des coinvariants de Q relativement au radical
unipotent d’'un sous-groupe parabolique effectué au paragraphe 3.2 éclaire certaines questions
soulevées ou partiellement résolues dans la section 4 de [23]. Notamment, le corollaire 3.4 étend
le domaine de validité de [23, Corollaire 4.31] et le corollaire 3.6 (qu’on pourrait raffiner en dé-
finissant une structure de bigebre au moyen de la restriction parabolique) montre qu’'un certain
nombre de résultats impliquant induction et restriction paraboliques peuvent étre transportés —
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via la méthode de changement de groupe — d’un ¢ a un autre de méme invariant ¢,. Ceci sera
utile dans des travaux ultérieurs.

17. Notre troisieme et derniere remarque porte sur le calcul des multiplicités des représentations
irréductibles dans les représentations standards (4.1). Si 7 est une R-représentation irréductible
dont le support cuspidal est de la forme (0.1), nous montrons que sa multiplicité dans une re-
présentation standard ne dépend de o que par le biais de ¢,. Il s’ensuit grace a [15, 4] que cette
multiplicité ne dépend de o que par le biais de 'entier e(o) défini par (1.4). Le fait était bien
connu — au moins dans le cas complexe — mais n’était a notre connaissance écrit nulle part dans
la littérature. Nous avons profité de I'appareil technique mis en place dans cet article pour le
faire. Nous remercions P. Boyer, E. Lapid, B. Leclerc et M. Tadi¢ de nous y avoir incité.

Notations et conventions
1. On note N I'ensemble des entiers naturels et Z ’anneau des entiers relatifs.
2. Une composition d’un entier n > 1 est une famille finie d’entiers > 0 de somme n.

3. Pour un ensemble X, on note Z(X) le groupe abélien libre de base X constitué des applications
de X dans Z a support fini et N(X) le sous-ensemble de Z(X) constitué des applications a valeurs
dans N. Si f, g € Z(X), on note f < gsi g— f € N(X), ce qui définit une relation d’ordre partiel
sur Z(X).

4. Dans tout cet article, p est un nombre premier et R un corps algébriquement clos de caracté-
ristique différente de p.

5. Une R-représentation lisse d’un groupe localement profini G est un morphisme de groupes de
G dans GL(V), ot V est un espace vectoriel sur R, tel que tout vecteur de V ait un stabilisateur
ouvert dans G. Dans cet article, toutes les représentations sont des R-représentations lisses. Un
R-caractére de G est un morphisme de G vers R* de noyau ouvert. Si aucune confusion n’est a
craindre, on écrira caractere et représentation plutot que R-caractere et R-représentation.

6. Si 7 est une représentation et si y est un caractere de G, on note mx la représentation tordue
définie par g — x(g9)7(g).

7. On note Irr(G, R) I'ensemble des classes d’isomorphisme des représentations irréductibles de
G et R(G,R) le groupe de Grothendieck de ses représentations de longueur finie, qui s’identifie
au groupe abélien libre Z(Irr(G, R)). Le plus souvent, on omettra R dans les notations.

8. Si est une représentation de longueur finie de G, on désigne par [7] son image dans R(G). En
particulier, si 7 est irréductible, [7] désigne sa classe d’isomorphisme. Lorsqu’aucune confusion
ne sera possible, il nous arrivera d’identifier une représentation avec sa classe d’isomorphisme.

9. Dans cet article, F désigne :

— ou bien un corps fini de caractéristique p, de cardinal noté g = p", r = 1, (et on dira qu’on
est dans le cas fini);

— ou bien un corps localement compact non archimédien de corps résiduel de cardinal g = p",
r =1 (et on dira qu’on est dans le cas p-adique).
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10. On fixe une F-algebre a division centrale de dimension finie D, de degré réduit noté d. Dans
le cas fini, on a d = 1 et D est égale & F. Pour tout entier m > 1, on note .#,,(D) la F-algebre
des matrices carrées de taille m a coefficients dans D, et on note G,, le groupe GL,,(D) de ses
éléments inversibles. Il est commode de convenir que Gg est le groupe trivial. La topologie sur
F induit sur G,,, une topologie en faisant un groupe localement profini. (Dans le cas fini, c’est
la topologie discrete.)

11. On note | |p la valeur absolue normalisée sur F. Dans le cas p-adique, c’est la valeur absolue
donnant & une uniformisante de F la valeur ¢~ . Dans le cas fini, c’est la valeur absolue triviale.
Comme 'image de ¢ dans R est inversible, elle définit un R-caractére de F* noté | |pr. Sil'on
note Ny, la norme réduite de .#,,(D) sur F, 'application g — |N,,(g)|r r est un R-caractere de
G, qu’on notera simplement v. Dans le cas fini, v est donc le caractere trivial de Gy,,.

12. On note Irr la réunion des Irr(G,,) et R la somme directe des R(G,,), pour m > 0. Celle-ci
s’identifie au groupe abélien Z(Irr). Pour une représentation de longueur finie 7 de G,,, on pose
deg(m) = m, qu’on appelle le degré de 7. L’application deg fait de R un Z-module gradué.

1. Préliminaires

Pour plus de détails sur les résultats de cette section nous renvoyons le lecteur a [22] dans le
cas p-adique et a [24] dans le cas fini.

1.1. Induction et restriction paraboliques

Sia = (mq,...,m,) est une composition de m, il lui correspond le sous-groupe de Levi stan-
dard M, de G, constitué des matrices diagonales par blocs de tailles my, ..., m, respectivement,
que l'on identifie naturellement au produit G,,, x --- x G,,,. On note P, le sous-groupe para-
bolique de G,, de facteur de Levi M, formé des matrices triangulaires supérieures par blocs de
tailles mq, ..., m, respectivement, et on note U, son radical unipotent.

On fixe une racine carrée de ¢ dans R. On note %, le foncteur d’induction parabolique (norma-
lisé, dans le cas p-adique, relativement au choix de cette racine) de My, a Gy, le long de P, et on
note r,, son adjoint a gauche, c’est-a-dire le foncteur de restriction parabolique lui correspondant.
Ces foncteurs sont exacts, et préservent I'admissibilité et le fait d’étre de longueur finie.

Si, pour chaque i € {1,...,r}, on a une représentation m; de G, on note :
(1.1) T X X T =M @m,).
Si les m; sont de longueur finie, la représentation semi-simplifiée [m1 x -+ x 7] ne dépend que

de [m],...,[m]. L’application :
([m1]y. -y [mr]) = [ x - x 7]

induit par linéarité une application linéaire de R(G,,,) X -+ X R(Gyy,.) dans R(G,,), faisant de
R une Z-algebre commutative (voir [22, Proposition 2.6] dans le cas p-adique) graduée.

1.2. Représentations cuspidales et supercuspidales

Une représentation irréductible de G,,,, m > 1, est dite cuspidale si elle n’apparait comme sous-
représentation d’aucune induite de la forme (1.1) avec r > 2, et elle est dite supercuspidale si elle
n’apparait comme sous-quotient d’aucune induite de la forme (1.1) avec 7y, ..., m, irréductibles
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et r > 2. (Il n’est pas nécessaire de supposer que 7y, ..., 7w, sont irréductibles dans la définition
précédente ; voir [31, Proposition 11.1].)

On note € le sous-ensemble de Irr formé des classes de représentations irréductibles cuspidales,
et 8 le sous-ensemble de C formé des classes de représentations supercuspidales.

Pour le résultat suivant, on renvoie & [22] théorémes 2.1 et 8.16 dans le cas p-adique, et a [24]
théoremes 2.2 et 2.5 dans le cas fini.

Proposition 1.1. — Soit une représentation irréductible w € Irr.

(1) 1l existe une unique somme cusp(m) = o1 + --- + o, € N(C), appelée support cuspidal de
w, telle que 7w soit isomorphe a un quotient de o1 X -+ X 0.

(2) 1l existe une unique somme scusp(m) = wy+---+wy, € N(8), appelée support supercuspidal
de w, telle que 7 soit isomorphe a un sous-quotient de wi X «++ X Wy,.

Soit ¢ une représentation irréductible cuspidale, de degré m > 1. Dans le cas p-adique, il lui
correspond (via la théorie des types) deux entiers f(o),s(o) =1 (voir [23, 3.4]). On pose :

(1.2) L v50) dans le cas p-adique,
' o le caractere trivial dans le cas fini,
f@) dans 1 -adi
q ans le cas p-adique,
1. =
(13) o { q4¢(@)  dans le cas fini.

Pour harmoniser les notations, on pose f(o) = deg(c) dans le cas fini, de sorte qu'on a g, = ¢/(?)
dans tous les cas. Enfin on pose :

0 si R est de caractéristique nulle,
L o= -

le plus petit k > 2 tel que 1 + ¢, +--- + ¢~ = 0 dans R sinon.

Pour tout entier n > 2, I'induite :

n—1
O X OVy X -+ X OV

contient un sous-quotient irréductible cuspidal si et seulement si R est de caractéristique £ > 0
et s’il existe r = 0 tel que n = e(o)¢" (voir [22, Proposition 6.4] et [24, Paragraphe 1.4]). Dans
ce cas, le sous-quotient cuspidal est unique, et il apparait avec multiplicité 1 dans I'induite. On
le note :

sty (o).

Le théoreme ci-dessous donne une classification des représentations irréductibles cuspidales en
fonction des supercuspidales (voir [22, Théoreme 6.14] et [24, Théoreme 1.4]).

Théoréme 1.2. — (1) L’application :
(o,1) — st.(0)

est une surjection de 8 X Zi=qo sur €\ 8.
(2) Pour que deux couples (o,r),(c/,1") € 8 x Z=o aient la méme image par cette application,
il faut et il suffit que r' =1 et qu’il existe un entier i € Z tel que o’ soit isomorphe a ov..

Etant donnée une représentation irréductible cuspidale o, on pose :

(1.5) Q, = { {lol} dans le cas fini,

{[ox] | x caractere non ramifié de Ggeg(s)} sinon.
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Dans le cas p-adique, deux représentations irréductibles cuspidales o, ¢’ telles que Q, = Q, sont
dites inertiellement équivalentes. Par commodité, nous étendrons cette définition au cas fini.

Théoréme 1.3 ([23, Théoreme 4.18], [24, Proposition 3.3]). — Soient o1,...,0, des repré-
sentations cuspidales deuz a deux non inertiellement équivalentes. Pour chaque i € {1,...,r},
on fixe un support cuspidal s; formé de représentations inertiellement équivalentes a o;.

(1) Pour chaque entier i, soit m; une représentation irréductible de support cuspidal s;. Alors
Uinduite m X - -+ X 7, est irréductible.

(2) Soit m une représentation irréductible de support cuspidal 51+ - - +s,. Alors il existe des
représentations mi, ..., T, uniques a isomorphisme pres, telles que m; soit de support cuspidal
s; pour chaque © et telles que m X --+ X w,. soit isomorphe a .

On a aussi un variante supercuspidale de ce théoreme.

Théoréme 1.4 ([22, Théoreme 8.19], [24, Proposition 1.8]). — On reprend les hypothéses du
théoréme 1.3, en supposant en outre que o1,...,0, sont supercuspidales.

(1) Pour chaque entier i, soit w; une représentation irréductible de support supercuspidal s;.
Alors Uinduite w1 x -++ x m, est irréductible.

(2) Soit m une représentation irréductible de support supercuspidal 51 + -+ + 6,. Il existe des
représentations mi, ..., T, uniques a isomorphisme pres, telles que m; soit de support supercus-
pidal 5; pour chaque i et telles que m X --- X m. soit isomorphe a 7.

1.3. L’algebre de Hecke

Soient n = 1 et u € R*. On note H(n, u) la R-algeébre engendrée par les symboles Sy, ...,S,_1
avec les relations :
(1.6) (Si +1)(S; —u) =0, ie{l,...,n—1},
(L.7) $iS; = 5,8, i—jl =2,
(1.8) SiSit1S: = Si415iSi+1, ie{l,...,n—2}
Il y a donc une involution T de H(n,u) définie par :
(1.9) Si—> —Sp_i+u—1 ie{l,...,n—1}.
Puis on note JTC(n, u) la R-algebre engendrée par les symboles Sy,...,S,_1 et Xy,..., X, et leurs
inverses avec les relations (1.6) a (1.8) auxquelles s’ajoutent les relations :
(1.10) XiX; = X;X;, i,je{l,...,n},
(1.11) X;Si = 8iX;, i¢{j,j— 1},
(1.12) SiX;S; = uX;q1, ie{l,...,n—1}.

La premiere s’identifie & une sous-algebre de la seconde ; on note T I'involution de H (n,u) définie
par (1.9) et :
(113) Xj '_’Xn-i-l—jy j € {1,...,77,}.

Soit o une représentation irréductible cuspidale de degré m > 1, et soit G = G,,. Fixons un
entier n > 1.

Dans le cas p-adique, d’apres [23, Théoreme 3.11], il existe un sous-groupe ouvert compact J
de G et une représentation irréductible A de J tels que les représentations irréductibles de G dont
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la restriction a J admette A comme sous-représentation sont exactement les oy pour y décrivant
les caracteres non ramifiés de G. Un tel couple (J, \) est appelé un type simple (maximal) pour
o. On note :
> = ind§(\)

I'induite compacte de A & G. Dans le cas fini, on pose simplement ¥ = o.

On note H(o,n) lalgebre des endomorphismes de l'induite ¥*" = ¥ x - -+ x X, le produit de
n copies de ¥. D’apres [23, Proposition 4.18] dans le cas p-adique et [18, §5] dans le cas fini, il
y a un isomorphisme naturel :

~

. H(n,q,) dans le cas p-adique,
(1.14) Yo : Hlo,m) = { J—CEn,qO; dans le cas fini.
Dans les deux cas, on a défini une représentation ¥ de G et, pour tout entier n > 1, une algebre
H(o,n), isomorphe a une algebre de Hecke de parameétre ¢, et munie d’une involution 7.

Sim est un H(o, n)-module & droite, on note T(m) le R-espace vectoriel m muni d’une structure
de H(o,n)-module & droite par :

(x,h) — z=T(h)
pour tous z € m et h € H(o,n), ou * désigne l'action de H(o,n) sur le module m.

Notons M, la somme directe, portant sur n > 0, des groupes de Grothendieck des catégories
des H(o,n)-modules a droite de dimension finie.

Pour toute composition & = (nq,...,n,) de n, on note H(o, @) la sous-R-algebre de H(o,n)
engendrée par les S; tels que i ¢ {ny +na+ -+ +ng | 1 <k <r—1} — auxquels on ajoute tous
les X; dans le cas p-adique. On note r, le foncteur de restriction de H(o,n) a H(o, a) et i, son
adjoint a droite. Ces deux foncteurs sont exacts.

De facon analogue au paragraphe 1.1, on munit M, d’une structure de Z-algebre commutative
graduée : si, pour chaque i € {1,...,7}, on a un H(o, n;)-module a droite de dimension finie m;,
on pose :

myx-ooxm = ip,(mMm® - ®m,)
= Homﬂ'f(a,oz) (}C(Ua n)a m - mr)-

La sous-algebre H(o, ) n’est en général pas stable par T : son image est H(o, '), ot o/ est la
composition (n,,...,ni). Par conséquent, on a un isomorphisme fonctoriel de H (o, n)-modules
entre T(my x -+ x m,.) et T(m,) x -+ x T(my) qui, apres semi-simplification, donne 1’égalité :

T(my x - xmy) =1(my) x -+ x T(m,)

dans M, faisant de T une involution de Z-algebre de M,.

1.4. Représentations et modules

On reprend les notations du paragraphe précédent. Soit & (o, n) la sous-catégorie pleine de la
catégorie des représentations de G, dont les objets sont les sous-quotients de sommes arbitraires
de copies de ¥*™. Pour le résultat suivant, on renvoie a [23, §4.1] et [24, §3].

Théoréme 1.5. — (1) La représentation X" est quasi-projective [35, 23].
(2) Le foncteur :
(1.15) F:7m— Homg(X"", )

est un foncteur exact de &(o,n) dans la catégorie des H(o,n)-modules a droite.
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(3) Ce foncteur induit une bijection entre les classes de représentations irréductibles de Gy
dont le support cuspidal appartient o N() et les H(o,n)-modules a droite simples.

On pose :
Irr,,, = {melr |7 est un sous-quotient de oy x --- x g, avec 01, ...,0, € Qo },
Irr;,, = {melr | estun quotient de oy x --- x 0y, avec o71,...,0, € Qy}.

On note Irr, la réunion des Irr, ,, pour n > 0, et on définit Irr} de fagon analogue. On note R,
la sous-Z-algebre de R engendrée par Irr,, et on note J, 'idéal de R, engendré par les 7 € Irr,
tels que 7 ¢ Irr} (c’est-a-dire tels que cusp(m) ¢ N(£,)).

Les foncteurs définis pour tout n > 0 par (1.15) induisent un morphisme surjectif de groupes :

(1.16) F: R, > M,
(encore noté F par abus de notation) de noyau J,.

Remarque 1.6. — On verra plus loin (voir proposition 3.6) que F est un morphisme d’algebres.
Apres avoir défini dans la section 2 une involution D sur R,, on verra dans la section 4 que c’est
méme — d un signe prés — un morphisme d’algebres a involution lorsqu’on munit M, de T.

2. Dualité

Dans cette section, on introduit un automorphisme involutif d’algebre de R, noté D et appelé
involution d’Aubert. Il ne préserve pas l'irréductibilité (méme au signe pres) mais on montre au
théoreme 2.5 que, pour toute représentation irréductible 7, son image D(7) est une combinaison
linéaire de représentations irréductibles dont une seule, notée 7*, a le méme support cuspidal
que 7.

2.1. L’involution D de R
On définit un endomorphisme de groupe de R en associant a toute représentation irréductible
7 € Irr la représentation virtuelle dans R :

D(m) = Y (1) -ig 0 ro(m)

o

ou « décrit I'ensemble des compositions de deg(7) et ot 7(«) est le nombre de termes de a.
Proposition 2.1. — L’application D est un automorphisme involutif de Z-algebre de R.

Démonstration. — La preuve donnée dans [17, §8] dans le cas fini pour les représentations
complexes est encore valable pour les représentations modulaires.
Dans le cas p-adique, voir [5, Théoréme 1.7] et [21, Proposition A.2]. O

Définition 2.2. — Pour toute représentation irréductible 7 € Irr, on note r(7) le nombre de
termes du support cuspidal de 7.

Remarque 2.3. — Dans le cas fini, cette dualité a été introduite simultanément par Alvis et
Curtis (voir [2, 13] et [17, §8]) pour les représentations complexes de groupes plus généraux. Elle
préserve l'irréductibilité a un signe pres, c’est-a-dire que, pour toute représentation irréductible
complexe 7 € Irr, on a :

(=)™ . D(x) € Irr.
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La dualité a été étendue par Cabanes et Rickard [14] & des représentations a coefficients dans
un anneau commutatif quelconque dans lequel p est inversible.

Dans le cas p-adique, D a été introduite par Aubert [5] pour les représentations complexes de
groupes réductifs p-adiques (voir aussi [37, 32, 6] pour le cas du groupe GL,,,(D)). Elle préserve
aussi l'irréductibilité & un signe pres. Voir [21, Appendice A] dans le cas modulaire banal.

Dans le cas modulaire, D ne préserve plus l'irréductibilité, pas méme & un signe pres.

Exemple 2.4. — On suppose que la caractéristique £ de R divise ¢ + 1. On note 1 le caractere
trivial de F* (on a donc e(0) = 2 quand o est le caractere 1). On note 19 le caractere trivial de
GL2(F) et vy le caractere g — |det(g)|p r. Soit 7 la représentation de GLa(F) sur I'espace des
fonctions localement constantes sur la droite projective sur F, a valeurs dans R. On a :

[7] = 12 + sto(1) + 1o
dans R, et sto(1) est cuspidale [34] (voir aussi le théoreme 1.2). On a ainsi :

D(lg) = V2 + St(](l),

D(sto(1)) = —sto(1).

Le but de cet article est de montrer le théoréme suivant.

Théoréme 2.5. — Soit w € Irr. Alors il y a une unique représentation irréductible m de méme
support cuspidal que  telle que :

D(r) — (=1 . 7* e R
ne contienne pas de terme irréductible de méme support cuspidal que 7.

Remarque 2.6. — 1l est clair que tous les sous-quotients irréductibles de D(7) ont méme sup-
port supercuspidal que 7. Le probleme est de montrer qu’un seul parmi eux a le méme support
cuspidal que 7.

2.2. Premiéres réductions du probléeme

Soit o une représentation irréductible cuspidale. On rappelle que R, est la sous-algebre de R
engendrée par Irr,, et que J, est I'idéal de R, engendré par les 7 € Irr, telles que 7 ¢ Irr. On
note aussi J, I'idéal de R, engendré par ’ensemble Irr, privé du caractére trivial de Gy.

On renvoie au paragraphe 1.2 pour la définition de la notation st,(o), r = 0. Par commodité,
on pose aussi st_1(0) = 0.

Lemme 2.7. — Soit ™ une représentation irréductible telle que cusp(m) € N(Q,). Si T est un
terme irréductible de D(r), alors :

Cusp(T) € N(Qo) + N(Qsto(o)) + N(Qstl(o)) + N(QStQ(J)) + ...

Démonstration. — 1l suffit de démontrer que le support cuspidal d’un sous-quotient irréductible
d’une représentation de la forme i, o 7, (7), ol v est une composition de deg(7), n’est composé
que de représentations dans :

(21) QU U Qsto(a) U Qstl(a) ) Qstg(a) ...

Soient o’ € § et u > —1 tels que o = sty (0’). Comme le support supercuspidal de 7 est formé
de représentations dans €2,/, le support cuspidal de 7 est composé de représentations dans :

QU/ ) Qsto(o-/) U Qstl(a’) U Qst2(0/) U,
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Supposons qu’il y ait dans cusp(7) un terme inertiellement équivalent & st;(o”), i = —1, tel que
deg(sti(0’)) < deg(o). Fixons une paire 8 = (81, f2) avec 1 = deg(st;(o”)) telle que r5(7) soit
non nulle. Si I'on calcule la restriction parabolique 75(¢q 0 74 (7)), on trouve, grace au Lemme
Géométrique [22, 1.1.2] dans le cas p-adique et a la formule de Mackey [24, §1.2] dans le cas fini,
une composition v = (v1,...,7,) plus fine que 3 telle que r.(m) soit non nulle. En particulier,
on a:
71 < P < deg(o).

Mais, par hypothese sur le support cuspidal de 7, la composition v doit étre formée de multiples
de lentier deg(o), ce qui nous donne une contradiction. O

Le lemme 2.7 peut étre reformulé ainsi : si 7 € Irr, et 7 ¢ Irr)s, alors D(7) € J,,.
Corollaire 2.8. — L’algébre R, et ses idéaux I, J, sont stables par ’automorphisme D.

Démonstration. — D’apres le théoreme 1.3, toute représentation irréductible m € Irr, se décom-
pose sous la forme :

T =T_1 XTg X T X2 X ...
o1, pour tout i > —1, la représentation 7; est irréductible et de support cuspidal dans N (€, ())-
Si lon applique le lemme 2.7 & st;(o) et 7; pour un ¢ > —1, on trouve que D(m;) appartient a
l'idéal I, (). Comme on a :

(2.2) D(7w) = D(7_1) x D(mg) x D(m1) x D(mg) x ...
et comme la famille des Jg,(,), i = —1, est décroissante, on en déduit que D(7) appartient & J,.

Comme R, est égal a R@® J,, on en déduit aussi que R, est stable par D.
Si maintenant 7 € Irr, N J,, cela signifie que m # m_1. Posons :

Ty =T X T X g X -+ € Irrsto((,).
On adonc 7 =m_1 x 7y avec D(m_1) € J, et D(m) € I (r)- Comme Iy () est inclus dans g,
on en déduit que D(7) € J,-. O
Corollaire 2.9. — Soit w € Irr, une représentation irréductible qu’on écrit :

T =T_1 XTg X T X7y X ...

otu, pour toutt = —1, la représentation ; est irréductible et de support cuspidal dans N(Qsti((,)).
Si le théoréme 2.5 est vrai pour chacun des m; avec © = —1, alors il est vrai pour .

Démonstration. — Tout terme irréductible 7 de (2.2) apparait comme sous-quotient d’un pro-
duit 71 x -+ x 7, ol 7; est un terme irréductible de D(7;), pour chaque 1.

Supposons que T; € Jg, () pour au moins un i. Comme Jg, (o) est inclus dans J, et que celui-ci
est un idéal de R, on en déduit que 7 € J,.

Inversement, supposons que 7; ¢ Jg, (o) pour tout i. Par hypothese, ceci ne se produit que si
T, = m; pour tout 7, c’est-a-dire si et seulement si 7 est égal a :

=T X - X T
Ceci prouve que le théoreme est vrai pour . [
Proposition 2.10. — Supposons que, pour toute représentation irréductible supercuspidale o,

le théoréme 2.5 soit vrai pour toute représentation m € Irr dont le support supercuspidal est dans
N(Q2). Alors le théoréme 2.5 est vrai.
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Démonstration. — Soit 7 € Irr. D’apres le théoréme 1.4, il y a des représentations irréductibles
supercuspidales o1,...,0, non inertiellement équivalentes deux a deux et des représentations
irréductibles 7y, ..., telles que :

T=m X+ X T,

et scusp(m;) € N(€y,) pour tout i € {1,...,7}. On a:
(2.3) D(7) = D(m) x - -+ x D(m,)

donc tout terme irréductible 7 de (2.3) apparait comme sous-quotient d’un produit 71 x - -+ X 7,
ou 7; est un terme irréductible de D(;). Comme scusp(7;) = scusp(m;), le théoreme 1.4 implique
que le produit 71 x --- x 7, est irréductible, donc égal & 7. Ainsi :

cusp(r) = cusp(ry) + -+ - + cusp(7,),

qui n’est égal & cusp(m) que si cusp(r;) = cusp(m;) pour tout i € {1,...,r}. Par hypothese, ceci
ne se produit que si 7; = 7] pour tout 7, c’est-a-dire si et seulement si 7 est égal a :

Ceci prouve que le théoreme est vrai pour 7. O

Proposition 2.11. — Supposons que, pour toute représentation supercuspidale o, le théoréme
2.5 soit vrai pour toute représentation w € Irr telle que cusp(mw) € N(Q,). Alors le théoréme 2.5
est vrai.

Démonstration. — Par conjonction du corollaire 2.9 et de la proposition 2.10. O
Pour la définition de la notation F dans I’énoncé suivant, on renvoie a (1.16).

Proposition 2.12. — Soit o une représentation cuspidale, et soit un entiern = 1. Le théoreme

2.5 est vrai pour toute représentation w € Irr - si et seulement si :
k)

(2.4) (=1)"-F(D(m)) € M,
est un H(o,n)-module simple.

Démonstration. — Rappelons que le théoreme 2.5 est vrai pour 7 si et seulement s’il existe une
représentation irréductible 7* de méme support cuspidal que 7 telle que :

D(r) — (=1)"™ . 7% € g,,.

Comme 7 € Irr*

oy on ar(m) =n. Comme J, est le noyau de F, cette condition s’écrit :

(=1)" - F(D(m)) = F(7").

Comme F induit une bijection entre Irrj , et les modules & droite simples sur H(o,n) (théoréme
1.5), il s’ensuit que le théoréme 2.5 est vrai pour 7 si et seulement si (2.4) est un module a droite
simple dont I’antécédent par F dans Irr(’;n a le méme support cuspidal que 7.

Supposons simplement que (2.4) est un module & droite simple, et notons 7* 'unique élément
de Irry ,, lui correspondant par F. Ecrivons cusp(n) = 01 + -+ + 0y, avec 01,...,0, € 5. Alors
7* est un sous-quotient irréductible de o1 X - - - X g,, dont le support cuspidal est formé de termes
inertiellement équivalents & o. On a donc cusp(n*) = o1 + -+ + 0, = cusp(rw), ce qui met fin &
la démonstration. O
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Remarque 2.13. — Dans le cas ou F est fini et o est le caractere trivial de F*, la proposition
2.11 et le lien avec I’algebre de Hecke sont prouvés par Ackermann et Schroll (voir [1], notamment
le théoreme 4.1).

2.3. Conclusion partielle

Si I’on joint les propositions 2.11 et 2.12, on voit que, pour prouver le théoreme 2.5, il suffit de
prouver que, pour toute représentation supercuspidale o € 8, tout n > 1 et toute représentation

irréductible 7 € Irr; ,,, la quantité :

(=1)" - F(D(m))

dans M, est un H (o, n)-module simple.

3. Un calcul de coinvariants

On fixe une représentation irréductible cuspidale o de degré m et un entier n > 1, et on pose
Q=X""et H = H(o,n) (voir le paragraphe 1.3 pour les notations).
On fixe une composition (ny,...,n,) de n, et on pose :

M = GLyp, (D) % -+ - x GLyn, (D) € GLyn (D) = G.

On note P le sous-groupe parabolique de G engendré par M et les matrices triangulaires supé-
rieures, et on note N son radical unipotent. On pose Qp = L™ ® - - ® X*™ ., et on note Hyy
son algebre d’endomorphismes.
La représentation Q s’identifie & 'induite parabolique de Qy & G le long de P. Par fonctoria-
lité, on en déduit un morphisme (injectif) d’algebres :
J:Hyy - H

faisant de H un Hy-module & droite.

3.1. Le cas fini

Dans ce paragraphe, on suppose qu’on est dans le cas fini. Comme N est un p-groupe fini et que
p est inversible dans R, les N-coinvariants Qn sont canoniquement isomorphes aux N-invariants

QY.
Proposition 3.1. — On a un isomorphisme :

QN ~ H ®q,, Qumt

de représentations de M et de H-modules a droite.

Démonstration. — On note 4 le plongement canonique de Qy dans Q, défini, pour tout f € Qum,
par :

e f(im) sig=mnavec meM, neN,

Z(f)-gH{O Sig¢P.
C’est un morphisme injectif de représentations de M, tel que i o k = j(k) o ¢ pour tout k € Hy;.
Son image est le sous-espace des fonctions de support inclus dans P ; elle est invariante par N.
On note & l'application :

H®sy Qu — Q
h®@f — h(i(f))
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On note W le sous-groupe des matrices de permutation de GL, (F) (naturellement plongé dans
G) et S I’ensemble des matrices des transpositions ¢ <> i + 1. On note Wy le sous-groupe de W
correspondant a M.

Soit D I'ensemble des représentants distingués de W/Wy; dans W, c’est-a-dire que, pour tout
d € D, 'unique élément de longueur minimale dans dWy est d. Fixons pour tout élément d € D
un élément ty € H de support PdP. Alors H est un Hy-module & droite libre de base (t4)4en.
Le morphisme tg4 04 est injectif, et il a pour image le sous-espace de QN formé des fonctions de
support inclus dans PdN. Ainsi £ est bijectif.

Pour plus de détails, on pourra consulter [26], paragraphes 4.2 et 4.3. O

Appliquant le foncteur d’induction parabolique de M a G le long de P, on obtient un isomor-
phisme :

(3.1) d$(QY) ~ H ®y¢,, Q

de représentations de G.

Corollaire 3.2. — (1) Pour toute représentation o de M, on a un isomorphisme :

Homg (Q, Indg(g)) ~ Homyq,, (H, Homyi (Qur, 0))

de H-modules a droite.
(2) Le foncteur exact m — IndS (7N) préserve la sous-catégorie &(o,n) (voir le §1.3).

Démonstration. — On obtient (1) par adjonction, grace a la proposition 3.1. Pour obtenir (2),
il suffit prouver que 'image de Q par ce foncteur est dans &(o,n), ce qui suit de (3.1). O

3.2. Le cas p-adique

Dans ce paragraphe, on suppose qu’on est dans le cas p-adique. On fixe, comme au paragraphe
1.3, un type simple maximal (J, \) contenu dans o. Ce type simple maximal admet une décompo-
sition (non canonique) :

A= K®om™

ou k est une [J-extension au sens de [23, §2.4] et o™ une représentation irréductible de J triviale
sur un sous-groupe ouvert distingué J* de J. Le quotient J/J! s’identifie (non canoniquement) &
un groupe fini GLy (k) ol k est un corps fini de caractéristique p et f un entier, et ofin 9identifie
a une représentation irréductible cuspidale de GL (k).

fin o ... x ofin et une représentation

On note ¢ le groupe GL¢, (k). L’induite parabolique o
de 4 notée Q™ et son algébre d’endomorphismes est notée H*. Comme au début de la section
3, on a aussi une représentation Qg}l du sous-groupe de Levi .# = GLjy,, (k) x - -+ x GLy,, (k)

et une sous-algebre .‘Hlﬁ/}l de K", D’apres le corollaire 3.2, on a un isomorphisme :
Homg(Qﬁn,Indgfy(g)) ~ Hom%&n (H Homy (QER, 0))
de Hi"-modules & droite, pour toute représentation o de .

D’apres [23], sections 2 et 5, il existe :

(1) un sous-groupe ouvert compact J de G et un sous-groupe ouvert distingué J* tels que le
quotient J/J! s’identifie au groupe ¥ ;
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(2) une représentation irréductible k de J telle qu’on ait un isomorphisme de représentations :
(3.2) Q ~ ind§ (k ® Q™)
ot Q" est vue, par inflation, comme une représentation de J triviale sur J!.

(Dans la section 5 de [23], ces groupes et cette représentation sont notés J_ .., JL et k. .)

L’isomorphisme (3.2) induit un morphisme fonctoriel d’algebres de 3™ dans F(. Si I'on définit
le foncteur exact :

K: 7 — Homjyi(k,7)

de la catégorie des représentations de G vers celle des représentations de ¢, on a un isomorphisme
de H"-modules & droite :

(3.3) Homg(Q, 7) ~ Homy (Q™, K(7))

pour toute représentation lisse 7 de G.
De fagon analogue, il y a un foncteur Ky de la catégorie des représentations de M vers celle
des représentations de .# possédant les propriétés suivantes :

(1) on a un isomorphisme de Hf'-modules & droite :

(3.4) Homyi (Qur, 0) = Hom, 4 (QRf, Kni(0))

pour toute représentation lisse o de M ;
(2) si & est le sous-groupe parabolique standard de & correspondant au sous-groupe de Levi
M, alors pour toute représentation ¢ de M on a ([31, Proposition 5.6]) un isomorphisme :

(3.5) K(Ind§ (0)) = Ind?, (Kn(0))
de représentations de ¥.

Proposition 3.3. — On a un isomorphisme :

Qn =~ H ®9¢,, Qum

de H-modules a gauche et de représentations de M.

Démonstration. — Appliquons (3.3) a la représentation Indg(g) ou ¢ est une R-représentation
lisse de M. Compte tenu de (3.5), on a des isomorphismes de Hin_modules & droite :

Homg (Q, Indg(g)) ~ Homg(Qﬁn, K(Indg(g))) ~ Homg(Qﬁn, Ind%}(KM(g))).
D’apres le corollaire 3.2 et (3.4), on a des isomorphismes de Hi_modules & droite :
Homg (Q™, Ind? (Kni(0))) = Homye, (™, Hom, 4 (Q4f, Kni(0)))
~ Homg{&n (J’Cﬁn, Homy; (Qw, 0))

et ce dernier est isomorphe a HomM(fHﬁn ®%§1ﬂ Qu, 0). Ceci étant valable pour toute représen-
tation lisse o de M, on en déduit un isomorphisme :

(3.6) Qn ~ K" ®gein Qu

de H"-modules & gauche et de représentations de M.
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Avec les notations du paragraphe 1.3, et compte tenu de I'isomorphisme (1.14), le ﬂ{ﬁl—module
a gauche Hy est libre de base (X%)qezn avec X* = X' ... X% pour a = (v, ...,ap) € Z", et
c’est aussi une base du HM™-module & droite H. Ainsi ’application naturelle :

H™ @qeon - — I

(hk) — hxk
(ot * désigne la multiplication dans () est un isomorphisme de (H", Hy;)-bimodules. Comme
Qu est un Hyr-module a gauche, on obtient, grace a (3.6), I'isomorphisme annoncé. [

Comme dans le cas fini, on en déduit le corollaire suivant.

Corollaire 3.4. — (1) Pour toute représentation ¢ de M, on a un isomorphisme :

Homg(Q, Indg(g)) ~ Homyge,, (H, Homn (Qu, 0))

de H-modules a droite.
(2) Le foncteur exact m — IndS (1) préserve la sous-catégorie & (o,n) (voir le §1.3).

Remarque 3.5. — D’apres [23], la représentation Q s’identifie a I'induite compacte d’un type

semi-simple (ibid., §2.8-2.9). D’apres la propriété de paire couvrante de ces types semi-simples
(ibid., §2.7), on a un isomorphisme de Hyj-modules a droite :

Homg (Q, m) ~ Homum (Qwm, 7n)

pour toute représentation 7 de G, ol Ty désigne la restriction parabolique (normalisée) de .

3.3. Un corollaire

On suppose a nouveau qu’on est, indistinctement, dans le cas fini ou p-adique. Des corollaires
3.2 et 3.4 on déduit le résultat suivant.

Corollaire 3.6. — Le morphisme de groupes F : R, — M, défini en (1.16) est un morphisme
d’algebres.

Si 'on note A, la Z-algebre quotient de R, par J,, le morphisme F induit un isomorphisme :
(3.7) f: A, = M,

de Z-algebres. D’apres le corollaire 2.8, I'involution D induit une involution sur A,, notée d. On a
défini une involution T sur M, au paragraphe 1.3. Nous étudions maintenant le comportement de
f vis-a-vis de ces deux involutions. Plus précisément, nous avons deux isomorphismes d’algebres
fodet Tof de A, dans M,, que nous allons comparer.

3.4. Une formule pour FoD
Lemme 3.7. — Soit a une composition de mn.

(1) Si« n'est pas de la forme (mny,...,mn,) od (ny,...,n,) est une composition de n, alors
le foncteur i, o 7o, est nul sur la sous-catégorie & (o,n).
(2) Dans tous les cas, le foncteur iy o 7o préserve la sous-catégorie & (o,n).

Démonstration. — Si v est de la forme (mny, ..., mn,), ¢’est une conséquence des corollaires 3.2
et 3.4. Sinon, la restriction de ¢, 07, & &(0,n) est le foncteur nul, car le support cuspidal d’une
représentation irréductible dans & (o, n) n’est composé que de représentations dans (2.1). [
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Rappelons que, pour toute composition v = (n1,...,n,) de n, on a défini des foncteurs r., et
i, au paragraphe 1.3. Leur composé i, o r, définit donc un endomorphisme de groupe de M, .
Ecrivons m -y = (mny,...,mn,), qui est une composition de mn.

Lemme 3.8. — (1) Pour toute composition v de n et toute représentation m € Irry,,, on a :

F(Zmy © T (7)) =~ iy oy (F(7))

dans la catégorie des H(o,n)-modules a droite.
(2) Pour toute représentation w € Irry,,, on a :

F(D(m)) = > (-1 -i, or, (F(m))
¥
dans M, ou v décrit les compositions de n.

Démonstration. — La partie (2) est une conséquence du lemme 3.7 et de la partie (1).
D’apres le corollaire 3.4, on a un isomorphisme de H-modules a droite :

Homea(Q, tm~(0)) ~ iy(Homnm(Qum, 0))

pour toute représentation o de M. D’apres la remarque 3.5, on a également un isomorphisme de
Hy-modules a droite :

(3.8) r,(Homg (Q, 7)) ~ Homwn (Qwm, 7. (7))

pour toute représentation m de G. En composant les deux, on obtient 'identité voulue. [

4. Preuve du théoréme 2.5

Les notations o et m,n ont le méme sens qu’au début de la section 3.

4.1. Changement de groupe

On permet maintenant de changer le corps F fixé dans I'introduction : fixons un corps F/ de
méme nature que F, c’est-a-dire fini de caractéristique p dans le cas fini, et localement compact
non archimédien de caractéristique résiduelle p dans le cas p-adique. On fixe une représentation
irréductible cuspidale ¢’ d’un groupe GL,,/(D"), ou D’ est une F'-algebre & division centrale et
m’ > 1, telle que ¢,» = ¢» dans R. Comme en (1.16), on associe & ¢/ un morphisme d’algébres :

F, : fRU/ i MU/.

Cette derniere est égale & M, (que I'on note donc M) puisque ¢,» = g,. Le morphisme F’ induit
une bijection entre Irr*, et ensemble des objets simples de M. On note D’ 'involution sur R,.
D’apres [23] (voir aussi [22, §5.2]), il y a pour tout entier n > 0 une bijection :

. * *
®, : Irry , — Iy,

compatible au support cuspidal. En prenant la réunion sur n, on obtient une bijection ® de Irr}
dans Irr¥,. Pour toute représentation irréductible 7 € Irr¥, on a I'identité F'(® (7)) = F(r).

*
o’

F/(D'(x")) = F(D()).

Proposition 4.1. — Etant donnée w € Irr’, notons ' son image par ®. On a l'identité :
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Démonstration. — D’apres le lemme 3.8, on a :
F(D'(x') = (=1 i, ory (F(x))
gl
= Z(*l)rm +iy oy (F(m))
S
(ot 7y décrit les compositions de n) et cette derniére somme est égale a F(D(7)). O
Corollaire 4.2. — Si le théoréme 2.5 est vrai pour toute représentation 7' € Irrk,, alors il est

vrai pour toute représentation m € Irr.
Démonstration. — Soit w € Irr(’;n pour un n = 1, et posons ' = ®(7), qui appartient a Irrj,,m.
D’apres la proposition 4.1, on a :
(=" F(D'()) = (=1)" - F(D(m)).
Par hypothese, le théoréme 2.5 est vrai pour 7/, donc le membre de gauche est un module simple

dans M d’apres la proposition 2.12. Le membre droite 1’est donc aussi, et il s’ensuit (& nouveau
grace a la proposition 2.12) que le théoreme 2.5 est vrai pour 7. [

4.2. La théorie des segments

On rappelle maintenant la notion de segment introduite dans [22]. Rappelons que nous avons
défini au paragraphe 1.2, pour toute représentation cuspidale o, un caractere v, (voir aussi [23,

§4.5)).

Définition 4.3. — Un segment est un couple [o,n] formé d’une classe de représentation irré-
ductible cuspidale o € € et d’un entier n > 1.

Soit un segment [o,n]. On note Z(o,n) le caractere de H(o,n) défini par :
Si—qe, i€{l,...,n—1}, X;—q)7" je{l,... ,n},
et on note L£(o,n) le caractere de H(o,n) défini par :
Si>—1,iefl,...,.n—1}, X;—>q7, jefl,....,n}.

On remarque que ces deux caracteres sont échangés par I'involution T définie au paragraphe 1.3.
On associe au segment [0, n] deux représentations irréductibles de Gy,.

Définition 4.4 ([22, §7.2], [24, §3]). — Soit un segment [o,n].

(1) On note Z(o,n) 'unique sous-représentation irréductible de o x ov, x - -+ x gv2~! corres-
pondant par (1.15) au caractere Z(o,n).

(2) On note L(o,n) I'unique quotient irréductible de o x ov, x - - x o2~}
(1.15) au caractere L(o,n).

correspondant par

Nous aurons besoin de la propriété suivante.

Théoréme 4.5 ([22, Lemme 9.41], [24, Lemme 4.8]). — Supposons que o est supercuspidale,
et notons D, l’ensemble des segments [0’ ,n] tels que o’ € Q, et n = 1. Les produits :

(4.1) Z(o1,m1) X - x ZL(op,np),

lorsque [o1,n1] + -+ + [0y, n,| décrit N(D,), forment une base du Z-module libre R,.
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Pour comparer les morphismes d’algebres fod et Tof il suffit de les comparer sur une base de
Ag. D’apres le théoreme 4.5, il suffit de le faire pour les représentations Z(o’,n) avec [¢’,n] € D,
et o supercuspidale.

Remarque 4.6. — Grace au théoreme 4.5 (voir aussi la remarque A.6 de [21]), il y a un unique
automorphisme de Z-algebre E de R, tel que :

E(Z(o',n)) = L(o’,n) pour tout [o’,n] € D,.

Dans le cas banal, E est involutif et coincide & un signe prés avec I'involution d’Aubert (appen-
dice de [21]). Dans le cas non banal, E n’est pas toujours involutif, comme le montre I’exemple
suivant. Supposons que la caractéristique £ de R divise ¢ + ¢ + 1 et que o est le caractere trivial
de F*, noté 1. Alors on a :

E(Z(1,3)) = L(1,3),
E(L(L,3) = Z(L3) +sto(l),
E(sto(1)) = —2-sto(1),

ce qui montre que E n’est pas involutif, ne préserve pas l'irréductibilité a un signe pres et n’est
pas égal a D.

4.3. Une formule pour D(Z(o,n))

Dans ce paragraphe et le suivant, R est une cloture algébrique F, d’un corps fini de caractéris-
tique £ # p. On fixe une cloture algébrique Q, du corps des nombres ¢-adiques. On note :

rep: R R

le morphisme de réduction modulo ¢, ou R désigne le groupe abélien libre engendre par les classes
de Q,-représentations irréductibles des G,,, m = 0 et Rent e sous- groupe de R engendré par les
classes de représentations irréductibles entieres (voir [22, §1.2]).

Lemme 4.7 — Soit o une F-représentation irréductible cuspidale. Supposons qu’il existe une
Q-représentation irréductible cuspidale entiére & dont la réduction mod ¢ est égale a o. Alors :

D(Z(o,n)) = (=1)" - r4(L(5, n))

pour tout n = 1.

Démonstration. — Notons D I'involution sur R. Comme r, commute a l'induction et a la restric-
tion paraboliques (voir [22, §1.2]), on a I’égalité :

Dory=r,0oD.

D’apres [22, Théoreme 9.39] dans le cas p-adique et [24, Lemme 5.9] dans le cas fini, la réduction
mod ¢ de Z(d,n) est égale a Z(o,n). En réalité, les preuves de ces deux résultats comportent une
omission, que nous allons corriger ici. Ces preuves montrent toutes les deux que la réduction mod
¢ de Z(d,n) est irréductible (notons-la 7) et que, pour toute composition « = (mk, m(n — k))
avec m = deg(o) et ke {1,...,n—1}, on a ro(7) = Z(0, k) ® Z(ovE, m — k). Mais ceci ne suffit
pas (lorsque ¢, est congru a 1 modulo ¢) pour en déduire que 7 est égale a Z(o,n). Expliquons,
dans le cas fini, pourquoi on a cette égalité ; 'argument est similaire dans le cas p-adique.
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Soit L un Zg-réseau de Z(&,n) stable par G, et soit Ly un Z-réseau de & stable par G,,. La
réduction de Lz étant isomorphe a o et celle de L étant isomorphe a 7, on obtient un morphisme
naturel :

Homg(L:",L) ® F; — Homg (o™, )

de F-espaces vectoriels. C’est méme un morphisme de (o, n)-modules, si le membre de gauche
est muni d’une structure de H (o, n)-modules grace a 'isomorphisme naturel d’algebres :

Endg(LI™) @ F; — H(a,n).
On voit ainsi que F(7) contient la réduction mod ¢ du caractere Z(a,n) de H(a,n), qui est égal
a Z(o,n). On en déduit que 7 contient (donc est isomorphe &) Z(o,n).

Reprenons la preuve du lemme 4.7. D’apres ce qu’on sait en caractéristique nulle, IS(Z(&, n))
est égal a (—1)" - L(5,n). On en déduit le résultat voulu en appliquant ry. [

4.4. Le cas unipotent

Dans ce paragraphe, on suppose que o est un caractere non ramifié¢ de F*, noté y. Pour tout
n = 1, la représentation Z(y,n) est donc le Fy-caractére non ramifié y o det de GL,,(F).

Lemme 4.8. — Pour tout n =1, on a F(D(Z(x,n))) = (—1)" - L(x,n).

Démonstration. — Quitte a tordre par x, on peut supposer que x est le caractere trivial de F*,
noté 1. Soit V la Q-représentation de Steinberg de G. D’apres le lemme 4.7, il suffit de montrer
que F(ry(V)) est égal a £(1,n). Fixons un Zy-réseau L de V stable par G. On a une suite exacte

de Z,G-modules :
(4.2) 0—>pL>L->L=LQF,—~0

ol p désigne 'idéal maximal de Z,. Notons I le sous-groupe d’Iwahori standard de G, et notons
I; son radical pro-unipotent, qui est un pro-p-sous-groupe distingué de I. Ainsi F est le foncteur
des vecteurs I-invariants. En appliquant a (4.2), on trouve une suite exacte :

0— (pL)! - L' - T' — HY(I, pL)

ott H'(I, pL)) désigne le premier groupe de cohomologie continue de I & coefficients dans pL. On
va montrer qu’il est nul. Comme I; est un pro-p-sous-groupe distingué de I, la suite d’inflation-
restriction induit un isomorphisme :

H'(L,pL) ~ H' (I/I;, (pL)")

de Z;-modules. Appliquant le foncteur exact des I;-invariants a (4.2), on trouve que (pL)Il est
égal a pLl, qui est un Z,-réseau de V1. Mais VI est de dimension 1 sur Q, et le groupe I agit
trivialement dessus. Ainsi, on a :

HY(1/1;, (pL)") = Hom(I/I;, pL™)

qui est trivial car le quotient I/I; est un groupe abélien fini et pL" un Z,-module libre. Finale-
ment, comme on a aussi (pL)! = pL!, on obtient un isomorphisme naturel :

L! ® Fg ~ fl
de F-espaces vectoriels, et méme de H(1,n)-modules. Le membre de gauche étant la réduction
mod ¢ du Q -caractere £(1,n), ou 1 désigne le Q,-caractere trivial de F*, le résultat s’ensuit. [
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4.5. Le cas général

Le corps R est a nouveau quelconque, de caractéristique £ # p. Le théoreme suivant implique
et précise le théoreme 2.5.

Théoréme 4.9. — Soit o une représentation irréductible cuspidale de degré m = 1. Soitn > 1
et soit e Irry . Il y a une unique représentation irréductible ™ de méme support cuspidal que
7 telle que :

D(w) — (—1)" - 7"
ne contienne pas de terme irréductible de méme support cuspidal que 7 ; le module simple F(7*)
est égal a t(F(m)).

Démonstration. — Pour n = 1 et tout H(o,n)-module simple m, posons t(m) = (—1)" - t(m).
Prolongeant par linéarité, on obtient un automorphisme involutif d’algebre sur M, encore noté
t. Pour prouver que les isomorphismes d’algebres f od et t o f sont égaux, il suffit de prouver
qu’ils coincident sur un systeme générateur de A,.

Supposons d’abord que ¢ est le Fy-caractere trivial de F*. D’apres le lemme 4.8, le théoreme
4.5 et le fait que fod et tof sont des morphismes d’algebres, on a :

fod(m) =tof(nm)

pour tout n > 1 et tout 7 € Irr] ,. Par extension des scalaires de F, &4 R, on a le méme résultat
quand o est le R-caractere trivial de F*. Par conséquent, le théoreme 4.9 est vrai lorsque o est
le R-caractere trivial de F*| et la représentation Z(1,n)* est égale a L(1,n) pour tout n > 1.

Passons maintenant au cas général. Fixons une extension finie F’ de F dont le cardinal (celui
du corps résiduel dans le cas p-adique) est égal & ¢, et notons ¢’ le caractere trivial de F’*. On a
donc ¢, = ¢, c’est-a-dire qu’on est dans les conditions du paragraphe 4.1. D’apres le corollaire
4.2 et ce qui précede, la premiere partie du théoreme 4.9 est donc vraie. Soit maintenant 7 dans
Irry ,, et notons 7’ son image par ® (paragraphe 4.1). D’apres la proposition 4.1, on a :

F(7*) = (=1)" - F(D(r)) = (-1)" - F(D'(x")) = F'(="").

Ce dernier est égal a T(F'(7’)) d’apres le théoréme 4.9 appliqué & o', et le résultat suit du fait
que F'(7') est égal & F(7). O

Proposition 4.10. — Soit o une représentation irréductible cuspidale, et soit n > 1.

(1) On a Z(o,n)* = L(o,n).

(2) Supposons que R soit égal a Fy et qu’il y ait une Q-représentation irréductible cuspidale
entiere & dont la réduction mod £ soit égale a o. Alors ro(L(d,n)) — L(o,n) appartient a J,,

c’est-a-dire qu’il ne contient aucun terme irréductible de support cuspidal o+ ov, +- - +ov? L.

Démonstration. — Le H(o,n)-module T(Z(o,n)) étant égal a L(o,n) et compte tenu de la défi-
nition de Z(o,n) et L(o,n), le théoreme 4.9 implique que Z(o,n)* est égal a L(o,n). La seconde
partie de la proposition suit de la conjonction du lemme 4.7 et du théoreme 4.9. O

Remarque 4.11. — D’aprés [24, Remarque 2.10], toute Fj-représentation irréductible cuspi-
dale se releve & Q, dans le cas fini, c’est-a-dire que la condition de la proposition 4.10 est toujours
remplie dans ce cas. Dans le cas p-adique en revanche, il y a des Fy-représentations irréductibles
cuspidales qui ne se relevent pas a Q, (voir [23, Exemple 3.31]). Cependant :

(1) toute Fy-représentation irréductible supercuspidale se releve ([22, Théoréme 6.11]) ;

(2) toute Fy-représentation irréductible cuspidale se releve quand D = F ([23, Section 3]).
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Dans un article ultérieur [30], on donnera une condition nécessaire et suffisante de relevement
en termes d’invariants numériques attachés a o.

La proposition suivante est un cas particulier — le cas des algebres de Hecke affines de type A
— d’une formule de Kato [19, Theorem 2].

Proposition 4.12. — Soil o une représentation irréductible cuspidale et soit n = 1. Pour tout
H(o,n)-module m de longueur finie, on a l’égalité :

20"y oy (m) = (m)
Y

dans le groupe de Grothendieck M., ou v décrit les compositions de n.
Démonstration. — C’est une conséquence du lemme 3.8 et du théoreme 4.9. [

Remarque 4.13. — On reprend les notations de la section 3. Le foncteur T o F s’identifie a :
7 — Homg (QT, )

ou QT est égal a QQ en tant que représentation de G, et au H-module a gauche Q tordu par T en
tant que H-module & gauche. Peut-on déterminer explicitement la structure du bimodule QT ?

4.6. Complément

Nous profitons de I’appareil technique mis en place dans cet article pour répondre a une ques-
tion de B. Leclerc concernant les multiplicités des représentations irréductibles dans les repré-
sentations standard du théoreme 4.5.

Supposons dans ce paragraphe qu’on est dans le cas p-adique. Un segment formel est une pai-
re [a,b] formée de deux entiers a,b € Z tels que a < b. L’entier b — a + 1 est appelé la longueur
de ce segment formel. Si [a,b] est un segment formel et si o est une représentation irréductible
cuspidale, on pose :

[a,b] Ko = [ove,b—a + 1]
qui est un segment au sens de la définition 4.3. Notant D I’ensemble des segments formels, on
obtient par linéarité une application p — pxlo de N(D) dans N(D, ). Etant donné :

(4.3) u= [ah bl] + o+ [ara br] € N(D),

le mutisegment w[X o est dit apériodique si R est de caractéristique 0 ou si, pour tout n > 1, il
y aun k € Z tel que le segment [ov*, n] n’apparait pas dans wX o (voir [22, Définition 9.7]).
Nous avons construit dans [22] une application surjective Z de N(D,) dans Irr,, qui est bijec-
tive quand o est supercuspidale et qui coincide avec la classification de Zelevinski quand R est
le corps des nombres complexes. Pour p, v € N(D), notons m(u, v, o) la multiplicité de Z(vxo)

dans la représentation standard :
(4.4) Z(la1, 1] X o) % -+ x Z([ar, by X o)

ou l'on écrit p comme en (4.3). D’apres [22, Théoreme 9.36], on a Z(v[Xlo) € Irr} si et seulement
si v[X] o est apériodique.

Soient p comme en (4.3) et v = [c1,d1] + - -+ [¢s,ds] € N(D), dont les segments formels sont
supposés étre rangés par longueur décroissante. On écrit u << v lorsque :

Z(bi—ai-f—l) < Z(di_c“Ll)

i<k i<k
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pour tout k = 1. Ceci définit une relation d’ordre sur I’ensemble N(D).
Proposition 4.14. — On a m(u,p,0) =1 et, sim(u,v,0) # 0 alors < v.
Démonstration. — C’est une conséquence de [22, Proposition 9.19]. O

Comme au paragraphe 4.1, on fixe un corps F’ localement compact non archimédien de carac-
téristique résiduelle p, une F’-algebre a division centrale D’ et un entier m’ > 1.

Proposition 4.15. — Soient o et o’ des représentations irréductibles cuspidales de GL,, (D) et
GL, (D) respectivement, telles que gy = q, dans R. Alors :

m(w,v,0’) = m(y,v,o)

pour tous w,v € N(D) tels que v[xlo — ou de fagon équivalente v[Xlo’' — soit apériodique.

Démonstration. — On vérifie d’abord, grace a [23, Lemme 4.45] et a ’égalité ¢,» = ¢, dans R,
que v[Xo est apériodique si et seulement si v[x]o’ 'est. Soit v € N(D), et supposons que V[xlo
est apériodique. Alors :

L = F(Z(v& o))
est un module simple. On pose :

M, = F(Z([a1,01]X o) x -+ x Z([ar, b | K 0)) = Z(0,n1) * -+ x Z(0,n1)
avec n; = b; —a; + 1 pour i € {1,...,7}, qui ne dépend que de p (et de g,). On a donc :
(4.5) m(p,v,0) = [M, : L]
ou le membre de droite désigne la multiplicité de Lj dans M,,.

Lemme 4.16. — Le module L est l'unique module simple vérifiant les conditions suivantes :

(1) Il apparait avec multiplicité 1 dans M.
(2) S’il apparait dans My, alors p<v.

Démonstration. — Appliquant F, la proposition 4.14 implique que LS apparait avec multiplicité
1 dans M,. Ensuite, supposons que L apparait dans M,, avec multiplicité & > 1. Alors Z(v[x]o)
apparait dans (4.4) avec multiplicité k, c’est-a-dire que m(w,v,o) = k. De la proposition 4.14,
on déduit que p < v.

Soit maintenant L. un module simple vérifiant les conditions en question. D’apres le théoreme
1.5, il existe une représentation irréductible 7 € Irr} telle que F(7) soit égal a L. Ensuite, d’apres
[22, Théoreme 9.36], il existe un A € N(D) tel que Z(A[X] o) soit égal a m. Par conséquent, on a
L = LJ. Les conditions 1 et 2 impliquent que v < A. Comme L apparait dans M,, la condition
2 implique que A < v. Par conséquent, on a A = v et le résultat s’ensuit. O

Il s’ensuit que LY est égal a Lgl (qu’on note Ly), ce qui met fin & la preuve de la proposition. [

Remarque 4.17. — La proposition 4.15 reste sans doute vraie sans I’hypothese d’apériodicité,
mais ceci nécessite d’autres méthodes car F(Z(v[xlo)) est nul quand v[X]o n’est pas apériodique.

Remarque 4.18. — Compte tenu de [15] et de [4], on en déduit que les multiplicités (4.5) ne
dépendent que de p,v et de l'entier e(o) défini par (1.4). En particulier, dans le cas complexe,
les multiplicités ne dépendent que de p et v.
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