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Résumé. — Cet article fait partie d’une série d’articles sur la théorie de ’homoto-
pie des n-catégories strictes. Dans le premier article de cette série, nous avons dégagé
des conditions suffisantes assurant I’existence d’une structure de catégorie de modéles
4 la Thomason sur la catégorie des n-catégories strictes. Le but principal du présent
article est de démontrer une de ces conditions. Pour ce faire, on associe & tout com-
plexe simplicial une co-catégorie stricte engendrée librement au sens des polygraphes.
On conjecture que cette oco-catégorie a le méme type d’homotopie que le complexe
simplicial de départ et on démontre cette conjecture lorsque le complexe simplicial
provient d’un ensemble ordonné. On introduit une notion d’objet quasi-initial d’une
oo-catégorie et on prouve que les orientaux de Street admettent un tel objet. Un des
outils essentiels utilisé dans ce texte est la théorie des complexes dirigés augmentés
de Steiner.

Abstract. — This paper is part of a series of papers about homotopy theory of
strict n-categories. In the first paper of this series, we gave conditions that guaran-
tee the existence of a Thomason model category structure on the category of strict
n-categories. The main goal of our paper is to show one of these conditions. To
do so, we associate to any simplicial complex a strict oco-category generated by a
computad. We conjecture that this co-category has the same homotopy type as the
corresponding simplicial complex and we prove this conjecture when the simplicial
complex comes from a poset. We introduce the notion of a quasi-initial object of an
oco-category and we show that Street’s orientals admit such an object. One of the
main tools used in this text is Steiner’s theory of augmented directed complexes.
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Introduction

Cet article fait partie d’un projet consacré & la théorie de 1’homotopie des
n-catégories strictes (avec n éventuellement infini), composé actuellement de [2], [1],
[3], [4] et [5], dont le but est de généraliser la théorie de I’homotopie des catégories
développée par Grothendieck, Quillen et Thomason aux n-catégories strictes. Ainsi,
dans ce texte, toutes les n-catégories et n-foncteurs seront supposés stricts.

La théorie de I’homotopie des petites catégories nait avec lintroduction par
Grothendieck dans [14] du foncteur nerf de source la catégorie Cat des petites
catégories et de but 3, celle des ensembles simpliciaux. Ce foncteur permet de définir
une classe We,; d’équivalences faibles dans Cat, en définissant We,; comme la classe
des foncteurs entre petites catégories dont 'image par le nerf est une équivalence
d’homotopie faible d’ensembles simpliciaux. En vertu d’un résultat de Quillen (exposé
dans la thése d’Tllusie [16]), le foncteur nerf induit une équivalence de catégories

Ho(Cat) — Ho(A)

entre la localisation de Cat par We,; et la catégorie homotopique usuelle des ensembles
simpliciaux, elle-méme équivalente & la catégorie homotopique des CW-complexes,
grace & un théoréme de Milnor [22]. Par ailleurs, Thomason démontre 'existence d’une
structure de catégorie de modéles de Quillen sur Cat dont la classe des équivalences
faibles est égale & Weq: [28].

Dans un article séminal [25], Street a introduit un foncteur nerf

Ny : 0o-Cat — A
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de la catégorie des petites oco-catégories vers celle des ensembles simpliciaux, dont la
restriction & Cat (considérée comme sous-catégorie pleine de oo-Cat) est le nerf de
Grothendieck. Ce foncteur permet de définir une classe Weo- cor d’équivalences faibles
dans oo-Cat, en posant Weo-cat = No’ol(WA), ou W3 désigne la classe des équiva-
lences d’homotopie faibles d’ensembles simpliciaux. De méme, pour tout entier n > 0,
la restriction N,, du nerf de Street & la catégorie n-Cat des petites n-catégories (consi-
dérée comme sous-catégorie pleine de oo-Cat) définit une classe W, cq¢ d’équivalences
faibles dans n-Cat par la formule W,,_cq = N,;* (W5 ). On conjecture que pour tout n,
1 < n < o0, il existe une structure de catégorie de modéles sur n-Cat dont la classe
des équivalences faibles est égale & W,,_cq: et qui est équivalente, au sens de Quillen,
avec la structure de catégorie de modéles classique sur les ensembles simpliciaux, gé-
néralisant ainsi les théorémes de Thomason et Quillen cités précédemment concernant

le cas n = 1.

Cette conjecture est également établie pour n = 2. Dans [11], extrait de sa
thése [10], Jonathan Chiche prouve que le foncteur Ny induit une équivalence de
catégories

Ho(2-Cat) —» Ho(A)
entre la localisation de 2-Cat par Ws_¢,; et la catégorie homotopique des ensembles
simpliciaux. Dans [2], les auteurs du présent article construisent une structure de ca-
tégorie de modéles sur 2-Cat dont la classe des équivalences faibles est égale & Wa- ¢4,
et une adjonction de Quillen entre celle-ci et la catégorie de modéles des ensembles
simpliciaux. Il résulte alors facilement du théoréme de Jonathan Chiche que cette ad-
jonction est une équivalence. Mentionnons que le texte antérieur [29] traite également
la question d’une généralisation 2-catégorique du théoréme de Thomason mais que
celui-ci comporte de sérieuses erreurs (voir 'introduction de [2] pour plus de détails).

En vue d’une preuve de cette conjecture dans le cas général, les auteurs ont dé-
montré dans [2] un « théoréme de Thomason abstrait », permettant de dégager deux
conditions techniques impliquant, pour 1 < n < oo arbitraire, ’existence d’une caté-
gorie de modéles sur n-Cat dont la classe des équivalences faibles est égale & W,,- cqt,
et d’une adjonction de Quillen de cette derniére avec la catégorie des modéles des
ensembles simpliciaux. La motivation initial du présent article est de démontrer la
premiére de ces conditions (condition (e) de [2, scholie 5.14]), & savoir que si ¢, dé-
signe l'adjoint & gauche de N,,, pour tout ensemble simplicial X qui est le nerf d'un
ensemble ordonné, le morphisme d’adjonction X — N, ¢, (X) est une équivalence
faible simpliciale (corollaire 10.11).

Afin d’établir ce résultat, on est conduit & introduire un certain nombre de notions
importantes et & démontrer plusieurs théorémes présentant un intérét indépendant.
On rappelle que le couple de foncteurs adjoints

Coo A — co-Cat , Ny : 00-Cat — A
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est obtenu par le procédé de Kan & partir de 'objet cosimplicial défini par les orien-
taux de Street [25, 26, 27]. Pour n > 0, cet objet cosimplicial associe au simplexe
standard A,, le n-iéme oriental O,,, qui est une n-catégorie librement engendrée au
sens des polygraphes par les simplexes non dégénérés de A,,. La définition formelle
de O, par Street est combinatoire et assez difficile a
servira d’une définition équivalente due a Steiner [23, 24|, plus proche de l’algébre
homologique et plus maniable (une description analogue des orientaux figure aussi

dans [9]).

Dans [23], Steiner définit un couple de foncteurs adjoints

utiliser. Dans ce texte, on se

A oo-Cat — Cqa v :Cqa — oo-Cat ,

ol Cq, est la catégorie des complexes dirigés augmentés, catégorie dont les objets
sont les complexes de chaines de groupes abéliens en degrés positifs, augmentés, et
munis d’un sous-monoide gradué « de positivité » (sans aucune compatibilité entre
ce sous-monoide et la différentielle ou 'augmentation du complexe). La catégorie des
complexes de chaines de groupes abéliens en degrés positifs est équivalente a celle des
oo-catégories en groupes abéliens [7]. En oubliant la structure de groupe abélien, on
associe ainsi & un tel complexe une oco-catégorie. Le foncteur v de Steiner associe &
un complexe dirigé augmenté une sous-co-catégorie de cette co-catégorie, déterminée
par le sous-monoide de positivité et 'augmentation (voir 3.2). En associant & un
ensemble simplicial X son complexe de chaines normalisé, muni de ’augmentation
définie par le morphisme de X vers le point, et du sous-monoide de positivité défini
par les combinaisons linéaires & coefficients positifs de simplexes non dégénérés de X,
on obtient un foncteur c : A —s Cqa- Par définition, 'oriental O,, n > 0, est 'image
du simplexe standard A,, par le foncteur composé ve.

Le foncteur ¢ commute aux limites inductives. On dispose ainsi d’un couple de
foncteurs adjoints

c:&—)Cda, N:Cda—>3,

obtenu par le procédé de Kan a partir de ’objet cosimplicial de Cq, défini par la res-
triction du foncteur ¢ aux représentables, et on démontre que N est canoniquement
isomorphe au composé No.v. Le foncteur N permet de définir une classe d’équiva-
lences faibles We,, dans Cq, par la formule We,, = N7'(Wz) = v ' (Wac-cat)-
On conjecture que le foncteur N induit une équivalence des catégories localisées. En
tenant compte de la conjecture mentionnée précédemment, on obtiendrait donc un
triangle commutatif & isomorphisme prés d’équivalences de catégories

0(Caa) —>H0 (0o-Cat)

\/
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induites par les foncteurs v, N et N.

Une notion cruciale introduite dans cet article est celle d’objet quasi-initial d’une
n-catégorie, généralisant la notion d’objet initial d’une catégorie. Pour n fini, cette no-
tion est définie par récurrence sur n. Un objet d’une 1-catégorie (autrement dit d’une
catégorie) est quasi-initial s’il est initial. Pour n > 2, un objet x est quasi-initial si pour
tout objet y, la (n— 1)-catégorie Hom(z,y) des fleches de source itérée x et but itéré y
admet un objet quasi-initial. Pour n = oo, on peut poser une définition analogue par
« coinduction ». Une définition dans un style plus « classique » est présentée dans ’ap-
pendice B. La notion d’objet quasi-final est définie de fagon duale. Un résultat, trés
facile & établir mais important, est que ces notions sont stables par troncation intelli-
gente. (Sim < n, le foncteur de troncation intelligente Tiém est I’adjoint & gauche de
Pinclusion m-Cat — n-Cat.) Du point de vue homotopique, la propriété importante
d’une n-catégorie, 1 < n < oo, admettant un objet quasi-initial ou quasi-final est
qu’elle est faiblement contractile (le morphisme canonique vers 'objet final de n-Cat
appartient & W,,-cqt). Cette propriété résulte d’un théoréme A n-catégorique [3].

Une deuxiéme notion importante est celle de contraction d’une oo-catégorie. Il
s’agit d’une transformation (oplax) satisfaisant & une condition de « normalisation »
et une condition « d’idempotence » (voir B.9). On démontre qu’une oo-catégorie ad-
mettant une contraction admet un objet quasi-initial (la réciproque n’étant pas vraie),
ainsi qu’un résultat dual concernant ’existence d’un objet quasi-final.

Un des principaux résultats de cet article est que les orientaux de Street admettent
une contraction et une contraction duale, et en particulier un objet quasi-initial et
un objet quasi-final. Pour obtenir ce résultat, on introduit une notion de contraction
(et de contraction duale) pour un complexe dirigé augmenté, et on montre que le
foncteur v de Steiner transforme une telle contraction (ou contraction duale) en une
contraction (ou contraction duale) oco-catégorique. Pour conclure, on prouve que pour
n > 0, le complexe dirigé augmenté cA,, associé au simplexe standard A,, admet a la
fois une contraction et une contraction duale. Il est & noter que cette contraction duale
ne s’obtient pas par une dualité a partir de la contraction considérée, ni par inversion
de l'ordre des sommets du simplexe A,,. Les deux ont une origine simpliciale.

Plus généralement, on conjecture que pour tout couple d’entiers i,n tel que
0 <i<mn et tout couple x,y de i-fleches paralleéles de O, la (n — i — 1)-catégorie
des fléches de O,, de source itérée z et de but itéré y ou bien est vide ou bien admet
a la fois un objet quasi-initial et un objet quasi-final. On démontre cette conjecture
pour n arbitraire et ¢ = 1. Un cas particulier de ce résultat joue un role crucial dans
la preuve de la « condition (e) » de [2], motivation initiale de cet article, mentionnée
précédemment dans cette introduction.

Dans [23], Steiner présente des conditions suffisantes pour que l'image d’un com-

plexe dirigé augmenté par le foncteur v soit une co-catégorie librement engendrée au
sens des polygraphes (autrement dit un objet cofibrant pour la structure de catégorie
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de modeéles « catégorique », « canonique » ou « folklorique » sur co-Cat [20]), obtenant
ainsi une variante de résultats antérieures de Street [25, 26, 27]. On démontre que si
X est ’ensemble simplicial associé & un complexe simplicial, le complexe dirigé aug-
menté cX satisfait a ces conditions. Cela permet d’associer & tout complexe simplicial
une oo-catégorie engendrée librement au sens des polygraphes. De plus, on conjecture
que le type d’homotopie de cette oo-catégorie est le méme que celui du complexe
simplicial de départ. De fagon plus précise, si X est ’ensemble simplicial associé & un
complexe simplicial, on démontre que vcX est canoniquement isomorphe a ¢ (X), et
la conjecture affirme que le morphisme d’adjonction X — Nyocoo(X) est une équiva-
lence d’homotopie faible simpliciale. On établie cette conjecture dans le cas particulier
ou le complexe simplicial est celui associé & un ensemble ordonné E. L’ensemble de
ses simplexes est alors I’ensemble des parties finies totalement ordonnées non vides
de F, et ’ensemble simplicial correspondant X est le nerf de E. En fait, pour un
tel X, on a mieux : pour tout n > 1, le morphisme d’adjonction X — N, ¢, (X) est
une équivalence faible simpliciale (condition (e) de [2]).

La stratégie pour démontrer ce théoréme se déroule comme suit. On remarque
d’abord que grace a l’égalité du triangle pour une adjonction, il suffit de prouver
que pour tout ensemble ordonné E, le morphisme d’adjonction ¢, N, (E) — E est
une équivalence faible n-catégorique, autrement dit que ce morphisme appartient
4 Wh-cat- Pour n = 1, le nerf de Grothendieck étant pleinement fidéle, ce morphisme
est un isomorphisme, on peut donc supposer que n > 2. Ensuite, on observe que
cnNp(E) est le n-tronqué intelligent de cooNoo(E) qui est isomorphe a l'image du
nerf de E par le foncteur ve. Grace a la description du foncteur v de Steiner, on en
déduit que les objets de ¢, N,,(E) s’identifient aux éléments de E, et les 1-fleches aux
parties finies non vides totalement ordonnées S de E, la source (resp. le but) de S
étant son minimum (resp. son maximum). En particulier, si x,y sont deux éléments
de E, pour qu'il existe une 1-fleche de ¢, N,,(F) de source z et but y, il faut et il suffit
que x < y. De plus, le morphisme d’adjonction induit I’identité sur les objets.

Or, en vertu d’une conséquence de la comparaison du nerf de Street avec une
variante bisimpliciale dudit nerf [4], pour montrer qu'un n-foncteur F' est une équi-
valence faible, il suffit de montrer que pour tout couple d’objets z,y de sa source, le
(n — 1)-foncteur induit

Hom(z,y) — Hom(Fz, Fy)

est une équivalence faible. Comme la n-catégorie but du morphisme d’adjonction
considéré est un ensemble ordonné, pour montrer que ce morphisme est une équiva-
lence faible, il suffit donc de montrer que pour tout couple z,y d’éléments de E tel
que z < y, la (n — 1)-catégorie Hom, n (g (7, y) est faiblement contractile, et pour
cela, il suffit de voir qu’elle admet un objet quasi-initial.

Or, en vertu de la description des 1-fleches de ¢, N, (E), I'ensemble Sy = {z,y} re-
présente un objet de Hom, n (g (,y), et un objet arbitraire est représenté par une
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partie finie non vide totalement ordonnée S de E, telle que x = min(S) et y = max(S).
En utilisant & nouveau le fait que ¢, NV,,(E) est le n-tronqué de I'image du nerf de E par
le foncteur v, ainsi que la description du foncteur v de Steiner et un argument de com-
mutation aux limites inductives, on prouve que la (n—2)-catégorie Hom . v (g (S0, S)
des fleches de ¢, N, (E) de 1-cellule source itérée Sy et but itéré S, s’identifie au
(n — 2)-tronqué intelligent de Homy ({0,p},{0,1,...,p}), ot p=card(S) — 1, qui
admet un objet quasi-initial. On en déduit que Sy est un objet quasi-initial de
Hom, v, (g (z,y), ce qui prouve l'assertion.

La preuve esquissée ci-dessus différe trés légérement de la démonstration exposée
dans le corps de ’article. En effet, pour abréger les préliminaires n-catégoriques, la
notion d’objet quasi-initial ou quasi-final d’une n-catégorie n’y est définie que pour n
fini, le cas n = oo, ainsi que la notion de contraction n-catégorique, étant laissés pour
I’appendice B. En contrepartie il en résulte parfois des énoncés moins naturels ou des
preuves plus techniques, bien que plus directes.

Terminons cette introduction en mentionnant quelques textes en rapport avec le
présent article. Dans [7], Dominique Bourn établit un dictionnaire entre les homo-
topies des complexes de chaines en degrés positifs et les pseudo-transformations des
oo-groupoides abéliens correspondant. Dans un texte non publié [8], dont nous avons
pris connaissance aprés une premiére rédaction de ce travail, Albert Burroni intro-
duit une notion de « structure initiale » essentiellement équivalente & notre notion
de contraction. Dans [21], Francois Métayer, et dans [19], ce dernier et Yves Lafont
étudient la notion de n-cylindre dans une co-catégorie, ce qui permet de dégager les
formules explicites de la définition d’une transformation entre oo-foncteurs. Enfin,
dans [18], Ross Street et Stephen Lack étudient, entre autres, les tronqués en basse
dimension des orientaux.

Plan de P’article. — Dans la premiére section, aprés quelques rappels sur les
n-catégories, 0 < n < oo, et les foncteurs de troncation béte et intelligente, on intro-
duit, pour n < oo, la notion de n-catégorie admettant un objet quasi-initial ou quasi-
final. On rappelle les notions d’ensemble de cellules qui engendre par compositions,
ou qui engendre librement au sens des polygraphes une oo-catégorie, et on établit
quelques résultats relatifs & ces deux notions. On termine la section par des considé-
rations sur les divers endofoncteurs de dualité dans la catégorie des oo-catégories.

La deuxiéme section est consacrée & la catégorie des complexes dirigés augmentés,
introduite par Steiner. On décrit les limites inductives et projectives dans cette caté-
gorie, on introduit la notion de complexe dirigé augmenté décent et celle de morphisme
constant entre deux tels complexes. On considére le concept d’homotopie entre deux
morphismes de complexes dirigés augmentés et les divers endofoncteurs de dualité
dans cette catégorie.
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Dans la troisiéme section, on rappelle la théorie de Steiner donnant naissance a
un couple de foncteurs adjoints entre la catégorie des complexes dirigés augmentés et
celle des petites co-catégories. On commence par la description de ces deux foncteurs.
On rappelle les notions de base d’un complexe dirigé augmenté, de base unitaire, de
base sans boucles et de base fortement sans boucles. On énonce le principal résultat
de Steiner : la sous-catégorie pleine des complexes dirigés augmentés formée de ceux
qui admettent une base unitaire sans boucles se plonge de facon pleinement fidéle
dans la catégorie des oco-catégories, et I'image d’un tel complexe est une co-catégorie
librement engendrée au sens des polygraphes.

Dans la quatriéme section, on dégage des conditions suffisantes pour que la
oo-catégorie associée a un complexe dirigé augmenté par le foncteur de Steiner soit
une n-catégorie admettant un objet quasi-initial ou quasi-final. On introduit les
notions de contraction et contraction duale d’un complexe dirigé augmenté. Dans le
cas particulier ot le complexe dirigé augmenté est décent, on interpréte ces notions en
termes d’homotopies entre 1’identité de ce complexe et un endomorphisme constant.

Dans la cinquiéme section, on associe fonctoriellement & chaque ensemble sim-
plicial trois complexes dirigés augmentés décents admettant une base, le complexe
dirigé augmenté des chaines, celui des chaines dégénérées et le complexe dirigé aug-
menté normalisé des chaines, définissant ainsi trois foncteurs commutant aux limites
inductives. La restriction du dernier de ces trois foncteurs aux ensembles simpliciaux
représentables fournit un objet cosimplicial qui définit par le procédé de Kan un fonc-
teur nerf de la catégorie des complexes dirigés augmentés vers celle des ensembles
simpliciaux. A ’aide de ce foncteur nerf, on définit des équivalences faibles dans la
catégorie des complexes dirigés augmentés, et on conjecture que la catégorie localisée
correspondante est équivalente a la catégorie homotopique des CW-complexes.

Dans la sixiéme section, on rappelle la définition des orientaux de Street. On dé-
montre que le complexe dirigé augmenté qui les définit via le foncteur de Steiner
admet une contraction et une contraction duale. On en déduit en particulier que les
orientaux de Street admettent un objet quasi-initial et un objet quasi-final.

Dans la septiéme section, on rappelle la définition du nerf de Street obtenu par le
procédé de Kan a partir de 'objet cosimplicial fourni par les orientaux. A ’aide du
nerf de Street, on définit des équivalences faibles dans la catégorie des oco-catégories,
et on conjecture que la catégorie localisée correspondante est équivalente a la catégo-
rie homotopique des CW-complexes. On énonce des conséquences d’'un théoréme A
oo-catégorique et d'un théoréme de comparaison du nerf de Street avec une variante
bisimpliciale dudit nerf, théorémes obtenus dans deux articles en préparation.

Dans la huitiéme section, aprés quelques rappels sur les complexes simpliciaux,
on montre que le complexe dirigé augmenté normalisé des chaines d’un ensemble
simplicial défini par un complexe simplicial admet une base unitaire fortement sans
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boucles. En particulier, la oo-catégorie associée est librement engendrée au sens des
polygraphes.

La neuviéme section est consacrée & la définition d’un isomorphisme fonctoriel
entre la oo-catégorie associée au complexe dirigé augmenté normalisé des chaines
d’un ensemble simplicial défini par un complexe simplicial et 'image par 'adjoint a
gauche du nerf de Street de cet ensemble simplicial.

La derniére section est consacrée & 1’étude de la co-catégorie image par l’adjoint
a gauche du nerf de Street du nerf d’un ensemble ordonné, ainsi que du n-tronqué
intelligent de cette oco-catégorie. On montre que, pour n > 0, le morphisme d’ad-
jonction correspondant est une équivalence faible n-catégorique. En particulier, pour
tout n > 0, le type d’homotopie de cette n-catégorie est isomorphe & celui de I'en-
semble ordonné de départ.

Le but de I’appendice A est de donner une description explicite du 2-tronqué intel-
ligent de la oo-catégorie image par 1’adjoint & gauche du nerf de Street du nerf d’un
ensemble ordonné.

Dans l'appendice B, on généralise les notions d’objet quasi-initial et d’objet
quasi-final d’une n-catégorie, introduites pour n fini dans la premiére section, au
cas ou n = oo. On introduit la notion de contraction d’une oco-catégorie, on montre
qu’une oo-catégorie admettant une contraction admet un objet quasi-initial et que
la oco-catégorie associée & un complexe dirigé augmenté admettant une contraction
admet une contraction. Ces considérations permettent de retrouver la plupart des

résultats de la section 4 et des propriétés des orientaux démontrées dans la section 6.

1. Notations et terminologie pour les co-catégories

1.1. — Toutes les oo-catégories considérées dans ce texte sont des oco-catégories
strictes et tous les oo-foncteurs des co-foncteurs stricts. On note oo-Cat la catégo-
rie des petites co-catégories et oo-foncteurs entre celles-ci. Si C' est une co-catégorie
on note Ob(C), ou plus simplement Cy, ’ensemble de ses objets et pour ¢ > 0, on
note Fl;(C) ou C; ensemble de ses i-fleches. Pour toute i-fleche x de C, on note s(x)
sa source, t(z) son but et 1, la (i + 1)-fleche unité de x. Pour j un entier tel que
0 < j <1, on note s;(x) (resp. t;(z)) la j-cellule source itérée (resp. but itéré) de x.
Pour 0 < j < i, si x et y sont deux i-fleches j-composables, autrement dit si la j-cellule
source itérée de x est égale & la j-cellule but itéré de y, on note z *; y le composé
correspondant.

Plus généralement, pour i, j, k tels que 0 < k < min{é,j}, si « est une i-fleche et
y une j-fleche telles que si(z) = tx(y), on notera x *, y la (max{i,j})-fleche de C

obtenue en composant x avec la i-fleche identité itérée de y ou la j-fleche identité
itérée de x avec y selon que ¢ > j ou ¢ < j. Par convention, si ¢ < j, 'opération =,
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sera prioritaire sur Popération x,. Par exemple :
u*ov*lw*Qm*ly*Oz:((u*ov) *1w) *Q(x*l(y*oz)).

Cette convention combinée avec la propriété d’associativité des opérations *, per-
met de supprimer beaucoup de parenthéses. Néanmoins, pour faciliter la lecture, on
n’abusera pas de cette régle.

Pour tout co-foncteur F' : C — D et tout i > 0, on note F; : C; — D; la restriction
de F aux i-cellules.

1.2. — On dit que deux i-cellules, ¢ > 0, d’'une co-catégorie C', sont paralléles si ou
bien 7 = 0, ou bien 7 > 0 et elles ont méme source et méme but. Pour tout couple
de i-cellules paralléles z,y, on note Hom(x,y) la co-catégorie dont les j-cellules,
j =0, sont les (i + j + 1)-fleches de C' de i-cellule source itérée = et de i-cellule but
itéré y (les sources, buts, unités et compositions étant induits de ceux de C). On note
Home (x, y) Pensemble des objets de cette co-catégorie, autrement dit, 'ensemble des
(i 4 1)-fleches de C' de source z et de but y. Si x est une i-cellule de C, la co-catégorie
des i-cellules paralléles & x, notée Parg(x), est la co-catégorie dont les objets sont
les i-cellules de C paralléles & z et dont les j-fleches sont les (i + j)-fleches de C de
i-cellule source itérée et de i-cellule but itéré des i-cellules paralléles & z. En particulier,
si i = 0, autrement dit si 2 est un objet de C, on a Parc(z) = C et si i > 0, on a
Parc(x) = Hom(s(x),t(x)). Si y et z sont deux i-cellules de C paralléles & z, on a

HoimParc(z) (yv Z) = Ho7mC(y7 Z)

1.8. — Soit n > 0 un entier. Une n-catégorie est une oo-catégorie C' dont toute
i-fleche, pour i > n, est une identité. En particulier, une 0-catégorie n’est rien d’autre
qu’un ensemble et une 1-catégorie une catégorie ordinaire. Ainsi, les ensembles, les ca-
tégories ou les ensembles ordonnés seront souvent considérés comme des oco-catégories.
Pour revenir au cas général, si i est un entier tel que 0 < i < n, et x, y deux i-cellules
d’une n-catégorie C, la co-catégorie Hom ~(z,y) est une (n — ¢ — 1)-catégorie. Pour ¢
un entier tel que 0 < ¢ < n, et « une i-cellule de C, la co-catégorie Parc(x) est une
(n — i)-catégorie.

On note n-Cat la sous-catégorie pleine de co-Cat formée des n-catégories. Le fonc-
teur d’inclusion i, : n-Cat — co-Cat admet a la fois un adjoint & gauche et un adjoint
a droite. L’adjoint & droite Tgn associe a toute petite co-catégorie C' le n-tronqué béte
de C, n-catégorie dont les i-cellules, 0 < i < n, sont les i-cellules de C, les sources,
buts, unités et compositions venant de ceux dans C. L’adjoint & gauche Tign associe
a C' le n-tronqué intelligent de C, n-catégorie dont les i-cellules, 0 < ¢ < n, sont les
i-cellules de C' et les n-cellules sont les n-cellules de C'; modulo la relation d’équi-
valence identifiant deux n-cellules de C' s’il existe un zigzag de (n + 1)-fleches de C
les reliant. Les sources, buts, unités et compositions sont induits par ceux de C. Les
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morphismes d’adjonction
T2, (C)=i,2,(C) — C et C—iytL,(C) =1L, (0)

induisent, pour tout ¢ > 0, respectivement une injection et une surjection des en-

sembles des i-cellules. En considérant 72, (C) comme une sous-co-catégorie de C, on
<

a une suite d’inclusions

T2(C) 72 (0) s -+ 572, (O) s 72, 1 (O) s - s O

faisant de C' une limite inductive des 72, (C). Le foncteur 72, admet lui-méme un
adjoint & droite qui associe & une n-catégorie C' la (n + 1)-catégorie dont le n-tronqué
béte est C' et qui pour tout couple (z,y) de n-cellules paralléles admet exactement
une (n + 1)-fleche de source x et but y. En particulier, le foncteur de troncation béte
commute & la fois aux limites projectives et aux limites inductives.

1.4. — On définit la notion de n-catégorie admettant un objet quasi-final (resp. quasi-
initial) ainsi que celle d’objet quasi-final (resp. quasi-initial) d’une telle n-catégorie
par récurrence sur n.

— Une O-catégorie admettant un objet quasi-final (resp. quasi-initial) est une
0-catégorie ayant exactement un objet (autrement dit, un ensemble & un élé-
ment) et cet unique objet en est alors un objet quasi-final (resp. quasi-initial).

— Pour n > 0, une n-catégorie C' admet un objet quasi-final (resp. quasi-initial)
¢’il existe un objet x de C' tel que pour tout objet y de C la (n — 1)-catégorie
Hom ~(y, z) (resp. Hom (2, y)) admette un objet quasi-final (resp. quasi-initial),
et un tel objet = est alors un objet quasi-final (resp. quasi-initial) de C.

Si on déroule cette définition, on remarque que, pour n = 1, une catégorie admet
un objet quasi-final (resp. quasi-initial) si et seulement si elle admet un objet final
(resp. initial) et qu’alors un objet quasi-final (resp. quasi-initial) est exactement un
objet final (resp. initial). Pour n = 2, une 2-catégorie admet un objet quasi-final
(resp. quasi-initial) si et seulement si, dans la terminologie de [10], elle admet un
objet admettant un objet final (resp. coadmet un objet admettant un objet initial).
La notion d’objet quasi-final d’une 2-catégorie a été introduite dans [17], sous le nom
d’objet final local.

1.5. — On vérifie immédiatement qu’un produit de n-catégories admettant un objet
quasi-final (resp. quasi-initial) admet un objet quasi-final (resp. quasi-initial).

Proposition 1.6. — Soient n > 0 un entier, et C une n-catégorie admettant un
objet quasi-final (vesp. quasi-initial). Alors pour tout m > 0, la m-catégorie m-tronqué
intelligent de C' admet un objet quasi-final (resp. quasi-initial).

Démonstration. — On raisonne par récurrence sur n. Pour m > n, il n’y a rien a
démontrer puisque Tigm(C) = (), ce qui prouve en particulier ’assertion pour n = 0.
Si n > 0, 'hypothése sur C' implique qu’il existe un objet x de C tel que pour
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tout objet y de C la (n — 1)-catégorie Hom~(y,x) (resp. Hom(z,y)) admette un
objet quasi-final (resp. quasi-initial). Si m = 0, assertion est évidente puisque
I’ensemble T%O(C) a alors exactement un élément. Si m > 0, I’hypothése de
récurrence appliquée a la (n — 1)-catégorie Hom(y,z) (resp. Home(x,y)) im-
plique que la (m — 1)-catégorie MT%"L(C)(%@:Tigm—1(H°7mc(yax)) (resp.

HomT;m(C)(x,y) :Tigmfl(HomC(x,y))) admet un objet quasi-final (resp. quasi-

initial), ce qui prouve ’assertion. O

1.7. — Soit C une oco-catégorie. Un ensemble multiplicatif de cellules de C est un
ensemble M de cellules de C satisfaisant aux deux conditions suivantes :

a) pour tout ¢ > 0, si x est une i-cellule de C' appartenant & M, la (i + 1)-fleche
identité de x appartient aussi a M ;

b) pour tout couple d’entiers 7, j tels que 0 < j < 4, si et y sont deux i-fleches
J-composables de C' appartenant a M, alors la i-fleche composée  *; y appar-
tient a M.

On dit qu’un ensemble FE de cellules d’une oco-catégorie C' engendre C' par compositions
si I’ensemble de toutes les cellules de C est le plus petit ensemble multiplicatif de
cellules de C contenant E. Dans ce cas, E contient forcément ’ensemble des objets
de C, et pour tout i > 0, toute i-fleche de C' est un composé d’un nombre fini
de i-fleches, qui sont dans FE ou sont des unités itérées de j-cellules, 0 < j < 1,
appartenant a F.

1.8. — Soient C' une oco-catégorie et F un ensemble de cellules de C. Pour ¢ > 0, on
pose E; = ENC;. On dit que 'ensemble de cellules E engendre librement C' au sens
des polygraphes si les deux conditions suivantes sont satisfaites :

a) Ey=Co;

b) pour toute oco-catégorie D, tout ¢ > 0, tout oco-foncteur F : Tgi(C) — D,
et toute application f : E;11 — D;4+1 tels que pour tout z € FE;;1, on ait
s(f(x)) = F(s(x)) et t(f(z)) = F(t(x)), il existe un et un seul oo-foncteur
F': TEH_I(C) — D tel que

Fllr2,(C)=F et F'\Eg1=f

(Tgi(O) et Tgi 4+1(C) étant considérées comme des sous-oo-catégories de C' par
les morphismes d’adjonction (cf. 1.3)).

Proposition 1.9. — Soient C une co-catégorie et E un ensemble de cellules de C' qui
lengendre librement au sens des polygraphes. Alors E engendre C par compositions.

Démonstration. — Pour ¢ > 0, on pose E; = ENC; et B¢, = Upgjgi £5. On va mon-
trer par récurrence sur ¢ > 0 que I’ensemble F¢; engendre Tgi(C) par compositions, ce
qui prouvera la proposition. Pour ¢ = 0, ’assertion est évidente grace a la condition (a)
de 1.8. Supposons donc I’assertion démontrée pour i et démontrons-la pour i+1. Soit D
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la sous-(i + 1)-catégorie de TEZ-_H(C) dont les j-cellules, 0 < j < 4, sont les j-cellules
de C, et dont les (i 4+ 1)-fleches sont les composés d’éléments de F;;1 et d’identités
itérées de j-cellules de C', 0 < j < i. Par hypothése de récurrence I’ensemble F¢;; en-
gendre D par compositions. Il suffit donc de montrer que Tgi +1(C) = D, ou encore que
I'inclusion G : D — Tgi +1(C) admet une section. Par définition, on a une inclusion
F: Tgi(O) — D et une inclusion f: F;11 — D;41 satisfaisant aux hypothéses de la
condition (b) de 1.8. On en déduit l'existence d’un oo-foncteur F” : T2i+1(0) — D
tel que F'|72,(C) = F et F'|E;;, = f. La restriction de GF" a 72,(C) est donc Vin-
clusion T%(C’) — TEiH(C) et la restriction & F;y; 'inclusion F;;1 — C;41, ce qui,
en vertu de la partie unicité de la condition (b) de 1.8, prouve que F” est une section
de G, et achéve la démonstration. O

Proposition 1.10. — Soient A une petite catégorie, P : A — co-Cat un foncteur,
C' une oco-catégorie, et o : P — C un morphisme de foncteurs de P vers le foncteur
constant de valeur C. On suppose fizés un ensemble de cellules E qui engendre libre-
ment C au sens des polygraphes, et pour tout objet a de A, un ensemble de cellules E,,
qui engendre librement P(a) au sens des polygraphes, satisfaisant auz conditions sui-
vantes :

a) pour tout objet a de A, a,(F,) C E;
b) pour toute fleche u:a — b de A, P(u)(Eq) C Ey;
c¢) Uapplication hﬂA E, — E, induite par o, est bijective.

Alors le morphisme hﬂA o l‘ﬂA P — C est un isomorphisme de co-Cat.

Démonstration. — Pour tout ¢ > 0, on pose E; = E N C; et pour tout objet a de A,
E,; = E, N P(a);. Par hypothése, pour tout i > 0, l’application l'ﬂA E,; — Ei,
induite par «, est bijective. On va montrer par récurrence sur 4 que pour tout ¢ > 0,
le tronqué béte (cf. 1.3)

7'21- lim o : Tgi lim P ~ lim TgiP — 7'22-0
A A A

de h_rn> a est un isomorphisme, ce qui prouvera la proposition. Pour ¢ = 0, cela ré-
sulte de la bijectivité de 1’application l'ﬂA E,o — Ey et du fait qu’en vertu de la
condition (a) de 1.8, on a Cy = Ep, et pour tout a dans A, P(a)g = Eq,. Suppo-
sons l'assertion établie pour i et prouvons-la pour i 4+ 1. Soit D une oco-catégorie, et
B Tgi 4+1P — D un morphisme de foncteurs vers le foncteur constant de valeur D.
Il s’agit de montrer qu’il existe un unique oo-foncteur G : 721» 1C — D tel que
pour tout objet a de A on ait 8, = G o T%_HQQ. En vertu de ’hypothése de ré-
currence, il existe un unique oco-foncteur F' : 7'21.0 — D tel que pour tout objet a
de A on ait Ba\TgiP(a) = Fo Tgiaa. D’autre part, la bijectivité de I'application
l'ﬂA Eqi+1 — Eji1 implique lexistence d’une unique application f: E; 11 — D;q1
telle que pour tout objet a de A et tout x, € E, 11, on ait B, (z,) = f(aa(zs)). Or,
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pour tout z € E;;1, il existe un objet a de A et x, € Eq 11 tel que z = ay(x,). On
a donc

s(f(x)) = s(f(aa(xa))) = $(Ba(ta)) = Bal(s(2a))
= Faa(s(za)) = F(s(aa(za))) = F(s(z)) ,

et de méme t(f(x)) = F(t(z)). Comme E engendre librement C au sens des poly-
graphes, en vertu de la condition (b) de 1.8, il existe donc un unique oco-foncteur
G:72,,,C — D tel que

GIr2,C=F et G|Egq1=Ff.

Il reste & prouver que pour tout objet a de A, on a 8, = G o 7'2“_104(1- Or, on a les
égalités

ﬁa|72iP(a) =Fo Tgiaa = G|7'2iC o Tgiaa =Go 72i+1aa|T2iP(a) ,
et pour tout z, € E, iy1, on a Bq(z4) = f(aa(xa)) = G(aa(za)), d'ou
Ba|Ea,i+1 =Go T2i+1aa|Ea,i+1 .

Comme E, engendre librement P(a) au sens des polygraphes, en vertu de la partie
unicité de la condition (b) de 1.8, on a donc 8, = G o 7-22.“04@, ce qui achéve la
démonstration. O

Remarque 1.11. — On vérifie facilement que la proposition reste vraie si I’on rem-
place 'hypothése que pour tout objet a de A, 'ensemble E, engendre P(a) librement
au sens des polygraphes par ’hypothése plus faible qu’il I’engendre par compositions.
En revanche, on doit toujours supposer que ’ensemble E engendre librement C' au
sens des polygraphes. On n’aura pas besoin de ce résultat dans la suite.

1.12. — Soit C une oo-catégorie. On note C° la oco-catégorie duale de C, obte-
nue en inversant le sens des i-fléches pour tout ¢ > 0. On définit ainsi un endo-
foncteur involutif D : oco-Cat — oo-Cat. Plus généralement, pour toute partie J
de N* = N~ {0}, on définit un endofoncteur involutif Dy : co-Cat — oco-Cat en as-
sociant & une oo-catégorie C la oo-catégorie obtenue a partir de C' en inversant le
sens des i-fleches pour ¢ € J. On dira que D;(C) est le J-dual de C. Par définition,
on a D = Dy-. Deux autres cas particuliers sont importants : le dual pair et le dual
impair de C. Le dual pair (resp. impair) de C, noté CV (resp. VC), est le J-dual de C
pour J = 2N* (resp. pour J = 2N* — 1). On remarque que C° =" (CV) = (VO)V.
Pour tout entier n > 0, une n-catégorie C' admet un objet quasi-final si et seulement

si la n-catégorie C° admet un objet quasi-initial, et un objet de C est quasi-final si
et seulement si il est un objet quasi-initial de C°.
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2. La catégorie des complexes dirigés augmentés

2.1. — Dans [23], Steiner a introduit la notion de complexe dirigé augmenté. On
rappelle qu’un compleze dirigé augmenté est un triplet (K, K*,e), ou

dn+1 d-,L dn —1 d2 d1

K= ... K, K, 1

K Ky

est un complexe de chaines de groupes abéliens en degrés positifs, e : Ky — Z une
augmentation (de sorte que d,d,41 = 0 pour n > 1, et ed; = 0), et K* = (K}), cn,
est un sous-monoide gradué du monoide gradué sous-jacent au complexe K, autre-
ment dit, pour tout n > 0, K est un sous-monoide du groupe abélien K,. On ne
demande aucune compatibilité des différentiels d,, ou de 'augmentation avec les K.
Le complexe K sera considéré souvent comme un complexe indexé par Z en posant
K;=0pouri<Oetd; =0pour:<0:

dnit1 dn dn—1 d d
. K, K, 25 Ky —— K 0 0

Le complexe dirigé augmenté (K, K*,e) sera noté souvent, par abus, simplement K.

Un morphisme de complexes dirigés augmentés f : (K, K* e) — (K', K™ ¢') est
un morphisme de complexes f : K — K’ compatible & I’augmentation (au sens ou
€' fo = e) et tel que pour tout n > 0, on ait f,(K;) C K*. On note Cq, la catégorie
des complexes dirigés augmentés.

2.2. — Un morphisme de complexes dirigés augmentés i : (K', K'*,e') — (K, K*,e)
est un monomorphisme si et seulement si pour tout n > 0, ’application i, : K, — K,
est injective. On dit alors que (K', K'* ¢') est un sous-compleze dirigé augmenté
de (K,K*,e). On dit que le monomorphisme i est strict (et que le sous-complexe
dirigé augmenté (K', K'* ¢’) de (K, K*, e) est strict) si pour tout n > 0, on a 1’égalité
K!* =i '(K}). On vérifie facilement que cette terminologie est compatible avec la
notion générale de monomorphisme strict de [6].

Soient (K, K*,e) un complexe dirigé augmenté et ¢ : (K',e’) — (K, e) un mono-
morphisme de complexes augmentés. Alors il existe une unique structure de complexe
dirigé augmenté sur (K’,e’) faisant de ¢ un monomorphisme strict de complexes di-
rigés augmentés. On dira qu’elle est la structure induite par celle de (K, K*,¢e). Elle
est définie en posant K/* =i, '(K}), pour n > 0.

2.8. — Soit i : (K',K'*,¢’) — (K,K*,e) un monomorphisme de complexes diri-
gés augmentés. On suppose que €/ = 0 (ce qui est par exemple le cas si K, = 0). On
deéfinit alors un compleze dirigé augmenté quotient (K", K"*, e') comme suit. Le com-
plexe K" est le complexe quotient de K par le sous-complexe K'. Pour n > 0, le sous-
monoide K]* de K] est I'image de K} par la surjection canonique K,, — K, /K},.
L’augmentation e’ est déduite de 'augmentation ¢ par passage au quotient, ce qui
est licite puisque par hypothése eig = ¢’ = 0. La surjection canonique K — K"
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définit alors un morphisme de complexes dirigés augmentés satisfaisant a la propriété
universelle des quotients.

2.4. — La catégorie Cq, est cocompléte. Soit K : I — Caqa, i +— (K (3), K(2)*, e(?)),
un foncteur de source une petite catégorie I. La limite inductive (L, L*,e) de K est
obtenue comme suit. Le complexe L est la limite inductive des K (¢) dans la catégorie
des complexes. L’augmentation e est définie par la propriété universelle des limites
inductives. Pour n > 0, L} est le sous-monoide de L,, engendré par la réunion des
images des sous-monoides K (i)’ par les morphismes canoniques K (i), — L,,, pour i
dans I. La propriété universelle se vérifie alors sans difficulté. On remarque que les
foncteurs « complexe sous-jacent » et « complexe augmenté sous-jacent » commutent
aux limites inductives.

2.5. — La catégorie Cq, admet un objet final Z qui est défini par

0 sin>0
Z, = ’ ’ Zy=17 et e=1z.
=n {Z, sin=0, ° z

En effet, pour tout complexe dirigé augmenté (K, K*, e), il existe un et un seul mor-
phisme de complexes augmentés p vers Z, qui est défini par p, = 0, pour n > 0
et po =e.

2.6. — Plus généralement la catégorie Cq, admet des petites limites projectives. Soit
K : I — Cqa, i+ (K (i), K(i)*,e(i)), un foncteur de source une petite catégorie I. La
limite projective (L, L*,e) de K est obtenue comme suit. Le complexe augmenté (L, e)
est la limite projective des (K (i),e(i)) dans la catégorie des complexes augmentés.
Explicitement, pour n > 0, L,, est la limite projective des K (i),, dans la catégorie des
groupes abéliens. Pour n = 0, L est le sous-groupe de la limite projective des K (i)
dans la catégorie des groupes abéliens défini par

Lo = {(wi)icob 1 € im K(i)o |Vj,k € ObI, e(j)(z;) = e(k)(zr)} -

Les sous-monoides L} sont définis de facon analogue. Pour n > 0, L} est la limite
projective des K (i)’ dans la catégorie des monoides commutatifs. Pour n = 0, L
est le sous-monoide de la limite projective des K (i)§ dans la catégorie des monoides
commutatifs défini par

Ly = {(zi)icop 1 € im K (i)g | Vj, k € Ob T, e(j)(x;) = e(k)(zk)} -

La propriété universelle se vérifie facilement.

2.7. — On peut montrer sans difficulté que la catégorie Cq, est localement présen-
table.

2.8. — On dit qu’un morphisme f : (K, K*,e) — (K', K'*,¢’) de Cq, est concen-
tré en degré 0 si f, = 0 pour n > 0. L’application f+— fy établit une bijection
entre les morphismes concentrés en degré 0 et les morphismes de groupes abéliens
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fo: Ko — K| tels que fodi =0, fo(K§) C K et ¢ fo = e. On dira alors que f est
le morphisme concentré en degré 0 défini par fy.

2.9. — On dit qu’un complexe dirigé augmenté (K, K*, e) est décent si pour tout x
dans Kj, on a e(z) € N. L’objet final Z de la catégorie Cqo n’est pas décent. La
sous-catégorie pleine de Cq, formée des objets décents admet un objet final Z' qui est
défini par
0 sin>0

7, = ’ ’ 75 =N et =1z .

s {Z, sin=0, 0 T
2.10. — On dit qu’un morphisme f : (K, K*,e) — (K', K'*,€’) entre complexes di-
rigés augmentés décents est constant s’il se factorise par Z'. Alors f est un morphisme
concentré en degré 0, fy se factorise par Z,

Ky—7Z— K ,

et si cg est 'image dans K de 1 € Z par la fléche de droite, alors ¢ € K{(*, €/(co) =1
et pour tout z € Ko, on a fy(z) = e(x)cyg. Réciproquement, pour tout ¢y € K(* tel
que €'(co) = 1, le morphisme de groupes abéliens

fo: Ko — K, x> e(x)co ,

satisfait aux conditions fod; = 0, fo(Kg) C K{* et € fo = e du paragraphe 2.8, et le
morphisme de complexes dirigés augmentés f concentré en degré 0 défini par fj est
un morphisme constant. On dira que f est le morphisme constant défini par co et que
co est la valeur du morphisme constant f.

2.11. — Soient f,g : (K,K*,e) == (K', K", €’) deux morphismes de complexes
dirigés augmentés de méme source et méme but. Une homotopie de f vers g est une
famille b = (hyn)nen, ot by @ K,y — K], est un morphisme de groupes abéliens,
telle que :

a) pour tout n >0, on a hy,(K}) C K% 3

b) pour tout n > 0 et tout x € K, on a (d;, 1 hy + hn—1dy)(x) = gn(z) — fn()

(en posant h_; = 0).

Conformément & l'usage, quand aucune ambiguité n’en résulte, on omettra les

indices de d, h, f, g, etc.

2.12. — Soient (K,K*,e) un complexe dirigé augmenté, et J une partie de
N* =N~ {0}. Le J-dual de (K, K*,e) est le complexe dirigé augmenté (K', K*,e),
ot K’ est le complexe ayant méme groupe abélien gradué sous-jacent que K et dont
la différentielle d’ est définie par

PED TS
R JeEN ST,
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autrement dit, d; = (—1)x0)d;, ot x : N* — {0,1} est la fonction caractéristique
de J. On définit ainsi un endofoncteur involutif Dy : Cq, — Cqa associant & (K, K*, e)
son J-dual. Le dual du complexe dirigé augmenté (K, K*, e) est son N*-dual, et il est
noté (K, K*,e)°.

2.13. — Soient f,g: (K,K*,e) == (K', K'*,€’) deux morphismes de complexes di-
rigés augmentés. On vérifie aussitdt qu'une homotopie h de morphismes de complexes
dirigés augmentés de f vers g induit une homotopie de complexes dirigés augmentés
de ¢g° vers f°. Pour une partie arbitraire J de N*, ’homotopie h ne définit pas en
général une homotopie entre D ;(f) et D j(g), mais seulement une variante J-tordu de
la notion d’homotopie qu’on n’aura pas besoin d’expliciter ici (la variante N*-tordu
d’une homotopie de f vers g étant exactement une homotopie de g vers f).

3. Rappels de la théorie de Steiner

Tous les résultats de cette section sont dus & Steiner [23]. Pour commencer, Steiner
définit un couple de foncteurs adjoints

A oo-Cat — Cqa v :Cqa — 00-Cat

comme suit.

3.1. — Soit C une oco-catégorie. Pour ¢ > 0, le groupe de chaines A(C); est le groupe
abélien engendré par les éléments [z ], pour x une i-cellule de C, soumis aux relations
[#;y] = [z] + [y], pour 0 < j < i et z,y des i-cellules j-composables de C.
Le sous-monoide A(C)F de A(C); est le sous-monoide engendré par les [z], z € C;.
Pour i > 0, la différentielle d; : A(C); — A(C);—1 est définie sur les générateurs par
di([z]) = [t(x)] — [s(x)]. L’augmentation e : A\(C')g — Z est définie par e([z]) = 1,
pour x € Cy. On vérifie facilement que si x est une i-cellule identité de C, on a
[£] =0, et par suite, si C' est une n-catégorie, on a A(C); = 0 pour i > n.

Si F': C' — D est un oo-foncteur, le morphisme de complexes dirigés augmentés
AF) : M(C) — (D) est deéfini en posant A(F);([z]) = [F(z)] pour i > 0 et x € C;.

3.2. — Soit (K, K*,e) un complexe dirigé augmenté noté plus simplement K. Les
i-cellules, i > 0, de la oo-catégorie v(K) sont les tableaux

tels que :
a) x5 € Kk,pourse{O 1}et 0 <k <i;
b) dy(z5) =z, —a_,,pour e € {0,1} et 1 < k < i;
c) e(z§) =1, pour € € {0,1};
d) 29 =z}
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On posera souvent z; = 2¥ = z}. En particulier, les objets de v(K) sont les tableaux

P =

de la forme
Zg .
x = avec (€ K, e(zy) =1.
Zo
Ainsi, on identifiera ’ensemble des objets de v(K) avec I’ensemble des éléments x
de K tels que e(x,) = 1. En revenant au cas général d’une i-cellule x comme ci-dessus,
i >0, la (i 4+ 1)-fleche unité de = est donnée par le tableau

zy ... 2¥ 0
1, =
oy ... oxl 0

Si i > 0, la source et le but de la i-fleche x sont respectivement les (i — 1)-cellules

0 0 0 0 0 1
Lo Tio i1 Lo Tio Ti_1
s(x) ( ) ) 0 ) et t(x)= ( L L . )
Lo Tio i Lo Tig Ti_1
Si j est un entier tel que 0 < j < 4, et si
y— 7 S THEN R
Yo - Ui Ui

est une i-fleche de v(K) dont la j-cellule but itérée est égale a la j-cellule source itérée
de z, autrement dit, si

vi=yi, e {01}, 0<k<j et al=y!,

alors le composé x x; y est défini par

vy (ygl’ y;i x§j+1+y§j+1 azgl)erﬁl’)
To o ... T; T +yj+1 e xp Yy,
On remarque que si n > 0 est un entier tel que pour tout i > n, on ait K; = 0, alors
v(K) est une n-catégorie.
Si f: K — K’ est un morphisme de complexes dirigés augmentés, 'image de la

i-cellule x de v(K) par le oo-foncteur v(f) est définie par le tableau

@) o f@dy) ﬂﬁv

VUWw:<ﬂﬁ),” flely) fah)

Proposition 3.3. — Le couple (\,v) est un couple de foncteurs adjoints.
Démonstration. — Voir [23, théoréme 2.11]. O
3.4. — Une base d’un complexe dirigé augmenté (K, K* e) est un sous-ensemble

gradué B = (B;);>o de 'ensemble gradué sous-jacent au complexe K tel que

a) pour tout ¢ > 0, B; est une base du Z-module K ;
b) pour tout ¢ > 0, B; engendre le sous-monoide K de K.
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3.5. — Soit (K, K*, e) un complexe dirigé augmenté. Pour ¢ > 0, le sous-monoide K}
induit une relation de préordre < sur Kj;, compatible avec sa structure de groupe,
définie par
Sy <= y-zekj

et alors on a

K ={zeK;|z>0}.D
Si ce complexe dirigé augmenté admet une base B, alors cette relation de préordre
est une relation d’ordre faisant de K; un groupe réticulé (groupe ordonné tel que
toute paire d’éléments x, y admet une borne inférieure et une borne supérieure, qu’on
notera respectivement x Ay et x V y). L’ensemble B; est alors exactement 1’ensemble
des éléments minimaux de K. Ainsi, pour un complexe dirigé augmenté admettant
une base B, cette derniére est unique et ne constitue pas une donnée supplémentaire.
On se gardera néanmoins de croire qu’un morphisme de complexes dirigés augmentés
admettant des bases envoie nécessairement les élément de la base de sa source sur des
éléments de la base de son but.

3.6. — Soit (K,K*,e) un complexe dirigé augmenté admettant une base B, et
soit ¢ > 0. Tout élément = € K; se décompose de fagon unique en

rT=x4y —T_, Ty, 220, zxANz_=0

(si x s’écrit comme combinaison linéaire d’éléments distincts de B;, x4 est la somme
des termes a coeflicients positifs et —z_ la somme des termes a coefficients négatifs).
Soit toujours z € K;. On définit un tableau

() = @% @i .. @i (@)

= 1 1 1]

oules (z)5,e€{0,1}, 0 < k < z, sont définis par récurrence descendante en posant
(x)] =

<>21:MM<>D 0<k<

(@)ho1 = ([@de((@)r))y , 0<k<i.

On vérifie facilement que pour € € {0,1} et 0 < k <4, on adi((z)5) = (@), — (@)%,
et (z)5_, € Kj_,, ce qui implique que le tableau (x) est une i-cellule de v(K) si et

seulement si on a z € K} et e((z)9) = e((z){) = 1. On dit que la base B est unitaire

si pour tout ¢ > 0 et tout b € B;, (b) est une i-cellule de v(K), autrement dit si
e((b)d) = e((b)§) = 1. En particulier, pour tout b € By, on a alors e(b) = 1, ce qui

(1) On remarquera, d’ailleurs, que se donner une structure de complexe dirigé augmenté sur un
complexe augmenté (K, e) revient & se donner, pour chaque ¢ > 0, une relation de préordre sur Kj,
compatible avec la structure de groupe. Ce complexe dirigé augmenté sera décent si et seulement si
l’augmentation induit un morphisme d’ensembles préordonnés de Ko vers Z, pour la relation d’ordre
naturelle sur Z.
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implique aussitot que By = {b € Kj|e(b) = 1} = Ob(v(K)). Si B est une base
unitaire, ¢ > 0 un entier, et b € B;, on dit que la i-cellule (b) de v(K) est l’atome
associé a b.

Remarque 3.7. — Un complexe dirigé augmenté (K, K*, e¢) admettant une base uni-
taire B est décent. En effet, en vertu de ce qui précéde, pour tout b € By, on ae(b) =1,
et comme le monoide K est engendré par By, on en déduit que e(K§) C N.

3.8. — Soit (K, K*,e) un complexe dirigé augmenté admettant une base B. Pour
1 > 0, on note <; la relation de préordre sur B engendrée par la relation R; définie
par

aR;b < il existe j,k > i tels que a € Bj, b € By et (a)} A (b)) >0 .
On dit que la base B est sans boucles si pour tout i > 0, la relation de préordre <;

est une relation d’ordre.

Théoréme 3.9. — Pour tout compleze dirigé augmenté (K, K*,e) admettant une
base unitaire sans boucles, le morphisme d’adjonction \v(K) — K est un isomor-
phisme. En particulier, la restriction du foncteur v : Cq, —> 00-Cat a la sous-catégorie
pleine de Cq, formée des complexes dirigés augmentés admettant une base unitaire
sans boucles est pleinement fidéle.

Démonstration. — Voir [23, théoréme 5.6]. O

Théoréme 8.10. — Soit (K,K*,e) un complexe dirigé augmenté admettant une
base unitaire sans boucles B. Alors la oco-catégorie v(K) est librement engendrée au
sens des polygraphes par ’ensemble des atomes (b), pour b € B.

Démonstration. — 11 s’agit d’une reformulation de [23, théoréme 6.1]. O
3.11. — Soit (K, K*,e) un complexe dirigé augmenté admettant une base B. On
note <y la relation de préordre sur B engendrée par la relation Ry définie par
il existe 7 > 0 tel que a € B;_1, b € B; et a < (d;())_
aRnyb <— ou
il existe i > 0 tel que a € B;, b€ B;_y et (di(a)), >0 .
On dit que la base B est fortement sans boucles si pour tout i > 0, la relation de

préordre <y est une relation d’ordre.

Proposition 3.12. — Une base fortement sans boucles d’un complexe dirigé aug-
menté est sans boucles.

Démonstration. — Voir [23, proposition 3.7]. O
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Proposition 3.13. — Pour toute partie J de N* = N~ {0}, le carré de foncteurs

D,
Caa — Caa

oo-Cat — oo-Cat
Dy

(cf. 1.12 et 2.12) est commutatif a isomorphisme canonique prés. En particulier, pour
tout complexe dirigé augmenté K, on a un isomorphisme canonique v(K°) ~ v(K)°.

Démonstration. — On vérifie immédiatement que pour J C N*, et K un complexe
dirigé augmenté, les applications

e z) 2§ ... 2l )= vy oy oy QL'E(D]V(K))Z,ZI/(K)Z'7
- - ’ .
I T v oyioo oyl 120,
ou
x%fa , siied, _
Yi =4 . : ee€f0,1}, i>0,
x5, sinon ,
définissent 1’isomorphisme voulu. O

4. Contraction d’un complexe dirigé augmenté

Dans cette section, on se fixe un complexe dirigé augmenté (K, K*, e), noté sim-
plement K. On va dégager des conditions suffisantes sur K pour que v(K) admette
un objet quasi-initial ou quasi-final.

4.1. — Soient ¢ > 0, et h un morphisme de groupes abéliens de source K;. On dit

0 0
330 . xi—l xZ;
xr =
1 1
Ty .- Ti_g Ty

de v(K) est h-négligeable si h(x;) = 0.

qu’une i-cellule

Lemme 4.2. — Soient i > 0, et trois morphismes de groupes abéliens
hiov: Koo — Ky, hi i Ky — Kiyr, higpr: Kipn — Kiqa

satisfaisant auz conditions :

(*) dig1h; +hi_1d; = 1k, (resp. dip1hi +hi—1di = =1k, ),

(%) hi(Kf) € Kiyy s

() hiv1h; =0 .
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0 0 0 0
ag ... Qi Ti ay ... Qi1 Yi

xr = 1 1 et y = 1 1
ag ... Q;_q T ag ... Q;_q Y

sont deuz i-cellules paralléles de v(K), et si x est h;-négligeable, alors il existe une
(i + 1)-cellule h;11-négligeable z de C' de source x et de but y (resp. de source y et de

Si

but x). Plus précisément, si l’on pose zi11 = hi(y;) et

Cl8 PN Cl?_l Ty  Zi+1 0,8 . a?_l Yi  Zi+1
z=1 . (resp. z = X 1 ),
ag ... a; 1 Yi Zi41 ag ... a;, 1 Ti Zi41l
alors z est une (i+1)-cellule h;11-négligeable de v(K) de x vers y (resp. de y vers x).

Démonstration. — Comme y; € K, on a, en vertu de la condition (%), z;11 € K ;.
D’autre part, d;z; = al_; —al_; = d;y;, d’ott d;(y; — z;) = 0 et par suite, comme
est h;-négligeable, on a

dit1zi41 = dig1hi(yi — 2;) = (digrhi + hi1di)(yi — @) -
On a donc, en vertu de la condition (%),
dit12i41 = Yi — (resp. dit1zit1 =T — Yi ).

On en déduit que z est une (i + 1)-cellule de v(K) de = vers y (resp. de y vers x).
Enfin, en vertu de la condition (x#x), la (¢ + 1)-cellule z est h;;1-négligeable. O

Proposition 4.3. — Soient i > 0, et une famille de morphismes de groupes abéliens
hjin‘)Kj+17 j=zt—1,

satisfaisant aux conditions :

(*j) dj+1hj + hjfldj = ]‘Kj (resp. dj+1hj + hjfldj = _]‘Kj ) y j > ) s
(**j) h](K;)CK;+1 ) ]>Z y

(x5 hjtihy =0,  j>i.

Sin > i est un entier tel que pour tout j > n, K; = 0, alors toute i-cellule x

h;-négligeable de la n-catégorie v(K) est un objet quasi-initial (resp. quasi-final) de
la (n — i)-catégorie Par, gy (x) des i-cellules paralléles a x (cf. 1.2 et 1.3).

Démonstration. — On raisonne par récurrence descendante sur i de n & 1. Soient
x une i-cellule h;-négligeable de la n-catégorie v(K) et y une i-cellule paralléle a z.
En vertu du lemme 4.2, il existe une (i + 1)-cellule h;;1-négligeable z de v(K) de x
vers y (resp. de y vers x). Si ¢ = n, comme v(K) est une n-catégorie, z est forcément
une identité, ce qui implique que y = z, et prouve ’assertion dans ce cas. Si i < n,
I’hypothése de récurrence, appliquée a la famille de morphismes de groupes abéliens
(hj)j>i et la (i + 1)-cellule z, implique que z est un objet quasi-initial (resp. quasi-
final) de la (n —i— 1)-catégorie Par,(x)(z) qui n’est autre que Hom, x)(z,y)
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(resp. Hom,, x(y, ) ), autrement dit Hompary(m(m)(%y) (resp. Hompa,V(K)(m)(y,x)).
Oun en déduit que z est un objet quasi-initial (resp. quasi-final) de la (n — i)-catégorie

Par, k) (z). O
Lemme 4.4. — Soient ¢y une 0-cellule de v(K), et deuz morphismes de groupes
abéliens

hoZKO*}Kl, hy: K1 — Ko

satisfaisant auz conditions suivantes :

(x)  diho(z) =z —e(z)co (vesp. diho(z) =e(x)cog—x ), x €Ky,
(+) ho(Kg) C K7,
() hiho =0 .

Pour toute 0-cellule yo de v(K), il existe une 1-cellule hy-négligeable =z de v(K) de
source co et de but yo (resp. de source yo et de but co). Plus précisément, si l’on pose

zZ1 = ho(yo) et
co 21 Yo 21
z= (resp. z = ),
(3/0 Zl) (Co Z1>

alors z est une 1-cellule hi-négligeable de v(K) de co vers yo (resp. de yo vers cp).

Démonstration. — Comme yo € K, on a, en vertu de la condition (xx*), z; € K.
D’autre part, en vertu de la condition (x),

di(z1) =yo —e(yo)co  (resp. di(z1) = e(yo)co — vo )-
Comme e(yg) = 1, on en déduit que z est une 1-cellule de v(K) de ¢o vers yo (resp.

de yo vers ¢p). Enfin, en vertu de la condition (), la 1-cellule z est hi-négligeable. [

Proposition 4.5. — Soient ¢y une 0-cellule de v(K), et une famille de morphismes
de groupes abéliens
hj:Kj— Kj1, j20,

satisfaisant aux conditions :

(*0) diho(z) =z — e(z)co (resp. diho(z) = e(x)co — ) , r € Ko,

(45)  djpahj+hjady =1k, (vesp. djprhj +hjad; = -1k, ),  j>1,
(#x5) hi(Kj)C Ky, j=0,

(k) hjt1h; =0, j=0.

Sin > 0 est un entier tel que pour tout j > n, K; = 0, alors co est un objet

quasi-initial (resp. quasi-final) de la n-catégorie v(K). De plus, ¢y est une 0-cellule
négligeable de v(K), et toute 0-cellule négligeable de v(K) est égale a cq.
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Démonstration. — En vertu du lemme précédent, les conditions (xq), (*%q), (x%3%q)
impliquent que pour toute O-cellule yy de v(K), il existe une 1-cellule hi-négligeable z
de v(K) de source ¢y et de but yo (resp. de source yo et de but ¢p). En vertu de
la proposition 4.3, les conditions (x;), (sx;), (**x;), j > 0, impliquent que z est
un objet quasi-initial (resp. quasi-final) de la (n — 1)-catégorie Par,(x)(z) qui n’est
autre que Hom,, ) (co, yo) (resp. Hom,, (%o, co) ). On en déduit que o est un objet
quasi-initial (resp. quasi-final) de v(K).

Montrons que ¢g est une 0-cellule ho-négligeable de v(K). En effet, en vertu de la
condition (*p), on a

diho(co) = co — e(ep)eg =0, (resp. diho(co) = e(co)co —co =0).

D’autre part, la condition (*;) implique que dohihg + hod1ho = hg, et par suite, en
vertu de la condition (skxg), hod1ho = ho. On a donc hg(co) = hod1ho(co) = 0. Enfin,
si xo est une O-cellule hgo-négligeable, la condition (xq) implique que

zo—co = To—e(Zo)co = diho(zo) =0, (resp. co—xzo = e(zo)co—xo = diho(z9) =0),
d’ou To = Cg- ]
4.6. — Les données et les hypothéses de la proposition précédente peuvent s’exprimer

de fagon beaucoup plus compacte. Au complexe dirigé augmenté K, on associe un
complexe non borné

~ dn n dn—
7 ~--i)Knd4>Kn_1 Lo do K, di Ko N 0 7
défini par
Bolz g--1 g=le i-o.
O, j<_17 07 j<07

muni, pour tout j € Z, du sous-monoide K 7 du groupe abélien K j défini par

Ki, j=>0,
K]*: N7 ]:717
0, Jj<-1.

Une contraction (resp. une contraction duale) du complexe dirigé augmenté K est
une homotopie de carré nul du complexe K (resp. du complexe I’(vo, ou K° désigne
le complexe dirigé augmenté dual de K (cf. 2.12)), de ’endomorphisme nul vers 'en-
domorphisme identité, compatible aux sous-monoides K 7. J € Z, ce qui revient a la
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donnée d’une famille de morphismes de groupes abéliens h; : I?j — .[?j+17 j=-1,

idj+2 ﬁ:dj+1 ﬁ:dJ idj71 +do
.. K K; K 4 .

z
idj+2 +

dj+a +do
KjJrl KJ‘ Kj,1 .- K

+d;

1 Ker 0
/”/ﬁ
LS Ky -7 —0

K

satisfaisant aux conditions

(%-1) eh_1=1z,

(*0) diho+h_1e=1g, (resp. —diho+h_1e=1g, ),

(*%5)  djprhj +hjadj =1k, (resp. —dj1h; —hj1d; =1k, ), ji=1,
(¥%_1) h_1(N) C Ky ,

(+%5) hi(K7) C Ky 520,

(x5%;) hjyrhy =0,  j=-1.

La donnée du morphisme h_; : Z — K revient a la donnée de I’élément ¢y = h_1(1).
Pour j > 1, les conditions (%;) coincident avec les conditions (x;) de la proposition 4.5.
Pour j = 0, la relation (%p) exprime que pour tout x € K,

diho(z) +e(x).co == (resp. —diho(x) + e(xz).co =2 ),

autrement dit, elle est équivalente a la condition (*¢) de la proposition 4.5. Pour
J =0, les conditions (#%;) et (**%;) coincident respectivement avec les conditions (;)
et (xxx;) de la proposition 4.5. Pour j = —1, la condition (*_;) équivaut a

1) e(co) =1,
la condition (¥*_1) a

(2) co € Ky,

et la condition (k#%_1) &

(3) ho(cp) =0 .

On remarque que les conditions (1), (2) et (3) signifient exactement que ¢ est une
0O-cellule hg-négligeable de v(K) (la condition (3) étant en vertu de la proposition 4.5,
conséquence des autres conditions). Ainsi, les propositions 4.5 et 4.3 impliquent le
théoréme suivant :
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Théoréeme 4.7. — Soientn > 0, et K un complexe dirigé augmenté tel que K; =0,
pour j > n. Si K admet une contraction (resp. une contraction duale), alors la
n-catégorie v(K) admet un objet quasi-initial (resp. quasi-final). Plus précisément, si
h est une contraction (resp. une contraction duale) de K, et si l’'on pose co = h_1(1),
alors ¢y est un objet quasi-initial (resp. quasi-final) de v(K). De plus, pour tout i,
0 <i<n, siz est une i-cellule h;-négligeable de v(K), alors x est un objet quasi-
initial (resp. quasi-final) de la (n — i)-catégorie Par,xy(x) des i-cellules paralléles
a x, l'unique 0-cellule ho-négligeable étant cq.

Remarque 4.8. — Si le complexe dirigé augmenté K est décent (cf. 2.9), se donner
une contraction (resp. une contraction duale) de K revient & se donner un morphisme
constant de complexes dirigés augmentées f : K — K (cf. 2.10) et une homotopie
de morphismes de complexes dirigés augmentés de f vers 1k (resp. de 1k vers f)
(cf. 2.11). En effet, se donner un morphisme constant de complexes dirigés augmentées
f+ K — K revient a se donner un élément ¢y de K satisfaisant aux conditions (1)
et (2) du paragraphe 4.6, et une homotopie de morphismes de complexes dirigés
augmentés de f vers 1x (resp. de 1k vers f) est la donnée d’une famille (h;),>0
de morphismes de groupes abéliens h; : K; — Kj satisfaisant exactement, pour
j =0, aux conditions (%;), (xk;) et (sk%;) de 4.6.

5. Le nerf d’un complexe dirigé augmenté

5.1. — On note Ord la catégorie des ensembles ordonnés et applications croissantes,
considérée comme sous-catégorie pleine de la catégorie Cat des petites catégories. On
rappelle que la catégorie des simplexes A est la sous-catégorie pleine de Ord formée
des ensembles
An:{0?15"'?n}’ n>O7

ordonnés par l'ordre naturel. On note

6L Apy — A, n>0, 0<i<n,
I’unique injection croissante dont l'image ne contient pas ¢ et

i
On

Ap1 — A4, n=>0, 0<i1<n,

I’'unique surjection croissante qui prend deux fois la valeur i. La catégorie A est
engendrée par composition par ces morphismes soumis aux relations simpliciales :

8 0 =087 m>0, 0<i<j<n+l,
ohoh i =0oholty ., n=0, 0<i<j<n,
ol m>0, 0<i<j<n,
o} =9 la, n>0, 0<j<n, i=j,j+1,
67! on>0, 1<j+1<i<n+1.
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La catégorie des ensembles simpliciauz est la catégorie A des préfaisceaux sur A. On

o~

identifiera, par le plongement de Yoneda, A & une sous-catégorie pleine de A.

5.2. — Soit X un ensemble simplicial. Comme de coutume, on pose
X, =X(4,), n=0,
di = X(0%) , n>0, 0<i<n,
st =X(oh), nz20, 0<i<n,

et les éléments de X, sont appelés les n-simplezes de X. On dit qu'un n-simplexe x
de X est dégénéré s’il existe m, 0 < m < n, une application croissante ¢ : A,, — A,,,
et un m-simplexe y tels que x = X (p)(y) ; on dit qu’il est non dégénéré s’il n’est pas
dégénéré. On note XJ° (resp. X2d°8) ’ensemble des n-simplexes dégénérés (resp.
non dégénérés) de X. Tout O-simplexe de X est non dégénéré, et pour n > 0, un
n-simplexe de X est dégénéré si et seulement si il existe 3, 0 < i < n, et y € X, tel
que = s, 4 (y)-

5.3. — A tout ensemble simplicial X, on associe un complexe dirigé augmenté C' X,
appelé compleze dirigé augmenté des chaines de X. Le complexe sous-jacent est le
complexe des chaines associé & I’ensemble simplicial X, autrement dit, pour n > 0,
(CX),, est le groupe abélien libre engendré par X,,, et pour n > 0 la différentielle
dp : (CX),, — (CX),—1 est lapplication Z-linéaire définie pour x € X,, par
do(z) = 32 (-1)'dy ().

L’augmentation e : (CX)o — Z est 'application Z-linéaire définie pour x € Xy par
e(z) = 1. Le sous-monoide (CX)} de (CX), est le sous-monoide engendré par la
base X,, de (CX),. On définit ainsi un foncteur C' : A — Cqa.

5.4. — Pour X un ensemble simplicial et n > 0, on note (DX), le sous-groupe
abélien libre de (CX), engendré par 'ensemble X3° des n-simplexes dégénérés
de X. Les relations simpliciales impliquent facilement qu’on a, pour n > 0, 'inclusion
dn((DX)y) C (DX)p—1, d’ott un sous-complexe DX de CX. En munissant ce com-
plexe de la structure de complexe dirigé augmenté induite par celle de CX (cf. 2.2),
on obtient un complexe dirigé augmenté qu’on notera encore DX, et qu’on appellera
le compleze dirigé augmenté des chaines dégénérées de X. Comme un morphisme
d’ensembles simpliciaux envoie les simplexes dégénérés sur des simplexes dégénérés,
on en déduit un foncteur D : A —» Cda-

5.5. — Comme pour tout ensemble simplicial X, I’ensemble des 0-simplexes dégéné-
rés est vide, on a (DX)o = 0, et en particulier Paugmentation de DX est nulle. On
en déduit un complexe dirigé augmenté quotient de CX par DX (cf. 2.3), qu’on no-
tera cX, et qu’on appellera le complexe dirigé augmenté normalisé des chaines de X.
Pour tout n > 0, le groupe abélien (cX), = (CX),/(DX), s’identifie au groupe
abélien libre engendré par I’ensemble X24°¢ des n-simplexes non dégénérés de X, et
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le sous-monoide (¢X)} de (¢X), au sous-monoide engendré par cet ensemble. Dans
cette identification, pour n > 0, la différentielle est donnée par la méme formule que
celle de CX (cf. 5.3), appliquée aux seuls simplexes non dégénérés et en omettant au
membre de droite les termes correspondant & des (n — 1)-simplexes dégénérés. Pour
n=0,on a (cX)y = (CX)o, et 'augmentation de cX coincide avec celle de CX. On
définit ainsi un foncteur c: A — Cda.

Remargue 5.6. — Pour tout ensemble simplicial X, les complexes dirigés augmen-
tés CX, DX et cX admettent une base (cf. 3.4), et sont décents (cf. 2.9).

Exemple 5.7. — Le complexe dirigé augmenté cA,,, n > 0, se décrit comme suit.
Pour p > 0, un p-simplexe non dégénéré de I’ensemble simplicial représentable A,
est une application strictement croissante A, — A,,. Ainsi, pour p > 0, (cA,),
(resp. (cAy)y) s'identifie au groupe (resp. au monoide) commutatif libre engendré
par la famille des (p + 1)-uplets

(io,il,...,ip), 0<i0<i1<~--<ip<n.
La différentielle est définie par

d(igy it vip) = 30 (=1)F(igs- vy ikyensip), p>0,
0<k<p

ou (ig, ... ik vip) = (G0y -+« 8k—1, lk41, .- -, 1p), et Paugmentation par e(ig) = 1.

On remarque que pour p > n, on a (cA,), = 0. Le complexe dirigé augmenté cA,

est & base unitaire fortement sans boucles [23, exemple 3.8]. Le théoréme 8.6 qu’on

démontrera dans la section 8 constitue une généralisation de ce résultat.

Proposition 5.8. — Les foncteurs C, D, c : A Cqa commutent auz petites li-
mites inductives.

Démonstration. — Comme les foncteurs « groupe abélien libre » et « monoide com-
mutatif libre » commutent aux limites inductives, ’assertion concernant C' résulte de
la description des limites inductives dans Cqa, (cf. 2.4). L’assertion concernant le fonc-
teur D se démontre de la méme fagon en remarquant que pour tout n > 0, le foncteur
associant 4 un ensemble simplicial X I’ensemble Xd°¢ de ses n-simplexes dégénérés
commute aux limites inductives. En effet, il résulte facilement du lemme d’Eilenberg-
Zilber [12, 8.3] ou [13, chapitre II, 3.1] que si ’on note I la sous-catégorie pleine de la
catégorie An\A des objets de A sous A4,, formée des couples (4;, 7 : A, — A;) tels
que 7 soit un épimorphisme de A qui n’est pas une identité, alors on a une bijection
fonctorielle
Xdes ~ lim X;
(Aq,m)erl

et I'assertion résulte de la commutativité des limites inductives entre elles. Enfin, la
commutativité du foncteur ¢ aux limites inductives résulte de celle de C et D, et de
la propriété universelle des quotients (cf. 2.3). O
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5.9. — On définit un foncteur nerf N : Cqn — A par
K +— (4, — Homg,, (c(Ay), K)) .

Le foncteur ¢ commutant aux limites inductives en vertu de la proposition précédente,
on obtient un couple de foncteurs adjoints

c:&—)Cda, N:Cdaﬁﬁ.

5.10. — On note W3 la classe des équivalences faibles simpliciales, fleches de A
dont la réalisation topologique est une équivalence d’homotopie. On rappelle que
la catégorie localisée W&lﬁ est équivalente a la catégorie homotopique Hot des
CW-complexes [22]. On dit qu'un morphisme f de Cq, est une équivalence faible
si N(f) est une équivalence faible simpliciale. On note We,, = N~'(Wj3) la classe
des équivalences faibles de Cq,. Ainsi le foncteur nerf N induit un foncteur entre les
catégories localisées

N: Walicda — Wila ~ Hot .

Conjecture 5.11. — Le foncteur N est une équivalence de catégories.

6. Quelques propriétés des orientaux de Street

6.1. — Soit n > 0 un entier. Le n-iéme oriental de Street O, est par définition la
oo-catégorie v(cA,) (cf. 3.1 et 5.7). Comme pour tout p > n, on a (cA,), = 0,
Poriental O,, est une n-catégorie. On vérifie facilement qu’on a des isomorphismes

OoﬁAo, OlgAla

1
<(0,1)/ﬂ\(1,2)>
0o— 59 |

<(0,2)>

et que O, est la 2-catégorie

B (o) (0,2) (0,1,2)
a=<(0,1,2) >= ((2) (0,1) +(1,2) (0,1,2)) .

Pour une description explicite des n-catégories O,,, pour n < 6, voir [25].
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6.2. — On note u 'endomorphisme constant du complexe dirigé augmenté décent
cA,, défini par

Uug (CAn)O — (CAH)O, (Zo) [ — (O), 0<ip<n.
Pour tout p > 0, on définit un morphisme de groupes abéliens

hp 2 (cAn)p — (cAn)pt

par
.o . (020212) 19 >0
h o _ s L0y ) yip)o )
P(ZOalLla aZp) { O, ’LOZO

Proposition 6.3. — La famille (hy)pen est une homotopie de carré nul de mor-

phismes de complexes dirigés augmentés, de source l’endomorphisme constant u
de cA, et de but Uendomorphisme identité, définissant ainsi une contraction du
compleze dirigé augmenté cA,, (cf. remarque 4.8).

Démonstration. — Il est immédiat que pour tout p > 0, on a hy,((cA,)y) C (cAn)yiq
et hpt1h, = 0. 11 suffit donc de montrer :

a) pour tout & € (¢Ay)o, on a dihg(z) = x — e(z).(0) ;

b) pour tout p, 0 < p < n et tout z € (cAy)p, on a (dp+1hp + hp_1dp)(z) = .
Pour prouver (a) et (b), il suffit de vérifier ces égalités pour = un élément de la base
de cA,,, ce qu’on va faire en omettant, conformément & l'usage, les indices de h et
de d. Un élément (ig,...,,) de la base de cA,, sera noté plus simplement (ig...%,),
ou en ne gardant que les virgules nécessaires pour éviter toute ambiguité.

Pour iy > 0, on a les égalités dh(ig) = d(0,i9) = (ig) — (0) et pour ig = 0, les
égalités dh(ig) = 0 = (0) — (0), ce qui prouve (a).

Pour p>0et 0<ig<ig <---<ip<m,sii>0,o0na

(dh+ hd)(ig . . .ip) = d(0,ig .. .ip) + h( 2 (=1)*(ig.. .75 ... i)

0<ksp

=(ig...ip)+ 3 (=11 (0,i0...0x...ip) + 3 (=1)%(0,iq.. .0k .. .1p)
0<k<p 0<k<p
= (ig...ip)

et siig =0, on a

(dh + hd)(ig . .. i) = h( Z< (=D*(o .. ik ... ip))

0<ksp
=(0,i1...4p) = (io-..ip) ,
ce qui prouve (b). O
6.4. — On note v 'endomorphisme constant du complexe dirigé augmenté décent

cA, défini par

Vo - (CAn)O — (CAn)o, (ZQ) — (n), 0<iy<<n.
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Pour tout p > 0, on définit un morphisme de groupes abéliens

h;z (cAn)p — (€An)ptr

par
holio) = 32 (k—1,k),
ig<k<n
W Gigir - ip) = % (k—1kyir...ip), p>0.
i0<k<ii
Proposition 6.5. — La famille (h;,)pen définit une homotopie de carré nul de mor-

phismes de complexes dirigés augmentés, de source l’endomorphisme identité de cA,
et de but I’endomorphisme constant v, définissant ainsi une contraction duale du com-
plexe dirigé augmenté cA,, (cf. remarque 4.8).

Démonstration. — Il est immédiat que pour tout p > 0, on a h,((cA,)y) C (cAn);iq
et hy,,,h;, = 0. Il suffit donc de montrer :

a) pour tout x € (cA,)g, on a dihy(z) = e(z).(n) — x;

b) pour tout p, 0 < p < n et tout x € (cAn)p, on a (dpy1hy, + hy,_1dp)(z) = —.
Pour prouver (a) et (b), il suffit de vérifier ces égalités pour = un élément de la base
de cA,, ce qu'on va faire en omettant, comme dans la preuve précédente, les indices

de h' et de d. Un élément (io, . .., 1,) de la base de cA,, sera également noté (ig .. .14,),
ou en ne gardant que les virgules nécessaires pour éviter toute ambiguité.

Pour 0 < ip < n,on a

an'(io) =d( 3 (k—1,k))

io<k<n
Y W X h-D=m) (o),
io<k<n io<k<n

ce qui prouve (a).

Pour 0 <ip <i; <n,on a

(dh' +h'd)(ioir) =d( > (k—1,k,i1)) + h'(i1 —io)

i0<k<ii

> (k)= > (k=Li)+ > (k—1k)

i0<k<ii i0<k<iy i0<k<iiy
+ X (k=Lk)— > (k—-1k)
i1<k<n io<k<n

= (i1 — 1,41) — (do,%1) — (41 — 1,41) = —(do,%1) ,

ce qui prouve (b), dans le cas p = 1.
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Pourp>let0<ig<iy <---<ip<n,ona
dh/(igiy...ip) =d( Y (k—1,k,i1...4p))

i0<k<ii
= (kyiy..ip) =S (k=1iy...ip)+ S S (=D (k= 1,kyiy .. g i)
i0<k<ii t0<k<iy i0<k<ii 1<ILp
= (i1 — Lyix - ip) — (o, ir .. ip) + 3 (=D S (k—=1,kyir ... 0. . ip)
1<ILp i0<k<iy
et
Wd(igiy .. .ip) = h'( (=Dt (igir .. 0. ip))
0<I<p
= Y (k—1lkig...ip)— 5. (k—1,kiy...ip)
i1 <k<ig io<k<ig
+ X (DY (k=1 kiy. g ip)
2<I<p io<k<iy
== 3 (k=1 kjig...ip)+ 3 (=8 S (k=1,kiy... 0. .. 0p)
io<k<iy 2<ILp io<k<iy
= (i1 — Lyinyig...ip)+ > (=8 S (k=1,kyiy.. 0. .. 0p)
1<I<p io<k<ii

et par suite
(dh' + h'd)(igiy .. .13p) = —(i0i1 - - 1p) ,
ce qui prouve (b), dans le cas p > 1. O

Théoréme 6.6. — L’oriental de Street O,, satisfait aux propriétés suivantes :
a) L’objet (0) de O,, est un objet quasi-initial et (n) un objet quasi-final.
b) Sin > 1, les 1-fleches
<(O) (O,n)> ot ((O) 0,0+ (1,2)+ -+ (n— 1,n)>
(n) (0,n) (n) (0,1)+(1,2)+ -+ (n—1,n)
de O, sont respectivement un objet quasi-initial et un objet quasi-final de la
(n — 1)-catégorie Homy, ((0), (n)).
¢) Sin =2, les 2-fleches

((0) (0,n) (0,1,2)+(0,2,3)+---+(0,n—1,n)>
(n) 0,1+ 1,2)+--+(n-1,n) (0,1,2)+(0,2,3)+---+(0,n—1,n)

et
((0) (O,TL) (071,71)+(1,2,n)+~'+(n—2,n— 13”))
(n) O,1)+(1,2)+--+(Mn-1,n) 0,1,n)+(1,2,n)+--+(n—2,n—1,n)

de O, sont respectivement un objet quasi-initial et un objet quasi-final de la
(n — 2)-catégorie

" (0) (0,m) 0) O,1)+(1,2)+---+(n—1,n)
H0(9n<((n) (0,71)) 7 ((n) (071)+(172)+"'+(n_17n))> .
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Démonstration. — En vertu de la remarque 4.8, le théoréme est conséquence immé-
diate du théoréme 4.7 et des propositions 6.3 et 6.5, vu que

h(0)=0, h(0,n)=0, h((0,1,2)+(0,2,3)+---+(0,n—1,n)) =0

et
W(n)=0, K((0,1)+(1,2)+ -+ (n—-1,n)) =0,
h’((O,l,n) +L,2n)+--+(n—2,n— l,n)) =0,
ou h et h' désignent les homotopies des propositions 6.3 et 6.5. O

Remarque 6.7. — Si0 < i< j < netsilon pose m = j—i, ’application k +— k41
induit une inclusion de O,, — O, telle que pour tout couple =,y de p-cellules paral-
leles de O, p = 0, l'inclusion Homy, (7,y) — Homy (,y) soit un isomorphisme.
En appliquant le théoréme précédent & O,,, on en déduit que la (n — 1)-catégorie
Hom, ((4), (j)) admet & la fois un objet quasi-initial et un objet quasi-final, (i) étant
un objet quasi-initial et (j) un objet quasi-final.

Conjecture 6.8. — Pour tout couple paralléle de i-cellules x,y de O, 0 < i < n,
si la (n — i — 1)-catégorie Hom, (x,y) est non vide, alors elle admet un objet quasi-
initial et un objet quasi-final.

Remarque 6.9. — Pour i = 1 cette conjecture résulte du théoréme A.5.

7. Le nerf de Street et les équivalences faibles co-catégoriques
7.1. — La restriction & A du foncteur composé
A Ch—2s00-Cat , A, +— 0O,

définit un objet cosimplicial de co-Cat. Par le procédé de Kan, on en déduit un couple
de foncteurs adjoints

COO:A—)oo—Cat, ]\7o<,:oo—Cat*>37

Coo €tant I'unique foncteur, & isomorphisme unique prés, commutant aux limites in-
ductives et dont la restriction & A coincide avec celle de ve, et N, étant défini par

C +— (An = Homue-cat (05, C)) .

7.2. — Vu la description des orientaux O, pour 0 < n < 2 (cf. 6.1), pour toute
oo-catégorie C, les O-simplexes de ’ensemble simplicial N, (C') s’identifient aux objets
de C, ses 1-simplexes aux 1-fleches de C, et les 2-simplexes aux diagrammes dans C'
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de la forme

Ty
T10 Taq
’szw
D’autre part, vu que les foncteurs cso,
Ob : co-Cat — Ens , C— 0ObC
et
(No: A —>E&ns, X — X

commutent aux limites inductives, pour tout ensemble simplicial X, on a des bijections
fonctorielles
Ob cso X ~ Ob ¢4 lﬂ Ay =~ lﬂ Ob ¢y A

Ap—X Ap—X
= lim ObO, =~ ling (Am)():( lim Am) ~ X,
Ap—X Ap—X Ap—X 0

identifiant les objets de c.o(X) aux O-simplexes de X. De plus, la fonctorialité du
morphisme d’adjonction cso Now — loo-cat, appliquée au oco-foncteur Oy ~ Ay — C,
pour C une oo-catégorie, implique aussitot que le oco-foncteur coo NooC —> C' induit
I’identité sur les objets.

7.8. — On dit qu'un morphisme F' de oco-Cat est une équivalence faible si N (F)
est une équivalence faible simpliciale. On note Weso-cot = N;}(WA) la classe des
équivalences faibles de co-Cat. Ainsi le foncteur nerf N, induit un foncteur entre les

catégories localisées
Noo : Wil gayoo-Cat — W' A ~ Hot .

On dit qu'une oco-catégorie C est asphérique (ou faiblement contractile) si le mor-
phisme de C vers l'objet final e de oo-Cat (co-catégorie ayant un seul objet et les
identités itérées de cet objet comme seules cellules) est une équivalence faible, autre-
ment dit si ’ensemble simplicial N (C) est faiblement contractile.

Conjecture 7.4. — Le foncteur N, est une équivalence de catégories.
Proposition 7.5. — Les triangles de foncteurs
Cao ——— 00-Cat
o0o-Cat — Cya

sont commutatifs (a isomorphisme canonique pres).
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Démonstration. — Par adjonction, il suffit de montrer la commutativité de celui de
gauche. Or, pour n > 0 et K un complexe dirigé augmenté, on a des bijections
fonctorielles
(NooVK)p, = Homeo-cat (veA,,, vK) ~ Home, (AvcA,, K)
~ Homg,, (cA,,K) = (NK),

la premiére par adjonction (cf. proposition 3.3) et la seconde en vertu du théoréme 3.9,
de la proposition 3.12 et de I'exemple 5.7, ce qui prouve ’assertion. O

Corollaire 7.6. — On a U'égalité We,, = v~ *(Wao-cat) €t en particulier le fonc-

teur v induit un foncteur v : Wc_dlacda — Wo_ol_Catoo—Cat, et le triangle de foncteurs

1

Wc_dicda *ﬂ W(:O_CatOO—CCLt
N A
Hot
est commutatif.
Démonstration. — Le corollaire est conséquence immédiate de la proposition 7.5. [
Remarque 7.7. — En vertu du corollaire précédent, les conjectures 5.11 et 7.4 im-

pliquent que le foncteur 7 est une équivalence de catégories.

Théoreme 7.8. — Soit C une co-catégorie. Si C admet un objet x tel que pour tout
objet y de C' la oco-catégorie Hom(y, z) (resp. Hom(z,y)) soit asphérique, alors C
est asphérique.

Démonstration. — Ce résultat sera obtenu dans [3] comme corollaire d’un théoréme A
oo-catégorique. O
Corollaire 7.9. — Soient n > 0 un entier, et C' une n-catégorie. Si C' admet un

objet quasi-final (resp. quasi-initial), alors C est asphérique.

Démonstration. — Si n = 0, C' considérée comme oco-catégorie est un objet final de
oo-Cat et par suite, 'ensemble simplicial N (C) est isomorphe & Ay, ce qui prouve
I’assertion dans ce cas. Si n > 0, par hypothése, il existe un objet = de C tel que pour
tout objet y de C la (n — 1)-catégorie Hom ~(y, z) (resp. Hom~(z,y)) admette un ob-
jet quasi-final (resp. quasi-initial). Par ’hypothése de récurrence la (n — 1)-catégorie
Hom(y, ) (resp. Hom~(x,y)) est alors asphérique. L’assertion résulte donc du théo-
réme précédent. O

Théoréeme 7.10. — Soit F' : C — D un morphisme de oco-Cat. Si F induit une
bijection des ensembles des objets et si pour tous objets x,y de C le morphisme
Hom(z,y) — Hom p(F(z), F(y)) induit par F' est une équivalence faible, alors F est
une équivalence faible.
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Démonstration. — Ce résultat sera obtenu dans [4] comme conséquence de la com-
paraison du nerf de Street avec une variante bisimpliciale de ce nerf. O
7.11. — Soit n > 0. On note N, la restriction du nerf de Street N, a n-Cat, composé

de l'inclusion i, : n-Cat — co-Cat et de No,. Le foncteur NV,, admet comme adjoint &
gauche le composé Tigncoo de Vadjoint & gauche de N, et du foncteur de troncation
intelligente (cf. 1.3). Explicitement, si C' est une n-catégorie et p > 0, on a

(N, C), = Homn_cat(T;nOp, ).
On vérifie facilement que le 1-tronqué Tiglop n’est autre que 'ensemble ordonné A,

et par suite le foncteur Ny coincide avec le foncteur nerf usuel Cat — A.

7.12. — Une équivalence faible de n-Cat est une fleche F' de n-Cat telle que N, (F)
soit une équivalence faible simpliciale. On note

Wi-cat = Ny 'OW3) = iy, ' (Weo-cat) = FIn-Cat N Weo-cat

la classe des équivalences faibles de n-Cat.

8. Le complexe dirigé augmenté associé a un complexe simplicial

8.1. — Pour un ensemble ordonné E, on note £F l’ensemble de ses parties finies
non vides totalement ordonnées. On rappelle qu'un complexe simplicial est un
couple (E,®), ou F est un ensemble ordonné, et ou ¢ est un sous-ensemble de ¢F
satisfaisant aux deux conditions suivantes :

a) pour tout élément x de E, le singleton {x} appartient & @;

b) pour tous S € @, 8" C S, 51 5 # @, alors S’ € P.
Un morphisme de complexes simpliciaux f : (Ep, ®9) — (E1, 1) est une application
croissante f : Fy — E telle que pour tout S € &g, on a f(S) € #1. On note CS la
catégorie des complexes simpliciaux.

8.2. — La catégorie CS est compléte et cocompléte. Si (E;, §;) est un systéme projec-
tif de complexes simpliciaux indexé par une petite catégorie I, sa limite projective est
le complexe simplicial (E,®), ou E = liﬂ[ E; est la limite projective dans la catégorie
des ensembles ordonnés, et
@ = {S € &F|pour tout i € ObI, m;(5) € &;} ,

ou 7; : E — E; désigne le morphisme canonique. Si (E;, ®;) est un systéme inductif
de complexes simpliciaux indexé par une petite catégorie I, sa limite inductive est le
complexe simplicial (E,®), ou E = l'ﬂl E; est la limite inductive dans la catégorie
des ensembles ordonnés, et

& ={SelF|ilexisteic ObI et S; € D; tel que S =¢;(5;)} ,

ou ¢; : B; — E désigne le morphisme canonique.
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8.3. — Il résulte du paragraphe précédent que le foncteur « ensemble ordonné sous-
jacent & un complexe simplicial » commute & la fois aux limites inductives et projec-
tives. En fait, il admet un adjoint & gauche et un adjoint a droite. L’adjoint & gauche
associe a un ensemble ordonné E le complexe simplicial (E, ®), ou ¢ = {{z} |z € E}.
L’adjoint & droite, noté x : Ord — CS, associe & un ensemble ordonné E' le complexe
simplicial (E,£FE). Aussi bien 'adjoint & gauche que I’adjoint & droite sont des fonc-
teurs pleinement fidéles. On identifiera parfois Ord & une sous-catégorie pleine de CS
par le foncteur k.

8.4. — On note également x : A — CS la restriction du foncteur x du paragraphe
précédent a la catégorie des simplexes. On en déduit, par le procédé de Kan, un couple
de foncteurs adjoints

kA -—CS, K :CS— A,

ot K, est 'unique foncteur, & isomorphisme unique prés, commutant aux petites limites
inductives et prolongeant le foncteur k, et k* est défini par

(E,P) —> (Am — Homes(k(An), (E,®)) = Homes (A, EAR), (E, @))) .

Ainsi, pour un complexe simplicial (E, @), 'ensemble des m-simplexes de x*(E, ®) est
formé des applications croissantes f : A,, — FE telles que f(A4,,) € ¢. On en déduit
que le composé

Ord —5 08 5 A

associe & un ensemble ordonné son nerf. En particulier, pour tout n > 0, on
a k* (A, EA,) = A,

8.5. — Dans la suite, on s’intéresse au foncteur composé K = ck*
CS =3 A—5Cqa .

Soit (E,®) un complexe simplicial. Le complexe dirigé augmenté K(F,P) se décrit
comme suit. Pour p > 0, un p-simplexe non dégénéré de 'ensemble simplicial x*(E, D)
est une application strictement croissante A, — E dont 'image est dans ¢. Ainsi,
pour p > 0, (K(E,®)), (resp. (K(E,®));) s’identifie au groupe (resp. au monoide)
commutatif libre engendré par la famille des (p + 1)-uplets

(10,01, -53p), {l0,01,...,ip} €D, do<ip <---<ip.

La différentielle est définie par

d(ioyin, .- ip) = S0 (=) (igy ... gy yip), p>0,
0<k<p

o~

Ol (G0 -+ bhye-sip) = (20s -y Tk—1,lkt1, - - -, 1p), €t Vaugmentation par e(ig) = 1.
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Théoréme 8.6. — Pour tout compleze simplicial (E,®), I'ensemble
B= {(io,il,...,ip)|p> 0, {io,’il,...,ip} ED, g <ip < -+ <Zp}
est une base unitaire fortement sans boucles du complezxe dirigé augmenté K(E,®).

Démonstration. — En vertu de la description de K (F,®) donnée au paragraphe pré-
cédent, l’ensemble B est bien une base du complexe dirigé augmenté K(E,®). On
abrégera la notation des éléments de la base B en posant

tot1 -+ - tp = (G0, 81, .., 10p) -
Pour montrer que cette base est fortement sans boucles, il suffit de définir une relation

d’ordre < sur B moins fine que la relation de préordre <y, autrement dit, vue la
définition de la relation <y et celle de la différentielle de K(E, @), telle que

1l1c Ul X Golcdp pour k impair,
(+) o .
oty ip = Goly - - ig - lp pour k pair,

pour tous p > 1 et igiy - -ip € B. On définit une telle relation
Got1 - ip < JoJ1 Jg
sur B par récurrence sur p comme suit. Si p = 0,
10 X Joj1 " Jqg <= to < Jo -
Pour p > 0,
o to < Jo
1011l X JoJ1cJq = qou | ) ) . ) )
io=Jgo, q>0, Ji--Jg=<tr---ip.
Vérifions que la relation ainsi définie est une relation d’ordre. La réflexivité de < est
conséquence immeédiate de la réflexivité de la relation d’ordre < sur E. Pour montrer
Pantisymétrie supposons que ’on ait
ol iy S JoJ1 v Jg €t JojicccJq < Golycccip -
La situation étant symétrique, on peut supposer que ¢ < p. On raisonne par récurrence
sur p. L’antisymétrie de la relation < implique aussitot que ig = jg, ce qui prouve en
particulier le cas p = 0. Si p > 0, comme iy = jp, la premiére relation implique que
qg>0etji---jq < i1---7p et la deuxiéme que ¢y -+ -4, < j1 -+ Jg. Il résulte donc de
I’hypothése de récurrence que jq ---j, = @1 ---ip, ce qui prouve l'antisymétrie. Pour
montrer la transitivité, supposons que ’on ait
tot1 " Ip = JoJ1° " Jq et JoJ1++Jq <X kok1- - Ky
et prouvons que
io’il-"ip < kok1---k, .
On raisonne par récurrence sur [ = max{p, r}. La transitivité de la relation < implique
aussitot que ig < kg, ce qui prouve en particulier le cas p = 0 et & plus forte raison
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le cas I = 0. Dans le cas général, si ig < jg ou jg < ko, on a ig < kg et ’assertion est
évidente. Reste le cas ou ig = jo = ko et p > 0. Alors la premiére relation implique que
qg>0etji--jg<t1---ipetladeuxiétmequer > 0et ki -k, < j1--- jq. L'hypothése
de récurrence implique alors que £y - - -k, < 41 - - - ip, ce qui prouve l’assertion. Il reste
a démontrer les relations (x). On raisonne par récurrence sur p > 1. Pour p = 1, si
ipt1 € B, on a
10 < i0l1 X 71 ,
puisque iy < 49 < %1. Supposons donc que p > 1, et soit igiy - i, € B. Sik =0, 0on a
Goiy iy 1y

puisque ig < i1. Si k > 0 et k est pair (resp. impair), comme k — 1 est impair (resp.
pair), on a par hypothése de récurrence

il"'ji\k"'ip iy (vesp. iy---ip iy ig--ip ),
d’ou
Goiy - ip S dgiy g iy (YESp. dgiy e ig - ip < G0y dp ) -
Le fait que la base B est unitaire résulte du lemme suivant. O
Lemme 8.7. — En gardant les notations ci-dessus, soient p > 0 et igi1---ip € B.

Alors pour tout ¢, 0 < g < p ete€{0,1}, on a
(igi1 -+ ip)s = Z d';ild';iz . d’;f"q(ioil i)
la somme portant sur les suites d’entiers (ki, ko ..., ky—q) de parités alternées tels que

0< ki <ky<--- <kp_q <p, Uentier ki étant pair si e =1 et impair si e = 0. En
particulier,

(igiy -+ 1)) =doip ,  (igir - ip)] = doi1 + d1da + - ip_1ip
et
.. N .. N
(loi1 -+ +ip)g =10 , (loi1-ip)1 =1p -
Démonstration. — Fixons un entier p > 0. Pour tout ¢, 0 < g < p, on pose
Iq = {(k17k2,...7kp,q)‘0 < kl < 1{32 < e K kp,q ép} y
et pour tout K = (ki, ko, ..., k,—q) € I, on note d{f I’opérateur simplicial

K _ ki gk Ep_
dy =dgi1dgiydyr
étant entendu que si ¢ = p, de sorte que la suite K soit vide, l'opérateur dff est
I'identité. On pose, pour ¢ € {0,1},
Jo ={(k1,ka, .. kp—g) € I | (1) = (1), 1<i<p—q} .
11 s’agit donc de montrer que pour tout igé; - -7, € B, on a

(igiy -+ -ip)s = > di (ioi1 -+ i) -
KeJs
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On procéde par récurrence descendante sur ¢ (de ¢ = p & ¢ = 0). La formule est
évidente pour ¢ = p et ¢ = p — 1. Supposons-la au rang ¢ (avec 0 < g < p) et
montrons-la au rang ¢ — 1. On considére donc

dg(ioiq - Z dg d (01 - Z Z dedK (dot1 -~ 1p)

KeJl KeJl j=0
En tenant compte de la relation simpliciale

1
?T+1*dmdfil, r>0, 0<m<n<r,

on en déduit que
q
(+) dalioin +iphg = 3 D (170 ioir ip) ,

ou la fonction
v:{0,1,...,¢} x J; — Iy

est définie comme suit. Pour 0 < j < get K = (ki,...,kp—qg) € Jql, il existe (en
posant kg = —1 et kyp_441 = p+ 1) un unique entier m(j, K) tel que

Ogm(JaK)gp_q et km(],K)<.7+m(]7 )<k (4, K)+1 >

et par définition,

SD(.% K) = (kh' . 7km(j,K)7.7 +m(ja K)7km(j,K)+17' . '7kq) .

L’image de l'application ¢ est la réunion (disjointe) des ensembles J),;, JJ,,, et
de ’ensemble J(;1+1 des suites appartenant & I,4; ayant exactement un couple formé
de deux termes consécutifs de méme parité et dont le premier terme est pair. Il
est évident que toute suite appartenant & 'image de ¢ appartient & cette réunion.

Réciproquement, il y a trois cas & examiner.

a) La suite (I1,...,l,—4+1) appartient & J/} o1, autrement dit, comporte exacte-
ment un couple de termes consécutifs de méme parité (I,,04+1), 0 <7 < p —q, et
Iy est pair. Alors la suite (I1,...,l,—q+1) admet exactement deux antécédents dans
{0,1,...,q} x Jy, a savoir (j1, K1) et (ja, K3), ou

jlle—T+1, K12(117...,z;7...,lp7q+1)7

jQZZTJrl—?", Kg:(ll,...,/l\r+1,...,lp,q+1).

En observant que j; et jo sont de parité opposée, on en déduit que les deux termes
correspondants dans la somme de la formule (x) s’éliminent mutuellement.

b) La suite (I1,...,l,—q11) appartient a JO, . Alors cette suite admet exactement
un antécédent, a savoir (j, K), ot j =1 et K = (l2,...,lp—g+1). Comme j est alors
impair, le signe du terme correspondant dans la somme de la formule (x) est —1.
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c) La suite (I1,...,l,_q+1) appartient & J;, ;. Alors cette suite admet exactement
un antécédent, & savoir (7, K), ot j =1lp—q+1 — (p—q) et K = (I1,...,l,—4). Comme
les parités dans la suite (l1,...,l,—4+1) sont alternées, et comme [y est pair, on a
(—1)lp-a+1 = (=1)P79 et par suite j est pair. On en déduit que le signe du terme
correspondant dans la somme de la formule () est +1.

En vertu de ces considérations, on a donc 1’égalité

dyliviy i)y = > db(igir---ip) — Y df(igir---ip) ,

LeJd),, LeJ?,,
ce qui prouve le lemme,. O
Remarque 8.8. — La démonstration du théoréme 8.6 est directement inspirée de
la preuve du cas particulier ou E = A, et & = A, esquissée par Steiner [23,

exemple 3.8]. Une preuve détaillée du lemme 8.7, pour ce cas particulier, figure dans
un texte non publié de Burroni et Penon [9].

Remarque 8.9. — En gardant les notations de la preuve du théoréme 8.6, il faut
se garder de croire que pour un complexe simplicial général, la relation d’ordre < sur
la base B coincide avec la relation <y définie dans le paragraphe 3.11. En effet, la
relation <y est obtenue par cléture par transitivité et réflexivité a partir des relations
« élémentaires »

o~

(1) oty - lp -ty <y dol1- -t , pour k impair,
(2) Ggiy iy <N igi1 ik i,  pour k pair,
pour p > 1 et igiy - - -4p € B. Alnsi, si par exemple
E=4A,={0<1} et &={{0},{1}},
I’ensemble des relations « élémentaires » ci-dessus est vide et la relation <y est ’égalité

sur B, tandis que par définition de < on a 0 < 1.

En revanche, si F est totalement ordonné et @ = £F, alors la relation d’ordre <y
coincide avec la relation < et est une relation d’ordre total. Pour le voir, il suffit de
démontrer cette derniére assertion. En effet, dans la preuve du théoréme 8.6 on a
montré que pour tous p,q = 0 et igi1 -+ -%p, joJ1---Jq € B,on a

1081 lp SN JoJ1 " Jg = fol1 - ip < JoJ1Jg
Réciproquement, si dgii---ip =< Joji---Jq il en résulte qu’on n’a pas l'inégalité
stricte joji1---Jq <N %01 ---%p, €t si la relation d’ordre <y est total, on en déduit
que igi1 -+ ip <N JoJ1 - Jg-

Pour montrer que si E est totalement ordonné et @ = £F, alors la relation d’ordre
<y est un ordre total, on observe d’abord (sans aucune hypothése sur (E,®)) que
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pour tous p > 0 et igiy - - -4 € B, et tout entier k, 0 < k < p, on a par une application
répétée de (1) si k est pair

to@1 "+ Uk SN G081 * - Iklp SN G081 " Iklp—10p SN+ KN Go%1 - Il Ip SN Lol1 - lp
et par une application répétée de (2) si k est impair

1021+ lp KN 2021+ g1 - bp KN -0+ SN G0%1 - Uklp—10p SN 081 * - Iglp KN Lol1 -t Uk -

On a donc
(3) Qi1 - ik <N doi1 - dp pour k pair,
(4) iot1 - ip <N G0%1 ik pour k impair.

Soient maintenant p,q = 0 et igiy1 - - - ip, joJ1 - - Jq deux éléments de la base B. 11
s’agit de montrer (sous ’hypothése E totalement ordonné et ¢ = £E) que
i1 -+ - ip <N Joj1 - Jq ou  joji1--Jq SN i1 dp -
Si I'un d’eux est une section commencante de l'autre, cela résulte des relations (3)
et (4). On peut donc supposer qu’il existe un entier k, 0 < k < min{p, ¢}, tel que
T = Ji' s ng/<k, et 'Lk#]k

Comme FE est totalement ordonné, on a iy < ji ou ji < ik, et par symétrie, on peut
supposer que i < ji. Supposons d’abord que k soit pair. On distingue plusieurs cas.

— k=p. Alors on a
G0 " -tp =G0 th—10 SN €0 Th—1kJk SN 0 th—1Jk
=Jo  Jk—1Jk <N Jo' " Jq s
la premiére inégalité résultant de (1) et du fait que comme ¢ = £F on a
{90y -y 9k—1,%k, jr} € P, la deuxiéme résultant de (2) et la troisiéme de (3).
— k <p. Alors on a
10 lp SN 0 k—10kth+1 SN 90" Th—19k41

la premiére inégalité résultant de (4) et la deuxiéme de (2). Comme FE est tota-
lement ordonné, on distingue trois cas.
® i1 = ji. Alors en vertu de (3), on a

10 Tk—10k+1 = Jo " Jk—1Jk SN Jo° " Jq
® i;11 < ji. Alors en vertu du cas k = p, on a
G lk—1Tk+1 SN Jo" " Jg
® jr < igy1. Alors on a
10 ik—10kTk+1 SN 0 Lp—10kJkik+1 SN G0 k—11k]Jk

<N G0 ip—1Jk = Jo - Jk—1Jk <N Jo- " Jq »
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la premiére inégalité résultant de (1) et du fait que comme ¢ = {F on
a {0y -y 8k—1,%k, Jky ik+1} € D, la deuxiéme et la troisiéme résultant de
(2) et la quatriéme de (3).
Dans le cas o k£ est impair, on procéde exactement de la méme fagon, toutes les in-
égalités étant inversées et les applications de (1) et (2) et de (3) et (4) étant échangées.

Corollaire 8.10. — Pour tout compleze simplicial (E,®), la co-catégorie vK (E, D)
est librement engendrée au sens des polygraphes par les atomes

<i0i1"'ip>, p=0, i0<i1<"'<ip, {io,il,...,ip}EGP.
Démonstration. — Le corollaire est conséquence immédiate des théorémes 3.10 et 8.6,
et de la proposition 3.12. O

9. La oco-catégorie associée a un complexe simplicial

9.1. — On dispose de deux foncteurs de source la catégorie des complexes simpliciaux
et but celle des co-catégories, & savoir le composé O = vK

cs —5 Cqo —4— oo-Cat
et le composé
CS 3 A - 0o-Cat .
On va montrer que ces deux composés sont canoniquement isomorphes. Plus préci-

sément, on a un morphisme d’adjonction 1..-cqet — YA (cf. proposition 3.3), d’ou en
vertu de la proposition 7.5, un morphisme de foncteurs

Cook™ — UNCook™ ~ver™ =vK =0 .

On va montrer que ce dernier est un isomorphisme. La oco-catégorie associée ainsi &
un complexe simplicial (E, §) sera parfois appelée l'oriental de (E,P).

9.2. — Soit (E,®) un complexe simplicial. Pour tout S € &, on note ig 'inclusion
is : S — E et pour tout S’ C S, on note ig s U'inclusion ig s : S’ — S. En considé-
rant ’ensemble @ ordonné par inclusion comme une catégorie, on définit un foncteur
& — CS en associant & S € @ le complexe simplicial (S,£5) et & une inclusion S’ C S
dans @, le morphisme de complexes simpliciaux ig g/ : (S,£5") — (5,£S). Comme
isis,s’ = g/, les morphismes ig : (S,£5) — (E,®), S € &, définissent un cone in-
ductif, d’ott un morphisme canonique de complexes simpliciaux

er;(s, ¢S) — (E,9) .

Sed
Bien que ce morphisme induise une bijection I‘HSEQD &S — @, il faut se garder
de croire qu’il est toujours un isomorphisme. Par exemple, ce n’est pas le cas si
& = {{z} |z € E} et si la relation d’ordre sur F n’est pas 1’égalité. En revanche, il
est facile de vérifier qu’il est bien un isomorphisme si la relation d’ordre sur E est
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engendrée par les couples z,y € E tels que z < y et {z,y} € & (et a plus forte raison
si @ = £F), mais on n’aura pas besoin de ce résultat.

Lemme 9.3. — Le morphisme canonique liﬂs@s K*(S,65) — k*(E, D) est un iso-
morphisme d’ensembles simpliciauz. En particulier, l’ensemble sous-jacent 4 E s’iden-
tifie 4 la limite inductive des ensembles sous-jacents auzx S € P.

Démonstration. — En gardant les notations du paragraphe précédent, on va mon-
trer que pour tout n > 0, 'application canonique hﬂsegb K*(S,£8), — k*(E, D),
est bijective, ce qui prouvera la premiére assertion. Un n-simplexe de x*(E,®) est
une application croissante f : A, — E dont I'image S est dans &. L’application f
induit une application croissante f’': A, — S qui est un n-simplexe de (S,£S) dont
I'image par ig est f, ce qui prouve la surjectivité. Pour montrer ’injectivité, soient
fi: 4, — Syet fo: A, — So des n-simplexes de k*(S1,£S571) et K*(S2,&52) respec-
tivement ayant méme image f dans k*(E,®),. Alors f = ig, f1 = is, f2, et si S est
Iimage de f, et f': A, — S Papplication induite par f, on a S C S; NSy, et fi et fo
sont I'image de f’ par ig, g et ig, s respectivement, ce qui prouve qu'’ils ont méme
image dans la limite inductive. Enfin, en remarquant que pour tout complexe simpli-
cial (E,®), 'ensemble (x*(E, D))o des 0-simplexes de x*(E, $) s’identifie & I’ensemble
sous-jacent & I’ensemble ordonné F, la derniére assertion en résulte. O

Proposition 9.4. — Le morphisme canonique li O(S,£S) — O(E,P) est un

Sed
isomorphisme de co-catégories.

Démonstration. — En vertu du corollaire 8.10, la co-catégorie O(E, ®) est librement
engendrée au sens des polygraphes par I’ensemble des atomes

<i07;1"'ip>7 p?oa i0<i1<"'<ip7 {i05i17"',ip}€¢7

qui s’identifie & I’ensemble @. De méme, pour tout S € @, la co-catégorie O(S,£S) est
librement engendrée au sens des polygraphes par ’ensemble des atomes

<Zo7,17,p>, p=0, i0<i1<"‘<ip, {io,il,...,ip}CS,
qui s’identifie & 'ensemble £S. Comme ’application h—“§56¢ &S — @ est bijective, la
proposition résulte donc de la proposition 1.10. O
Théoreme 9.5. — Le morphisme de foncteurs coork™ — O (cf. 9.1) est un isomor-
phisme.
Démonstration. — Pour tout complexe simplicial (E,®), on a un carré commutatif
de oco-Cat

lim  cook™(S,€9) ——— lim__ O(S,&S)

| J

Cook*(E, ) ———— O(E, D)
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dont les fleches verticales sont des isomorphismes, celle de droite en vertu de la
proposition 9.4, et celle de gauche en vertu de la proposition 9.3 et du fait que ¢,
étant un adjoint & gauche, commute aux limites inductives. Pour montrer que
Cook™(E,P) — O(E,®P) est un isomorphisme, il suffit donc de le montrer pour
(E,®) = (An,EA,,), m > 0 (puisque pour tout S € @, le complexe simplicial (S, £S5)
est isomorphe & (A, EA,), pour m = card S — 1). Or, cook™(Am, EAm) = Coo(Am)
est par définition égal & ve(A,,) = vek*(Anm, EAR) = O(An, EA,), ce qui prouve

I’assertion. O
Proposition 9.6. — Le foncteur O respecte les monomorphismes.
Démonstration. — Par définition, O = vK = vck™. Les foncteurs k* et v étant des

adjoints & droite ils respectent les monomorphismes. Comme l'image par un mono-
morphisme d’ensembles simpliciaux d’un simplexe non dégénéré est un simplexe non
dégénéré, le foncteur c respecte aussi les monomorphismes, ce qui prouve la proposi-
tion. [

10. Le type d’homotopie de la co-catégorie associée
a4 un ensemble ordonné

10.1. — Dans cette section on s’intéresse a la restriction du foncteur O a la catégorie
Ord, considérée comme sous catégorie pleine de CS wvia le foncteur  (cf. 8.3). Cette
restriction sera notée aussi O : Ord — oo-Cat.

Lemme 10.2. — Le foncteur O : Ord — co-Cat respecte les monomorphismes.
Démonstration. — Comme le foncteur x est un adjoint a droite (cf. 8.3), il respecte
les monomorphismes, et 1’assertion résulte de la proposition 9.6. O

Dans la suite de cette section on se fize un ensemble ordonné E.

10.3. — En vertu du corollaire 8.10, O(FE) est la oo-catégorie librement engendrée
au sens des polygraphes par les atomes

<i0i1"'ik>, k=20, jig<iqg <---<ip, {io,il,...,ik}efE.

En particulier, le 1-tronqué béte de O(FE) est la catégorie librement engendrée par le
graphe dont les sommets sont les éléments de E et dont les arétes sont les couples (3, j),
i < j. Les 1-fleches de O(F) s’identifient donc aux éléments S de {F, la source et le
but de la fleche S étant définis respectivement par s(.5) = min(S) et ¢(S) = max(S),
la composition de deux fléches composables étant leur réunion, et ’identité d’un objet
i € E étant le singleton {i}. Par cette identification, si S = {ig,...,in}, o <+ < ipn,
alors S représente la 1-fleche

((io) (f0,41) + (i1,42) + - + (in—hin)>
(in) (i0,%1) + (i1,32) + -+ (In—1,%n)



LE TYPE D'HOMOTOPIE DE L’ORIENTAL I’UN COMPLEXE SIMPLICIAL 47

de O(F) =vK(E).

Lemme 10.4. — Soient S, S’ € £F deuzx 1-fleches paralléles de O(E). Pour qu’il
existe une 2-fleche de S wvers S’, il faut et il suffit que S C S’.

Démonstration. — Comme les 1-fleches S et S’ sont paralléles, on a min(S) = min(S")
et max(S) = max(S’). Pour montrer que si S’ C S, alors il existe une 2-fléche
de S vers S, il suffit (par récurrence sur card(S) — card(S’)) de le montrer quand
card(S) = card(S’) + 1. Soit j 'unique élément de S ~ S’. On amin(S’) < j < max(S’),
et si 'on pose

Si={leS|li<j}, So={leS|l>j}, i=max(S;), k=min(Sy),
on a une 2-fleche
Sy *q (ijk) %9 S1: 8" — S .

La réciproque résulte du lemme plus précis suivant. O]

Lemme 10.5. — Soit a une n-fleche de O(E), n > 2, de 1-cellule but itéré S et de
1-cellule source itérée S'. Alors S C S, et si l'on note ig : S — E linclusion d’en-
sembles ordonnés de S dans E, « est l'image d’une n-fleche de O(S) par le oo-foncteur
O(S) — O(FE) induit par ig.

Démonstration. — On raisonne par récurrence sur le nombre minimum [, d’occur-
rences de générateurs dans une expression de o comme composé de générateurs (ou
d’identités itérées de générateurs). Si I, = 1, alors « est un générateur ou une iden-
lemme 8.7 et de la description du foncteur v, donnée dans le paragraphe 3.2, que
S = {io,i1,...,ip} et S" = {ip,ip}. On a donc S" C S et (igi1---ip) est un atome
de O(S5), et par suite « est I'image d’une n-fleche de O(S), ce qui prouve dans ce cas
les deux assertions. Si [, > 1, alors a se décompose en a = az *; a1, 0 < j < n, ou
a1, g sont des n-fleches j-composables de O(FE) telles que Iy, , ln, < lo. On distingue
plusieurs cas.

1) j =2 2. Alorson a S =t1(a1) = t1(a2), 8" = s1(a1) = s1(a2), et par ’hypothése
de récurrence on a S’ C S, et oy et as sont des images de n-fleches de O(S) qui sont,
en vertu du lemme 10.2, j-composables. La n-fleche a est I'image de leur composé.

2) j = 1. Alors on a S’ = s1(aq), S = t1(a2) et on pose S = s1(ag) = t1(aq).
Par I’hypothése de récurrence, on a S” C S” C S et as (resp. o) est Iimage, par
le co-foncteur induit par Uinclusion S C E (resp. S” C E), d’une n-fleche de O(S)
(resp. de O(S")). Comme on a un triangle commutatif de co-foncteurs

O(S//)
J o

O(S)
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induit par les inclusions, «; est aussi I'image d’une n-fleche de O(S). En vertu du
lemme 10.2, ces deux n-fleches de O(S) sont 1-composables, et par suite « est I'image
de leur composé.

3) 7 =0. Alors on a 5" = s1(a2) % s1(a1) et S = t1(az) * t1(aq), autrement dit,
en posant

St =s1(a1), Shy=s1(az), Si=ti(ar), S2=ti(a2),

onasS = S,uUS]et S =85 US;. Par ’hypothése de récurrence, on a S} C S
et S5 C Sy, dou S’ C S, et ap (resp. a) est 'image, par le oo-foncteur induit par
Pinclusion Se C F (resp. S1 C E), d’une n-fleche de O(S2) (resp. de O(S7)). Comme
on a des triangles commutatifs de co-foncteurs

O(Ss) O(S1)
J ow
O(S) 0(9)

induits par les inclusions, a; et ag sont aussi des images de n-fleches de O(S). En
vertu du lemme 10.2, ces deux n-fleches de O(S) sont 0-composables, et par suite «
est I'image de leur composé. O

Proposition 10.6. — Soient E un ensemble ordonné, S,S" € £F deux 1-fleches
paralléles de O(E) et ig : S — E linclusion. Alors le co-foncteur

MO(S)(S/»S) — HOJO(E)(5/75) )
induit par is, est un isomorphisme.

Démonstration. — La proposition est conséquence des lemmes 10.2 et 10.5. O]

Corollaire 10.7. — a) Pour tout objet ig de O(E), la o0o-catégorie Hom o g (70, 7o)
est un objet final de co-Cat.
b) Pour tous ig,i1 € E tels que ig < i1, et toute 1-flecche S € EE de O(E) de
source iy et but iy, si ’on pose Sy = {ig,i1} et n = card(S) — 3, alors
i) si S = Sp, Hom (S0, S) est un objet final de co-Cat ;
ii) si .S # So, HomO(E)(SO,S) est une n-catégorie admettant a la fois un objet
quasi-initial et un objet quasi-final.

Démonstration. — Pour montrer (a), on remarque que le seul objet de Hom o (g (i0,90)
est la 1-fleche S = {ip} de O(E), identité de I'objet ig. Or, en vertu de la proposition
précédente, la oco-catégorie MO(E)(Sv S) est isomorphe & Hom g (S, 5). Comme
O(S) est isomorphe a oriental Oy ~ Ay, cela prouve l’assertion. De méme, sous
les hypothéses et notations de (b), il résulte de la proposition précédente que la
oo-catégorie Hom g (S0, S) est isomorphe & Hom gy (g(So, S). Le cas (i) est trivial
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puisque si S = Sy, alors O(S) est isomorphe & O7 ~ A;. Si S # Sp, onan > 0 et
Hom s (S0, S) est isomorphe & la n-catégorie

0)  (0,n+2) ©0)  (0,1)+(1,2)+ -+ (n+1,n+2)
H°m‘9n+2<((n+2) (O,n+2)> ’ ((n—l—Z) (0,1)+(1,2)+--~+(n+1,n+2))>

qui admet bien, en vertu du théoréme 6.6, & la fois un objet quasi-initial et un objet
quasi-final, ce qui prouve le cas (ii). O

Lemme 10.8. — Le 1-tronqué intelligent de O(E) s’identifie a E, et par cette iden-
tification le morphisme d’adjonction

O(E) — ilTigl(O(ED ~F

s’identifie & Uunique oco-foncteur O(E) — E induisant lidentité sur les ensembles
des objets.

Démonstration. — Vu la description du 1-tronqué béte de O(FE) présentée au para-
graphe 10.3, pour montrer la premiére assertion, il suffit de montrer que si ig,i; € F
sont deux objets de O(E) et S1,S52 € £F deux 1-fleches de O(FE) de source ig et de
but i1, autrement dit telles que min(S;) = min(Sy) = ip et max(S;) = max(Sy) = iy,
alors S; et Sy sont reliées par un zigzag de 2-fleches. Or, S = {ip, 41} est une 1-fleche
de O(E) de source i( et de but i1, et S C Sy et S C Se. En vertu du lemme 10.4, il
existe donc deux 2-fleches de O(E) de source S et de but respectivement S; et S,
ce qui prouve ’assertion. La deuxiéme assertion résulte du fait que les morphismes
d’adjonction de la 1-troncation intelligente induisent l'identité sur les objets et du fait
qu’un oo-foncteur de but un ensemble ordonné est déterminé par sa restriction aux
objets. O

Théoréme 10.9. — Pour tout ensemble ordonné E, l'unique oco-foncteur O(E) — E
induisant identité sur les objets est une équivalence faible de co-Cat. De plus, pour
tout entier n > 1, le n-tronqué intelligent TignO(E) — E de ce co-foncteur est une
équivalence faible de n-Cat.

Démonstration. — Pour présenter une preuve uniforme des deux assertions, on notera
Tigoo I’endofoncteur identité de oo-Cat. 11 s’agit donc de montrer que pour tout n,
1 < n < oo, 'unique oco-foncteur TignO(E) — F induisant 'identité sur les objets
est une équivalence faible. Si n = 1, il résulte du lemme précédent qu’il s’agit d’un
isomorphisme. On peut donc supposer que n > 2. En vertu du théoréme 7.10, il suffit
de montrer que pour tous ig,i; € E, le co-foncteur induit

Hom_: o(m)(io,i1) — Hom g(io, i1)

est une équivalence faible. Si ig £ iy, alors la source et le but de ce co-foncteur
sont vides, et il n’y a rien & démontrer. Supposons donc que iy < i;. Comme E est
un ensemble ordonné, la oco-catégorie Hom x(ig,41) est un objet final de oo-Cat. Il
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s’agit donc de prouver que MT%no(E)(io, i1) est asphérique. Si i; = g, en vertu du
corollaire 10.7, (a), cette co-catégorie est un objet final de co-Cat, ce qui prouve dans
ce cas l'assertion. On peut donc supposer que ig < i;. Comme n > 2, les 1-fléches
de TignO(E) sont les mémes que celles de O(F), autrement dit ’ensemble des objets
de HinTan(E)(io,il) s’identifie & ’ensemble des S € &F tels que min(S) = ig et
max(S) = i1. En particulier, Sy = {40,141} est un objet de MTL"O(E)(’L'(% i1). En vertu
du théoréme 7.8, il suffit de montrer que pour tout objet S de\mT;no(E)(io, i1), la
oo-catégorie

Hom i
om 5
—Tgno(E)(lU i1)

(S0, 8) = MT;nO(E)(Sm §) =~ Tign—z(MO(E)(Soa S))

est asphérique. Or, en vertu du corollaire 10.7, (b), si S = Sy, la co-catégorie
Hom (S0, 5) est un objet final de co-Cat et si S # Sy, cette co-catégorie est une
(card(S) — 3)-catégorie admettant un objet quasi-initial, et l'assertion résulte de la
proposition 1.6 et du corollaire 7.9. O

Corollaire 10.10. — Pour tout ensemble ordonné E, et tout n, 1 < n < oo, le
morphisme d’adjonction ¢, N, (E) — E est une équivalence faible de n-Cat.

Démonstration. — Pour tout entier n > 1, le morphisme d’adjonction ¢, N,,(E) — E
est le n-tronqué intelligent du morphisme d’adjonction coo Noo (E) — E. Or, ce dernier
induit I'identité sur les objets (cf. 7.2) et en vertu du théoréme 9.5, on a un isomor-
phisme ¢ooNoo(E) = cook™(E,EE) ~ O(E,(E) = O(E). On en déduit que le mor-
phisme d’adjonction ¢, Noo(E) — E s’identifie & I'unique oo-foncteur O(E) — E
induisant 1’identité sur les objets. L’assertion résulte donc du théoréme précédent. [J

Corollaire 10.11. — Pour tout ensemble ordonné E, et tout n, 1 < n < oo, le

morphisme d’adjonction N,(E) — N,c, N, (E) est une équivalence faible de A.
Démonstration. — L’assertion résulte aussitot du corollaire précédent et de 1’égalité
du triangle

N, (E) —— Npc,No(E) —— N, (E)

\_/

Inn ()
pour les morphismes d’adjonction du couple de foncteurs adjoints (¢, Ny,)- O
Scholie 10.12. — Comme pour tout ensemble ordonné FE et pour tout n,

1 < n < oo, Pensemble simplicial N, (E) n’est autre que le nerf ordinaire de E,
le corollaire ci-dessus prouve la condition (e) de [2, scholie 5.14]. Ainsi, en vertu de
loc. cit., pour avoir une structure de catégorie de modéles de Quillen & la Thomason
sur n-Cat, il suffit de démontrer la condition (d') de loc. cit. :
(d") si ' — E est un crible de Ord admettant une rétraction qui est aussi un adjoint
a droite, son image par le foncteur ¢, IN,, est une équivalence faible de n-Cat et
le reste aprés tout cochangement de base.
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Corollaire 10.18. — Le foncteur N : ngicda — Wila ~ Hot (cf. 5.10) est es-
sentiellement surjectif.

Démonstration. — On rappelle que le foncteur nerf usuel Ny : 1-Cat = Cat — A
(cf. 7.11) définit une équivalence des catégories homotopiques Wc_altCat — W&lﬁ,
ol Weat = Wi-cat = Nfl(WA) [16, chapitre VI, corollaire 3.3.1]. Par ailleurs,
Iinclusion Ord — Cat induit aussi une équivalence des catégories homotopiques
Wok0rd — Wi LCat, ot Wora = Wear N FIOrd (voir par exemple [15, théo-
réme 41]). Pour montrer que le foncteur N : ng 1Cda — Wila est essentiellement
surjectif, il suffit donc de montrer que pour tout ensemble ordonné FE, ’ensemble
simplicial N1(E) = Ny (F) appartient a son image essentiel. Or, on a une équivalence
faible Noo (F) — NooCooNoo(E) (corollaire 10.11) et des isomorphismes d’ensembles
simpliciaux

NooCooNoo (E) = NooCoo N1 (E) = NooCook™ (E,EE) ~ Noovek™ (E,EE) ~ Ncek™ (E, EE)

(le premier en vertu du théoréme 9.5 et le deuxiéme en vertu de la proposition 7.5),
ce qui prouve l’assertion. O

Remarque 10.14. — Vu que pour tout ensemble ordonné E et pour 1 < n < oo, on
al’égalite N, (E) = k*(E,&E), le corollaire 10.11 signifie exactement que le morphisme
d’adjonction k*(E,EE) — Npcn(k*(E,€E)) est une équivalence faible simpliciale et
que, en particulier, le type d’homotopie de la n-catégorie ¢, (k*(E,{E)) est le méme
que celui du complexe simplicial (E, {F). On peut se demander si cette propriété reste
vraie pour un complexe simplicial général. Pour n fini, ce n’est pas le cas. En effet,
il est facile de montrer que pour tout ensemble simplicial X, la n-catégorie ¢, (X) ne
dépend que du (n + 1)-squelette de X. Ainsi, pour tout p > n+ 1, si 'on considére le
bord 0A, du simplexe standard A,,

04y, = R*(Apagpp) , ou Py = {Se pr|S7é Ap} )

la n-catégorie ¢, (k*(Ap, Pp)) est isomorphe & ¢, (k*(Ap, EAp)) qui a, en vertu du co-
rollaire 10.11, le type d’homotopie du point, tandis que le complexe simplicial (A, $,)
a le type d’homotopie du bord de A,, autrement dit de la sphére SP~!. Néanmoins,
pour n = 0o, on propose la conjecture suivante :

Conjecture 10.15. — Pour tout complezxe simplicial (E,®), le morphisme d’adjonc-
tion K*(E,P) — NooCoo(K*(E, D)) est une équivalence faible simpliciale. En particu-
lier, le type d’homotopie de la co-catégorie coo(k*(E,P)) est le méme que celui du
compleze simplicial (E, D).
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Appendice A
La description du 2-tronqué intelligent de O(FE)

Le but de cette section est de donner une description explicite du 2-tronqué intel-
ligent de O(E), pour un ensemble ordonné E.

A.1. — Dans la suite, on se fixe un entier n, et on note B la base du complexe dirigé
augmenté cA,, (cf. 5.7),
B={(ojp)|0<jo< - <jp<n, 0<p<n}.

On aura besoin des lemmes techniques suivants.

Lemme A.2. — Soient k et p des entiers tels que 0 < k <mn, p > 2,
a = Z aio...ip (io e ip)
(io-+ip)EBp
un élément de (cA,);, et
(dp ). = > bjO"'jp*l(jO'.'jp_l)
(jO"'jp—l)eB:D—l

(pour la notation xz_, cf. 3.6). Sl existe (ig---ip) € B, tel que ip < k < ip et
iy-..i,, 7 0, alors il existe (Jo---Jp—1) € Bp_1 tel que jo < k < jp_1 et bjy-jp_y 7 0.

Démonstration. — On définit les ensembles

A={(io---ip) € Bplio <k <ip et aj..q, # 0},

A" ={(ig---ip) € Alip —ig =mo}, ou mo=max{i, —io|(io---ip) € A},
A" =A{(ig---ip) € A'|ig —ig =mq}, ou my =max{iz —io|(io---ip) € A'}.

S'il existe (ig---ip) € By tel que ig < k < iy et ag,...;, # 0, alors ces ensembles sont
non vides. Soit (ig---i,) € A”. On va prouver que bjyi,...;, # 0, ce qui impliquera
le lemme. Pour cela, il suffit de montrer que pour tout (jo---jp) € A et tout I pair,
0<I<p, ona (joo~31~~jp) # (igig---ip). Sil = 0 ou I = p, cela résulte de la

o~

maximalité de i, — . Si 0 < I < p, pour que V'on ait (jo---Ji---jp) = (ioi2---ip),

il faudrait déja que jo = o, j1 = 42 et j, = i, et en particulier que (jo---7jp)
soit dans A’. Comme (i ---4p) est dans A”, on aurait donc iy — 9 > jo — jo. Or,
19 — 10 = J1 — Jo < j2 — jo, ce qui est absurde. O
Lemme A.3. — Soient m > 1 un entier, ig,i1...,1, des entiers tels que

O=tp<in1 < - <ip1<tm=n,

a2 . x)
=1 7 3 v a=2,
q

et

rg T] ... X
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une q-cellule de O, telle que ) = (0), x} = (n),
20 =3 (ig-1,%k) et xi=>(-11).

k=1
Pour tous p,e tels que 0 < p < g, € € {0,1}, si

2= 2 (@)jo,Uo---dp)
(Go---7p)E By

8

et si (xf))jo,,_jp # 0, alors il existe k, 1 < k < m, tel que

-1 S Jo < J1 < <Jp <k -

Démonstration. — On raisonne par ’absurde. Supposons qu’il existe p,e, 0 < p < g,
e € {0, 1}, tels que x;, ne satisfasse pas a la conclusion du lemme, et choisissons un

tel couple avec p minimal. Alors on a p > 2, et il existe (jo...jp) € B, tel que
(75)jo...5, 7 0 et tel qu'il existe k, 0 < k& < m, tel que jo < ix < jp- En vertu du
lemme précédent, si
(dp})_ = > Yjrgr (G0 Jp-1)
: (b)) EBp—y 0 TP ?

alors il existe (jo---j,_1) € Bp—1 tel que Yot # 0 et jo <ip < j, ;. Or, on a
[

dprs = x| —x) et x) a0 | € (cAn)%_y, ce qui implique que (dyaf) < )y,
et par suite que (ngl)jé---j;,l # 0, ce qui contredit la minimalité de p, et prouve le
lemme. O
Proposition A.4. — Soient m > 1 un entier, et ig,i1...,4, des entiers tels que

0=1ig<i1 < <im_1 <im=mn. Alors le co-foncteur

m

[[ Home, (ak,bx) — Homy (a,b) ,

k=1
ol
ap= 0 = | TR L 1<k<m,
(i) (ik—1,1k) (i) oo -11)
i1 <l<ig
(0) > (ir—1,ik) 0 XU-110)
a = k=1 b= =1

(tk—1, 1) (n) >(-11)

1 =1
défini par la composition « horizontale » *, de O,

z
NE

=
Il

(T1, %2, ..., Tm) > T1 % T *g - *g Tm

est un isomorphisme de co-catégories. En particulier, Hom (a,b) admet a la fois un
objet quasi-initial et un objet quasi-final.
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Démonstration. — 1l s’agit de montrer que pour tout ¢ > 2, et toute g-cellule

xf Y .. al
€r =
Ty woo... xp

de O,, telle que

il existe une famille unique (zx)1<kg<m, Ot

l’k=<(xk)8 (ze)) oo (7))
(@) (@)1 - (Tk)g

est une g-cellule de O, telle que

(z)o = (ik-1),  (ze)o = (in),  (z&)} = (ik-1,ix), (z)i= > (—110),

i1 <I<ig
satisfaisant © =z % ... ¥y &, autrement dit telle que
m
xo =y ()5, p=22, €€{0,1}.
k=1

L’unicité résulte du fait que B est une base, en remarquant qu’en vertu de la propo-
sition 10.6, les (z);, sont forcément de la forme
(zr); = > (@k)}) jo-..3p (o - - - Jp) -
i1 <Jo < <Jp<ik
Montrons I'existence. En vertu du lemme précédent, pour tout p > 2 et ¢ € {0,1},
z;, est de la forme

T, = . > (5)jo...3, (Jo - - Jp)

k=1 ip_1<jo<--<jp<ik

et par hypothése, il en est de méme pour p = 1. Définissons zj par

(1) = (ix—1) , (1) = (ix) ,
(1)Y= (ig_1,%) , (zx)] = %:K'(Z -1,1),
(xk); = Z (x;)jo..‘jp(jo .- ]p) s p=22,c€ {07 1} s

ip—1<Jo<-<Jp<ig
(la formule de la troisiéme ligne étant également vraie pour p = 1). Le tableau ainsi
défini est une p-cellule de O,,. En effet, on remarque qu’il suffit de montrer que pour
p=1letee{0,1}, onady((xx);) = (2x)p_y — (zx)9_;. Or, cela est évident pour
p=1,et pour p >2,ona

p—1

dp(xy) = féq -z

> > (@ Yooy — @ sy ) oo Gp1)

k=1 ip_1<jo<-<Jp—1<ik
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et

) =d (X X @l d)

k=1 ix_1<jo<-<Jp<ik

o~

= > S (=) (55)0.gy G- -0

k=1 ix_1<jo<-<jp<ip (=0

et comme B est une base, on en déduit que pour tout k tel que 1 < k < m, on a
Z ((xiifl)jowjpfl - (ngl)j()“‘jpfl)(jo .- 'jpfl)
ie—1<Jo<-<jp—1<ik
p
1 . -~ .
= > DD @) g0y Go -t )

tp—1<Jjo<-<Jp<ip 1=0

— dp( > (@3)jo...j (Jo - - 'jp)) ,

i1 <Jjo < <Jp<ik

0 _
p—1 —

Pour montrer la derniére assertion, on remarque qu’en vertu de la proposition 10.6,

Cest-a-dire (z3), ; — (1) dp((z);), ce qui prouve 'assertion.
pour tout k, 1 < k < m, on a un isomorphisme Homy (ax,by) =~ Homonk (a},, b)), ou
N = U — Tk—1,

r (O) (O,le) e ;o (O) (071)+(172)+"'+(nk*1,71]@)
e ((nk) (O,nk)> boohe= ((nk) O, 1)+ (1L,2) +-- + (e — 177%)) ‘

L’assertion résulte donc du théoréme 6.6 (cf. 1.5). O
Le théoréme suivant généralise la partie (b) du corollaire 10.7.

Théoréme A.5. — Soient E un ensemble ordonné, et S,S' € £E deux 1-fleches
paralléles de O(E) (cf. 10.3). Alors la co-catégorie Hom o (g (S', S) est
— vide 518" ¢ S;
— un objet final 51 8" =S ;
— une n-catégorie admettant o la fois un objet quasi-initial et un objet quasi-final,
ot n =card(S) -3, si ' G S.

Démonstration. — L’assertion relative au cas S’ ¢ S résulte du lemme 10.4. En
vertu de la proposition 10.6, dans le cas ou S’ C S, le théoréme résulte aussitot de la
proposition précédente. O

Corollaire A.6. — Pour tout ensemble ordonné E, le 2-tronqué intelligent
T;Q(O(E)) de O(E) est la 2-catégorie dont les objets sont les éléments de E, et
pour tout couple iy, i1 d’objets, HlnT;Q(O(E))(im i1) est ensemble ordonné par inclu-
sion des parties finies totalement ordonnées non vides S de E telles que min(S) = ig
et max(S) = i1, la composition de deux 1-fleches composables étant leur réunion.
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Démonstration. — Vu la description du 1-tronqué béte de O(E) donnée dans le pa-
ragraphe 10.3, le corollaire est conséquence immédiate du théoréme précédent. O

Appendice B

Transformations et contractions de co-catégories

La notion de n-catégorie, pour 0 < n < oo, admettant un objet quasi-final
(resp. quasi-initial), introduite dans le paragraphe 1.4, s’étend sans difficulté au
cadre des oo-catégories. On peut définir cette notion par coinduction en disant
qu’une oo-catégorie C' admet un objet quasi-final (resp. quasi-initial) s’il existe un
objet = de C tel que pour tout objet y de C, la co-catégorie Hom(y,z) (resp.
Hom(x,y)) admette un objet quasi-final (resp. quasi-initial). Néanmoins, on adop-
tera une définition plus classique dans sa forme. Pour tout ensemble E de cellules
d’une oco-catégorie C', et tout entier i > 0, on note E; I’ensemble des i-cellules de C'
appartenant & E.

B.1. — On dit qu’un ensemble E de cellules d'une oco-catégorie C est quasi-final
(resp. quasi-initial) si pour tout ¢ > 0, tout x € E;, et toute i-cellule y de C' paralléle
ax (cf. 1.2), il existe z € E;41 de source y et but z (resp. de source z et but y). On dit
qu’un objet = de C est quasi-final (resp. quasi-initial) s’il appartient & un ensemble
quasi-final (resp. quasi-initial) de cellules de C. Ainsi, pour qu’une oo-catégorie C
admette un objet quasi-final (resp. quasi-initial), il faut et il suffit qu’elle admette un
ensemble quasi-final (resp. quasi-initial) E de cellules tel que Ey soit non vide. On
vérifie aussitot qu'une oo-catégorie C' admet un objet quasi-final si et seulement si la
oo-catégorie duale C° (cf. 1.12) admet un objet quasi-initial, et qu’un objet de C est
quasi-final si et seulement si il est un objet quasi-initial de C°.

Proposition B.2. — Soit C une co-catégorie et x un objet de C. Pour que x soit
un objet quasi-final (resp. quasi-initial) de C, il faut et il suffit que pour tout objet
y de C, la co-catégorie Hom~(y, x) (resp. Hom-(x,y)) admette un objet quasi-final
(resp. quasi-initial).

Démonstration. — Supposons que x soit un objet quasi-final (resp. quasi-initial)
de C, et soient E un ensemble quasi-final (resp. quasi-initial) de cellules de C' tel que
x € Ey, et y un objet arbitraire de C. Alors, par définition, il existe une 1-cellule z
de C appartenant & E de source y et but x (resp. de source x et but y). Si pour
i > 0, on note F; ’ensemble des i-cellules de Hom(y, z) (resp. de Hom(x,y)) telles
que la (i + 1)-cellule correspondante de C' soit dans F;1, alors on vérifie aussitot que
Iensemble F' = U;>oF; est un ensemble quasi-final (resp. quasi-initial) de cellules de
Hom - (y, z) (resp. de Hom(x,y)). Comme z appartient & Fy, on en déduit qu’il est un
objet quasi-final (resp. quasi-initial) de la co-catégorie Hom ~(y, ) (resp. Hom(z, y)).
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Réciproquement, supposons que pour tout objet y de C, la co-catégorie Hom ~ (y, x)
(resp. Hom(z,y)) admette un objet quasi-final (resp. quasi-initial), et soit F(y)
un ensemble quasi-final (resp. quasi-initial) de cellules de Hom(y,z) (resp. de
Hom(x,y)) tel que F(y)o soit non vide. On vérifie aussitot que si I'on pose

E={z}u eE)chF(y) :

alors E est un ensemble quasi-final (resp. quasi-initial) de cellules de C, ce qui prouve
que x est un objet quasi-final (resp. quasi-initial) de C. O

Proposition B.3. — Soient n > 0 un entier, et C' une n-catégorie. Pour qu’un
objet de C' soit un objet quasi-final (resp. quasi-initial) au sens de la définition du
paragraphe 1.4, il faut et il suffit qu’il le soit au sens de la définition du paragraphe B.1.

Démonstration. — On raisonne par récurrence sur n. Soit « un objet de C. Si n = 0,
et §'il existe un ensemble quasi-final E (resp. quasi-initial) tel que x € E, alors tout
objet y de C' est relié & x par une 1-fleche, et comme les seules 1-fleches de C sont les
identités, la O-catégorie C' s’identifie & 'ensemble {x}. La réciproque étant évidente,
ceci prouve 'assertion pour n = 0. Si n > 0, en vertu de la proposition précédente,
pour que z soit un objet quasi-final (resp. quasi-initial) de C' au sens de la définition
du paragraphe B.1, il faut et il suffit que pour tout objet y de C, la (n — 1)-catégorie
Hom(y, ) (resp. Hom(z,y)) admette un objet quasi-final (resp. quasi-initial) au
sens de cette méme définition. On conclut donc par I’hypothése de récurrence. O

Remarque B.4. — En vertu de la proposition précédente, il n’y aura donc par lieu
de distinguer, pour une n-catégorie, 0 < n < oo, les deux notions d’objet quasi-final
(resp. quasi-initial).

Proposition B.5. — Soient C une co-catégorie, et x un objet quasi-final (resp. quasi-
initial) de C. Alors pour tout entier n > 0, I’image de x dans la n-catégorie T;,L(C),
n-tronqué intelligent de C (cf. 1.3), est un objet quasi-final (resp. quasi-initial)
de 71, (C).

Démonstration. — On raisonne par récurrence sur n. Si n = 0, la O-catégorie T;O(C)
est le quotient de ’ensemble des objets de C' par la relation d’équivalence
y ~1y <= il existe un zigzag de 1-fleches de C reliant y et 3.

S’il existe un ensemble quasi-final (resp. quasi-initial) F de cellules de C tel que
x € Ey, alors ce quotient se réduit a la classe d’équivalence de z, ce qui prouve
I’assertion dans ce cas. Sin > 0, en vertu de la proposition B.2 et de ’hypothése de
récurrence, pour tout objet y de C, la (n — 1)-catégorie

&1 (Home(y, 2)) = Hom i ¢(y, @)

(resp. Tignfl(iHomC(x7y)) . Hom'rign(C)(xvy) )
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admet un objet quasi-final (resp. quasi-initial). Par une nouvelle application de la
proposition B.2; on en déduit que x est un objet quasi-final (resp. quasi-initial) de la
n-catégorie 71, (C). O

Lemme B.6. — Soit C' une oco-catégorie. Si pour tout entier n > 0, le n-tronqué
intelligent Tign(C) est asphérique, alors C est asphérique.

Démonstration. — 1l s’agit de montrer que sous les hypothéses du lemme, ’ensemble
simplicial No(C) est faiblement contractile, autrement dit que 7y(C') est un single-
ton, et que pour tout ¢ > 0 et tout 0-simplexe & de Ny (C), le groupe d’homotopie
7i(Noo (C), ) est trivial. Comme pour tout n > 0, Uoriental O,, est une n-catégorie,
on a par adjonction une bijection naturelle

(Neo(C))n = Homeo-at (On, C) ~ Homoo-Cat(OnaTign(C)) = (NooTign(C))n )

autrement dit le n-squelette de N, (C) coincide avec celui de Noo7L,,(C). Vu que
les m; d’un ensemble simplicial ne dépendent que de son (i + 1)-squelette, cela prouve
I’assertion. O

Proposition B.7. — Soit C une oo-catégorie admettant un objet quasi-final
(resp. quasi-initial). Alors C est asphérique.

Démonstration. — En vertu de la proposition B.5, pour tout entier n > 0, la
n-catégorie T;n(C) admet un objet quasi-final (resp. quasi-initial), et par suite, il
résulte du corollaire 7.9 qu’elle est asphérique. La proposition résulte donc du lemme
précédent. O

B.8. — Soient F,G : C —=% D deux oco-foncteurs de méme source et méme but. Une
prétransformation o de F vers G est la donnée pour tout i > 0, et toute i-cellule x
de C, d’une (i + 1)-fleche

Qg 2 O (@) Fim1 7 *1 Q) *o F(z) — G(z) % Qgo(z) ¥1 " *j—1 O

Srifl(l')
de D (en se rappelant que si k& < j l'opération x, est prioritaire sur l'opération *
(cf. 1.1)). Par exemple, si z est un objet de C,

: F(z) — G(2)

est une 1-fleche de D, si z est une 1-fléche de C,

a(l?
Oy 1 Oy () *o F(@) — G(2) %0 (o)
est une 2-fleche de D, et si z est une 2-fléche de C,
Ay atl(z) *1 (ato(x) *0 F(SL’)) — (G(.’b) *0 QSO(m)) *1 asl(m)

est une 3-fleche de D. En revenant au cas général d’une i-cellule z, pour que cette
définition soit licite, il faut vérifier que pour ¢ > 0, les i-cellules

Qi (@) *im1 *T K1 Qg () *o F(z) et G(x) xq Qgo(z) *1 7" *im1 O, | ()
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sont, paralléles et les compositions qui y figurent sont bien définies, ce qu’on démontre
par récurrence, en observant que pour ¢ = 0, il n’y a rien & prouver et que pour i > 0,
on a un carré de i-fléches

(e

s;_1®
Oy, oxXio " ¥ Qpoy *OF(Siflm) G(Si,1$) ¥ Qgap *1 """ ¥ o Oy, o
QA ga¥i—2 " F1 Oy o () G(z) *q Xsga ¥1 7" Fi—2 ¥, g
Qp, pxXi—2 " *¥1 Qg %o F(ti—1) 4“%‘ - G(ti—17) % Qgop¥1 " %o Qg, o -

i—1
On en déduit aussi par une récurrence immédiate que pour tout j, 0 < j <4, on a

Sj0, = Qo * Sy, ¥ Fsjx) = 5j0 o s

g
(B.8.1) !
tjaw = G(t]l') *0 Aoz *qomee >k_j—l asj-,lw = tjatjw .

On dit que la prétransformation « est une transformation® si les deux condition
suivantes sont satisfaites.

a) COMPATIBILITE AUX UNITES. Pour tout ¢ > 0 et toute i-cellule = de C, on a
Q= 1%.

b) COMPATIBILITE AUX COMPOSITIONS. Pour tous 4,5, 0 < j < 4, et tout couple
de i-cellules j-composables z,y de C, on a

Uy = G(tjr1) % Qug « K Qg % Qg Q% Qg % Qy kg F(sj419),
ou pour tout k£, 0 < k < j, on note

Sk = ST = SKY et tr =t =ty .
Par exemple, si x,y sont deux 1-fleches 0-composables de C, on a

am*oy = (G(.’E) *0 ay) *1 (aw *0 F(y)) )

si x,y sont deux 2-fleches 0-composables de C, on a

am*oy = (G(tlx) *0 ay) *q (aw *0 F(Sly)) )
et si z,y sont deux 2-fléches 1-composables de C, on a

aa:*ly = ((G(I) *0 asoz) *q ay) *g (aa: *1 (atgy *0 F(y))) .

B.9. — En gardant les notations du paragraphe précédent, on s’intéresse plus par-
ticuliérement au cas ou D = C, et o G est 'endomorphisme identité de C' et F' un
endomorphisme constant, autrement dit tel qu’il existe un objet ¢y de C' tel que pour
tout objet = de C, F(x) = ¢g, et pour tout ¢ > 0 et toute i-fleche z de C, F(x)

(2) 11 sagit de la version « oplax » de cette notion.
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valeur c¢g). Une prétransformation o de F' & G est alors la donnée, pour tout objet
de C, d’une 1-fleche

Q10— T,
et pour tout ¢ > 0 et toute i-fleche = de C, d’une (i + 1)-fleche

Qp Qi (x) 7 & ¥ Qgp(a) *¥1 77" i1 Oy (a) -

En effet, comme F(x) est alors la i-fleche identité itérée de cg, la i-fleche
Xy () Fimz TR Yy () %o F(x) est une identité, et par suite

Qp, () ¥ie1 Qo) Fim2 7 *1 Qy(2) *o F(z) = Qi (2)
On remarque qu’en vertu de B.8.1, on a donc pour tous 4,5, 0 < j < 14, et toute
i-cellule z de C,

B Co sij=0,

9.1 sia, = S;a, . = .

( ) J"x J s O‘tj,lx sij > O .

Une telle prétransformation est une transformation si et seulement si les deux condi-
tions suivantes sont satisfaites :

a) pour tout i > 0 et toute i-cellule x de C, on a oy, = 14 ;

b) pour tous ¢, j, 0 < j < i, et tout couple de i-cellules j-composables z,y, on a

a;c*jy = tj+1x *0 Qgogp *1 77 *51 O‘sj,lac *j Oy i Qg -

En effet, comme F'(s;j11y) est alors la (j+1)-fleche identité itérée de co, la (j+1)-fleche

oy *1 Qo %o F(s541y) est une identité. On dit qu'une telle transforma-

* . PR
j—1y "j—1
tion est une contraction de C' centrée en cq si elle satisfait aux deux conditions sui-

vantes :

) g = leys

d) pour tout 7 > 0 et toute i-cellule z, on a l’égalité o, =

1o .
Pour que la condition (d) fasse sens, il faut vérifier que s(a, ) = t(a, ) = . Cela

a:c

est conséquence du lemme suivant.

Lemme B.10. — En gardant les hypothéses et les notations ci-dessus, si la trans-
formation « satisfait & la condition (c), et a la condition (d) pour les j-cellules pour
0 < j < i, alors pour toute i-cellule x, on a s(a,, ) =t(ay, ) = .

Démonstration. — Soit x une i-cellule de C. En vertu de B.9.1, on a
t(aam) = Qg *o aso(am) *1 asl(am) Hy K asi(ozm)
= Q. *g e, *q aatow Ko o Xy aati,lw =0y,

la derniére égalité résultant de la condition (c) et de la condition (d) pour les j-cellules
pour 0 < j <.
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D’autre part, pour tout j tel que 0 < j < ¢, toute i-cellule y et toute j-cellule z,

si y et o, sont j-composables, alors on a Qyyoa, = Qy En effet, en vertu de la

condition (b), on a
ay*jaz = tj+1y *0 Qgpy *1 777 *j1 a5j_1y *j algz *ip1 O

ou 122 désigne la i-cellule identité itérée de a, (égale & o, si j =4 — 1). Or, il résulte

de la condition (a) que a;; = 15" et de la condition (d) pour les j-cellules pour
0<j<iquea; = 16+, Comme o, est une (j + 1)-cellule, on en déduit que
Tj+1Y *g Qgoy %1 ...Z*rl g,y *j Q1 est une unité pour la composition *jy1s CE

qui prouve l’assertion. Pour toute i-cellule z de C, on a donc

S(aaw) = at(ozm) = Qg *,

0 Ysp(e) 1T Fim2 Yy o(e) Fim1 Yy q (@)

*i T *o Fso(a)

z s
i—2 %s;_y(a) *

ToKG Q) F1

ce qui prouve le lemme. O

B.11. — Soient C une oo-catégorie et ¢y un objet de C. Une contraction duale de C
centrée en ¢ est une contraction de la oo-catégorie duale C° de C' (cf. 1.12), centrée
€en cop.

Lemme B.12. — Soient C une co-catégorie, o une contraction de C centrée en cg,
1 >0, et x une i-cellule de C. Les conditions suivantes sont équivalentes :
i) a, =1z;
i) ou bien i =0 et x = ¢g, ou bien i > 0 et il existe une (i — 1)-cellule de C telle
que T = .
Démonstration. — L’implication (ii) = (i) est évidente. Réciproquement, supposons
que z soit une i-cellule telle que o, = 1,. Alors on a
Co sii= 0,
rz=s(a,)=
(az) sit>0,
ce qui prouve le lemme. O
Proposition B.13. — Soient C une co-catégorie, et a une contraction de C centrée
en co. Alors cg est un objet quasi-initial de C. Plus généralement, pour tout i > 0,

si x est une i-cellule de C' telle que o, = 1, alors x est un objet quasi-initial de la
oo-catégorie Parg(x) (cf. 1.2).

Démonstration. — On va montrer que I’ensemble F formé des cellules z de C' telles
que o, = 1, est un ensemble quasi-initial de cellules de C. En vertu du lemme
précédent,

E ={co} U{a, |z cellule de C} .

Soient 7 > 0, z une i-cellule de C' appartenant & E et y une i-cellule paralléle a x.
1l s’agit de prouver qu’il existe une (i + 1)-cellule appartenant a E de source x et de
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but y. Montrons que la (i + 1)-cellule «, convient. Elle est bien dans E. Si i = 0,
on a x = ¢ et a,, est par définition une 1-fleche de ¢ vers y. Si i > 0, il existe une
(i — 1)-cellule z telle que x = a,, et on a

s(a,) = Qpy) = Qg(z) = s(ay) =s(lz) =

et
t(ay) =Y Fo Uso(y) *1 Usy(y) *2 77 Fim1 Xy (y)
=Y *o Og(a,) *1 Ysy(a,) ¥2 70 Fic1 X, (ay)
T Y Ho Aoy *1 X, K2 Ko Qo F Y

Pavant derniére égalité résultant de B.9.1 et la derniére des conditions (c) et (d) du
paragraphe B.9. Comme ¢y € E, on en déduit que ¢y est un objet quasi-initial de C'.
De méme, on en déduit que pour toute cellule x de C telle que o, = 1,, 'ensemble
des cellules de Par¢(z) appartenant & E est un ensemble quasi-initial de cellules de
Parc(x), et = appartient & cet ensemble, ce qui prouve la derniére assertion. O

B.14. — Soient (K,K* e) et (K',K'* €') deux complexes dirigés augmentés, no-
tés plus simplement respectivement K et K’ f,g : K —= K’ deux morphismes de
complexes dirigés augmentés, et h une homotopie de morphismes de complexes dirigés
augmentés de f vers g (cf. 2.11). On en déduit deux oo-catégories v(K) et v(K'), deux
oo-foncteurs v(f),v(g) : v(K) =% v(K') (cf. 3.2), et on définit une transformation
v(h) de v(f) vers v(g) comme suit. Pour toute i-cellule

0 0 )

. Ty .. Ty X
- 1 1 )
To -.. Tiq X

de v(K), on définit une (i 4 1)-cellule v(h), de v(K') par la formule

y(h) _ f()il'g fll’(l] + h0$6 . le‘? + hi_1$1171 h;x;
goxs  gret+hoxd ... gl +hiaad b))
ot #¥ = 2} = z,. En effet, on a

d2+1hi$i = gi%; — fixi — hi—1d;x;
= giwi — fiwi —hi1(w_y —29_) = (gix] +hiazd_y) — (fird + hicazi_y);
pour 0 < 7 <14, 0n a
d;'+1(fj+1x?+1 + hj:c}) = fjde:c?H + gja:} — fjx} — hj,ldjx}

= filwj —a9) + gjuj — fiwj — hj—1(zjy —af )
= (gjaj + hj12f_y) — (fiz] + hjaxj_y) 5

enfin, on a

&y (fra] + hoxg) = fodra} + goag — foxg

= fo(xy — x0) + goxg — foxy = goxg — fox( -



LE TYPE D'HOMOTOPIE DE L’ORIENTAL I’UN COMPLEXE SIMPLICIAL 63

Comme on a €'fy = e, €'go = e, et pour tout j > 0, f;(K}) C K}*, g;(K;) C K" et
hj(Ky) C K}y, ceci prouve que v(h), est bien une (i + 1)-cellule de v/(K’).
Pour montrer qu’on définit ainsi une transformation, on commence par vérifier que

la source de la (i + 1)-cellule v(h), est

v(R)y, @) *ier k1 V() g () %o V(F)(@)
et son but

v(9)(@) *o V(h)so(z) O B | V(h)si,l(z) :

Pour i = 0, en tenant compte de l'identification de ’ensemble des objets de v(K) aux
éléments x de K tels que e(z) = 1, on remarque que la 1-fleche

v(h), — (fo(x) h0($)>
go(x) ho(z)

de v(K') est de source fo(x) = v(f)(z) et de but go(z) = v(g)(x), ce qui prouve
I’assertion dans ce cas. Pour ¢ > 0, l'assertion résulte du lemme suivant, appliqué

a j =1t — 1, en tenant compte que x? = :rll

Lemme B.15. — En gardant les notations ci-dessus, pour tout entier j, 0 < j < 1,
on a (en supprimant pour abréger les indices de f, g et h)

V(h)tj(m) *joo ok V(h’)to(m) *o V(f)(z)

_(fad faY+hay ... fal+hxjy fal. +hap fal, oo fa]
- K
gry  gri+hxd ... ga:; + hJ;ng fsc;le + hx; fa:}+2 N
v(g9)(z) *o V(h)so(x) Lo Ky V(h)sj(w)
_ fal %+ hal ... fx? + hx}_l gm?H + hx? g;v?+2 R
Démonstration. — Montrons la premiére égalité. On procéde par récurrence sur j.

Pour j =0, on a
fab hal fa§ fa} ... fal
v(h *g V r) = *
()to(m) o V(F)(z) (gx(l) h$(1) 0 fx(l) fx% fxll

_(fab fabhay fa§ . faf
gy frl+hal foy ... fal)
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ce qui prouve l'assertion dans ce cas. Supposons-la pour j — 1, j > 1, et montrons-la

pour j. On a
V(h)tj(z) *j V(h)tj_l(m) i1k V() 0y %o () (@)
_ fab  fa%+hal ... fx?fl + hz}72 fzjl + hm}71 hle-
gry  gri+had ... gx}_l + hx?_g gx]l + hx?_l hx}
. fad  fa+hay .. fx) o +haj o, fa)4hxjoy fxd), - fal
T \gxy  gxl+had ... gx;_l + ha??_Q fx]l + hx}_l fx}_H coo fal
_ fad  fa+hay oo fa)+haio fal, 4+ ha) fa9, oo faf
gry  gri+hxd ... g;l:; + hl’?,l ijl-Jrl + hx; f:z:jl-+2 N ’
ce qui prouve l’assertion. La deuxiéme égalité se démontre de facon analogue. O
B.16. — En gardant toujours les notations du paragraphe B.14, la vérification

pour v(h) de la condition (a) de la définition des transformations (cf. B.8) est
immédiate. Pour prouver la condition (b), soit j un entier tel que 0 < j < 4, et

) vo o oyl
ys - yii )

une i-cellule de v(K) (de sorte que y9 = y}) dont la j-cellule but itérée est égale a la
j-cellule source itérée de x, autrement dit, telle que

x,=vyi, c€{0,1}, 0<k<j et x?:yjl».
1l s’agit de prouver 1’égalité
V(h)mjy = (B #; v(h),) 511 (v(h), *; A) |

ou
A=vh),,_, #i1 - #1 v(h)y, %o V(D) (s5019) .

B= V(g)(t]"rlx) *0 V(h)sow *1 00 >kj—l V(h)sj-,lw .

On note C la matrice

o (T e
gry  gxl 4+ had ... gx;_l + hx?_Q
(fwe fR Ry o fyio Ry
9ys  gyi +hyg .. gyji +hy) s

(vide pour j = 0), et pour toute matrice

2 2 .2
z= ,
2 24 .
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et [,0 <1<k, on pose

0 .0 0
i 2 A1 Zl1-1
<t7\.1 .1 1
20 A1 Al1-1
Par définition, on a
(V(h)w*]y)<J =

0 .0 0
) e (G )
2l Rl 2

(V(h’)a:)<j = (V(h’)y)<j = C ?

65

et en vertu du lemme B.15, appliqué & s;41y et ¢j412, on a aussi A«; = C = B, et

par suite,
(V(h)x*j y) <j =

(B 5 v(h), *j41 v(h), *; A)<j .

D’autre part, toujours en vertu du lemme B.15, appliqué & s;41y et ¢;412, on a

s, = (fy? +hyiy fY)a
fyj +hyi o fyin
et comme
S
27 gm} + hmg_l
(v(h)) 5, = (fy;f o
z 9y; +hy;_4

on a
(v(h), *; A)>j

0 0 1
<ng +ha; gy

1 0 1
gr; +hrs_y gri,

),B

fa:?H + hx; fad +hxl | ha

gm}H + hx? gz} + hald |

hy}
hy?

Ty + by,
gyt + hyd_,

fydin + hy;
9y} 11 + hy)

fyd+hyi oy faS 4+ fyQ, +ha fal,, + hajy, fa? + ha
ga:; + hasg.)fl gx}Jrl + fy?+1 + hz? gx}Jr2 + hx9+1 gr} + hx

(B *; V(h)y)>j =

(

On en déduit que
(B *; I/(h)y i1 v(h), * A)

(

= (V(h)z*jy)gj )

ce qui prouve la condition (b).

1 0
gz + hz;_y

>

9+ hyi o fyd +gxj + hy)
92} 1+ 9yl + hy)

fyd +hyj_y fafy + [yl + haj
gri+had_y  gxiiy +gyj + hyf

fy?+2 + hyjl‘+1
gyjlurz + h!/?ﬂ

1 fxgﬁ + fy?Jrg + hle-ﬂ + hyjl+1

933]1'+2 + gy}+2 + hw?-&-l + hy?+1
fad + fyf + hai_y + hyi_y
ga:z1 + gy} + h:z:?fl + hy?f1

1
i
hx9

7

).
).
).

1
i—1

0
i—1

fyd + hyl
gyt + hyd_,

hx

ha?

hy}
hy?

ha} + hy}
ha? + hy?

1
i

)
)

)
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B.17 — Soient (K, K*,e) un complexe dirigé augmenté décent (cf. 2.9), noté plus
simplement K, f un endomorphisme constant de K de valeur ¢q (cf. 2.10), et h une
homotopie de morphismes de complexes dirigés augmentés de f vers le morphisme
identité de K (cf. 2.11). On suppose que I’homotopie h est de carré nul, autrement
dit que pour tout j > 0, hj;1h; = 0, définissant ainsi une contraction de K (cf. 4.8).
On rappelle qu’alors ¢q est dans K, on a e(co) = 1, ho(co) = 0, pour tout x € Ko,
fo(z) = e(x).co et pour tout ¢ > 0 et tout = € K;, fi(z) = 0. L’endomorphisme v(f) de
la co-catégorie v(K) est alors un co-foncteur constant de valeur ¢ (et tenant compte
de 'identification de l’ensemble des objets de v(K) avec ’ensemble des x € K tels
que e(z) = 1). L’homotopie h définit une transformation v(h) de v(f) vers l'identité
de v(K) (cf. B.14).

Proposition B.18. — En gardant les hypothéses et les mnotations du para-
graphe précédent, la transformation v(h) est une contraction centrée en cqo de la
oo-catégorie v(K).

Démonstration. — On a
Co ho(Co) Co O
V(h)co = = =1,
Co ho(Co) Co 0

ce qui prouve la condition (c) de la définition d’une contraction (cf. B.9). Démontrons
la condition (d). Pour tout ¢ > 0, et toute i-cellule

0 ,.0 0 0

. Ty Ty ... Tiq T
1 1 1 1

Ty Ty ... T T

de v(K), on a (en omettant les indices de h)

o) = Co hx} hxi .. hxl | hx!
* ) xl+hal al4+hal . a4+ ha® Rhal)

et par suite,
V(). = < L i bhe)
“ x5 271+ hxg+ hey x5 + hay + hhxg
h(xi_q + ha)_,) h(z} + ha? ) hha?
z} + hal | + hhzl 5  had + hhx! | hhx%)

co hax} hai e hx}_, hz} 0 )
= = luv(n
zhy i +hal al+hay o0 ozl +hal hal 0 e
ce qui prouve l’assertion. O

Le corollaire suivant est une variante de la proposition 4.5.
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Corollaire B.19. — Soit K un complexe dirigé augmenté décent. S’il existe une
homotopie de carré nul d’un endomorphisme constant de K, de valeur cq, vers l’endo-
morphisme identité de K, alors co est un objet quasi-initial de la co-catégorie v(K).
Dualement, s’il existe une homotopie de carré nul de ’endomorphisme identité de K
vers un endomorphisme constant, de wvaleur cg, alors cy est un objet quasi-final
de v(K).

Démonstration. — La premiére assertion est conséquence immédiate des propo-
sitions B.13 et B.18. En vertu de la proposition 3.13 et conformément au para-
graphe B.1, la deuxiéme assertion résulte de la premiére, appliquée au complexe
dirigé augmenté dual K° (cf. 2.12) et & ’homotopie de I'endomorphisme constant
de K°, de valeurs ¢y, vers ’endomorphisme identité de K°, induite par h (cf. 2.13). O

Remarque B.20. — 11 résulte des propositions 6.3 et B.18 que pour tout n > 0,
Poriental O,, admet une contraction centrée en (0). De méme, il résulte des propo-
sitions 6.5, 3.13, B.18, et du paragraphe 2.13 que O,, admet une contraction duale
centrée en (n) (cf. B.11). Ainsi, on peut retrouver facilement le théoréme 6.6 en uti-
lisant la proposition B.13.
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