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RÉSUMÉ. Dans ce travail, nous étudions un modèle de deux espèces microbiennes en compétition
sur un seul nutriment dans un chémostat avec des taux de croissance densité-dépendant intra et
inter-spécifique. Nous démontrons, pour des termes de compétition inter-spécifique assez faibles, la
convergence globale vers l’équilibre de coexistence pour toute condition initiale strictement positive.
Pour des termes de compétition inter-spécifique assez grands, le système présente une bistabilité,
avec exclusion compétitive d’une espèce selon la condition initiale.

ABSTRACT. In this work, we study a model of two microbial species in competition on a single
ressource in a chemostat with intra and inter-specific density dependent growth rates. We show for
small enough terms of inter-specific competition, the global convergence to the coexistence equilib-
rium for any positive initial condition. For large enough terms of inter-specific competition, the system
exhibits bistability with competitive exclusion of one species according to the initial condition.

MOTS-CLÉS : Chemostat, Coexistence, Compétition, Densité-dépendant, Stabilité Globale.
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1. Introduction
Nous considérons un modèle de deux espèces microbiennes en compétition sur un

seul nutriment dans un chémostat, où les taux de croissance ne dépendent pas seulement
de la concentration en substrat du milieu, mais également des concentrations en micro-
organismes. Plus précisément, nous considérons des termes de compétition intra et inter-
spécifique dans les lois de croissance, pour voir leurs effets sur la coexistence des espèces.
Le modèle s’écrit

Ṡ = D(Sin − S)− µ1(S, x1 + αx2)x1 − µ2(S, x2 + αx1)x2

ẋ1 = [µ1(S, x1 + αx2)−D]x1

ẋ2 = [µ2(S, x2 + αx1)−D]x2

(1)

où S(t) désigne la concentration du substrat à l’instant t ; xi(t), i = 1, 2, désigne la
concentration de l’espèce i à l’instant t ; D et Sin désignent respectivement le taux de di-
lution dans le chémostat et la concentration du substrat à l’entrée du chémostat ; µi(S, xi+
αxj), i, j = 1, 2 avec j ̸= i, représente le taux de croissance de l’espèce i où α est un
paramètre positif qui désigne la compétition inter-spécifique entre les deux populations.

Le cas α = 0 a été traité par Lobry et al. [2, 3, 4] avec n espèces. Le cas où les taux
de prélèvement Di de l’espèce i sont distincts, a été considéré dans [4]. Ils ont montré
l’existence d’un unique équilibre de coexistence qui est Globalement Asymptotiquement
Stable (GAS) pour toute condition initiale strictement positive. Fekih-Salem et al. [1] ont
pu construire le modèle densité-dépendant (1) par des mécanismes de floculation, où les
µi et les Di dépendent des densités de toutes les espèces, x = (x1, . . . , xn). Ils ont étudié
ce modèle (1) dans le cas où les µi et les Di ne dépendent que de xi, en utilisant la
technique de la caractéristique à l’équilibre de [3, 4]. Cette technique ne s’applique pas
dans le cas où les µi dépendent de tous les xj .

Le cas α > 0 a été considéré numériquement dans [2], où ils ont montré la coexistence
pour α assez petit et l’exclusion au moins d’une espèce pour α assez grand. Dans le
paragraphe 2, nous analysons le modèle densité-dépendant intra et inter-spécifique (1)
dans le cas général α > 0, par l’existence et la convergence globale de l’équilibre de
coexistence. La conclusion est donnée dans le paragraphe 3 et les preuves mathématiques
des résultats sont présentées dans l’annexe A.

2. Étude du modèle
Nous nous intéressons, dans ce paragraphe, à l’étude du modèle densité-dépendant

intra et inter-spécifique (1). Nous faisons les hypothèses suivantes pour i, j = 1, 2 avec
j ̸= i :

H1 : µi(0, xi + αxj) = 0 et µi(S, xi + αxj) > 0 pour tout S > 0 et xi > 0.

c’est-à-dire pas de croissance peut avoir lieu pour l’espèce xi sans le substrat S qui est
nécessaire à la croissance des espèces.

H2 : ∂µi

∂S (S, xi + αxj) > 0 et ∂µi

∂xi
(S, xi + αxj) < 0 pour tout S > 0 et xi > 0.

c’est-à-dire la croissance des espèces xi augmente avec le substrat S alors qu’elle est
inhibée par la compétition intra et inter-spécifique.
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H3 : Il existe λi < Sin tel que µi(λi, 0) = D,

c’est-à-dire qu’aucune des espèces n’est lessivée en absence de l’autre espèce.

Dans la suite, nous montrons que le système d’ordre trois (1) peut être réduit à un
système de second ordre. Nous définissons pour cela l’ensemble compact

Ω =
{
(S, x1, x2) ∈ R3

+ : S + x1 + x2 = Sin

}
.

Soit z = S + x1 + x2, on a ż = D(Sin − z), alors z = Sin + (z(0) − Sin)e
−Dt.

D’où z 6 max(Sin, z(0)) pour tout (S, x1, x2) ∈ R3
+. Par suite, pour toute condition

initiale positive, toutes les trajectoires du système sont bornées. En outre, l’ensemble Ω
est attracteur de toutes les trajectoires dans R3

+. Ainsi, le système (1) est équivalent au
système asymptotiquement autonome{

ẋ1 =
[
µ1

(
Sin + (z(0)− Sin)e

−Dt − x1 − x2, x1 + αx2
)
−D

]
x1

ẋ2 =
[
µ2

(
Sin + (z(0)− Sin)e

−Dt − x1 − x2, x2 + αx1
)
−D

]
x2,

(2)

dont le système limite est{
ẋ1 = [µ1(Sin − x1 − x2, x1 + αx2)−D]x1

ẋ2 = [µ2(Sin − x1 − x2, x2 + αx1)−D]x2.
(3)

Puisque la technique de la caractéristique à l’équilibre ne s’applique pas pour l’étude de
ce modèle, nous utilisons la méthode des isoclines.

Le système (3) est défini sur l’ensemble M =
{
(x1, x2) ∈ R2

+ : x1 + x2 6 Sin

}
.

L’étude du portrait de phase de ce système réduit surM montre qu’il existe seulement des
nœuds stables, des nœuds instables, des points selles et qu’il n’existe pas de trajectoires
joignant deux points selles. Ainsi, nous pouvons appliquer le résultat de Thieme [6] et
conclure que le comportement asymptotique de la solution du système (2) est le même
que celui du système réduit (3).

2.1. Existence des points d’équilibre
Nous étudions dans la suite l’existence et l’unicité des points d’équilibre du système

(3) sous les hypothèses H1-H3. L’équilibre de lessivage E0 = (0, 0) existe toujours.

Lemme 2.1 On a les propriétés suivantes

1) Il existe un unique xi = x̃i défini par µi(Sin − xi, xi) = D, i = 1, 2.

2) Il existe un unique xi = x̄i(α) défini par µj(Sin − xi, αxi) = D, i, j = 1, 2,
avec j ̸= i.

Notons que x̄i(0) = Sin − λj , pour i, j = 1, 2, avec j ̸= i. Sans perte de généralité, nous
supposons que x̃2 < x̃1.

Proposition 2.1 Le système (3) admet un équilibre d’extinction de x2, E1 = (x̃1, 0), et
un équilibre d’extinction de x1, E2 = (0, x̃2).

L’équilibre strictement positif E∗ est déterminé par les solutions des équations

fi(x1, x2) = µi(Sin − x1 − x2, xi + αxj)−D = 0, pour i, j = 1, 2 avec j ̸= i.

En utilisant le théorème des fonctions implicites, nous démontrons le résultat suivant :
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Lemme 2.2
1) L’équation f1(x1, x2) = 0 définit une fonction décroissante

F1 : [0, x̃1] −→ [0, x̄2(α)]
x1 −→ F1(x1) = x2

telle que F1(0) = x̄2(α) et F1(x̃1) = 0.

2) L’équation f2(x1, x2) = 0 définit une fonction décroissante

F2 : [0, x̄1(α)] −→ [0, x̃2]
x1 −→ F2(x1) = x2

telle que F2(0) = x̃2 et F2(x̄1(α)) = 0.

Nous allons déterminer la condition d’existence de l’équilibre de coexistence pour α = 0.
Ensuite, nous étudions les bifurcations selon le paramètre α pour voir l’effet des compé-
titions inter-spécifiques sur la coexistence.

Proposition 2.2 Pour α = 0, le système (3) admet un unique équilibre strictement positif
E∗ si et seulement si

x̄i(0) > x̃i, pour i = 1, 2. (4)

Dans la suite, nous étudions l’existence de l’équilibre strictement positif de (3) dans le
cas α > 0 en supposant que la condition (4) d’existence et d’unicité de l’équilibre stric-
tement positif de (3) pour α = 0 est vérifiée (voir Fig. 3). Nous constatons que lorsque α
augmente ces inégalités ne seront plus satisfaites. Nous démontrons le résultat suivant :

Lemme 2.3 Il existe une unique valeur critique α = αc
1 < 1 telle que x̄1(α) = x̃1. Il

existe une unique valeur critique α = αc
2 > 1 telle que x̄2(α) = x̃2 si et seulement si

µ1(Sin − x̃2,+∞) < D.

On se place dans le cas général où µ1(Sin − x̃2,+∞) < D. Le résultat suivant démontre
l’existence de l’équilibre strictement positifE∗ selon la valeur de α entre les deux valeurs
critiques.

Proposition 2.3
1) Si 0 6 α < αc

1, alors il existe un unique équilibre strictement positif E∗.

2) Si αc
1 6 α 6 αc

2, alors il n’existe aucun équilibre strictement positif.

3) Si α > αc
2, alors il existe un unique équilibre strictement positif E∗.

2.2. Comportement asymptotique
Dans ce paragraphe, nous étudions le comportement asymptotique des points d’équi-

libre du système (3). Nous démontrons le résultat suivant :

Proposition 2.4 E0 est toujours un nœud répulsif. De plus :

1) Si 0 6 α < αc
1, alors E∗ est Localement Exponentiellement Stable (LES), alors

que E1 et E2 sont des points selles.

2) Si αc
1 < α < αc

2, alors E1 est LES et E2 est un point selles.

3) Si α > αc
2, alors E∗ est un point selle, alors que E1 et E2 sont LES.
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Proposition 2.5 Dès que l’équilibre strictement positif E∗ existe et est LES, il est Globa-
lement Exponentiellement Stable (GES) sur le quadrant positif ouvert.

La Fig. 1 (a) montre l’existence d’un unique équilibre de coexistence E∗ qui est GES
pour 0 6 α < αc

1 (voir Fig. 4 pour α = 0.2). Ensuite, il y a une bifurcation selle-nœud
pour α = αc

1 (b) où l’équilibre E∗ disparaît et l’équilibre E1 change de comportement et
devient LES pour αc

1 < α < αc
2 (c). Finalement, il y a une deuxième bifurcation selle-

nœud pour α = αc
2 (d) où l’équilibre E2 devient LES avec apparition d’un équilibre de

coexistence E∗ qui est instable pour α > αc
2 (e). Dans ce cas, le système (3) présente la

bistabilité (voir Fig. 4 pour α = 8).

x2 (a)

x̄2(α)

x̃2
E2

•

E0

•

F1(x1)

F2(x1)E∗
•

E1 •̃
x1 x̄1(α)

x1

x2 (b)

x̄2(α)

x̃2
E2

•

E0

•

F1(x1)

F2(x1)

E1•
x̃1 = x̄1(α)

x1

x2 (c)

x̄2(α)

x̃2
E2

•

E0

•

F1(x1)

F2(x1)

E1•
x̄1(α) x̃1

x1

x2
(d)

x̃2 = x̄2(α)
E2•

E0

•

F1(x1)

F2(x1) E1•̃
x1x̄1(α)

x1

x2
(e)

x̃2
E2•

x̄2(α)

E0

•

F1(x1)

F2(x1)

E∗
•

E1•
x̄1(α) x̃1

x1

Figure 1. Isoclines x2 = F1(x1) et x2 = F2(x1). Bifurcation selon le paramètre α.

2.3. Le cas α = 0

Dans la suite, nous démontrons que la condition (4) d’existence de l’équilibre stricte-
ment positif, dans le cas particulier où α = 0, équivaut aux hypothèses suivantes de Lobry
et al. [2]

H4 : lim
xi−→+∞

µi(S, xi) = 0.

D’après les hypothèses H2-H3, la fonction xi −→ µi(S, xi) est strictement décroissante
et pour tout S ∈ [λi, Sin], on a

µi(S, 0) > µi(λi, 0) = D.

D’après l’hypothèse H4, pour tout S ∈ [λi, Sin], il existe une unique solution Xi(S) telle
que µi(S,Xi(S)) = D.

H5 : Sin − λ̃ > X1(λ̃) +X2(λ̃), avec λ̃ = max(λ1, λ2) (voir Fig. 2), c’est-à-dire

Sin − λ2 > X1(λ2) et Sin − λ1 > X2(λ1). (5)

D’après l’hypothèse H2, les fonctions µ1(λ2, .) et µ2(λ1, .) sont strictement décroissantes
et

µ1(λ2, X1(λ2)) = D, µ2(λ1, X2(λ1)) = D.
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x1, x2

xi = Sin − S

S

X2(S) = x2

X1(S) = x1

x1 + x2

λ1 λ̃ S∗

Sin − λ̃

X1(λ̃)

Figure 2. Caractéristique à l’équilibre : Condition d’existence de l’équilibre strictement po-
sitif de (1) pour α = 0.

Par conséquent, l’hypothèse H5 est équivalente à

µ1(λ2, Sin − λ2) < D et µ2(λ1, Sin − λ1) < D. (6)

La Fig. 3 (a) montre l’existence d’un unique équilibre strictement positif E∗ lorsque
la condition (4) est satisfaite. Comme la fonction xi 7−→ ψi(xi) = µi(Sin − xi, xi)−D,
pour i = 1, 2, s’annule en x̃i et est strictement décroissante, alors la condition (4) est
équivalente à

µ2(λ1, Sin − λ1)−D < ψ2(x̃2) = 0 et µ1(λ2, Sin − λ2)−D < ψ1(x̃1) = 0.

D’où la condition (4) est équivalente à la condition (6) (voir Fig. 3 (b)).
Ainsi, sous les hypothèses H1-H3, nous retrouvons le résultat de Lobry et al. [2, 3] où

il existe un unique équilibre strictement positif de (1) dans le cas particulier α = 0, qui
est GES.

(a)x2

x2 = F1(x1)

x2 = F2(x1)

E2

• E∗•

x̄2(0)

x̃2

E0• E1•̃
x1 x̄1(0)

x1

(b)

D

µ1(λ2, Sin − λ2)

µ2(λ1, Sin − λ1)

µ1(S, 0)

µ1(S, Sin − S)

µ2(S, 0)

µ2(S, Sin − S)

λ1 λ2 Sin

S

Figure 3. Condition d’existence et d’unicité de l’équilibre de coexistence : (a) x̄i(0) > x̃i

ou encore (b) µi(λj , Sin − λj) < D, pour i, j = 1, 2 avec j ̸= i.

2.4. Simulations numériques
Dans la suite, nous illustrons les résultats mathématiques de l’étude du modèle (3).

Nous considérons les taux de croissance densité-dépendant suivants qui sont obtenus à
partir du modèle de floculation [1] avec n = 2,

µi(S, xi+αxj) = fi(S)pi(xi+αxj)+gi(S) [1− pi(xi + αxj)] , i, j = 1, 2, j ̸= i,
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où

pi(xi + αxj) =
Bi

Bi +Ai(xi + αxj)
, fi(S) =

mi1S

ai1 + S
et gi(S) =

mi2S

ai2 + S
.

Nous choisissons les valeurs suivantes des paramètres

m11 = 2, a11 = 1.5, m21 = 1.5, a21 = 1.5, m12 = 2.2, a12 = 2, m22 = 2,

a22 = 3, Sin = 5, D = 1, A1 = 2, B1 = 3, A2 = 3 et B2 = 4,

qui vérifient les hypothèses H1-H3 et la condition (4). Les deux valeurs critiques sont
données par αc

1 ≃ 0.507 et αc
2 ≃ 1.866.

x2

α = 0.2

x1

E2

E0

E∗

E1

x2

α = 8

E2

E0

E∗

E1

x1

Figure 4. Convergence globale vers l’équilibre E∗ pour α = 0.2. Bistabilité pour α = 8.

3. Conclusion
Dans ce travail, nous avons examiné l’effet de la compétition inter-spécifique sur la

coexistence des espèces microbiennes dans un chémostat. Dans ce contexte, nous avons
analysé un modèle densité-dépendant intra et inter-spécifique de deux espèces avec les
mêmes taux de dilution. Puisque le système est conservatif, le modèle d’ordre trois (1)
peut être réduit au modèle de second ordre (3). En fait, grâce au résultat de Thieme [6], le
comportement asymptotique de la solution de ce système réduit est le même que celui du
système complet.

Puisque la technique de la caractéristique à l’équilibre ne s’applique pas dans le cas
où le taux de croissance dépend de la densité de l’autre espèce, nous avons utilisé la
méthode des isoclines pour l’étude du modèle réduit (3). L’étude de bifurcation selon le
paramètre de compétition inter-spécifique α, montre la persistence stable de l’équilibre
de coexistence qui est GES, pour α assez petit. Pour α assez grand, le système présente
la bistabilité avec deux bassins d’attraction où l’équilibre de coexistence est un point col.

Dans le cas particulier où α = 0, nous démontrons que la condition (4) d’existence
de l’équilibre strictement positif est équivalente aux hypothèses H4-H5 de Lobry et al.
[2]. Ainsi, sous les hypothèses H1-H3, nous retrouvons le résultat de Lobry et al. où il
existe un unique équilibre strictement positif qui est GES sur le quadrant positif ouvert.
Les simulations illustrent les résultats mathématiques démontrés.
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A. Preuves
Preuve du Lemme 2.1.

1) Soit la fonction ψi(xi) = µi(Sin − xi, xi) − D, pour i = 1, 2. D’après les
hypothèses H1 et H3, nous déduisons que

ψi(Sin) = −D < 0 et ψi(0) = µi(Sin, 0)−D > 0.

De l’hypothèse H2, nous avons

ψ′
i(xi) = −∂µi

∂S
(Sin − xi, xi) +

∂µi

∂xi
(Sin − xi, xi) < 0,

donc il existe une unique solution x̃i ∈]0, Sin[ telle que ψi(x̃i) = 0.

2) Soit la fonction hiα(xi) = µj(Sin − xi, αxi)−D, pour i, j = 1, 2 avec j ̸= i.
D’après les hypothèses H1 et H3, nous avons

hiα(0) = µj(Sin, 0)−D > 0 et hiα(Sin) = −D < 0.

De plus,

h′iα(xi) = −∂µj

∂S
+ α

∂µj

∂xj
< 0,

donc il existe une unique solution x̄i(α) ∈]0, Sin[ telle que hiα(x̄i(α)) = 0.
�

Preuve de la Prop. 2.1. Si x2 = 0 et x1 ̸= 0, alors de la première équation de (3), nous
déduisons que ψ1(x1) = 0. D’après le Lemme 2.1, cette équation ψ1(x1) = 0 admet une
unique solution x̃1. Par suite, il existe un unique équilibre E1 = (x̃1, 0). De même pour
l’existence et l’unicité de l’équilibre E2 = (0, x̃2). �
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Preuve du Lemme 2.2.
1) Comme f1 est de classe C1 sur R2

+, dont les dérivées partielles sont

∂f1
∂x1

= −∂µ1

∂S
+
∂µ1

∂x1
< 0,

∂f1
∂x2

= −∂µ1

∂S
+ α

∂µ1

∂x1
< 0,

alors, d’après le théorème des fonctions implicites, l’équation f1(x1, x2) = 0 définit une
fonction x2 = F1(x1) de classe C1 sur [0, x̃1] telle que

F ′
1(x1) =

−∂µ1

∂S + ∂µ1

∂x1

∂µ1

∂S − α∂µ1

∂x1

< 0.

Si 0 6 α < 1 alors F ′
1(x1) < −1 et si α > 1 alors −1 < F ′

1(x1) < 0. De plus, si x1 = 0,
alors d’après le Lemme 2.1

F1(0) = x2 ⇐⇒ µ1(Sin−x2, αx2) = D ⇐⇒ h2α(x2) = 0 ⇐⇒ x2 = x̄2(α).

Si x2 = 0, alors d’après le Lemme 2.1

F1(x1) = 0 ⇐⇒ µ1(Sin − x1, x1) = D ⇐⇒ ψ1(x1) = 0 ⇐⇒ x1 = x̃1.

2) D’après le théorème des fonctions implicites, l’équation f2(x1, x2) = 0 définit
une fonction x2 = F2(x1) de classe C1 sur [0, x̄1(α)] telle que

F ′
2(x1) =

∂µ2

∂S − α∂µ2

∂x2

−∂µ2

∂S + ∂µ2

∂x2

< 0.

Si α > 1 alors F ′
2(x1) < −1 et si 0 6 α < 1 alors −1 < F ′

2(x1) < 0. De plus, si x2 = 0,
alors d’après le Lemme 2.1

F2(x1) = 0 ⇐⇒ µ2(Sin−x1, αx1) = D ⇐⇒ h1α(x1) = 0 ⇐⇒ x1 = x̄1(α).

Si x1 = 0, alors d’après le Lemme 2.1

F2(0) = x2 ⇐⇒ µ2(Sin − x2, x2) = D ⇐⇒ ψ2(x2) = 0 ⇐⇒ x2 = x̃2.

�

Preuve de la Prop. 2.2. Soit α = 0. L’équilibre strictement positif est donné par la
solution des équations

fi(x1, x2) = 0, pour i = 1, 2

D’après le Lemme 2.2, ces deux équations définissent deux fonctions x2 = Fi(x1), pour
i = 1, 2. Ainsi, l’équilibre strictement positif est donné par l’intersection de deux isoclines
correspondant à ces deux fonctions (voir Fig. 3). D’après le Lemme 2.2, F ′

1(x1) < −1 et
F ′
2(x1) > −1, pour α = 0. Par suite, il existe un unique équilibre strictement positif si et

seulement si x̄i(0) > x̃i, pour i = 1, 2. �

Preuve du Lem. 2.3. Notons

hi(α) = µj(Sin − x̃i, αx̃i)−D, pour i, j = 1, 2, avec j ̸= i.
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Nous rappelons que x̄1(0) = Sin − λ2. D’après la condition (4), nous déduisons que
Sin − x̃1 > λ2. D’où

h1(0) = µ2(Sin − x̃1, 0)−D > µ2(λ2, 0)−D = 0.

Comme x̃2 < x̃1, alors

h1(1) = µ2(Sin − x̃1, x̃1)−D < µ2(Sin − x̃2, x̃2)−D = 0,

car la fonction xi 7−→ µi(Sin − xi, xi) est strictement décroissante. De plus, nous avons

h′i(α) =
∂µj

∂xj
x̃i < 0 pour i, j = 1, 2 avec j ̸= i.

Par suite, il existe une unique solution αc
1 ∈]0, 1[ telle que h1(αc

1) = 0 (voir Fig. 5). En
outre,

h2(1) = µ1(Sin − x̃2, x̃2)−D > µ1(Sin − x̃1, x̃1)−D = 0.

h1(0) •

h2(1)

0

h1(1)

αc
1•

h1(α)

1

•

•

αc
2•

h2(α)

α

Figure 5. Existence de deux valeurs critiques dans le cas µ1(Sin − x̃2,+∞) < D.

Comme la fonction h2(·) est strictement décroissante, alors il existe une unique solution
αc
2 ∈]1,+∞[ telle que h2(αc

2) = 0 si et seulement si

lim
α−→+∞

h2(α) < 0 c’est-à-dire µ1(Sin − x̃2,+∞) < D.

�
Preuve de la Prop. 2.3. L’équilibre strictement positif est donné par la solution des équa-
tions

fi(x1, x2) = 0, pour i = 1, 2.

D’après le Lemme 2.2, ces deux équations définissent deux fonctions x2 = Fi(x1).
– Si 0 6 α < αc

1, alors d’après le Lemme 2.2, F ′
1(x1) < −1 et F ′

2(x1) > −1. De
plus, x̄i(α) > x̃i, pour i = 1, 2. Par suite, les courbes x2 = Fi(x1) s’intersectent une
seule fois (voir Fig. 1(a))

– Si αc
1 < α < 1, alors d’après le Lemme 2.2, F ′

1(x1) < −1 et F ′
2(x1) > −1. De

plus, x̄1(α) < x̃1 et x̄2(α) > x̃2. Par suite, les courbes x2 = Fi(x1) ne s’intersectent pas
(voir Fig. 1 (c)).

– Si α = 1, alors F ′
i (x1) = −1, pour i = 1, 2. Comme x̃1 ̸= x̃2 alors les courbes

x2 = Fi(x1) ne s’intersectent pas.
– Si 1 < α < αc

2, alors d’après le Lemme 2.2, F ′
1(x1) > −1 et F ′

2(x1) < −1. De
plus, x̄1(α) < x̃1 et x̄2(α) > x̃2. Par suite, les courbes x2 = Fi(x1) ne s’intersectent pas.
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– Si α > αc
2, alors d’après le Lemme 2.2, F ′

1(x1) > −1 et F ′
2(x1) < −1. De plus,

x̄i(α) < x̃i, pour i = 1, 2. Par suite, les courbes x2 = Fi(x1) s’intersectent une seule
fois (voir Fig. 1 (e)).

�
Preuve de la Prop. 2.4. La matrice jacobienne en (x1, x2) du système (3) est :

J =

[
m11 m12

m21 m22

]
où

m11 =
(
− ∂µ1

∂S
+ ∂µ1

∂x1

)
x1 + µ1(Sin − x1 − x2, x1 + αx2)−D, m12 =

(
− ∂µ1

∂S
+ α ∂µ1

∂x1

)
x1,

m21 =
(
− ∂µ2

∂S
+ α ∂µ2

∂x2

)
x2, m22 =

(
− ∂µ2

∂S
+ ∂µ2

∂x2

)
x2 +µ2(Sin − x1 − x2, x2 +αx1)−D.

La matrice jacobienne en E0 = (0, 0) est

J0 =

[
µ1(Sin, 0)−D 0

0 µ2(Sin, 0)−D

]
.

D’après l’hypothèse H3, nous avons µi(Sin, 0) > D, pour i = 1, 2, alors E0 est toujours
un nœud répulsif. La matrice jacobienne en E1 = (x̃1, 0) est

J1 =

 (
−∂µ1

∂S + ∂µ1

∂x1

)
x̃1

(
−∂µ1

∂S + α∂µ1

∂x1

)
x̃1

0 µ2(Sin − x̃1, αx̃1)−D

 .
Donc l’équilibre E1 est LES si et seulement si µ2(Sin − x̃1, αx̃1) < D, c’est-à-dire
α > αc

1. La matrice jacobienne en E2 = (0, x̃2) est

J2 =

 µ1(Sin − x̃2, αx̃2)−D 0(
−∂µ2

∂S + α∂µ2

∂x2

)
x̃2

(
−∂µ2

∂S + ∂µ2

∂x2

)
x̃2

 .
Donc l’équilibre E2 est LES si et seulement si µ1(Sin − x̃2, αx̃2) < D, c’est-à-dire
α > αc

2. La matrice jacobienne en E∗ = (x∗1, x
∗
2) est

JE∗ =


(
−∂µ1

∂S + ∂µ1

∂x1

)
x∗1

(
−∂µ1

∂S + α∂µ1

∂x1

)
x∗1(

−∂µ2

∂S + α∂µ2

∂x2

)
x∗2

(
−∂µ2

∂S + ∂µ2

∂x2

)
x∗2

 .
Nous avons

det JE∗ =

[
(α− 1)

(
∂µ1

∂S

∂µ2

∂x2
+
∂µ1

∂x1

∂µ2

∂S

)
+
(
1− α2

) ∂µ1

∂x1

∂µ2

∂x2

]
x∗1x

∗
2,

tr JE∗ = −∂µ1

∂S
x∗1 +

∂µ1

∂x1
x∗1 −

∂µ2

∂S
x∗2 +

∂µ2

∂x2
x∗2 < 0.

Si 0 < α < 1, alors det JE∗ > 0 et par suite, les deux valeurs propres de JE∗ sont à
partie réelle strictement négative. Ainsi, E∗ est LES. Si α > 1, alors detJE∗ < 0 et E∗

est un point col. �
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Preuve de la Prop. 2.5. On a z = x1 + x2 6 max(Sin, z(0)) pour tout (x1, x2) ∈ R2
+,

d’où pour toute condition initiale positive, les solutions du système (3) sont positivement
bornées et par suite les ensembles limites sont compacts non vides. D’après le théorème
de Poincaré-Bendixson [5], ces ensembles limites sont soit des points d’équilibre soit des
orbites périodiques soit des polycycles. En faisant le changement de variable ξ1 = ln(x1)
et ξ2 = ln(x2), dont les dérivées par rapport au temps sont ξ̇1 = ẋ1/x1 et ξ̇2 = ẋ2/x2, le
système (3) devient{

ξ̇1 = µ1

(
Sin − eξ1 − eξ2 , eξ1 + αeξ2

)
−D

ξ̇2 = µ2

(
Sin − eξ1 − eξ2 , eξ2 + αeξ1

)
−D.

Soit

G(ξ1, ξ2) =

[
g1

(
eξ1 , eξ2

)
g2

(
eξ1 , eξ2

) ]
.

Notons que la divergence de G est

div G =

(
−∂µ1

∂S
+
∂µ1

∂x1

)
eξ1 +

(
−∂µ2

∂S
+
∂µ2

∂x2

)
eξ2 < 0,

alors d’après le critère du Dulac, on ne peut pas avoir dans l’ensemble limite une orbite
périodique ou un polycycle. Finalement, en utilisant le théorème de Butler-McGehee [5],
nous déduisons que toutes les solutions convergent globalement vers l’équilibre stricte-
ment positif E∗ pour toute condition initiale strictement positive. �
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