N
N

N

HAL

open science

On the global stability of the coexistence equilibrium of
a density dependent model of competition for one

resource
R. Fekih-Salem, T. Sari

» To cite this version:

R. Fekih-Salem, T. Sari. On the global stability of the coexistence equilibrium of a density dependent
model of competition for one resource. 12th African Conference on Research in Computer Science and

Applied Mathematics, Oct 2014, Saint-Louis, France. pp.19-30. hal-01128594

HAL Id: hal-01128594
https://hal.science/hal-01128594
Submitted on 10 Mar 2015

HAL is a multi-disciplinary open access
archive for the deposit and dissemination of sci-
entific research documents, whether they are pub-
lished or not. The documents may come from
teaching and research institutions in France or
abroad, or from public or private research centers.

L’archive ouverte pluridisciplinaire HAL, est
destinée au dépot et a la diffusion de documents
scientifiques de niveau recherche, publiés ou non,
émanant des établissements d’enseignement et de
recherche francais ou étrangers, des laboratoires
publics ou privés.


https://hal.science/hal-01128594
https://hal.archives-ouvertes.fr

12th African Conference on Research in Computer Science and Applied Mathematics.

Senegal (CARI'2014). Université Gaston Berger, Saint-Louis, Sénégal, 16-23/10/2014
T
IO
IO
IO
IO
IO
T
IO
IO
IO

ARIMA

Sur la stabilité globale de I’équilibre de
coexistence d’un modéle densité-dépendant
de compétition pour une ressource

Radhouane Fekih-Salem &b — Tewfik Sari ¢d

a Université de Tunis el Manar, Ecole Nationale d’Ingénieurs de Tunis, LAMSIN,
B.P. 37, 1002 Tunis Le Belvédere, Tunisie. (e-mail: radhouene.fs @ gmail.com)

b Université de Monastir, Institut Supérieur d’Informatique de Mahdia,
Avenue Habib Bourguiba, Sidi Massoud, 5100 Mahdia, Tunisie.

€ Irstea, UMR ITAP,
361 rue Jean-Francois Breton, 34196 Montpellier, France. (e-mail: tewfik.sari @irstea.fr)

d Université de Haute Alsace, Laboratoire de Mathématiques, Informatique et Applications,
4 rue des freres Lumiere, 68093 Mulhouse, France.

RESUME. Dans ce travail, nous étudions un modéle de deux espéces microbiennes en compétition
sur un seul nutriment dans un chémostat avec des taux de croissance densité-dépendant intra et
inter-spécifique. Nous démontrons, pour des termes de compétition inter-spécifique assez faibles, la
convergence globale vers I'équilibre de coexistence pour toute condition initiale strictement positive.
Pour des termes de compétition inter-spécifique assez grands, le systéme présente une bistabilité,
avec exclusion compétitive d’'une espéce selon la condition initiale.

ABSTRACT. In this work, we study a model of two microbial species in competition on a single
ressource in a chemostat with intra and inter-specific density dependent growth rates. We show for
small enough terms of inter-specific competition, the global convergence to the coexistence equilib-
rium for any positive initial condition. For large enough terms of inter-specific competition, the system
exhibits bistability with competitive exclusion of one species according to the initial condition.

MOTS-CLES : Chemostat, Coexistence, Compétition, Densité-dépendant, Stabilité Globale.
KEYWORDS : Chemostat, Coexistence, Competition, Density-dependent, Global Stability.
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1. Introduction

Nous considérons un modele de deux especes microbiennes en compétition sur un
seul nutriment dans un chémostat, ou les taux de croissance ne dépendent pas seulement
de la concentration en substrat du milieu, mais également des concentrations en micro-
organismes. Plus précisément, nous considérons des termes de compétition intra et inter-
spécifique dans les lois de croissance, pour voir leurs effets sur la coexistence des especes.
Le modele s’écrit

S = D(Spn—S)— (S, z1 4 axs)z — pa(S, o 4 axy)zy
&y = [u(S, 21 + awa) — D]y (D
iy = [p2(S,22 +azi) — Dlas

ou S(t) désigne la concentration du substrat a I'instant ¢; x;(t), ¢ = 1,2, désigne la

concentration de I’espéce ¢ a I'instant ¢ ; D et S;,, désignent respectivement le taux de di-
lution dans le chémostat et la concentration du substrat 4 I’entrée du chémostat ; p; (.S, z;+
axj), i,j = 1,2 avec j # i, représente le taux de croissance de ’espece ¢ oll cv est un
parametre positif qui désigne la compétition inter-spécifique entre les deux populations.

Le cas o = 0 a été traité par Lobry et al. [2, 3, 4] avec n especes. Le cas ot les taux
de prélevement D; de ’espece ¢ sont distincts, a été considéré dans [4]. IIs ont montré
I’existence d’un unique équilibre de coexistence qui est Globalement Asymptotiquement
Stable (GAS) pour toute condition initiale strictement positive. Fekih-Salem et al. [1] ont
pu construire le modele densité-dépendant (1) par des mécanismes de floculation, ou les
w; etles D; dépendent des densités de toutes les especes, © = (1, . .., x,). IIs ont étudié
ce modele (1) dans le cas ou les p; et les D; ne dépendent que de z;, en utilisant la
technique de la caractéristique a I’équilibre de [3, 4]. Cette technique ne s’applique pas
dans le cas ol les y; dépendent de tous les ;.

Le cas a > 0 a été considéré numériquement dans [2], ou ils ont montré la coexistence
pour « assez petit et ’exclusion au moins d’une espeéce pour « assez grand. Dans le
paragraphe 2, nous analysons le modele densité-dépendant intra et inter-spécifique (1)
dans le cas général o > 0, par I’existence et la convergence globale de I’équilibre de
coexistence. La conclusion est donnée dans le paragraphe 3 et les preuves mathématiques
des résultats sont présentées dans 1’annexe A.

2. Etude du modéle

Nous nous intéressons, dans ce paragraphe, a I’étude du modele densité-dépendant
intra et inter-spécifique (1). Nous faisons les hypotheses suivantes pour 7,7 = 1,2 avec

JFL:
H1: 4;(0,z; + ax;) = 0et u;(S,z; + ax;) > 0 pour tout S > Oet z; > 0.

c’est-a-dire pas de croissance peut avoir lieu pour I’espece z; sans le substrat S qui est
nécessaire a la croissance des especes.

H2: 24(8 2; + axj) > Oet

Opi
S ox;

(S,z; + ax;) < 0pourtout S > 0etz; > 0.

c’est-a-dire la croissance des espeéces z; augmente avec le substrat .S alors qu’elle est
inhibée par la compétition intra et inter-spécifique.
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H3: Il existe \; < Sy, tel que p;(\;,0) = D,

c’est-a-dire qu’aucune des especes n’est lessivée en absence de 1’autre espece.

Dans la suite, nous montrons que le systeme d’ordre trois (1) peut étre réduit a un
systeme de second ordre. Nous définissons pour cela I’ensemble compact

0= {(5,1‘171‘2) S Ri_ S+ +ag= Sm}

Soit z = S + a1 + 29, 0na 2 = D(S;, — 2), alors z = Sy, + (2(0) — Si)e L
D’ot z < max(S;y, 2(0)) pour tout (S,z1,z2) € R3. Par suite, pour toute condition
initiale positive, toutes les trajectoires du systéme sont bornées. En outre, 1’ensemble (2
est attracteur de toutes les trajectoires dans Ri. Ainsi, le systeme (1) est équivalent au
systéme asymptotiquement autonome

{ i1 = [ (Sin+ (2(0) = Sin)e Pt — &y — w9, 21 + azy) — D]z .
iy = [p2 (Sin+ (2(0) = Sin)e Pt — 11 — @2, 29 + axq) — D] x5,
dont le systeme limite est
{ 1 = [p1(Sin — 71 — 2,71 + ax2) — D]y 3
o = [p2(Sin — 21 — @2, 22 + ax1) — D]zs.

Puisque la technique de la caractéristique a 1’équilibre ne s’applique pas pour 1’étude de
ce modele, nous utilisons la méthode des isoclines.

Le systtme (3) est défini sur 'ensemble M = {(z1,22) € RZ : 1 + 22 < Sip }.
L’étude du portrait de phase de ce systeme réduit sur M montre qu’il existe seulement des
nceuds stables, des noeuds instables, des points selles et qu’il n’existe pas de trajectoires
joignant deux points selles. Ainsi, nous pouvons appliquer le résultat de Thieme [6] et
conclure que le comportement asymptotique de la solution du systeme (2) est le méme
que celui du systeme réduit (3).

2.1. Existence des points d’équilibre

Nous étudions dans la suite I’existence et I’unicité des points d’équilibre du systeme
(3) sous les hypothéses H1-H3. L’équilibre de lessivage Fy = (0, 0) existe toujours.

Lemme 2.1 On a les propriétés suivantes

1) Il existe un unique x; = &; défini par p;(Sin — xi,x;) = D, i = 1,2

2) Il existe un unique x; = Z;(«) défini par p;(Sin — i, 0;) = D, 4,5 = 1,2,
avec j # i.

Notons que Z;(0) = S;, — Aj, pour ¢, j = 1,2, avec j # . Sans perte de généralité, nous
supposons que Ty < Z7.

Proposition 2.1 Le systéme (3) admet un équilibre d’extinction de x2, E1 = (Z1,0), et
un équilibre d’extinction de x1, Es = (0, Z2).

L’équilibre strictement positif E* est déterminé par les solutions des équations
fi(z1,22) = pi(Sin — 21 — 2,7 + ax;) — D =0, pour 4,j=1,2 avec j#i.

En utilisant le théoréme des fonctions implicites, nous démontrons le résultat suivant :
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Lemme 2.2
1) L’équation f1(x1,x2) = 0 définit une fonction décroissante
Fr: 0,3] — [0,Z2(a)]
xr1 — Fi(z) =2
telle que F1(0) = To(a) et F1(%1) = 0.
2) L’équation fo(x1,x2) = 0 définit une fonction décroissante

Fy: [0,71(e)] — [0,72]
1 — Fy(xy) =29

telle que F5(0) = &g et F5(Z1(a)) = 0.

Nous allons déterminer la condition d’existence de 1’équilibre de coexistence pour a = 0.
Ensuite, nous étudions les bifurcations selon le parametre o pour voir 1’effet des compé-
titions inter-spécifiques sur la coexistence.

Proposition 2.2 Pour oo = 0, le systéme (3) admet un unique équilibre strictement positif
E* si et seulement si
z;(0) > Z;, pour i=12. 4)

Dans la suite, nous étudions ’existence de 1’équilibre strictement positif de (3) dans le
cas a > 0 en supposant que la condition (4) d’existence et d’unicité de 1’équilibre stric-
tement positif de (3) pour a = 0 est vérifiée (voir Fig. 3). Nous constatons que lorsque o
augmente ces inégalités ne seront plus satisfaites. Nous démontrons le résultat suivant :

Lemme 2.3 ] existe une unique valeur critique o« = of < 1 telle que T1(a) = 1. Il
existe une unique valeur critique o = a5 > 1 telle que To(a) = T si et seulement si
/Ll(Sm — 29, +OO) < D.

On se place dans le cas général ot 111 (S, — T2, +00) < D. Le résultat suivant démontre
I’existence de 1’équilibre strictement positif £* selon la valeur de « entre les deux valeurs
critiques.
Proposition 2.3

1) Si0 < o < of, alors il existe un unique équilibre strictement positif E*.

2) Si of < a < as, alors il n’existe aucun équilibre strictement positif.

3) Si a > s, alors il existe un unique équilibre strictement positif E*.

2.2. Comportement asymptotique

Dans ce paragraphe, nous étudions le comportement asymptotique des points d’équi-
libre du systeme (3). Nous démontrons le résultat suivant :

Proposition 2.4 F)y est toujours un neeud répulsif. De plus :

1) Si0 < a < af, alors E* est Localement Exponentiellement Stable (LES), alors
que F et E5 sont des points selles.

2) Siaf < a < as, alors Ey est LES et E est un point selles.
3) Si a > af, alors E* est un point selle, alors que E; et Eo sont LES.
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Proposition 2.5 Des que I’équilibre strictement positif E* existe et est LES, il est Globa-
lement Exponentiellement Stable (GES) sur le quadrant positif ouvert.

La Fig. 1 (a) montre I’existence d’un unique équilibre de coexistence F* qui est GES
pour 0 < o < af (voir Fig. 4 pour o = 0.2). Ensuite, il y a une bifurcation selle-nceud
pour o = af (b) ou I’équilibre £* disparait et I’équilibre F; change de comportement et
devient LES pour af < a < af (c). Finalement, il y a une deuxieme bifurcation selle-
neeud pour o = a5 (d) ou I’équilibre Ey devient LES avec apparition d’un équilibre de
coexistence E* qui est instable pour o > a5 (e). Dans ce cas, le systéme (3) présente la
bistabilité (voir Fig. 4 pour o = 8).

2 El T
Ey z1(a) 21

Figure 1. Isoclines xo = Fi(x1) etz = Fa>(x1). Bifurcation selon le paramétre .

23. Lecasa =0

Dans la suite, nous démontrons que la condition (4) d’existence de 1’équilibre stricte-
ment positif, dans le cas particulier ol o = 0, équivaut aux hypotheses suivantes de Lobry
et al. [2]

x; —>+00

D’apres les hypotheses H2-H3, 1a fonction x; — 11;(.S, x;) est strictement décroissante
et pour tout S € [\;, S;,], on a

}L,‘,(S, 0) > ,qu(/\l,()) =D.

D’aprés I’hypothése H4, pour tout S € [\;, S;y], il existe une unique solution X;(5) telle
que 4i(9, Xi(5)) = D.

H5: S;, — )\ > X1(5\) + Xg(j\), avec \ = max (A1, A2) (voir Fig. 2), ¢’est-a-dire
Sin — Ag > Xl()\g) et Sin — A\ > XQ(/\l). ®))
D’aprés I’hypothése H2, les fonctions pi1 (A2, .) et o (A1, .) sont strictement décroissantes

et
(A2, X1(A2)) = D, pa(M, X2(M)) = D.
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T1,T2 M
xr1 + T2

Xz(s) = T2
Sin — X fro-fesm--nnnn] h
. XL(S):Ctl

Xy (R) frmmmmeennesz I
A1 P

Figure 2. Caractéristique a I'équilibre : Condition d’existence de I'équilibre strictement po-

sitif de (1) pour o = 0.

> S

Par conséquent, I’hypothese HS est équivalente a
p1(A2, Sin —A2) < D et pa(Ai, Sin — A1) < D. (6)

La Fig. 3 (a) montre I’existence d’un unique équilibre strictement positif £* lorsque
la condition (4) est satisfaite. Comme la fonction z; — v;(z;) = p;(Sin — x4, ;) — D,
pour ¢ = 1,2, s’annule en Z; et est strictement décroissante, alors la condition (4) est
équivalente a

p2(A1, Sin — A1) = D < o(Z2) =0 et pi(A2, Sin —A2) — D < 91(&1) = 0.

D’ou la condition (4) est équivalente a la condition (6) (voir Fig. 3 (b)).

Ainsi, sous les hypotheses H1-H3, nous retrouvons le résultat de Lobry et al. [2, 3] out
il existe un unique équilibre strictement positif de (1) dans le cas particulier « = 0, qui
est GES.

(a) (b)

D
pn1(A2, Sin — A2)
p2(A1, Sin — M) L AT

> 1

Figure 3. Condition d’existence et d'unicité de I'équilibre de coexistence : (a) 7;(0) > &;
ou encore (b) i(A\j, Sin — A;j) < D, pouri,j =1,2 avecj # i.

2.4. Simulations numériques

Dans la suite, nous illustrons les résultats mathématiques de 1’étude du modele (3).
Nous considérons les taux de croissance densité-dépendant suivants qui sont obtenus a
partir du modele de floculation [1] avec n = 2,

wi( S zit+axy) = fi(S)pi(zit+ax;)+g:(S) [1 — pi(z; + axy)], 4,j=1,2, j#i,
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N

ou
o Bz + Al((El + Ol(Ej)’

miQS
aip+ S’

mﬂS
a1 + 5

pi(x; + axj) fi(S) = et gi(S)=

Nous choisissons les valeurs suivantes des parametres
mip = 2, ayl = 15, mo1 = 15, a1 = 157 mig = 227 a1 = 2, Mmoo = 27
ax =3, Sp,=5 D=1, A1 =2, B =3, Ay=3 et By=4,

qui vérifient les hypotheses H1-H3 et la condition (4). Les deux valeurs critiques sont
données par of ~ 0.507 et a§ ~ 1.866.

Figure 4. Convergence globale vers I'équilibre E* pour o = 0.2. Bistabilité pour o = 8.

3. Conclusion

Dans ce travail, nous avons examiné 1’effet de la compétition inter-spécifique sur la
coexistence des especes microbiennes dans un chémostat. Dans ce contexte, nous avons
analysé un modele densité-dépendant intra et inter-spécifique de deux especes avec les
mémes taux de dilution. Puisque le systéme est conservatif, le modele d’ordre trois (1)
peut étre réduit au modele de second ordre (3). En fait, griace au résultat de Thieme [6], le
comportement asymptotique de la solution de ce systéme réduit est le méme que celui du
systeme complet.

Puisque la technique de la caractéristique a 1’équilibre ne s’applique pas dans le cas
ol le taux de croissance dépend de la densité de 1’autre espece, nous avons utilisé la
méthode des isoclines pour I’étude du modele réduit (3). L’étude de bifurcation selon le
parametre de compétition inter-spécifique «, montre la persistence stable de 1’équilibre
de coexistence qui est GES, pour « assez petit. Pour o assez grand, le systeme présente
la bistabilité avec deux bassins d’attraction ou I’équilibre de coexistence est un point col.

Dans le cas particulier o &« = 0, nous démontrons que la condition (4) d’existence
de I’équilibre strictement positif est équivalente aux hypothéses H4-HS de Lobry et al.
[2]. Ainsi, sous les hypotheses H1-H3, nous retrouvons le résultat de Lobry et al. ou il
existe un unique équilibre strictement positif qui est GES sur le quadrant positif ouvert.
Les simulations illustrent les résultats mathématiques démontrés.
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A. Preuves

Preuve du Lemme 2.1.
1) Soit la fonction t;(x;) = wui(Sin — i, 2;) — D, pour i = 1,2. D’apres les
hypotheses H1 et H3, nous déduisons que

1/)1(8”,) =-D<0 et ¢1(0) = ,LLZ(SZ”,O) —D >0.
De I’hypothese H2, nous avons

) = D O
vile) = —5g Dz,

donc il existe une unique solution &; €]0, S;, | telle que 1;(Z;) = 0.

(Sin — xi,25) + (Sin —xi,2;) <0,

2) Soit la fonction h;q (z;) = p;(Sin — x;, ;) — D, pour ¢, j = 1,2 avec j # 1.
D’apres les hypotheses H1 et H3, nous avons

hia(O) = ,uj(Sm,O) —D>0 et hm(Sm) =-D<0.
De plus,

Ol o
! )= 1 /s
Hia(®) = =55 * %u,

donc il existe une unique solution Z;(«) €]0, S;,[ telle que h;qo (Z;(cr)) = 0.

<0,

Preuve de la Prop. 2.1. Si x5 = 0 et 21 # 0, alors de la premiére équation de (3), nous
déduisons que 11 (x1) = 0. D’apres le Lemme 2.1, cette équation 1 (x1) = 0 admet une
unique solution Z;. Par suite, il existe un unique équilibre F; = (Z1,0). De méme pour
I’existence et I’unicité de ’équilibre Es = (0, Z3). [ |



12th African Conference on Research in Computer Science and Applied Mathematics.
Senegal (CARI'2014). Université Gaston Berger, Saint-Louis, Sénégal, 16-23/10/2014

Preuve du Lemme 2.2.

1) Comme f; est de classe C'! sur Ri, dont les dérivées partielles sont

ofi  Our | Om ofi  Om O
9r, = 05 Tor % Gn T 95 T Yar Y

alors, d’apres le théoréme des fonctions implicites, I’équation f1 (z1, z2) = 0 définit une
fonction x5 = Fy (1) de classe C* sur [0, #1] telle que

_9om op1

95 T on
Our . Ou1
95 — %oz,

F{(Il)z < 0.

Si0< a<lalors Fy(x1) < —letsia > lalors —1 < F{(x1) < 0.De plus, si z; = 0,
alors d’apres le Lemme 2.1

Fl(O) =TIy <= ,ul(Sm—xg,axg) =D — h2a(x2) =0 <= x9= Lfg(a).
Si 29 = 0, alors d’apres le Lemme 2.1

F1(£E1)=0 <~ ﬂl(sin—$1,$1)=D < 1/)1(.131)20 <~ T =I.

2) D’apres le théoreme des fonctions implicites, I’équation fo(x1, z2) = 0 définit
une fonction 25 = Fy(z1) de classe C* sur [0, Z1 ()] telle que

Opa Oz

— g2
/ _ 0S8 Ox2

FQ(I’l) = T Op ., Om n D < 0.
FE] Oxo

Sia > lalors Fj(z1) < —letsi0 < a < lalors —1 < Fj(z1) < 0. De plus, si z2 = 0,
alors d’apres le Lemme 2.1

Fg(xl) =0 <«— ug(S’m—xl,axl) =D <+ hla(wl) =0 <= x1 = fl(a).

Si 21 = 0, alors d’apres le Lemme 2.1

FQ(O) = T2 R [LQ(Sin_xQ,xQ) =D s wQ(CUQ) =0 < To = X9.

Preuve de la Prop. 2.2. Soit & = 0. L’équilibre strictement positif est donné par la
solution des équations
fl‘(l'l,xg) :O, pour L= 1,2

D’aprés le Lemme 2.2, ces deux équations définissent deux fonctions x5 = F;(x1), pour
1 = 1, 2. Ainsi, I’équilibre strictement positif est donné par I’intersection de deux isoclines
correspondant a ces deux fonctions (voir Fig. 3). D’apres le Lemme 2.2, F|(z1) < —1 et
Fj(z1) > —1, pour a = 0. Par suite, il existe un unique équilibre strictement positif si et
seulement si Z;(0) > Z;, pouri = 1,2. |

Preuve du Lem. 2.3. Notons

hi(o) = p(Sin — Ts, ;) — D, pour 4,5 =1,2, avec j#i.
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Nous rappelons que Z1(0) = S, — A\o. D’apres la condition (4), nous déduisons que
Sin — X1 > A2. Do

hl(O) = [LQ(Sm *jl,O) - D> ILLQ(AQ,O) —D=0.
Comme Z5 < Z1, alors
hi(1) = p2(Sin — T1,%1) — D < p2(Sin — &2,%2) — D =0,

car la fonction ; — p;(Sin — 24, x;) est strictement décroissante. De plus, nous avons

O
h;(&):%f1<0 pour 4,5 =1,2 avec j #i.
j

Par suite, il existe une unique solution «§ €]0, 1] telle que hy(a§) = 0 (voir Fig. 5). En
outre,
ha(1) = p1(Sin — T2,%2) — D > p1(Sin — T1,%1) — D = 0.

A
h1(0) ¢

ha2(1)

h1(1)

Figure 5. Existence de deux valeurs critiques dans le cas pi1(Sin — &2, +00) < D.

Comme la fonction hy(-) est strictement décroissante, alors il existe une unique solution
a$§ €)1, 400 telle que ha(a§) = 0 si et seulement si

lim hg(a) <0 cest-d-dire 1 (Sin — T2, +00) < D.

a—+0o0

Preuve de la Prop. 2.3. L’équilibre strictement positif est donné par la solution des équa-
tions

filx1,29) =0, pour i=1,2.
D’apres le Lemme 2.2, ces deux équations définissent deux fonctions x5 = F;(x1).

-Si0 < a < af, alors d’apres le Lemme 2.2, F{(x1) < —1 et Fj(z1) > —1. De
plus, Z;(«) > &;, pour i = 1, 2. Par suite, les courbes zo = F;(2) s’intersectent une
seule fois (voir Fig. 1(a))

—-Siaf < a < 1, alors d’apres le Lemme 2.2, F{(x1) < —1 et Fj(z1) > —1. De
plus, T1 (a) < & et To(a) > Zo. Par suite, les courbes x5 = F;(x1) ne s’intersectent pas
(voir Fig. 1 (¢)).

—Sia = 1, alors F/(z1) = —1, pour i = 1,2. Comme #; # %2 alors les courbes
x2 = F;(x1) ne s’intersectent pas.

-Sil < a < af, alors d’apres le Lemme 2.2, F{(x1) > —1 et Fj(z1) < —1. De
plus, 1 (o) < Z7 et To(a) > To. Par suite, les courbes zo = Fj;(x1) ne s’intersectent pas.
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- Si a > of, alors d’apres le Lemme 2.2, Fy(x;) > —1 et Fi(x1) < —1. De plus,
Zi(a) < &;, pour i = 1,2. Par suite, les courbes zo = F;(x1) s’intersectent une seule
fois (voir Fig. 1 (e)).

|
Preuve de la Prop. 2.4. La matrice jacobienne en (z1, 23) du systeéme (3) est :

J— mi1 Mi2
ma21 Ma22

N

ou

3 3 3 2
m11:< Se +a;‘i)x1+u1(5m—x1—xz,w1+aa:2)—D, m12=( B9 +O‘agi)$l7
dxo

ma1 = ( 8“2 —l—aaw)wz, Ma2 = ( 8“2 + 8“2)552 + p2(Sin — T1 — T2, 22 + az1) — D.

La matrice jacobienne en Ey = (0, 0) est

Ja — ,Llll(Sin,O)*D 0
0= 0 /J/2(Slnvo) -D .

D’aprés ’hypothese H3, nous avons 1;(Sin,0) > D, pour i = 1,2, alors Ej est toujours
un neeud répulsif. La matrice jacobienne en Ey = (%1, 0) est

Op1 | Opt )\ A _Om Op1 \ A
( +8zl) ( 95 +O‘azl)x1

0 p2(Sin — Z1,021) — D

J; =
Donc I’équilibre E; est LES si et seulement si p2(S;, — &1, 1) < D, c’est-a-dire
a > of. La matrice jacobienne en Ey = (0, Z2) est
,Ltl(S”L - 532, Ol:f?g) - D 0

Buz opz \ 5 Buz Oz \ =
< + « Do ) T2 ( + X9

6582

Jp =

Donc I’équilibre E est LES si et seulement si p1(S;, — Z2,aZ2) < D, c’est-a-dire
a > af. La matrice jacobienne en E* = (a7, x3) est

_ 0w | Opr ) x _ O Au1 \ .x
( B +8m1)x1 ( 95 T X3z, ) 71

JE* =
Buz Oz * _ Opa Opa *
( Ta 812) T2 ( 95 T oz, ) T2

Nous avons

_ Op1 Opa | Opa Opia 2y O Oz |
detJE*—{(a 1)<358m2+8x1 59 —|—(1 a) Ty,

[2]0) o O . Ops Ouz

S T 5, 1T et t g, e <0

Si0 < a < 1, alors det Jg= > 0 et par suite, les deux valeurs propres de Jg- sont a
partie réelle strictement négative. Ainsi, E* est LES. Si a > 1, alors det Jg« < O et E*
est un point col. |

tr JE* = —
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Preuve de la Prop. 2.5. On a z = 21 4 22 < max(S;,, 2(0)) pour tout (z1,z2) € R2,
d’ou pour toute condition initiale positive, les solutions du systeme (3) sont positivement
bornées et par suite les ensembles limites sont compacts non vides. D’apres le théoreme
de Poincaré-Bendixson [5], ces ensembles limites sont soit des points d’équilibre soit des
orbites périodiques soit des polycycles. En faisant le changement de variable £; = In(z1)
et & = In(x2), dont les dérivées par rapport au temps sont él =@y /x7 et fg = @g/x9, le
systeme (3) devient

& = m (Sin — €51 — €%2,e%t + aet2) — D
& = e (Sin — €51 — €52, e%2 + aet) — D.
Soit ( b e
g1 (e>, e
G(&1,&) = .
(€1, 82) [ g2 (651,652) ‘|

Notons que la divergence de G est
0 0 0 0
div G = (_“1 + “1) &1 4 <_ﬂ2 + Mz) ef2 <0,

alors d’apres le critere du Dulac, on ne peut pas avoir dans I’ensemble limite une orbite
périodique ou un polycycle. Finalement, en utilisant le théoreme de Butler-McGehee [5],
nous déduisons que toutes les solutions convergent globalement vers 1’équilibre stricte-
ment positif £* pour toute condition initiale strictement positive. |





