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Reconstruction de la coloration d'un graphe à partir des projections des voisinages

De nombreuses extensions du problème de la coloration de graphes ont été proposées et étudiées par de nombreux auteurs tant du point de vue théorique que du point de vue des applications (en systèmes de communication, ordonnancements, création d'emploi du temps, tomographie, etc).

Nous nous intéressons à une catégorie de problèmes de coloration pour laquelle le nombre d'occurrences de chaque couleur est imposé dans une collection P de sous-ensembles P i de sommets du graphe.

Dans [START_REF] Bentz | On a graph coloring problem arising from discrete tomography[END_REF], une extension du problème de reconstruction d'une image polychromatique, bien connu en tomographie discrète, est étudiée : dans ce cas, les sous-ensembles P i consistent en des chaînes. Cette étude est motivée par un problème d'ordonnancement des opérations de maintenance dans un métro.

Ici nous allons considérer des colorations, i.e. des partitions des sommets du graphe, telles que dans un voisinage de chaque sommet x, le nombre d'occurrences de chaque couleur i est un entier h 

(x) = (h 1 x , . . . , h k x ) ∈ N k , x ∈ V .
Dans notre premier problème, nous cherchons une k-partition V 1 , V 2 , . . . , V k de V telle que

|N (x) V i | = h i x pour tout x ∈ V et tout i ≤ k. (1) 
Nous notons ce problème P(G, H). Si de plus nous voulons obtenir une coloration propre (deux sommets adjacents sont dans deux ensembles distincts V i et V j ), le problème est noté P * (G, H).

Nous étudions également la version bornée de ces problèmes : nous remplaçons l'ensemble H par un ensemble B de vecteurs b

(x) = (b 1 x , . . . , b k x ) ∈ N k , x ∈ V . Alors nous cherchons une k-partition V 1 , V 2 , . . . , V k of V telle que |N (x) V i | ≤ b i x pour tout x ∈ V et tout i ≤ k. (2) 
Ces problèmes sont notés BP(G, B) and BP * (G, B), respectivement. Notre second problème consiste à trouver une k-partition V 1 , V 2 , . . . , V k de V telle que

|N + 1 (x) V i | = h i x pour tout x ∈ V et tout i ≤ k. (3) 
Nous notons respectivement P + 1 (G, H) et P + * 1 (G, H) ce problème et la version dans laquelle la coloration est propre.

Nous nous intéressons aussi aux problèmes

P 2 (G, H) et P * 2 (G, H) consistant à chercher une k-partition V 1 , V 2 , . . . , V k de V telle que |N 2 (x) V i | = h i x pour tout x ∈ V et tout i ≤ k. (4) 
Notons que notre formulation contient le problème de coloration avec contrainte de cardinalité qui consiste à déterminer si un graphe G = (V, E) a une k-coloration propre (S 1 , ..., S k ) avec des cardinalités s i = |S i | données pour chaque classe de couleur S i (se référer à [START_REF] Baker | Mutual exclusion scheduling[END_REF] pour ce problème) : il suffit de choisir d supérieur au diamètre de G, et de considérer l'ensemble N + d (x) (car d l=0 N l (x) = V pour tout x) avec h i x = s i pour tout x et tout i ≤ k. Ces problèmes sont proches des problèmes connus sous le nom de L(h, k)-Labelling (voir [START_REF] Calamoneri | The L(h, k)-Labelling Problem : A Survey and Annotated Bibliography[END_REF]). Le problème consiste à affecter un entier positif aux sommets du graphe de sorte que deux sommets adjacents reçoivent des couleurs qui diffèrent d'au moins h unités et que deux sommets reliés par une chaîne de longueur 2 reçoivent des couleurs qui diffèrent d'au moins k unités (même lorsqu' il existe une arête reliant ces sommets). Des applications à l'affectation de fréquences sont mentionnées dans [START_REF] Calamoneri | The L(h, k)-Labelling Problem : A Survey and Annotated Bibliography[END_REF]. Avec l'hypothèse b i x = 1, ∀i, ∀x, les problèmes BP * (G, H) et L(1, 1)-Labelling sont équivalents. Nous rappelons également que les modèles de colorations non propre ont été utilisés dans des contextes d'allocation de fréquences dans lesquels les interférences doivent être minimisées (voir [START_REF] Cowen | Defective Coloring Revisited[END_REF]). Des applications à l'ordonnancement sont également mentionnées dans cette référence.

  i x . De façon plus formelle, nous considérons un graphe connexe non-orienté G = (V, E) avec n sommets et m arêtes. Etant donnés deux sommets x et y, d(x, y) est la distance entre x et y (la longueur d'une plus courte chaîne). Nous notons par N d (x) le d-voisinage de x ∈ V , c'està-dire l'ensemble des sommets y tel que d(x, y) = d. Lorsque d = 1 nous notons N (x) le 1voisinage (le voisinage usuel) de x, i.e. les sommets y tels que [x, y] ∈ E. Nous définissons également N + d (x) = ∪ 0≤l≤d N l (x) l'ensemble des sommets à distance inférieure où égale à d de x. Nous avons également un ensemble de couleurs 1, 2, . . . , k et un ensemble H de vecteurs h