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RESUME. Nous proposons une méthodologie pour étudier la distribution du critére de Rand, dans le cas ol les deux partitions
devraient concorder.Utilisant un modéle de profils latents, on simule des données que I'on classe selon deux groupes de
variables.La distribution de I'indice de Rand et d’ un indice adapté du test de Mac Nemar serévéle étre bimodale.

MOTS-CLES: classes latentes, K-means, indices d’ associations, tests statistiques,partitions

1. Introduction

Quand on dispose de deux partitions effectuées sur les mémes individus, par exemple avec deux jeux de
variables, ou bien avec deux algorithmes, la question se pose naturellement de savoir si ces deux partitions sont
en accord ou bien si €elles différent significativement, en un sens a préciser. Une maniére d' aborder ce probléme
consiste a calculer un indice de concordance entre partitions et a définir une valeur critique au dessus ou en deca
de laguelle on concluera que les deux partitions sont ou non concordantes. A I'indice bien connu de Rand, nous
proposons d’ gjouter un indice inspiré du test de Mac Nemar .

Il faut alors connaitre, au moins approximativement, la distribution de probabilités de ces indices. Mais sous
quelle hypothése ? Cette question ne semble curieusement pas avoir été traitée dans la littérature, en tous cas
pas sous des hypotheses réalistes [SAP 97]. En effet les rares travaux connus et récents [IDR 00], concernent la
distribution de I'indice de Rand sous I’ hypothése d'indépendance. Or cette hypothéese n’est évidemment pas
pertinente pour la question posée, car |a non-indépendance ne signifie nullement une forte concordance.

Ladifficulté est de conceptualiser une hypothése nulle d'identité de deux partitions. On se trouve dans une
situation voisine de celle ol on voudrait tester que deux variables numériques sont identiques : or si r =1, on sait
bien quer=1 et on n’adonc pas de test utile de I’ hypothese nulle qui setrouve rejetée désquer<l.

Notre approche va consister a étudier la distribution de I'indice de Rand et de celui dérivé de Mac Nemar en
engendrant par simulation des partitions qui devraient étre proches car issues d’un méme modéle sous-jacent :
nous utiliserons pour cela un modele de classes latentes régissant la distribution de p variables. On partage
ensuite arbitrairement les p variables en deux groupes et comparons les partitions engendrées par une méthode
classique de nuées dynamiques sur chacun de ces groupes de variables.



2. Indicesd’accord entre partitions
2.1. Notations

V; et V, sont deux partitions des mémes individus (ou deux variables qualitatives). On supposera que le
nombre de classes k est le méme. N désigne le tableau de contingence associé, K, K, les tableaux digjonctifs
associesaV, etV Ona: N=K K, .

Chague partition V, peut aussi étre caractérisée par son tableau de comparaisons par paires de taille nxn a valeur
{0, 1} et dont le terme général c;; “est défini par:

k L A
Gj:l si i et sont danslaméme classe de V

=0 sinon

OnaC;=K;Ky
Lorsque I'on croise deux partitions, on va s'intéresser aux paires d’individus qui restent ou ne restent pas
dans les mémes classes, d'ou les 4 types :

Type 1 : paires dans une méme classe de V; et dans une méme classe de V,
Type 2 ; paires séparées dansV; et séparées dansV,

Type 3 ; paires séparées dansV; et dans une méme classe de V,

Type 4 ; paires dans une méme classe de V; et séparées dansV,

Les effectifs de ces 4 types sont notés a, b, ¢, d et on a atb+c+d= n(n-1)/2. On notera également A=a+b
(nombre total d'accords) et D=c+d (nombre de désaccords)

2.2.L’indicede Rand

L’indice brut de Rand (semblable al’indice de Kendall) est le pourcentage global de paires en accord :

A
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On peut montrer que :

& o 1é
A=C:.+a a nizj'Eg

u=1 v=1

Nous n’ utiliserons pas la variante d’ Hubert et Arabie [HUB 85], qui revient a un centrage réduction de R mais
celle de Marcotorchino [MAR 91] ou on considére toutes les paires, y compris celles identiques:

o 8n-an-ann

n
car elle aboutit & une expression trés simple en termes de comparai sons par paires :

o O 1.2, 172
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C'est avec cette formulation relationnelle qu’ldrissi [IDR 00] a étudié la normalité asymptotique de R sous
I”hypothése d'indépendance. Par exemple si les k classes sont équiprobables on trouve que (:Iljcu-2 +E|l, Ei suit
uneloi de Bernoulli de paramétre 1- E + ki ,

On en déduit :

ER)=1- 2 +£
k Kk?

A. ldrissi affirme ensuite que le coefficient de Rand empirique entre deux variables qualitatives a k modalités
équiprobabl es cal cul ées sur n observations suit asymptotiquement une loi normale de variance :

1 2222)
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Cette expression de |a variance suppose I’ indépendance desg; , ce qui est inexact en raison des contraintes de
transitivité €,=G; ¢ est n'est vraie qu'approximativement pour k grand (il n'y a méme pas normalité
asymptotique pour des partitions en deux classes).

2.3.L’indice dérivé de Mac Nemar
Le test de Mac Nemar est un test non-paramétrique bien connu utilisé pour vérifier I’égalité de deux

proportions dans des échantillons appariés (par exemple pourcentage d'individus favorables a une certaine
opinion avant et aprés une campagne).

a b
C d

Si a désigne le nombre d’individus qui ont gardé la méme opinion favorable, avant et aprés , d le nombre
d’individus qui ont gardé la méme opinion défavorable, b et ¢ les effectifs de ceux qui ont changé d'avis, la
statistique de test correspondant a |’ hypothése nulle selon laquelle |es changements d’ opinion dans un sens ou
I” autre sont équiprobables est :

b - c
b + c

Mc=

Mc suit approximativement uneloi normale N(0,1) sous H,.

En adaptant ce test al’ ensemble des paires d'individus, on a une nouvelle fagon de mesurer la concordance
entre deux partitions, qui revient a se demander si les paires qui sont séparées le sont par hasard. On montre
facilement que:

Mc = - u v
23 @A) A A

Ici encoreles relations de transitivité entre paires contredisent |'hypothése d'indépendance entre
observations, ce qui peut remettre en cause lanormalité asymptotique.



3. Lemodéle de classeslatentes

Il faut maintenant définir ce que I’ on entend par « deux partitions sont proches » : notre approche consiste a
dire que les individus proviennent d’une méme partition commune, dont les deux partitions observées en sont
des réalisations bruitées.

Le modéle de classes latentes est bien adapté a cette problématique pour engendrer des partitions. Notons
qu'il a été utilisé récemment pour la recherche de partitions consensus par Green et Kreiger [GRE 99]. Plus
précisément, comme nous utiliserons des variables observées quantitatives, il s'agit d'un modéle de profils
latents selon la terminol ogie de Bartholomew et Knott [BAR 99].

Variableslatentes

Variables qualitatives quantitatives
observées

qualitatives classes latentes traits latents
quantitatives profilslatents analysefactorielle

Tableau 1. Les mé&thodes de variables latentes

L hypothése de base est I'indépendance des variabl es observées conditionnellement aux classes latentes :
o ~
fx)=apiO fu(x/K)
k j

Les p, sont les proportions des classes et x est le vecteur aléatoire des variables observées dont les
composantes X sont indépendantes dans chague classe. On sait que ce modele souffre de problemes sérieux
d'identifiabilité, maisici il n'est utilisé que pour engendrer des données et non pour estimer des parameétres. Il
suffit alors de générer des distributions indépendantes dans chaque classe, aprés avoir tiré le numéro de classe
de chaque observation selon une multinomiale de probabilitéspy

Pour obtenir des partitions «proches », qui ne différent I’une de I’autre que de fagon aléatoire, nous
proposons de construire des échantillons artificiels issus d'un modéle a k classes latentes et décrits par p
variables numériques, que |I’on supposera par commodité normales, mais d’ autres distributions sont bien sur
possibles. On partage ensuite arbitrairement les p variables en deux groupes et on effectue deux partitions en k
classes des n individus selon ces deux groupes de variables a|'aide d’ une méthode classique (les k-means ou
nuées dynamiques.) Normalement, ces deux partitions doivent étre peu différentes, on calcule alors I'indice de
Rand ou I'indice dérivé de Mac Nemar.

On obtient un échantillon de valeurs de R et de Mc, sous |’ hypothése de « partitions proches » en itérant N
fois, ce qui permet d' étudier leur distribution.



L’ algorithme se déroule de lafagon suivante :

Tirage des effectifs des classes latentes selon une loi multinomiale M(n; py , ...p)
Pour chague classe, tirage de p variables normal es indépendantes

Obtenir une partition P, sur p, variableset P, sur les autres p-p; variables
Calculer lesindices de Rand et de Mac Nemar

dMwbdpE

4 . Résultats expérimentaux

Nous avons appliqué la procédure précédente en nous limitant a 4 classes latentes équiprobables, 1000
individus, et 4 variables. Les parametres des distributions normales ont été choisis de telle sorte que pour chaque
variable j, la valeur absolue de la différence entre les moyennes de la distribution normale de deux classes
différentes soit plus de 1.5 fois son écart type:

| mg- mej| > 15s; "j=1,234 e&" ketk'=1,23 4
Lenombre d'itérations N vaut 1000.
Faute de place nous ne présentons qu’ un des résultats de nos simulations (effectuées avec lelogiciel S-plus).

Normal Distribution

X1 N(1215) ¢ vens

X2 N(-1025) ol /\&\ By

Classel | X3 N(635) Bt |
X4 N(-204.5) ool ]
043 H_;B‘L-S 17 37

Normal Distribution

X1 N(-215) 1

X2 N(025) ! s,
Classe2 | X3 N(1235) L ]

X4 N(-12,45) S ]

5

Normal Distribution

X1 N(5,15) R

X2 N(-17:25) o] B
Classe3 | X3 N(1335) g /\ I

X4 N(045) A ]

Normal Distribution

X1 N(815) s

X2 N(3.825) | e
Classe4 | X3 N(-535) oo

X4 N(7,45)

X

Tableau 2. Lesdidributions par classe



Le graphique suivant dans le plan des deux premiéres composantes montre la répartition spatiale d’ une des
1000 itérations:

Figure 1. Répartition des classes

On effectue ensuite deux classifications par la méthode des k-means, I’une avec X1 et X2, I'autre avec X3 et
X4, on calculelesindices de Rand et de Mac Nemar, et cela 1000 fois.

Les résultats obtenus sont assez surprenants : si on pouvait s attendre pour R a une distribution non-
normale, puisque la valeur théorique doit étre proche de 1, rien ne nous laissait imaginer des distributions bi-

modales :
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Figure 2. Digribution des coefficients de Rand et Mac Nemar

Ces configurations se sont reproduites a chaque jeu de simulations, pour des paramétres différents des lois
normales. Notons que dans le cas précédent, toutes les valeurs observées du coefficient de Rand sont
supérieures a 0.72, alors que |’ espérance de R sous I hypothése d’indépendance est de 0.625, ce qui montre bien
le caractére inadapté de celle-ci. Avec 1000 observations, on rejetterait I'indépendance si R>0.65 au risgue 5%
mais cela ne suffit pas pour montrer que les deux partitions sont « proches ».

On ne peut cependant proposer de seuil de signification pour chacun des coefficients, car les distributions
dépendent non seulement du nombre de classes, mais de leur séparabilité qui est liée aux paramétres des
distributions normales.



4. Discussion

L' utilisation d’un modéle de classes latentes a permis d’ aborder |e probléme de |a proximité de deux partitions.
Cdlle-ci peut-étre mesurée par I’indice de Rand ou celui dérivé de Mac Nemar. L'indice de Rand dans sa version
utilisée, donne laméme importance aux couples d’individus qui sont dans la méme classe dans les deux partitions,
gu'a ceux qui ne sont pas dans la méme classe pour les deux partitions (accord «négatif »), ce qui est
contestable.

Ladistribution de ces indices, qui est trés différente de celle obtenue sous I’ hypothése d'indépendance, n'a
été étudiée que par simulation et dans un castrés particulier. 1l est clair que ladistribution de Rand dépend de k, n
et de la plus ou moins grande séparation des classes, etc. ce qui empéche de donner des bornes universelles. De
plus le caractére bi-modal de cette distribution pose probléme et nécessite encore des recherches.
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