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QUANTIFICATION DES FIBRÉS DES ÉTATS

JONOT JEAN LOUIS

Abstract. A chaque mesure physique est associée une observable d’un espace
de Hilbert, les valeurs possibles correspondent aux valeurs propres de cette
observable. Le but du travail, développé dans cet article, est d’appliquer ce
principe à l’étude des états de l’univers Ω. Un état de l’univers est une section
d’un fibré hilbertien ζ, de fibre un espace d’hilbert séparable H et de base
Ω. Une observable est une section du fibré O (ζ) dont la fibre est formée de
toutes les observables de H. Le principe de quantification est donné par la
théorie spectrale de Von Neumann et l’équation d’évolution correspondant à
l’équation de Schrödinger est décrite de la façon suivante. Sur ζ, on définit une
section de Dirac γ et une connexion ∇. L’opérateur équivalent à l’halmiltonien
s’écrit

γ ⊗∇,

et l’équation d’évolution le long d’un champ chronologique local T peut être
défini à partir d’une métrique de Lorentz locale si γ est une section de Dirac
à trace. L’équation de Schrödinger est

γ ⊗∇ (s) = −iλ∇T s,

où s est une section d’état de l’univers Ω et λ est une fonction de densité
d’état.

Si le fibré d’état de l’univers est de dimension finie, les états possibles
d’une particule en ω ∈ Ω, sont en nombre fini. Ces états dépendent du groupe
fondamental de l’univers Ω et deux états sont liés par des chemins qui sont les
relèvements des classes d’homotopie de π1 (Ω).

Ensuite, on introduit des outils mathématiques sur les fibrés des états ζ,
tels que les notions de distributions et la diagonalisation d’un endomorphisme
de fibré ζ pour définir deux quantifications supersymétriques

{F (ζ, ξ) , QL,L,Γ}

et
{

F (H,K) , Q
L̃
, L,Γ

}

.

La deuxième quantification fait intervenir les espaces de Sobolev et une
forme volume µ induite par une métrique riemannienne qui rend l’opérateur L

densément défini et fermé.

1. Les états de l’univers Ω

Un espace de Banach complexe induit une structure de Banach réel en se re-
streignant à la multiplication d’un réel par un vecteur. Une application linéaire
d’un espace de Banach dans un autre sera R-linéaire si l’un au moins des deux
espaces est réel, C-linéaire sinon. Le produit d’un espace de banach par un autre
est un espace de banach réel si l’un au moins des deux est réel, complexe sinon.
Une bonne référence sur les notions de variété banachique, de fibré de banach et de
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C∞ différentiabilité sur les variétés banachiques est développée dans les annexes de
[13] page 143.

L’univers Ω est une C∞-variété, connexe, de dimension 4. Un fibré sur l’univers
Ω est un fibré de fibre un espace d’hilbert séparable H, noté

ζ = (E, π,Ω,H)

où E est l’espace total de ζ. Par la suite, on ne parlera que du fibré E, s’il n’y a
aucune confusion.

L’espace E est modelé sur R4 ×H qui a une structure d’espace de banach réel.
On peut appliquer la théorie des fibrés des espaces de banach au fibré des états de
l’univers. Sur chaque fibre Eω , il existe un produit scalaire hermitien de classe C∞,
c’est-à-dire, pour toutes sections s et t de Γ (E), l’application

ω → 〈s (ω) | t (ω)〉ω
est C∞ comme application de Ω dans C.

Ce fibré ζ est muni d’une connexion ∇, c’est-à-dire, d’une application C-linéaire
continue

∇ : Γ (E) → Γ
(
Λ1Ω⊗ E

)

qui vérifie la relation de Leibnitz

∇ (φs) = dφ⊗ s+ φ∇s, ∀φ ∈ C∞ (Ω) .

On rappelle que l’espace vectoriel des sections de E, noté Γ (E), est formé des
C∞-applications d’une variété de banach dans une autre, s : Ω → E telles que

π ◦ s = IdΩ.

La continuité de ∇ est définie dans le sens suivant, pour chaque compact K,
l’application de restriction à K

∇K : s |K→ ∇s |K
est continue pour les normes ‖s‖K = sup

{√
〈s (ω) | s (ω)〉ω : ω ∈ K

}
et

‖d⊗ s‖K = sup {‖s‖K , ‖d‖K}
sur le fibré Λ1Ω⊗ E, où

‖d‖K = sup {‖dω‖ : ω ∈ K}
avec

‖dω‖ = sup {|dω (u)| : g (ω) (u, u) 6 1, u ∈ TωΩ}
et g est une métrique riemannienne fixée sur Ω.

Sur Λ1Ω⊗ E, les fibres ont une structure complexe définie par

λ. (d (ω)⊗ s (ω)) = d (ω)⊗ (λs (ω)) , λ ∈ C

on peut parler de la C-linéarité.
La connexion ∇ a une autre représentation notée encore ∇,

∇ : Γ (TΩ)× Γ (E) → Γ (E) , (X, s) → ∇Xs

∇Xs est la dérivée covariante de s, le long du champ X et vérifie

∇fX+gY s = f∇Xs+ g∇Y s,

∇X (s+ t) = ∇Xs+∇Xt,

et
∇X(fs) = df(X)s+ f∇Xs. (1.1)
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Dans cette représentation on impose à la forme bilinéaire

∇K : (X, s) |K→ ∇Xs |K
qu’elle soit continue pour les normes ‖X‖K et ‖s‖K définies sur tout compact K ,
la norme ‖X‖K est définie par

‖X‖K = sup {g (ω) (X (ω) | X (ω)) : ω ∈ K}
où g est la métrique riemannienne sur Ω donnée plus haut. Les deux notions
précédentes sont équivalentes.

On se fixe ensuite une section de Dirac γ de E, c’est-à-dire, un élément de

Hom
(
Λ1Ω⊗ E,E

)
≈ Hom

(
Λ1Ω,End (E)

)
,

ω → γ (ω) : T ∗
ωΩ⊗ Eω → Eω.

On pose γd, l’endomorphisme de Dirac associé à d ∈ Λ1Ω

γd (ω) : Eω → Eω , γ
d (ω) (v) = γ (ω) (d (ω)⊗ v) , ∀v ∈ Eω

on suppose que γd (ω) est un opérateur borné pour la structure de Hilbert de Eω

pour tout ω ∈ Ω et l’application

ω → γd (ω)

est C∞ dans le sens suivant, pour toute section s de E l’application

ω → γd (ω) (s (ω))

est C∞ comme application entre la variété Ω et la variété de banach E.

Definition 1. 1)Un fibré d’état de l’univers Ω est un fibré ζ = (E, π,Ω,H) muni
d’un produit hermitien C∞, d’une connexion ∇ et d’une section de Dirac γ à trace.

2)La section de Dirac est une section à trace si pour toute carte U de Ω et toute
1-forme d définie sur cette carte, l’application γd (ω) est un opérateur borné à trace
de Eω pour tout ω ∈ U ⊂ Ω.

On choisit une section de Dirac à trace. Sur une carte U où le fibré tangent
est trivialisable, on pose {∂µ, µ = 1, 2, 3, 4} le ”local frame” associé à la carte U ,

{dµ, µ = 1, 2, 3, 4} le ”local frame” dual et γµ = γd
µ

les endomorphismes de Dirac
associés à la base duale dµ. Le tenseur de Poisson est défini par

γµν =
1

2
Trace ({γµ, γν}) . (1.2)

Pour chaque ω ∈ Ω, γµ (ω) est un opérateur de l’espace d’hilbert Eω qui est un
opérateur borné à trace de Eω pour µ = 1, 2, 3, 4, ils forment un idéal des opérateurs
bornés donc 1.2 a un sens. Le tenseur de Poisson est un tenseur symétrique, on
suppose que la matrice (γµν) est inversible et que sa matrice inverse (γµν) définit,
sur la carte U , une métrique de Lorentz gγ par

gγ (∂µ, ∂ν) = γµν . (1.3)

Definition 2. La section des groupes de Dirac est définie par

D =
{
γd : d ∈ Λ1Ω

}

où
D (ω) =

{
γd (ω) : Eω → Eω : d ∈ Λ1Ω

}

avec
γd (ω) (ν) = γ (ω) (d (ω)⊗ ν) , ν ∈ Eω.
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On s’inspire de l’article [4], pour fixer des conditions supplémentaires sur D. Les
hypothèses sont les suivantes, si on munit Ω d’une métrique Lorentzienne h, on
veut localement sur toute carte

{γµ, γν} = 2hµνIdE . (1.4)

Remark 1. Avec une base de 1-formes {δµ} pour laquelle

1

2
Trace

({
γδµ , γδν

})
= δµν si (µ, ν) 6= (1, 1) et

1

2
Trace

({
γδ1 , γδ1

})
= −1

l’opérateur

J = γδ1

définit une structure presque complexe sur le fibré d’état restreint à U , noté E (U),
quand la relation 1.4 est vérifiée.

L’opérateur

γ ⊗∇ : Γ (E) → Γ (E)

défini par

γ ⊗∇ (s) (ω) = γ (ω) (∇s (ω)) , ω ∈ Ω

est l’opérateur d’état du fibré E associé à la connexion ∇ et à la section de Dirac
γ. L’équation d’état est donnée localement sur un ouvert U par une équation de la
forme

γ ⊗∇ (s) (ω) = λ (ω) s (ω) , ω ∈ U

on écrira simplement

γ ⊗∇ (s) = λs, (1.5)

sans préciser l’ouvert U où cette équation est définie.
L’équation d’évolution du fibré le long d’un champ chronologique T est définie

par

γ ⊗∇ (s) = λ∇T s, (1.6)

cette équation d’évolution le long du champ chronologique T est définie localement,
la fonction λ est appelée fonction de densité d’état complexe.

Remark 2. Si on prend la dérivée covariante, le long du champ chronologique T ,
l’équation 1.5 permet d’écrire

∇T ◦ (γ ⊗∇) (s) = ∇T (γ ⊗∇ (s)) = dλ(T )s+ λ∇T s. (1.7)

Dans l’article [7], l’équation 1.7 a été nommée équation de Dirac-Weyl-Fock. Cette
terminologie prête à confusion puisque l’équation de Dirac-Weyl-Fock est déjà définie
dans certains articles sous une autre forme, on peut consulter [12].

Les équations 1.6 et 1.7 peuvent être comparées aux équations données dans [12],
dans le cas où E = TΩ⊗ C. Par analogie, l’équation de Dirac classique est de la
forme 1.6.

Sur Ω on a une métrique pseudo-riemannienne qui permet de définir une forme
volume µ. Dans une carte, si Ω est orientable cette forme volume s’écrit

µ =
√
|det (gµν)|d1 ∧ d2 ∧ d3 ∧ d4,

les sections s telles que∫

Ω

〈s | s〉µ =

∫

Ω

〈s (ω) | s (ω)〉ω µ (ω) < +∞



QUANTIQUE 5

sont les sections de carré intégrable, le complété de ces sections est étudié comme
un espace de Sobolev particulier dans la section espaces de Sobolev associé au fibré
des états de l’univers.

Definition 3. Pour cette métrique pseudo-riemannienne, la probabilité de trouver
la particule dans une région V de l’univers Ω dans l’état s est

p (V ) =

∫
V
〈s | s〉µ∫

Ω
〈s | s〉µ .

Remark 3. Les sections d’état telles que
∫
Ω
〈s | s〉µ = 1 sont les sections unitaires

pour la métrique g.

2. Les principes de quantification d’un fibré des états

Principe 1: L’état d’un système physique est défini, par une section s d’un
fibré hilbertien E, dit fibré des états.

Principe 2: A toute observable A est associée une section AE de O (E), formée
des éléments de End (E), self-adjoints. On dit que AE est l’observable quantique
de la grandeur physique A.

Principe 3: Quelque soit la section s du système où l’on effectue la mesure de
la grandeur A, les seuls résultats possibles sont les fonctions propres de AE .

Principe 4: Si s représente l’état normalisé du système, la probabilité de trouver
la fonction λ lors d’une mesure de A dans ∆ est

Ps,AE
(λ) = Ps,AE

(∆)

où
Ps,AE

(∆) (ω) = Ps(ω),AE(ω) (∆ (ω))

avec ∆(ω) = ]λ1 (ω) , λ2 (ω)] si le spectre de s est continu. Si le spectre est discret,
cette probabilité est

Ps,AE
(λ) (ω) = Ps(ω),AE(ω) (λ (ω)) .

Principe 5: L’état du système immédiatement après une mesure ayant donnée
la fonction λ est

s̃ =
PEλ

(s)

‖PEλ
(s)‖ ,

où s̃ (ω) = PEλ(ω)
(s (ω)) et PEλ(ω)

est le projecteur sur le sous-espace propre Eλ(ω)

associé à la valeur propre λ (ω) de AE (ω).
Principe 6: Soit s (ω0), l’état du système en ω0 dans une carte U de Ω, tant

que le système n’est soumis à aucune observation, son évolution le long d’un champ
chronologique T associé au tenseur de Poisson γµν est localement

Hs = −iλ∇T s

, où H = γ⊗∇, γ est la section de Dirac, ∇ est la connexion qui sont associées au
fibré des états et de condition initiale s (ω0). Le champ chronologique T est défini
à partir de la métrique de Lorentz gγ dont la matrice dans le local frame est (γµν).
La fonction λ est une fonction C∞ qui est à valeur réelle, appelée densité d’état
réelle.

Le théorème de Von Neumann permet de définir une mesure spectrale pour
l’opérateur self-adjoint ou autoadjoint AE (ω) pour tout ω ∈ Ω. On peut consulter
[6] sur ce principe de quantification. Pour la définition d’un champ chronologique
par rapport à une métrique de Lorentz on peut consulter [8].
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3. Densités d’état de l’univers et structure complexe

Pour un fibré d’état ζ = (E, π,Ω,H), O (ζ) est le sous-fibré de End (ζ) dont la
fibre est formée des éléments de End (H) qui sont autoadjoints. Soit AE un élément
de Γ (O (ζ)), pour chaque ω ∈ Ω, l’application

AE (ω) : Eω → Eω

est une observable de Eω. Une fonction λ : Ω → C est une fonction localement
propre de AE si en chaque point ω0 ∈ Ω, il existe une carte U et une section locale
s sur U , non nulle sur U pour laquelle

AE (ω) (s (ω)) = λ (ω) s (ω)

pour tout ω ∈ U . La section s est une section locale propre associée à la fonction
λ. On note Eω (λ), le sous espace propre associé à la valeur propre λ (ω). Soit

E (λ) = ∪ω∈ΩEω (λ) ,

et

ζ (λ) = (E (λ) , πλ,Ω)

où πλ = π |E(λ). Si ζ (λ) est un sous-fibré de ζ, on dit que λ est une fonction
propre et ζ (λ) est le sous-fibré propre associé à la fonction propre λ, dim ζ (λ)
est la dimension de ζ (λ). La section AE de O (ζ) est diagonalisable s’il existe une
suite {λj} de fonctions propres telles que ζ soit la somme de Whitney des sous-fibrés
propres ζ (λj)

ζ = ⊕jζ (λj) .

Proposition 1. Une condition nécessaire et suffisante pour qu’une section AE de
O (ζ) soit diagonalisable est qu’il existe une suite de fonctions propres {λj} telle
que

H = ⊕jHj,

où Hj est la fibre du fibré hilbertien ζ (λj).

Proof. Chaque fibre Eω (λj) = Ker (AE (ω)− λj (ω) IdEω
) est hilbertienne comme

sous-espace fermé de Eω. La condition H = ⊕jHj est réalisée si et seulement si sur
chaque fibre

Eω = ⊕jEω (λj) ,

et

ζ = ⊕jζ (λj) .

�

Remark 4. 1)Si ∇j est une connexion définie sur ζ (λj) alors

∇s = ∇jsj (3.1)

avec s =
∑

j sj est une connexion sur ζ. Une connexion ∇ qui vérifie l’équation
3.1 est une A-connexion.

2)Si dim (ζ) < +∞ et L est une section de End (ζ) alors L est diagonalisable,
au sens des fibrés vectoriels si

dim (ζ) =
∑

λ∈Spect(L)

dim ζ (λ) ,

où Spect (L) est formé des fonctions propres de L.
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Definition 4. Une densité d’état de l’observable AE est une fonction propre λ de
AE.

Remark 5. On peut définir une représentation géométrique de l’univers Ω, en
utilisant la densité des fonctions de Morse pour la C∞-topologie fine de Whitney
dans C∞ (Ω,R). On approche chaque fonction λ de densité d’état par une fonction
de Morse Λ, et on applique le procédé de géométrisation développé dans [8].

Definition 5. La forme différentielle d est γ-diagonalisable si et seulement si γd

est diagonalisable au sens des fibrés.

Si d est γ-diagonalisable alors toute section s peut s’écrire localement

s =
∑

j

sj ,

où sj est une section locale de E (λj) associée à la fonction propre λj et

γd (s) =
∑

j

λjs
j = λjs

j ,

en utilisant le principe de sommation d’Einstein au somme infinie. Si γ est une
section de Dirac à trace

Trace γd =
∑

j

njλj et det γd =
∏

j

λ
nj

j ,

où nj (ω) = dimE (λj (ω)) < +∞, avec
∑

j

nj (ω) |λj (ω)| < +∞ et
∏

j

|λj (ω)|nj(ω)
< +∞

pour tout ω ∈ Ω.
Une C∞-section polynomiale est une section du fibré de base Ω et de fibre C [X ]

ω → P (ω) , P (ω) (X) ∈ C [X ]

où P (ω) (X) est un polynôme de dégré fini de la variable X , noté degP (ω). La
notion de C∞-section est définie dans le sens suivant,

(ω,X) → P (ω) (X)

est C∞ comme application Ω× C → C. En particulier, degP (ω) est indépendant
du choix de ω, on le note degP .

La section polynomiale P , de dégré minimal, pour laquelle

P (ω)
(
γd (ω)

)
= o,

est la section minimale associée à γd. Si

P (ω) (X) = X2 + 1

on dit que γd définie une structure presque complexe sur le fibré des états ζ.
Une structure complexe sur le fibré des états ζ = (E, π,Ω,H) est un automor-

phisme de fibré

J : E → E

tel que

J2 = −Id,
c’est-à-dire, de polynôme minimal X2 + 1.
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Les fonctions propres de J sont les fonctions constantes

λ = i et λ = −i,
les sous-fibrés propres ζ1,0 et ζ0,1 associés vérifient

ζ = ζ1,0 ⊕ ζ0,1,

on définit un scindage de ζ, toute section s s’écrit

s = s1,0 + s0,1, s1,0 =
1

2
(s− iJs) et s0,1 =

1

2
(s+ iJs) .

Les sections s de bidegré (1, 0) sont les sections de ζ1,0 et les sections s de bidegré
(0, 1) formées des sections de ζ0,1, alors

Γ (ζ) = Γ
(
ζ1,0

)
⊕ Γ

(
ζ0,1

)
.

L’application
Q : Γ

(
ζ1,0

)
→ Γ

(
ζ0,1

)
, Q

(
s1,0
)
= s0,1

est l’opération de conjuguaison. Sur ζ, on a défini un produit scalaire hermitien
C∞, c’est-à-dire, pour toutes sections s et t, l’application

ω → 〈s (ω) | t (ω)〉ω
est C∞ comme application de Ω dans C. Le fibré dual de ζ, noté ζ∗, donne un
isomorphisme canonique de Γ (ζ) dans Γ (ζ∗) défini par

R : Γ (ζ) → Γ (ζ∗) , R (s) = s∗

avec
s∗ (ω) (v) = 〈s (ω) | v〉ω , v ∈ Eω (ζ) .

Cet isomorphisme est appelé isomorphisme de Riesz. L’opérateur J induit un
opérateur, noté J∗, défini par

J∗ (ω) (ξ (ω)) (w) = ξ (ω)
(
J (ω)

−1
(w)
)
= −ξ (ω) (J (ω) (w)) , w ∈ Eω (ζ)

pour toute ξ ∈ Γ (ζ∗) et ω ∈ Ω. L’automorphisme J∗ du fibré ζ∗ définit une
structure complexe sur ζ∗. On a le scindage

∧rζ = ⊕
p+q=r

∧p,q ζ

où
∧p,qζ = ∧p

(
ζ1,0

)∗∧ ∧q
(
ζ0,1

)∗
,

les formes différentielles de ζ de bidegré (p, q) sont les sections ∧p,qζ. L’opération
de conjuguaison s’étend à

Q : ∧p,qζ → ∧q,pζ, Q (ξ) = ξ.

On a pour tout ξ ∈ ∧rζ,

J∗ξ (s1, · · · , sr) = (−1)
r
ξ (Js1, · · · , Jsr)

et ainsi
J∗2 |∧rζ= (−1)

r
Id∧rζ .

Si ξ ∈ ∧p,qζ alors
J∗ξ = (−1)

p+q
ip−qξ,

avec cette convention le dual de ζ1,0 est le sous-espace complexe des formes ξ telles
que

J∗ξ = −iξ
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et
ζ∗ =

(
ζ1,0

)∗ ⊕
(
ζ0,1

)∗

toute forme différéntielle ξ du fibré d’état s’écrit

ξ = η + η

avec

η =
1

2
(ξ + iJ∗ξ) et η =

1

2
(ξ − iJ∗ξ) .

Definition 6. Soit L un automorphisme diagonalisable du fibré ζ. On dit qu’une
connexion ∇ est une L-connexion si et seulement si il existe sur chaque fibré propre
E (λj) une connexion ∇j on a

∇s = ∇js
j

où
s =

∑

j

sj, sj ∈ Γ (E (λj)) .

Proposition 2. Pour une J-connexion ∇, si ∇1,0 est la connexion de ζ1,0 associée
à ∇ et ∇0,1 est la connexion de ζ0,1 associée à ∇ alors

∇1,0 =
1

2
(∇− i∇J) = 1

2
∇ ◦ (Id− iJ) et ∇0,1 =

1

2
(∇+ i∇J) = 1

2
∇ ◦ (Id+ iJ) .

Remark 6. Pour toute métrique riemannienne g, on peut définir l’isomorphisme
de Riesz sur le fibré tangent TΩ en posant

Rg : Γ (TΩ) → Γ (T ∗Ω) , Rg (X) = dX

où
dX (ω) (v) = g (ω) (X (ω) , v) ,

pour tout v ∈ TωΩ. Ainsi, à partir d’une métrique riemannienne g, on construit
une section de Dirac γ

γ (d⊗ s) = γd (s) = ∇R−1
g (d)s

et on prolonge par C-linéarité sur chaque fibre. On impose que γ soit C∞ (Ω,C)-

linéaire, c’est-à-dire, on admet l’existence d’une section α ∈ Γ
((

∧1Ω⊗ E
)∗
, E
)

telle que
γ (t) (ω) = α (t (ω)) ,

pour tout t ∈ Γ
(
∧1Ω⊗ E

)
et ω ∈ Ω. On peut consulter [5] pour une preuve de

l’existence et l’unicité de α en dimension finie.

4

5. Les fibrés des états de l’univers en dimension finie

Dans ce qui suit ζ = (E, π,Ω,H) est un fibré hermitien de dimension finie.
Sur une carte U où le fibré tangent et le fibré d’état sont trivialisables, on pose
{∂µ, µ = 1, 2, 3, 4} le ”local frame” associé à la carte U et {sν , ν = 1, 2, · · · ,m} une
base de sections du fibré des états resteint à U . On pose {dµ, µ = 1, 2, 3, 4} le ”local
frame” dual et γµ = γd

µ

les endomorphismes de Dirac associés, représentés par
des matrices carrées d’ordre m dans la base {sν , ν = 1, 2, · · · ,m}. Le tenseur de
Poisson est défini par

γµν =
1

2
Trace ({γµ, γν}) ,
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il est indépendant du choix de la base {sν , ν = 1, 2, · · · ,m}.
L’équation 1.3 permet d’écrire une équation entre la courbure de Ricci, la cour-

bure scalaire et le tenseur de Poisson associé à la section de Dirac γ si on fait
l’hypothèse pour gγ d’être une métrique qui vérifie l’équation relativiste d’Einstein,
on obtient

Ricµν −
1

2
Rγµν =

8πG

c4
Tµν + Λγµν [6], (5.1)

où (γµν) = (γµν)−1.
Si on suppose que la fibre F est une C∞-variété, une connexion généralisée ∇

sur un fibré ζ = (E, π,Ω, F ), de fibre F et de groupe structural G ⊂ Diff (F ), est la
donnée pour tout x ∈ E, d’un sous-espace vectoriel τ (x) contenu dans TxE tel que

τ (x)
Txπ→ Tπ(x)Ω

soit un isomorphisme et x → τ (x) est C∞, c’est-à-dire, localement il existe une
famille libre de champs {sµ} de E telle que

τ (x) = Vect {sµ (x)} ,
et les changements de repère sont à valeurs dans G

gαβ : Uα ∩ Uβ → G.
Remark 7. En général, la fibre est un groupe de Lie.

Localement, la connexion est définie en fixant un nombre fini de formes différentielles
sur E. Si

(x1, x2, x3, x4, y1, · · · , ym) , dimF = m

un système de coordonnées (x1, x2, x3, x4) correspond aux coordonnées horizontales
et (y1, · · · , ym) correspond aux coordonnées verticales qui est un système de coor-
données sur la variété F . On est sur une carte U où le fibré est trivialisable. Dans
ce système de coordonnées toute fome différentielle s’écrit, en utilisant le principe
de sommation d’Einstein,

λα = aαµd
µ + bανδ

ν , dµ = dxµ et δν = dyν . (5.2)

La connexion généralisée τ (x) est l’intersection de ces formes, la condition de
transversabilité aux fibres est donnée par l’inversibilité de la matrice

(bαν) .

Si une particule parcourt le chemin paramétré par

γ : I = [0; 1] → Ω,

et l’état de la particule est e0 ∈ π−1 (γ (0)), on peut décrire l’état de la particule
en γ (1), que l’on note e1, comme suit.

Theorem 1. Avec les hypothèses précédentes, il existe un unique chemin de change-
ment des états de la particule, Γ : [0; 1] → E vérifiant

Γ (0) = e0,

π ◦ Γ = γ,

et
dΓ (t)

dt
∈ τ (Γ (t)) , ∀t ∈ I.
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Proof. Localement, xµ = γµ (t), on veut définir yν = Γν (t),

λα (γ) =

4∑

µ=1

aαµ
dγµ

dt
+

m∑

ν=1

bαν
dΓν

dt
= 0, ∀α = 1, · · · ,m. (5.3)

On est donc amené à résoudre, si bα = −
∑4

µ=1 aαµ
dγµ(t)

dt
, le système

m∑

ν=1

bαν
dΓν

dt
= bα,

la matrice B = (bαν) est inversible, donc
(
dΓν

dt

)
= B−1 (bα) .

On en déduit, dΓν

dt
et Γν , l’unicité est fixé par l’état initiale e0. �

Definition 7. Avec les notations précédentes, l’état final e1 de la particule est

e1 = Γ (1) .

On note pour une particule en ω ∈ Ω

Ωω = {γ : I → Ω : γ (0) = γ (1) = ω} .
Pour chaque chemin γ ∈ Ωω, on peut définir un difféomorphisme de la fibre des

états π−1 (ω) comme suit

Hγ (e) = Γe (1)

où Γe est l’unique relèvement Γ de γ pour l’état e, c’est-à-dire, Γ (0) = e. L’application
d’holonomie associée est

Hω : Ωω → Diff π−1 (ω) , γ → Hω (γ) .

Proposition 3. 1)Hω (γ1γ2) = Hω (γ2)Hω (γ1) et Hω (1) = IdF .
2)Si γ1 et γ2 sont homotopes Hω (γ1) = Hω (γ2), l’application

Π : π1 (Ω) → Diff F , Π(γ̃) = pω ◦Hω (γ)

est homorphisme de groupe, pω est le difféomorphisme canonique de π−1 (ω) sur F .

Remark 8. Dans l’hypothèse où le système de Pfaff x→ τ (x) est involutif, c’est-
à-dire, quand la connexion ∇ est plate et si la fibre F est une variété fermée on
peut reconstituer géométriquement l’espace total des états E,

E ≃ Ω̃× F

π1 (Ω)

Ω̃ représente le revêtement universel de l’univers Ω.

Si deux chemins γ1 et γ2 de Ωω sont homotopes alors

Hω (γ1) = Hω (γ2) ,

en particulier, si l’un des états de la particule est e en l’événement ω ∈ Ω, les autres
états possibles de cette particule sont

Hγ (e) , γ̃ ∈ π1 (Ω, ω) ,
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le groupe π1 (Ω, ω) est discret et l’ensemble des états possibles de la particule est
discret. Le groupe fondamental de l’univers Ω décrit l’ensemble des états d’une
particule comme le groupe

Gω,e = {Hω (γ) (e) : γ̃ ∈ π1 (Ω, ω)} ,
muni du produit canonique induit par π1 (Ω, ω). On pose

Hω,e : π1 (Ω, ω) → Gω,e où Hω,e (γ̃) = Hω (γ) (e) ,

alors on a l’isomorphisme

Gω,e ≃
π1 (Ω, ω)

ker (Hω,e)
.

6. La relation fondamentale entre la connexion ∇ et la connexion

généralisée

Soit ζ = (E, π,Ω,H) un fibré d’état de l’univers Ω, pour chaque section s de ζ,

s : Ω → E, π ◦ s = IdΩ

on a
Ts : TΩ −→ TE, Tπ ◦ Ts = IdTΩ,

l’espace tangent Ts(ω)E contient l’espace tangent à la fibre Eω, à savoir Ts(ω)Eω,
qui est le noyau de Ts(ω)π et est canoniquement isomorphe à Eω. La suite

o→ Eω → Ts(ω)E
Ts(ω)π→ TωΩ → o

est exacte car Tπ ◦Ts = IdTΩ. Lorsque cette suite est scindée, c’est-à-dire, lorsque

Ts(ω)E ≃ Eω ⊕ TωΩ

tel que l’inclusion Eω = Eω × {o} ⊂ Ts(ω)E soit l’inclusion Eω → Ts(ω)E et la
seconde projection

Ts(ω)E ≃ Eω ⊕ TωΩ → TωΩ

soit égale à Ts(ω)π, on en déduit alors, de

Tωs ∈ Hom
(
TωΩ, Ts(ω)E

)

un élément de Λ1
ωΩ⊗ Eω ≃ Hom(TωΩ, Eω) défini par

prω ◦ Tωs,
prω est la projection sur Eω parallèlement à TωΩ dans le scindage

Ts(ω)E ≃ Eω ⊕ TωΩ.

Si on se fixe un sous-fibré du fibré tangent de E, noté τ (E), tel que

T (E) = kerTπ ⊕ τ (E)

et une application θ : x ∈ E → θ (x), θ (x) est un isomorphisme de kerTxπ sur
Eπ(x), c’est-à-dire, une section d’homorphismes de fibrés vectoriels de base E et
d’espace total respectivement,

∪x∈E kerTxπ et ∪x∈E {x} × Eπ(x)

et de projection π |∪x∈E kerTxπ pour le premier fibré, qui est un sous-fibré du fibré
tangent à E, et p (x, u) = x pour le second fibré. Pour toute section s de ζ, la
valeur de la connexion ∇ en s est

∇s = θ ◦ pr ◦ Ts,
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où pr est la projection sur kerTπ parallèlement à τ (E). L’isomorphisme

θ (x) : kerTxπ → Eπ(x)

est défini par, si inπ(x) est l’inclusion naturelle de Eπ(x) dans E,

Txinπ(x) : TxEπ(x) → TxE

est un isomorphisme de TxEπ(x) sur kerTxπ et

θ (x) = pr2 (x) ◦
(
Txinπ(x)

)−1

où

prπ(x) : TxEπ(x) = Eπ(x) × Eπ(x) → Eπ(x), prπ(x) (y, u) = u.

Theorem 2. Une connexion est la donnée d’un scindage

TxE ≃ Eπ(x) ⊕ Tπ(x)Ω,

en tout point x ∈ E, variant de façon C∞ avec x, qui est compatible avec la structure
de fibré vectoriel de ζ.

Proof. La preuve est dans le théorème 2.3.2 [15]. �

Remark 9. On note ker (ζ) le fibré défini par

ker (ζ) = (∪x∈E kerTxπ, π,E,H) ,

l’isomorphisme de fibré vectoriel θ permet de définir sur ker (ζ) une structure de

fibré hermitien. Pour chaque x de E, θ (x)
−1

transporte le produit hermitien de
Eπ(x) sur kerTxπ. Si τ est une connexion généralisée sur le fibré ζ, le fibré(
∪xτ (x) , π, E,R

4
)
permet de définir sur E une métrique dont la forme quadra-

tique est définie par,

QE (X) = 〈X1 | X1〉+Q (Tπ (X2)) ,

où Q est la forme quadratique associée à la pseudo-métrique riemannienne sur Ω
et X = X1 +X2 ∈ kerTπ ⊕ τ (E) pour tout champ X sur E.

Sous certaines conditions, le fibré tangent de E permet de définir l’univers Ω
comme une feuille de l’espace total E du fibré des états ζ. On veut donner un
caractère symétrique aux dimensions. La dimension de la fibre de TE est 4+dimH
pour un fibré d’état ζ = (E, π,Ω,H) de l’univers Ω. On munit E d’une pseudo-
métrique riemannienne g, de signature (4, dimH). La connexion de Levi-Civita
associée à la pseudo-métrique g définie une connexion généralisée

τ : x ∈ E → τ (x) ⊂ TxE,

si le système de Pfaff est involutif, il définit un feuilletage de l’espace total E.

Theorem 3. Le système de Pfaff est involutif si et seulement si la courbure de la
connexion associée R∇ est nulle.

Proof. La preuve est donnée dans [5]. �

Si on suppose que l’espace total E du fibré ζ est une variété parallélisable, il
existe une connexion plate ∇. Le système de Pfaff associé est involutif, on peut
feuilleter E, par des feuilles de dimension 4. Chaque feuille de ce fibré va décrire
un exemplaire de Ω pour un choix convenable de ζ.
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Definition 8. Une pseudo-métrique riemannienne de signature (4, dimH) est ”in-
variante” si la signature de la restriction de g, à chaque feuille T du feuilletage
défini par τ , est constante. Une feuille T du feuilletage a pour pseudo-métrique
g |T qui est de signature (p, q) avec p+q = 4. Un fibré hermitien dont l’espace total
est muni d’une pseudo-métrique de signature (4, dimH), invariante et plate est un
fibré d’état stable.

La feuille T de notre univers des états stables est une feuille de signature (1, 3),
la feuille de l’univers des états de signature (2, 2) est l’univers mixte, la dimension
temps est la même que celle d’espace. La signature (0, 4) est une feuille état de
type riemannien, le temps est de dimension nulle et enfin les feuilles d’états de
signature (3, 1) donne une dimension d’espace. On peut se poser la question de
savoir si l’univers Ω est modelé sur Ck, k > 2. On fait appel aux dimensions
complexes en interprétant la notion de dimension espace comme une dimension de
partie imaginaire nulle et la dimension temps étant une dimension de partie réelle
nulle. Si on ne fait pas d’hypothèse ”d’invariance” la notion d’espace et de temps
varie localement.

7. Les espaces de Sobolev attachés aux fibrés des états

Chaque fibré d’état
ζ = (E, π,Ω,H)

de l’univers Ω est muni d’une section hermitienne, notée 〈• | •〉. Les fibres sont
munies d’un produit scalaire hermitien. L’univers Ω est muni d’une orientation et
d’une mesure Lebesguienne µ. En générale, cette mesure Lebesguienne est définie
par une métrique pseudo-riemannienne g. On identifie chaque section s, à la classe
des sections qui sont µ presque partout égales à s. Une section s est nulle µ presque
partout, si

µ ({ω ∈ Ω : s (ω) 6= oω}) = 0.

On définit le produit scalaire

〈s | t〉µ =

∫

Ω

〈s | t〉µ, (7.1)

s et t sont deux sections de ζ. Si ∇ est une connexion sur le fibré ζ et γ une section
de Dirac sur ζ, on définit pour une section s la norme d’ordre p,

‖s‖p = p

√∫

Ω

|s|p µ

avec, |s| =
√
〈s | s〉 et on pose

‖s‖m,p =

(
m∑

k=0

∥∥∇k
γs
∥∥p
p

) 1
p

, 1 6 p < +∞ et ∇0
γs = s (7.2)

avec
∇n

γ = γn ⊗∇n−1

et
∇0

γ = Id.

Le sous-espace de Γ (ζ), noté Γm,p (ζ), est

Γm,p (ζ) =
{
φ ∈ Γ (ζ) : ‖s‖m,p < +∞

}
.
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Les espaces de type Sobolev attachés au fibré hermitien ζ sont définis par la
complétion des espaces normés Γm,p (ζ) et sont notés

Wm,p (ζ) .

Par construction, ces espaces sont des espaces de Banach. Si on pose

Hm (ζ) = Wm,2 (ζ) ,

les espaces obtenus sont des espaces d’Hilbert pour le produit scalaire

〈s | t〉m =

m∑

k=0

∫

Ω

〈
∇k

γs | ∇k
γt
〉
µ. (7.3)

Remark 10. Les espaces de Hilbert Hm (ζ) sont définis pour l’étude spectrale de
l’extension de la dérivée de Lie aux champs complexes en identifiant LX à un
opérateur

LX : Hm (ζ) → Hm (ζ) , LX (Y ) = [X,Y ]

avec E (ζ) = TΩ⊗ C.

Dans [6], on définit les opérateurs γn et ∇n−1 comme suit. Le commutateur
d’une famille finie d’endomorphismes de Dirac

{
γd

µ}
est

[
γd

1

, γd
2

, · · · , γdn
]
(ω)

=
∑

s∈Perm{1,2,··· ,n}

ε (s) γd
s(1)

(ω) ◦ γds(2)

(ω) ◦ · · · ◦ γds(n−1)

(ω) ◦ γds(n)

(ω) ,

et l’anticommutateur ou crochet de Poisson est défini par,
{
γd

1

, γd
2

, · · · , γdn
}
(ω)

=
∑

s∈Perm{1,2,··· ,n}

γd
s(1)

(ω) ◦ γds(2)

(ω) ◦ · · · ◦ γds(n−1)

(ω) ◦ γds(n)

(ω)

pour tout ω ∈ Ω.
Le commutateur définit un endomorphisme de End (ΛnΩ⊗ E,E). L’extension

de rang n d’une section γ est l’endomorphisme γn ∈ End (Λn (Ω)⊗ E,E) où

γn (ω)
((
d1 ∧ d2 ∧ · · · ∧ dn

)
(ω)⊗ s (ω)

)
=
[
γd

1

, γd
2

, · · · , γdn
]
(ω) (s (ω)) ,

pour tout ω ∈ Ω et on prolonge γn par C∞ (Ω,C)-linéarité sur Λn (Ω)⊗ E.
Toute connexion sur ∇ a une extension

d∇n : Γ (Λn (Ω)⊗ E) → Γ
(
Λn+1 (Ω)⊗ E

)

avec, d∇0 = ∇, Λ0 (Ω)⊗ E = E et

d∇n (ψ ⊗ s) = dψ ⊗ s+ (−1)n ψ ∧∇s, ψ ∈ Λn (Ω) .

L’opérateur ∇n
γ est défini par

∇n
γ (s) = γn ⊗∇n−1 (s) = γn (∇n−1s) avec ∇n−1 = d∇n−1 ◦ · · · ◦ d∇0

pour toute section s, c’est-à-dire, pour tout ω ∈ Ω

(γn ⊗∇n−1) (ω) (s (ω)) = γn (ω) (∇n−1s (ω)) .
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Si on veut déterminer toutes les équations d’évolution d’ordre n du fibré des
états ζ |U où U est un ouvert Ω [6], il suffit de regarder l’opérateur d’évolution

Φn = γn ⊗∇n−1

comme un endomorphisme de l’espace de Banach Wn,p (ζ |U ). Si cet endomor-
phisme est diagonalisable pour au moins un réel p > 1, on en déduit toutes les
équations d’évolution possibles des sections s de Wn,p (ζ |U ). On généralise la no-
tion d’opérateur d’évolution comme un opérateur diagonalisable de Wn,p (ζ |U ) qui
devient une observable si p = 2.

On va étendre cette notion d’espace de Sobolev en définissant les espaces Lp

d’un fibré et en présentant une théorie des distributions sur les fibrés. Dans la
suite, l’ensemble des sections, non nécessairement différentiables, du fibré ζ est
noté S (ζ). On note

Lp (ζ, µ) =

{
s ∈ S (ζ) :

∫

Ω

|s|p µ < +∞
}
,

où |s| =
√
〈s | s〉 est µ-mesurable. O est le sous-espace vectoriel formé par les

sections nulles µ presque partout. L’espace Lp (ζ, µ) est

Lp (ζ, µ) =
Lp (ζ, µ)

O .

Proposition 4. Lp (ζ, µ) est espace de Banach pour la norme ‖s‖p = p

√∫
Ω
|s|p dµ

et L2 (ζ, µ) est un espace de Hilbert pour le produit scalaire

〈s | t〉µ =

∫

Ω

〈s | t〉µ.

On se propose de définir une théorie des distributions sur les fibrés d’états. Pour
cela, on introduit l’espace vectoriel des sections test, défini par

D (ζ) = {s ∈ Γ (ζ) : supp (s) est compact} ,
on rappelle que

supp (s) = Adh {ω : s (ω) 6= oω} .
Definition 9. Une distibution D est une forme linéaire continue sur D (ζ). L’ensemble
des distributions sur ζ est noté D′ (ζ).

Pour une section s ∈ S (ζ), localement intégrable, c’est-à-dire, une section s telle
que pour tout compact K de Ω

∫

K

|s|µ < +∞

on définit la distribution

Ds (t) = 〈Ds, t〉 =
∫

Ω

〈s | t〉µ. (7.4)

Proposition 5. Ds = o si et seulement si s = o µ presque partout.

On a une inclusion naturelle de Sloc(ζ)
O dans D′ (ζ) où Sloc (ζ) est l’ensemble des

sections localement intégrables. On a

Lp (ζ, µ) ⊂ Sloc (ζ)

O ,
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on a, donc, un plongement naturel de Lp (ζ, µ) dans D′ (ζ). On identifiera Lp (ζ, µ)
et son image dans D′ (ζ).

Remark 11. 1)Si 7.4 est vérifiée, on dit que la distribution est régulière et on
identifie Ds à s. Dans cette situation, on note 〈Ds, t〉 = 〈s | t〉Ω.

2)Dλs = λDs, λ ∈ C.

Definition 10. Le produit scalaire hermitien 〈• | •〉 est parallèle à la connexion ∇
si et seulement si pour tout champ X de Ω et pour toutes sections s et t de Γ (ζ)

X. 〈s | t〉 = 〈∇Xs | t〉+ 〈s | ∇Xt〉 , (7.5)

où X. 〈s | t〉 est la dérivée de Lie le long du champ X de la C∞-application

ω → 〈s (ω) | t (ω)〉ω .

Theorem 4. Si le produit scalaire 〈• | •〉 est parallèle à la connexion ∇ alors

〈∇Xs, t〉 = −〈s | div (X) t+ ∇X t〉µ ,
pour toutes sections test t et toute section s localement intégrable.

Proof. Il suffit de vérifier que dans les hypothèses du théorème

I =

∫

Ω

LX (f)µ = −
∫

Ω

f div (X)µ

pour toute C∞-fonction f à support compact avec LX (f) est la dérivée de Lie le
long du champ X de f . On peut se ramener à une carte en utilisant une partition
de l’unité associé à un recouvrement de cartes U . Dans le local frame {∂ν} associé
à la carte U , de dual {dν} la forme volume µ s’écrit

µ = θd1 ∧ d2 ∧ d3 ∧ d4

avec θ fonction de classe C∞, non nulle, sur U . On a, si X = Xν∂ν

I =

∫

U

Xν (∂νf) θd
1 ∧ d2 ∧ d3 ∧ d4

et

I =

∫

U

∂ν (X
νfθ) d1 ∧ d2 ∧ d3 ∧ d4 −

∫

U

f∂ν (X
νθ) d1 ∧ d2 ∧ d3 ∧ d4.

La fonction f est à support compact dans U , donc∫

U

∂ν (X
νfθ) d1 ∧ d2 ∧ d3 ∧ d4 = 0.

Ensuite on écrit ∫

U

f∂ν (X
νθ) d1 ∧ d2 ∧ d3 ∧ d4

=

∫

U

f (θ∂νX
ν + dθ (X)) d1 ∧ d2 ∧ d3 ∧ d4

=

∫

U

f

(
∂νX

ν +
dθ (X)

θ

)
µ

On en déduit I = −
∫
U
f div (X)µ car div (X) = ∂νX

ν + dθ(X)
θ

dans le local
frame {∂ν}. �

Definition 11. div (X) = divµ (X) est la divergence de X associée à la forme
volume µ, c’est-à-dire, LX (µ) = div (X) .µ.
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Si le produit scalaire est parallèle à la connexion, cela permet de définir la dérivée
covariante d’une distribution D de ζ, le long d’un champ X par

〈∇XD, t〉 = −〈D, div (X) t+∇X t〉
pour tout t ∈ D (ζ). On peut étendre la notion de dérivée covariante d’une section
s localement intégrable quelconque, au sens des distributions le long du champ X ,
notée encore ∇Xs, telle que

∇Xs = ∇XDs.

Cette notion étend la notion de dérivée covariante, ∇Xs ∈ D′ (ζ) car

∇Xs = −D ◦ TX
où

TX (t) = div (X) t+∇X t,

qui est un opérateur borné de D (ζ), pour tout compact K ⊂ Ω, la restriction à K
de

∇ : (X, t) → ∇Xt

est continue pour les normes définies plus haut.

Proposition 6. 1)〈∇fXD, t〉 = 〈∇XD, ft〉 pour toute C∞-application f

2)∇X (fD) = f∇XD.

Proof. La seule difficulté est de vérifier 1). On a

〈∇fXD, t〉 = −〈D, div (fX) t+∇fXt〉
div (fX) t+∇fXt = (f div (X) + df (X)) t+ f∇Xt

(f div (X) + df (X)) t+ f∇Xt = div (X) ft+∇X (ft) .

On en déduit

〈∇fXD, t〉 = −〈D, div (X) ft+∇X (ft)〉 = 〈∇XD, ft〉 .
Cette égalité peut s’écrire si

Hf (t) = ft, Hf (t) (ω) = f (ω) t (ω) ,

∇fXD = ∇XD ◦Hf .

�

Remark 12. On dit que Hf est une homothétie de rapport f . Avec cette notation,

∇X ◦Hf = Hf ◦ ∇X sur D′ (ζ) .

On se donne une famille de champs de Ω

∂ = {∂j}j∈{1,··· ,q} ,

et pour tout k-uplets tels que

α = (α1, · · · , αk) ∈ Nk et ν = (ν1, · · · , νk) avec νj 6= νj+1 et νj ∈ {1, · · · , q}
on définit les opérateurs

∇α
ν = ∇α1

ν1
◦ · · · ◦ ∇αk

νk
où ∇α

j
= ∇∂j

◦ · · · ◦ ∇∂j
,

la composition se fait sur α opérateurs égaux à ∇∂j
et ∇0

ν = Id et les dérivées
covariantes sont prises au sens des distributions. L’espace de Sobolev Wm,p

∂ (ζ) est
le complété de

{s ∈ Lp (ζ, µ) : ∇α
ν s ∈ Lp (ζ, µ) , |α| 6 m }
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pour la norme

‖s‖m,p
∂ =





(∑
|α|6m ‖∇α

ν s‖
p
p

) 1
p

si 1 6 p < +∞,

sup {‖∇α
ν s‖∞ : |α| 6 m} si p = +∞.

le nombre d’opérateurs ∇α
ν pour α fixé est 4× 3k−1 si α = (α1, · · · , αk), ‖s‖m,p

∂ est
une norme.

Remark 13. ∇α
ν s est une composée de dérivations prises dans le sens des distri-

butions.

Remark 14. Dans le cas de T
(
R4
)
où R4 est muni de la mesure de Lebesgue µ et

∂ est formé des dérivations ∂
∂x

, ∂
∂y

, ∂
∂z

et ∂
∂t
, on retombe sur les espaces de Sobolev

de R4.

8. Quantification des fibrés des états de l’univers

Il y a deux procédés de quantification d’un fibré des états de Ω. Le premier
consiste à travailler globalement sur les sections du fibré qui ont un carré intégrable,
cette approche nécessite l’apport d’une forme volume µ. On peut, ainsi, construire
l’espace de Hilbert L2 (ζ, µ), ensuite construire l’espace de Fock associé à cet espace
de Hilbert et utiliser les procédés de quantification habituels. L’autre procédé ne
fait pas intervenir de forme volume, on travaille sur chaque fibre et on procède à
une quantification fibre à fibre. On s’intéresse, dans un premier temps à ce procédé
de quantification.

Soit ζ = (E, π,Ω,H) un fibré d’état de l’univers Ω, on note ⊗nζ, le produit
tensoriel d’ordre n de ζ et ⊗0ζ = (Ω× C, π1,Ω,C) le fibré trivial de fibre C. On
note Sn (ζ), le symétrisé de ⊗nζ et An (ζ), l’antisymétrisé de ⊗nζ. L’espace de
Bose-Fock de ζ est la somme de Whitney infinie et complète des symétrisés Sn (ζ)

F+ (ζ) =

{
s =

{
s(n)

}∞

n=0
: s(n) ∈ Sn (ζ) ,

∞∑

n=0

∥∥∥s(n)
∥∥∥
2

<∞
}

c’est-à-dire, pour chaque ω ∈ Ω,

F+ (ζ) (ω) =

{
u =

{
u(n)

}∞

n=0
: u(n) ∈ Sn (Eω (ζ)) ,

∞∑

n=0

∥∥∥u(n)
∥∥∥
2

ω
<∞

}

Sn (Eω (ζ)) est le symétrisé d’ordre n de la fibre Eω (ζ) munit du produit hermitien
induit par le produit hermitien de Eω (ζ), noté 〈• | •〉ω, et l’espace de Fermi-Fock
est la somme de Whitney infinie et complète des antisymétrisés An (ζ)

F− (ζ) =

{
s =

{
s(n)

}∞

n=0
: s(n) ∈ An (ζ) ,

∞∑

n=0

∥∥∥s(n)
∥∥∥
2

<∞
}
.

Les espaces de Bose-Fock et de Fermi-Fock ont une structure de fibré hermitien
sur Ω. L’espace de Bose-Fermi-Fock d’une paire de fibrés (ζ, ξ) est défini par le
produit tensoriel des fibrés F+ (ζ) et F− (ξ)

F (ζ, ξ) = F+ (ζ)⊗F− (ξ) ,

c’est le fibré de Bose-Fermi-Fock associé à la paire (ζ, ξ) des fibrés d’état de l’univers
Ω.
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Si on prend n sections s1, · · · , sn, le symétrisé s’écrit

Sn (s1 ⊗ · · · ⊗ sn) =
1

n!

∑

σ∈Perm{1,··· ,n}

sσ(1) ⊗ · · · ⊗ sσ(n)

et l’antisymétrisé s’écrit

An (s1 ⊗ · · · ⊗ sn) =
1

n!

∑

σ∈Perm{1,··· ,n}

ε (σ) sσ(1) ⊗ · · · ⊗ sσ(n).

Remark 15. Le fibré ⊗nζ a pour fibre ⊗nH et chaque fibre est donnée par

Eω (⊗nζ) = ⊗nEω (ζ) .

On note C (ζ, ξ), l’ensemble des applications L

ω → L (ω) : Eω (ζ) → Eω (ξ) ,

pour chaque ω ∈ Ω, L (ω) est un opérateur de Eω (ζ) dans Eω (ξ) qui est densément
défini et fermé. Ponctuellement,

dom (L) = {dom (L (ω)) : ω ∈ Ω}
est formé de l’ensemble de tous les domaines des opérateurs

L (ω) : Eω (ζ) → Eω (ξ) .

L’application L est C∞ dans le sens suivant, pour chaque section s ∈ S (ζ)
vérifiant s (ω) ∈ dom(L (ω)) pour tout ω ∈ Ω, l’application

ω → L (ω) (s (ω)) = L⊗ s (ω)

est une section de S (ξ). Les sections telles que s (ω) ∈ dom(L (ω)) pour tout
ω ∈ Ω, forment un sous-ensemble des sections de S (ζ), noté

dom
(
L̃
)
= {s ∈ S (ζ) : s (ω) ∈ dom (L (ω)) , ∀ω ∈ Ω} ,

où l’application L̃ est définie par

L̃ : dom
(
L̃
)
⊂ S (ζ) → S (ξ) , L̃ (s) = L⊗ s.

Definition 12. Si L est densément défini l’adjoint de L ∈ Hom(ζ, ξ) est l’opérateur
L∗ ∈ Hom(ξ, ζ) qui vérifie

〈L∗ ⊗ s | t〉ζ = 〈s | L⊗ t〉ξ

pour toute section s ∈ dom
(
L̃∗
)
et t ∈ dom

(
L̃
)
. On a pour tout ω ∈ Ω,

〈L∗ (ω) s (ω) | t (ω)〉ω,ζ = 〈s (ω) | L (ω) t (ω)〉ω,ξ .

L’espace dom
(
L̃∗
)
est formé des sections s ∈ S (ξ) pour lesquelles il existe une

section τ ∈ S (ζ) telle que

〈τ | t〉ζ = 〈s | L⊗ t〉ξ
pour tout t ∈ dom

(
L̃
)
. Si L est densément défini τ est unique et on pose L∗⊗s = τ .

Remark 16. L’opérateur adjoint associé à L est entiérement défini par

〈L∗ (ω) (v) | w〉ω,ζ = 〈v | L (ω) (w)〉ω,ξ , ∀w ∈ Eω (ζ) , ∀v ∈ Eω (ξ) et ∀ω ∈ Ω;
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Proposition 7. Si L est fermé et densément défini alors L∗ est fermé densément
et défini. Dans ce cas L∗∗ = L.

Proof. On peut consulter [9] pour une preuve sur chaque fibre du fibré. �

Notation 1. Pour un opérateur L ∈ Hom(ζ), on pose Im (L) = {Im (L (ω)) : ω ∈ Ω}
l’ensemble des images de L, Ker (L) = {Ker (L (ω)) : ω ∈ Ω} est l’ensemble des noy-
aux de L. Les sous-ensembles de C, ρ (L) = {ρ (L (ω)) : ω ∈ Ω} forme la résolvante
de L, elle est formée des sous-ensembles ρ (L (ω)) définis par

ρ (L (ω)) = {λ ∈ C : L (ω) est injective, Im (L (ω)) est dense et L (ω)− λIω est borné}
où Iω est l’application identique sur la fibre Eω (ζ).
σ (L) = {σ (L (ω)) : ω ∈ Ω} est l’ensemble des spectres σ (L (ω)) = Cr ρ (L (ω))

et σp (L) = {σp (L (ω)) : ω ∈ Ω} où σp (L (ω)) est l’ensemble des valeurs propres de
L (ω).

Definition 13. Une fonction φ ∈ C∞ (Ω,C) est propre pour L si φ (ω)∈σp (L (ω)),
φ est une résolvante de L si φ (ω) ∈ ρ (L (ω)) pour tout ω ∈ Ω. La fonction φ est
spectrale si φ (ω) ∈ σ (L (ω)).

Proposition 8. Si L est densément défini alors kerL∗ = Im (L)
⊥
, c’est-à-dire,

pour tout ω ∈ Ω

kerL∗ (ω) = Im (L (ω))
⊥

l’orthogonalité est définie dans l’espace de Hilbert Eω (ξ).
Si L ∈ C (ζ, ξ) alors l’opérateur de Iζ+L

∗L de Hom(ζ) est un opérateur injectif,

ker (Iζ + L∗L) = (Ω× o, π1,Ω, o)

et

Im (Iζ + L∗L) = ζ,

ponctuellement, cela signifie que

ker
(
IEω(ζ) + L (ω)

∗
L (ω)

)
= {oω}

et

Im
(
IEω(ζ) + L (ω)

∗
L (ω)

)
= Eω (ζ) .

L’opérateur (Iζ + L∗L)
−1

est positif et L∗L est autoadjoint avec σ (L∗L) ⊂ R+,
c’est-à-dire, σ

(
L (ω)

∗
L (ω)

)
⊂ R+ pour tout ω ∈ Ω.

On travaille dorénavant sur les sections des fibrés considérés précédemment.
Chaque section s de F+ (ζ) s’écrit

s =
{
s(n)

}
,

où s(n) est une section de Sn (ζ) que l’on peut identifier à une section de F+ (ζ)
{
o, · · · , o, s(n), o, · · ·

}
.

La section vide de l’espace de Bose-Fock est la section constante 1+ définie par

1+ = {1,o,o, · · · }
qui s’écrit ponctuellement,

1+ (ω) = {1, oω, oω, · · · } .
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Pour chaque section s de S (ζ), il existe un unique opérateur linéaire a (s)
densément défini et fermé sur F+ (ζ), non borné, appelé annulateur de Bose, son
adjoint est l’opérateur a (s)∗. Il vérifie les propriétés

1)
(
a (s)∗ ⊗ t

)(0)
= o,

2)
(
a (s)

∗ ⊗ t
)(n)

=
√
nSn

(
s⊗ t(n−1)

)
pour tout n > 1 et t ∈dom

(
ã (s)

∗

)
.

(8.1)
Ponctuellement pour chaque u ∈ Eω (ζ), l’opérateur a (u) a pour adjoint a (u)

∗

qui s’écrit

a (u)
∗
({

v(n)
})

=

{
o,
{√

nSn

(
u⊗ v(n−1)

)}
n>1

}

où Sn

(
u⊗ v(n−1)

)
est le symétrisé de u⊗ v(n−1) pour tout

{
v(n−1)

}
∈ F+ (ζ) (ω)

[10],[11].

Remark 17. L’opérateur a (s)
∗
est défini en prenant pour chaque ω ∈ Ω, l’adjoint

de l’opérateur
a (s) (ω) : F+ (ζ) (ω) → F+ (ζ) (ω) ,

sur chaque fibre F+ (ζ) (ω).
On a

a (s)⊗ 1+ = o pour toute section s ∈ S (ξ) ,

où o (ω) = (0, oω, oω, · · · ).
Pour chaque section s de S (ξ), il existe un unique opérateur linéaire b (s) sur

F− (ξ) appelé annulateur de Fermi tel que

1) dom (b (s)) = F− (ξ) et ‖b (s) (ω)‖ = ‖s (ω)‖ω pour tout ω ∈ Ω,

l’adjoint b (s)
∗
vérifie

2)
(
b (s)

∗ ⊗ t
)(0)

= o et
(
b (s)

∗ ⊗ t
)(n)

=
√
nAn

(
s⊗ t(n−1)

)
, n > 1 et t ∈ F− (ξ) ,

An

(
s⊗ t(n−1)

)
est l’antisymétrisé d’ordre n de s ⊗ t(n−1). Ponctuellement, pour

chaque u ∈ Eω (ξ), l’opérateur b (u) a pour adjoint b (u)∗ qui vérifie

b (u)
∗
({

v(n)
})

=

{
0,
{√

nAn

(
u⊗ v(n−1)

)}
n>1

}
,
{
v(n)

}
∈ F− (ξ) (ω) .

On a les anticommutations canoniques suivantes

[
b (s) , b (t)

∗]
= 〈s | t〉 I,

{b (s) , b (t)} = o,

pour toute section s ∈ S (ξ) et t ∈ S (ξ) [14]. En particulier,

b (s)
2
= o, s ∈ S (ξ) .

La section vide de l’espace de Fermi-Fock est la section constante 1− définie par

1− = {1,o,o, · · · }
ponctuellement,

1− (ω) = {1, oω, oω, · · · }
cette section vide vérifie

b (s)⊗ 1− = o pour toute section s ∈ S (ξ) .
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On introduit un opérateur différentiel extérieur sur les fibrés des états de la façon
suivante. Soit L ∈ C (ζ, ξ), on pose

D∞
L = Vect

{
a (s1)

∗ · · · a (sn)1+ ⊗ b (t1)
∗ · · · b (tp)∗ 1− : sj ∈ C∞ (L∗L) et tk ∈ C∞ (LL∗)

}

où

C∞ (T ) = ∩∞
n=1 dom

(
T̃ n

)
pour T ∈ Hom(ζ) ou T ∈ Hom(ξ) .

Proposition 9. Il existe un unique opérateur linéaire dL, densément défini et
fermé sur F (ζ, ξ) tel que

1)D∞
L ⊂ dom(dL) et D∞

L est un coeur de dL,

pour chaque section s ∈ D∞
L de la forme

s = a (s1)
∗ · · ·a (sn)∗ 1+ ⊗ b (t1)

∗ · · · b (tp)∗ 1−

alors

2)dLs = o pour n = 0

dLs =

n∑

j=1

a (s1)
∗ · · · â (sj)∗ · · · a (sn)∗ 1+ ⊗ b (L⊗ sj)

∗
b (t1)

∗ · · · b (tp)∗ 1−,

dL laisse invariant D∞
L .

De plus,

3)D∞
L ⊂ dom(d∗L)

et

d∗Ls =

p∑

k=1

(−1)
k−1

a (L∗ ⊗ uk)
∗
a (s1)

∗ · · · a (sn)∗ 1+ ⊗ b (t1)
∗ · · · b (tk)∗ · · · b (tp)∗ 1−

pour tout s = a (s1)
∗ · · · a (sn)∗ 1+ ⊗ b (t1)

∗ · · · b (tp)∗ 1−. Dans le cas p = 0, on a

d∗Ls = o,

en particulier, d∗L laisse invariant D∞
L .

4) dom
(
d2L
)
= dom (dL) et pour tout s ∈dom (dL) , d

2
Ls = o.

Si T est un opérateur linéaire borné de Hom(ζ, ξ) avec dom (T ) = S (ζ) alors
pour tout s ∈ D∞

L et α, β ∈ C∞ (Ω,C),

5)αdLs+ βdT s = dαL+βT s.

Proof. Il suffit de vérifier que la propriété est vraie sur chaque fibre des fibrés
considérés. La démonstration sur une fibre du fibré est donnée dans [3],|[10] et
[11]. �

Definition 14. L’opérateur de Dirac sur F (ζ, ξ) est défini par

QL = dL + d∗L

avec dom (QL) = dom (dL) ∩ dom(d∗L).
L’opérateur de Laplace-Beltrami sur F (ζ, ξ) est

∆L = dLd
∗
L + d∗LdL.
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Pour un opérateur autoadjoint T de Hom (ζ), c’est-à-dire, pour tout ω ∈ Ω,
l’opérateur

T (ω) : Eω (ζ) → Eω (ζ)

est autoadjoint pour la structure d’espace de Hilbert sur chaque fibre, on pose

T̂ (n) : ⊗nζ → ⊗nζ

défini par

T̂ (0) = o

et

T̂ (n) =

n∑

j=1

I⊗ · · · ⊗ I⊗ T ⊗ I⊗ . . .⊗ I, n > 1

où T se trouve à la j-ième place et

I : ω → I (ω) = IdEω(ζ).

La seconde quantification de T sur F (ζ) est

T̂ = ⊕∞
n=0T̂

(n)

qui est un opérateur autoadjoint, il suit que pour tout ω ∈ Ω, 0 ∈ σp

(
T̂ (ω)

)
,

1 (ω) ∈ ker
(
T̂ (ω)

)
. La fonction constante identiquement nulle est une fonction

propre de T̂ . L’opérateur T̂ est stable sur F+ (ζ) et F− (ζ), on pose

T̂+ = T̂ |F+(ζ) et T̂− = T̂ |F−(ζ) ,

ces opérateurs sont autoadjoints et la fonction identiquement nulle est propre pour

T̂+ et T̂− car 1± (ω) ∈ ker
(
T̂± (ω)

)
. L’opérateur nombre sur F− (ξ) est défini par

N = Î− = ⊕∞
n=0 (n⊗n I) |F−(ξ) ,

et on pose

(−1)
N
− = ⊕∞

n=0 ((−1)
n ⊗n I) |F−(ξ) .

Soit Γ l’opérateur de F (ζ, ξ)

Γ = IF+(ζ) ⊗ (−1)
N
− ,

c’est un opérateur autoadjoint tel que

Γ2 = IF(ζ,ξ)

il a pour fonctions propres, les fonctions constantes +1 et −1 et comme sous-espaces
propres

F+1 (ζ, ξ) = ⊕∞
p=0F+ (ζ)⊗A2p (ζ)

et

F−1 (ζ, ξ) = ⊕∞
p=0F+ (ζ)⊗A2p+1 (ζ) .

On obtient une décomposition orthogonale

F (ζ, ξ) = F+1 (ζ, ξ)⊕F−1 (ζ, ξ) ,

on note P+ et P− les projections orthogonales sur respectivement F+1 (ζ, ξ) et
F−1 (ζ, ξ) alors

Γ = P+ − P−.
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Soit l’opérateur

L = L̂∗L+ ⊗ IF−(ξ) ⊕ IF+(ζ) ⊗ L̂L∗
−,

c’est un opérateur de F (ζ, ξ) qui est positif et autoadjoint, la fonction identique-
ment nulle sur Ω est une fonction propre de L car

1 = 1+ ⊗ 1− ∈ ker (L) .

Theorem 5. 1)L’opérateur QL est autoadjoint et essentiellement autoadjoint sur
chaque coeur de L. En particulier, QL est essentiellement autoadjoint sur D∞

L .
2)L’opérateur Γ laisse invariant dom(QL) et

{Γ, QL} = ΓQL +QLΓ = oF(ζ,ξ)

sur dom(QL).
3)On a l’égalité entre les opérateurs

∆L = L = Q2
L.

Proof. Il suffit de vérifier le résultat sur chaque fibre du fibré F (ζ, ξ). Sur les fibres,
on peut consulter [1],[10] et [11]. �

Definition 15. Le quadruplet

{F (ζ, ξ) , QL,L,Γ}
est appelée quantification supersymétrique du triplet (ζ, L, ξ).

Dans ce qui suit, on suppose que l’opérateur L ∈ C (ζ, ξ) et L∗ ∈ C (ξ, ζ) ont
pour fonction propre la fonction identiquement nulle, c’est-à-dire, que

kerL = (∪ω∈Ω kerL (ω) , π,Ω) et kerL∗ = (∪ω∈Ω kerL∗ (ω) , π,Ω)

sont des sous-fibrés de ζ et ξ, on pose

nulL = dim (kerL) .

Theorem 6. Si kerL et kerL∗ sont des sous-fibrés de, respectivement ζ et ξ, alors
kerQL et kerL sont des sous-fibrés de F (ζ, ξ) et

kerQL = kerL = ⊕∞
n,p=0 [Sn (kerL)⊗Ap (kerL

∗)] .

On a,

1)Si nulL = 0 et nulL∗ <∞ alors nulQL = 2nulL
∗

<∞.

2)Si nulL = 0 et nulL∗ = ∞ alors nulQL = ∞.

3)Si nulL > 1 alors nulQL = ∞.

Proof. On vérifie que si kerL et kerL∗ sont des sous-fibrés de ζ et ξ alors kerQL

et kerL sont des sous-fibrés de F (ζ, ξ) en remarquant que la propriété

kerQL (ω) = ker L̂ (ω) = ⊕∞
n,p=0 [Sn (ker (L (ω)))⊗Ap (ker (L

∗ (ω)))] (8.2)

est vraie pour tout ω ∈ Ω. Ensuite, on peut écrire, puisque kerL et kerL∗ sont des
fibrés

kerQL = kerL = ⊕∞
n,p=0 [Sn (kerL)⊗Ap (kerL

∗)] .

La relation 8.2 a été démontrée dans [1] (Lemme 3.4). �
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Pour plus de propriétés sur les opérateurs QL, L on peut consulter [2] pour
l’étude sur chaque fibre des opérateurs

QL (ω) : Eω (F (ζ, ξ)) → Eω (F (ζ, ξ))

et

L (ω) : Eω (F (ζ, ξ)) → Eω (F (ζ, ξ)) ,

pour tout ω ∈ Ω. Notamment, on peut étendre les théorèmes de Monsieur Arai [2],
pour l’étude du spectre de QL et de L ainsi que la notion de classe d’opérateurs de
Dirac pertubés en dimension infinie si kerL et kerL∗ sont des sous-fibrés de ζ et ξ.

On s’intéresse, dorénavant, aux espaces de Hilbert H = L2 (ζ, µ) et K = L2 (ξ, µ)
où µ est une forme volume sur Ω. Les produits scalaires associés sont

〈s | t〉H =

∫

Ω

〈s | t〉µ

pour toutes sections s et t de H et

〈s | t〉K, =

∫

Ω

〈s | t〉µ

pour toutes sections s et t de K. Pour un opérateur

L ∈ Hom(ζ, ξ)

on définit l’opérateur

L̃ : dom
(
L̃
)
⊂ H → K, L̃ (s) = L⊗ s

avec

dom
(
L̃
)
= {s ∈ H : L⊗ s ∈ K} et L⊗ s (ω) = L (ω) s (ω) .

On suppose que L̃ est un opérateur densément défini et fermé. On pose

D∞
L̃

= Vect
{
a (s1)

∗ · · · a (sn)1+ ⊗ b (t1)
∗ · · · b (tp)∗ 1− : sj ∈ C∞

(
L̃∗L̃

)
et tk ∈ C∞

(
L̃L̃∗

) }

où

C∞ (T ) = ∩∞
n=1 dom (T n)

pour un opérateur T de H ou de K.

Proposition 10. Il existe un unique opérateur linéaire d
L̃
, densément défini et

fermé sur F (H,K) tel que

1)D∞
L̃

⊂ dom
(
d
L̃

)
et D∞

L̃
est un coeur de d

L̃
,

pour chaque section s ∈ D∞
L̃

de la forme

s = a (s1)
∗ · · ·a (sn)∗ 1+ ⊗ b (t1)

∗ · · · b (tp)∗ 1−

alors

2)d
L̃
s = o pour n = 0

d
L̃
s =

n∑

j=1

a (s1)
∗ · · · â (sj)∗ · · ·a (sn)∗ 1+ ⊗ b

(
L̃sj

)∗
b (t1)

∗ · · · b (tp)∗ 1−,

d
L̃
laisse invariant D∞

L̃
.

De plus,

3)D∞
L̃

⊂ dom
(
d∗
L̃

)
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et

d∗
L̃
s =

p∑

k=1

(−1)
k−1

a
(
L̃∗uk

)∗
a (s1)

∗ · · · a (sn)∗ 1+ ⊗ b (t1)
∗ · · · b (tk)∗ · · · b (tp)∗ 1−

pour tout s = a (s1)
∗ · · ·a (sn)∗ 1+ ⊗ b (t1)

∗ · · · b (tp)∗ 1−. Dans le cas p = 0, d∗
L̃
s =

o, en particulier, d∗
L̃
laisse invariant D∞

L̃
.

4) dom
(
d2
L̃

)
= dom

(
d
L̃

)
et pour tout s ∈dom

(
d
L̃

)
, d2

L̃
s = o.

Si T est un opérateur Hom(ζ, ξ) tel que T̃ est borné et dom
(
T̃
)
= H alors pour

tout s ∈ D∞
L̃

et α, β ∈ C,

5)αd
L̃
s+ βd

T̃
s = d

αL̃+βT̃
s.

Proof. La preuve est donnée dans [2]. �

On peut définir l’opérateur de Dirac

Q
L̃
= d

L̃
+ d∗

L̃

de domaine
domQ

L̃
= dom d

L̃
∩ dom d∗

L̃
,

et l’opérateur de Laplace-Beltrami

∆
L̃
= d∗

L̃
d
L̃
+ d

L̃
d∗
L̃

sur F (H,K).
La seconde quantification de T sur F (H) est

T̂ = ⊕∞
n=0T̂

(n)

qui est un opérateur autoadjoint, 0 ∈ σp

(
T̂
)
, 1 ∈ ker

(
T̂
)
et donc T̂ a pour propre

0. L’opérateur T̂ est stable sur F+ (H) et F− (H), on pose

T̂+ = T̂ |F+(H) et T̂− = T̂ |F−(H) ,

ces opérateurs sont autoadjoints et 0 est une valeur propre pour T̂+ et T̂− car

1± ∈ ker
(
T̂±

)
. L’opérateur nombre sur F− (K) est défini par

N = Î− = ⊕∞
n=0 (n⊗n I) |F−(K) , I = IdK

et on pose comme précédemment

(−1)
N
− = ⊕∞

n=0 ((−1)
n ⊗n I) |F−(K) .

Soit Γ l’opérateur de F (H,K)

Γ = IdF+(H) ⊗ (−1)
N
− ,

c’est un opérateur autoadjoint tel que

Γ2 = IdF(H,K)

il a pour valeurs propres, les fonctions constantes +1 et −1 et comme sous-espaces
propres

F+1 (H,K) = ⊕∞
p=0F+ (H)⊗A2p (K)

et
F−1 (H,K) = ⊕∞

p=0F+ (H)⊗A2p+1 (K) .
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On obtient une décomposition orthogonale

F (H,K) = F+1 (H,K)⊕F−1 (H,K) ,

on note P+ et P− les projections orthogonales sur respectivement F+1 (H,K) et
F−1 (H,K) alors

Γ = P+ − P−.

Soit l’opérateur

L =
̂̃
L∗L̃⊗ IF−(K) + IF+(H) ⊗ ̂̃

LL̃∗
−,

c’est un opérateur de F (H,K) qui est positif et autoadjoint, 0 est une valeur propre
de L car

1 = 1+ ⊗ 1− ∈ ker
(
L
)
.

Theorem 7. 1)L’opérateur Q
L̃
est autoadjoint et essentiellement autoadjoint sur

chaque coeur de L. En particulier, Q
L̃
est essentiellement autoadjoint sur D∞

L̃
.

2)L’opérateur Γ laisse invariant dom
(
Q

L̃

)
et

{
Γ, Q

L̃

}
= ΓQ

L̃
+Q

L̃
Γ = oF(H,K)

sur dom
(
Q

L̃

)
.

3)On a l’égalité entre les opérateurs

∆
L̃
= L = Q2

L̃
.

Proof. La preuve est dans [1], [10]. �

Definition 16. Le quadruplet
{
F (H,K) , Q

L̃
, L,Γ

}

est appelée µ-quantification supersymétrique du triplet (ζ, L, ξ).

9. Quantification de la connexion ∇
Le fibré ξ sur Ω, d’espace total

E (ξ) = Λ1Ω⊗ E (ζ)

où ζ est le fibré des états de l’univers Ω muni de la connexion ∇ et de la section
de Dirac γ, a une structure de fibré complexe. On suppose l’existence sur ce fibré
ξ, d’une structure de fibré d’état ayant la propriété suivante, il existe une forme
volume µ sur Ω telle que

∇ : H → K
soit un opérateur fermé, densément défini, de domaine

dom (∇) ⊂ H ∩ Γ (E (ζ))

à valeurs dans K avec

H = L2 (ζ, µ) et K = L2 (ξ, µ) .

Sous ces hypothèses, il existe un unique opérateur linéaire d∇, densément défini
et fermé sur F (H,K) tel que

D∞
∇ ⊂ dom (d∇) et D∞

∇ est un coeur de d∇,

pour chaque section s ∈ D∞
∇ de la forme

s = a (s1)
∗ · · ·a (sn)∗ 1+ ⊗ b (t1)

∗ · · · b (tp)∗ 1−
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alors

d∇s = o pour n = 0

d∇s =

n∑

j=1

a (s1)
∗ · · · â (sj)∗ · · ·a (sn)∗ 1+ ⊗ b (∇sj)∗ b (t1)∗ · · · b (tp)∗ 1−,

d∇ laisse invariant D∞
∇ .

De plus,
D∞

∇ ⊂ dom(d∗∇)

et

d∗∇s =

p∑

k=1

(−1)k−1
a (∇∗uk)

∗
a (s1)

∗ · · · a (sn)∗ 1+ ⊗ b (t1)
∗ · · · b (tk)∗ · · · b (tp)∗ 1−

pour tout s = a (s1)
∗ · · · a (sn)∗ 1+ ⊗ b (t1)

∗ · · · b (tp)∗ 1−. Dans le cas p = 0, d∗∇s =
o, en particulier, d∗∇ laisse invariant D∞

∇ .
On peut définir l’opérateur de Dirac

Q∇ = d∇ + d∗∇

de domaine
domQ∇ = dom d∇ ∩ dom d∗∇,

et l’opérateur de Laplace-Beltrami

∆∇ = d∗∇d∇ + d∇d
∗
∇

sur F (H,K). On a, si on pose

∇ = ∇̂∗∇⊗ IF−(K) + IF+(H) ⊗ ∇̂∇∗
−

{
F (H,K) , Q∇,∇,Γ

}

est la µ-quantification de (ζ,∇, ξ) et
∆∇ = ∇ = Q2

∇.

Pour définir l’espace de Hilbert K, on construit un produit scalaire naturel sur
le fibré des formes différentielles Λ1Ω = T ∗Ω de la façon suivante. On prend une
métrique riemannienne g sur Ω, l’isomorphisme de Riesz permet d’identifier TΩ à
son dual par

Rg : TΩ → Λ1Ω, Rg (X) = dX

où
dX (Y ) = g (X,Y ) , ∀Y ∈ Γ (TΩ) .

Cet isomorphisme de Riesz transporte le produit scalaire sur le fibré Λ1Ω,

〈d | δ〉 = g
(
R−1

g (d) ,R−1
g (δ)

)
, ∀d, δ ∈ Λ1Ω.

On définit le produit hermitien naturel sur Λ1Ω⊗ E (ζ) par

〈d⊗ s | δ ⊗ t〉 = 〈d | δ〉 〈s | t〉 ,
et on prolonge par C∞ (Ω,C)-linéarité. Le fibré ξ, d’espace total

E (ξ) = Λ1Ω⊗ E (ζ)

est un fibré d’état de l’univers Ω, on a une structure d’espace vectoriel complexe
sur chaque fibre

λd⊗ s = d⊗ (λs) , ∀λ ∈ C∞ (Ω,C) .
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On définit H et K par

H = L2 (ζ, µ) et K = L2 (ξ, µ)

où µ est la forme volume induite par la métrique riemannienne g.
On peut, égalemment, quantifier l’opérateur d’évolution

∇1
γ = γ ⊗∇

en regardant sa restriction à l’espace de Hilbert

H1 (ζ) = W1,2 (ζ) ,

∇1
γ |H1(ζ) est un opérateur borné. Sur l’espace de Bose-Fermi-FockF

(
H1 (ζ) ,H1 (ζ)

)
,

on a une µ-quantification supersymétrique
{
F
(
H1 (ζ) ,H1 (ζ)

)
, Q ˜∇1

γ |H1(ζ)

,∇1
γ |H1(ζ),Γ

}

du triplet (
H1 (ζ) ,∇1

γ |H1(ζ),H1 (ζ)
)
.

10. Conclusion

On a deux procédés de quantification supersymétrique du triplet (ζ, L, ξ), le
premier ne fait intervenir que la structure hermitienne des fibrés et les espaces de
Fock attachés à ces structures et le second procédé fait intervenir une forme volume
µ induite par une métrique riemannienne g sur Ω.

Si L ∈ Hom(ζ, ξ), si pour chaque ω ∈ Ω, l’opérateur

L (ω) : Eω (ζ) → Eω (ξ)

est densément défini et fermé, on peut quantifier cet opérateur fibré par fibre par
un procédé de quantification décrit dans [2]. Ce procédé est appelé quantification
par fibre. Si on veut quantifier globalement l’opérateur, on travaille sur les sections
des fibrés ζ et ξ en définissant l’opérateur

L̃ : S (ζ) → S (ξ) , L̃ (s) = L⊗ s

avec

L⊗ s (ω) = L (ω) (s (ω)) , ∀ω ∈ Ω.

On construit les espaces de Sobolev Wm,p
∂ (ζ) ou du type Sobolev Wm,p (ζ) qui

sont des espaces de Hilbert pour p = 2 et on restreint l’opérateur L̃ à Wm,2
∂ (ζ)

ou Wm,2 (ζ). Pour construire Wm,p
∂ (ζ), on est amené à construire une théorie des

distributions sur les fibrés des états dont le produit scalaire hermitien est parallèle
à la connexion ∇. L’exemple classique de connexion de ce type est la connexion de
Levi-Civita d’une métrique riemannienne. Le produit scalaire défini par la métrique
riemannienne est parallèle à la connexion de Levi-Civita de cette métrique.

Les principes de quantification d’un fibré des états donne un procédé de quantifi-
cation sur un état et le passage à l’espace de Bose-Fermi-Fock permet de décrire la
quantification sur l’ensemble des états. Si on veut quantifier l’équation d’évolution,
cette équation est locale. On quantifie sur une carte en prenant le ”local frame”
∂ = {∂ν} et pour espace de hilbert W 1,2

∂ (ζ), ensuite on quantifie les opérateurs
γ ⊗∇ et ∇T et on obtient l’équation d’évolution quantifiée

∆γ⊗∇ = −λ2∆∇T
.
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archives-ouvertes. (2006)
[14] Vasilescu F.H ”Anticommuting self-adjoint operators”, Rev. Roum. Math. Pures Appl. 28

(1983)77-91
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