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QUANTIFICATION DES FIBRES DES ETATS

JONOT JEAN LOUIS

ABSTRACT. A chaque mesure physique est associée une observable d’un espace
de Hilbert, les valeurs possibles correspondent aux valeurs propres de cette
observable. Le but du travail, développé dans cet article, est d’appliquer ce
principe & I’étude des états de 'univers 2. Un état de I'univers est une section
d’un fibré hilbertien ¢, de fibre un espace d’hilbert séparable H et de base
Q. Une observable est une section du fibré O (¢) dont la fibre est formée de
toutes les observables de H. Le principe de quantification est donné par la
théorie spectrale de Von Neumann et 1’équation d’évolution correspondant a
I’équation de Schrodinger est décrite de la fagon suivante. Sur ¢, on définit une
section de Dirac v et une connexion V. L’opérateur équivalent & I’halmiltonien
s’écrit
YRV,
et ’équation d’évolution le long d’un champ chronologique local T peut étre
défini & partir d’'une métrique de Lorentz locale si v est une section de Dirac
a trace. L’équation de Schrodinger est
Y® V (s) = —iAVrs,

ou s est une section d’état de 'univers Q et A est une fonction de densité
d’état.

Si le fibré d’état de l'univers est de dimension finie, les états possibles
d’une particule en w € 2, sont en nombre fini. Ces états dépendent du groupe
fondamental de I'univers Q2 et deux états sont liés par des chemins qui sont les
relevements des classes d’homotopie de 7 (2).

Ensuite, on introduit des outils mathématiques sur les fibrés des états (,
tels que les notions de distributions et la diagonalisation d’un endomorphisme
de fibré ¢ pour définir deux quantifications supersymétriques

{F(8,QL, L, T}
et
{]:(’H,IC) ,QZ,Z,F} .
La deuxiéme quantification fait intervenir les espaces de Sobolev et une

forme volume p induite par une métrique riemannienne qui rend ’opérateur L
densément défini et fermé.

1. LES ETATS DE L’UNIVERS §)

Un espace de Banach complexe induit une structure de Banach réel en se re-
streignant & la multiplication d’un réel par un vecteur. Une application linéaire
d’un espace de Banach dans un autre sera R-linéaire si I'un au moins des deux
espaces est réel, C-linéaire sinon. Le produit d'un espace de banach par un autre
est un espace de banach réel si I'un au moins des deux est réel, complexe sinon.
Une bonne référence sur les notions de variété banachique, de fibré de banach et de
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2 JONOT JEAN LOUIS

C différentiabilité sur les variétés banachiques est développée dans les annexes de
[13] page 143.

L’univers ) est une C'°°-variété, connexe, de dimension 4. Un fibré sur I'univers
Q est un fibré de fibre un espace d’hilbert séparable H, noté

(= (E,m0H)

ou FE est l'espace total de (. Par la suite, on ne parlera que du fibré E, s’il n’y a
aucune confusion.

L’espace E est modelé sur R* x H qui a une structure d’espace de banach réel.
On peut appliquer la théorie des fibrés des espaces de banach au fibré des états de
l'univers. Sur chaque fibre E,,, il existe un produit scalaire hermitien de classe C'*,
c’est-a-dire, pour toutes sections s et ¢t de T' (E), I'application

w = (s (W) | £ (w)),

est C'*° comme application de €2 dans C.
Ce fibré ¢ est muni d’une connexion V, c¢’est-a-dire, d’une application C-linéaire
continue
V:T'(E)—»T(A'Q®E)
qui vérifie la relation de Leibnitz

V (¢s) = dp @ s + ¢pVs, Y € C ().

On rappelle que 'espace vectoriel des sections de E, noté T' (E), est formé des
C*°-applications d’une variété de banach dans une autre, s : Q2 — E telles que

WOS:ICZQ.

La continuité de V est définie dans le sens suivant, pour chaque compact K,
I’application de restriction a K

VK:S|K*>VS |K

est continue pour les normes ||s|| - = sup {{/(s (w) | s (w)),, : we€ K} et
ld @ sl = sup{llsll g, lldll x }
sur le fibré A'Q ® E, ou
ldll g = sup{lldu|: w e K}
avec
ldw|| = sup {|dw (u)] : g (W) (u,u) <1, u € T,0}

et g est une métrique riemannienne fixée sur (2.

Sur A'Q ® E, les fibres ont une structure complexe définie par

Adw)®@sw)) =dw)®(As(w)), e C
on peut parler de la C-linéarité.
La connexion V a une autre représentation notée encore V,
V:T(TQ)xT(E) >T(E), (X,s) > Vxs
Vxs est la dérivée covariante de s, le long du champ X et vérifie
Vixtgys = [Vxs+gVys,
Vx (s+t)=Vxs+ Vxt,

et
Vx(fs)=df(X)s+ fVxs. (1.1)
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Dans cette représentation on impose a la forme bilinéaire
Vi : (X,S) |K‘> Vxs |K
qu’elle soit continue pour les normes || X|| , et ||s||, définies sur tout compact K ,
la norme || X|| - est définie par
[ Xl = sup{g (w) (X (w) | X (w)) : we K}
ou g est la métrique riemannienne sur {2 donnée plus haut. Les deux notions
précédentes sont équivalentes.
On se fixe ensuite une section de Dirac v de F, c’est-a-dire, un élément de
Hom (A'Q® E, E) ~ Hom (A'Q,End (E)),
w—=vWw): TR E, — E,.
On pose v?, 'endomorphisme de Dirac associé a d € A'Q
7 (W) 1 By = By, v (w) (v) = 7 (w) (d (w) ®v), Vv € E,,
on suppose que Y (w) est un opérateur borné pour la structure de Hilbert de F,,
pour tout w € Q et 'application
w — 7% (w)
est C'°° dans le sens suivant, pour toute section s de E I'application

w =7 (W) (5 (W)
est C™ comme application entre la variété 2 et la variété de banach FE.

Definition 1. 1)Un fibré d’état de l'univers Q est un fibré ¢ = (E,m, Q,H) muni
d’un produit hermitien C'°°, d’une connexion V et d’une section de Dirac 7y a trace.

2)La section de Dirac est une section a trace si pour toute carte U de § et toute
1-forme d définie sur cette carte, Uapplication v (w) est un opérateur borné a trace
de E,, pour tout w € U C Q.

On choisit une section de Dirac a trace. Sur une carte U ou le fibré tangent
est trivialisable, on pose {9, =1,2,3,4} le "local frame” associé a la carte U,
{d"*, ;1 =1,2,3,4} le "local frame” dual et y* = v?" les endomorphismes de Dirac
associés a la base duale d”. Le tenseur de Poisson est défini par

A = 2 Trace ({2,4")) (12)

Pour chaque w € Q, v (w) est un opérateur de l'espace d’hilbert E,, qui est un
opérateur borné a trace de E,, pour u = 1,2, 3,4, ils forment un idéal des opérateurs
bornés donc 1.2 a un sens. Le tenseur de Poisson est un tenseur symétrique, on
suppose que la matrice (y*) est inversible et que sa matrice inverse (7,,) définit,
sur la carte U, une métrique de Lorentz g, par

9~ (a;u av) = Yuv- (1'3)
Definition 2. La section des groupes de Dirac est définie par
D={y":deA'Q}

D(w)={y*(w): B, — E, :d € A'Q}
Y (W) () =7 (w) (d(w) ®v), v € E,.
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On s’inspire de Particle [4], pour fixer des conditions supplémentaires sur D. Les
hypothéses sont les suivantes, si on munit  d’une métrique Lorentzienne h, on
veut localement sur toute carte

{v*, 7"} = 2r* Idg. (1.4)

Remark 1. Avec une base de 1-formes {6,,} pour laquelle

%Trace ({75“,75"}) =0 st (p,v) # (1,1) et %Trace ({751,761 )=-1

lopérateur

J = 751
définit une structure presque complexe sur le fibré d’état restreint a U, noté E (U),
quand la relation 1.4 est vérifiée.

L’opérateur
YoV :T'(E)—=T(FE)
défini par
TRV (s) (w) =7 (w) (Vs (w)), we
est I'opérateur d’état du fibré E associé a la connexion V et a la section de Dirac
v. L’équation d’état est donnée localement sur un ouvert U par une équation de la
forme
YOV (s)(w)=A(w)s(w),welU
on écrira simplement
Y@V (s) = As, (1.5)
sans préciser 'ouvert U ou cette équation est définie.
L’équation d’évolution du fibré le long d’un champ chronologique T est définie
par
Y® V (s) = AVrs, (1.6)
cette équation d’évolution le long du champ chronologique 1" est définie localement,
la fonction A est appelée fonction de densité d’état complexe.

Remark 2. Si on prend la dérivée covariante, le long du champ chronologique T,
Uéquation 1.5 permet d’écrire

Vro(y®@V)(s)=Vr(y®@V(s)) =d\T)s+ AVrs. (1.7)

Dans Uarticle [7], Uéquation 1.7 a été nommée équation de Dirac- Weyl-Fock. Cette
terminologie préte a confusion puisque l’équation de Dirac- Weyl-Fock est déja définie
dans certains articles sous une autre forme, on peut consulter [12].

Les équations 1.6 et 1.7 peuvent étre comparées aux équations données dans [12],
dans le cas ou E = TQ ® C. Par analogie, I’équation de Dirac classique est de la
forme 1.6.

Sur € on a une métrique pseudo-riemannienne qui permet de définir une forme
volume p. Dans une carte, si (2 est orientable cette forme volume s’écrit

p=+/|det (gu)|d* Ad* Ad> A d?,
les sections s telles que

Lo [ @ s@u <+
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sont les sections de carré intégrable, le complété de ces sections est étudié comme
un espace de Sobolev particulier dans la section espaces de Sobolev associé au fibré
des états de 'univers.

Definition 3. Pour cette métrique pseudo-riemannienne, la probabilité de trouver
la particule dans une région V' de l'univers 2 dans l’état s est
_ fv (s]s)p

fQ <5 | 5) 14 '
Remark 3. Les sections d’état telles que [, (s | s) u = 1 sont les sections unitaires
pour la métrique g.

(V)

2. LES PRINCIPES DE QUANTIFICATION D’UN FIBRE DES ETATS

Principe 1: L’état d’'un systéme physique est défini, par une section s d’un
fibré hilbertien E, dit fibré des états.

Principe 2: A toute observable A est associée une section Ag de O (E), formée
des éléments de End (F), self-adjoints. On dit que Ag est l'observable quantique
de la grandeur physique A.

Principe 3: Quelque soit la section s du systéme ou l’on effectue la mesure de
la grandeur A, les seuls résultats possibles sont les fonctions propres de Ag.

Principe 4: Si s représente [’état normalisé du systéme, la probabilité de trouver
la fonction A lors d’une mesure de A dans A est

Psag (A) = Psap (A)
ot
Py ap (A) (W) = Pyw), apw) (A (w))
avec A (w) = A1 (w), A2 (w)] si le spectre de s est continu. Si le spectre est discret,
cette probabilité est

Py ar (V) (W) = Pyw),ap@w) (A W)
Principe 5: L’état du systéme immédiatement apres une mesure ayant donnée

la fonction X\ est
3= PEx (5)
1Py ()1I”
o 5 (w) = Pp,,, (s(w)) et Pg,, estle projecteur sur le sous-espace propre Ex(.)
associé a la valeur propre A (w) de Ag (w).
Principe 6: Soit s (wp), état du systéme en wy dans une carte U de Q, tant
que le systeme n’est soumis & aucune observation, son évolution le long d’un champ

chronologique T associé au tenseur de Poisson v*¥ est localement
Hs =—iA\Vrs

,ou H=~vy®V, ~ est la section de Dirac, V est la connexion qui sont associées au
fibré des états et de condition initiale s (wg). Le champ chronologique T est défini
a partir de la métrique de Lorentz g~ dont la matrice dans le local frame est (yu.).
La fonction \ est une fonction C*° qui est a valeur réelle, appelée densité d’état
réelle.

Le théoreme de Von Neumann permet de définir une mesure spectrale pour
Popérateur self-adjoint ou autoadjoint Ag (w) pour tout w € Q. On peut consulter
[6] sur ce principe de quantification. Pour la définition d’un champ chronologique
par rapport & une métrique de Lorentz on peut consulter [8].
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3. DENSITES D’ETAT DE L’UNIVERS ET STRUCTURE COMPLEXE

Pour un fibré d’état ¢ = (E,m,Q,H), O(C) est le sous-fibré de End (¢) dont la
fibre est formée des éléments de End () qui sont autoadjoints. Soit Ag un élément
de T' (O (€)), pour chaque w € Q, 'application

Ag (w): E, = E,

est une observable de E,,. Une fonction A : 2 — C est une fonction localement
propre de Ag si en chaque point wg € €2, il existe une carte U et une section locale
s sur U, non nulle sur U pour laquelle

Ap (@) (s (W) = A(w) s (w)

pour tout w € U. La section s est une section locale propre associée a la fonction
A. On note E,, ()\), le sous espace propre associé a la valeur propre A (w). Soit

E ()\) = UwEQEw (/\) )

et
C(A) = (E(A),m, Q)
ot T\ = 7 |g(x). Si ((A) est un sous-fibré de ¢, on dit que A est une fonction
propre et ¢ (\) est le sous-fibré propre associé & la fonction propre A, dim( ()
est la dimension de ¢ (). La section Ag de O (¢) est diagonalisable s’il existe une
suite {\;} de fonctions propres telles que ¢ soit la somme de Whitney des sous-fibrés
propres ¢ (A;)
C=8;C(A)-
Proposition 1. Une condition nécessaire et suffisante pour qu’une section Ag de
O (¢) soit diagonalisable est qu’il existe une suite de fonctions propres {\;} telle
que
H=®@;H;,
ou H; est la fibre du fibré hilbertien ¢ (\;).

Proof. Chaque fibre E,, (\;) = Ker (Ag (w) — A\; (w) Idg,) est hilbertienne comme
sous-espace fermé de F,,. La condition H = ®;H; est réalisée si et seulement si sur
chaque fibre

E, = @jEw ()‘j)v

et
¢ =®;¢(\)-
O
Remark 4. 1)Si V7 est une connexion définie sur ¢ (\;) alors
Vs =Vis; (3.1)

avec s = Zj sj est une connexion sur (. Une connexion V qui vérifie [’équation
3.1 est une A-connexion.

2)Si dim (¢) < 400 et L est une section de End (¢) alors L est diagonalisable,
au sens des fibrés vectoriels si

dim(Q)= Y dim¢()),
A€Spect(L)

ot Spect (L) est formé des fonctions propres de L.
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Definition 4. Une densité d’état de l'observable A est une fonction propre A de

Ag.

Remark 5. On peut définir une représentation géométrique de l'univers €1, en
utilisant la densité des fonctions de Morse pour la C°°-topologie fine de Whitney
dans C* (Q,R). On approche chaque fonction \ de densité d’état par une fonction
de Morse A, et on applique le procédé de géométrisation développé dans [8].

Definition 5. La forme différentielle d est v-diagonalisable si et seulement si v%
est diagonalisable au sens des fibrés.

Si d est y-diagonalisable alors toute section s peut s’écrire localement
J
ol 87 est une section locale de F ()\;) associée a la fonction propre \; et
J , ,
vH(s) =D Ajs? = Ajs,
J

en utilisant le principe de sommation d’Einstein au somme infinie. Si v est une
section de Dirac a trace

Tracey? = an)\j et dety? = H)\?j,
J J
oun; (w) =dimE (\; (w)) < 400, avec
> ny () A (@)] < oo et T 1A (@)™ < +o0
J J
pour tout w € .
Une C'*°-section polynomiale est une section du fibré de base et de fibre C [X]
w— P(w), P(w)(X) eC[X]
ot P (w)(X) est un polynéme de dégré fini de la variable X, noté deg P (w). La
notion de C'°°-section est définie dans le sens suivant,
(w,X) = P (w) (X)

est C*° comme application 2 x C — C. En particulier, deg P (w) est indépendant
du choix de w, on le note deg P.
La section polynomiale P, de dégré minimal, pour laquelle

P ) (v (w)) =o,
est la section minimale associée & <. Si
Pw)(X)=X%+1

on dit que y? définie une structure presque complexe sur le fibré des états (.
Une structure complexe sur le fibré des états ¢ = (E,7,Q,H) est un automor-
phisme de fibré
J:E—>F

tel que
J? = —Id,

c’est-a-dire, de polynéme minimal X2 + 1.
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Les fonctions propres de J sont les fonctions constantes

A=1iet X\ = —i,
les sous-fibrés propres ¢1'0 et ¢! associés vérifient
(=C0a 0,

on définit un scindage de (, toute section s s’écrit
1 1
s =580 4 501 10 = 5 (s —iJs) et s = 5 (s+1iJs).

Les sections s de bidegré (1,0) sont les sections de (10 et les sections s de bidegré
(0,1) formées des sections de (%!, alors

L) =r"eaer ).
L’application
o:T (Cl,O) T (CO,l) o) (51’0) — 01
est l'opération de conjuguaison. Sur (, on a défini un produit scalaire hermitien
C*, c’est-a-dire, pour toutes sections s et ¢, 'application

w = (s (w) [T (w)),
est C°° comme application de 2 dans C. Le fibré dual de , noté (*, donne un
isomorphisme canonique de I" ({) dans I" (¢*) défini par
R:T() = T(C7), R(s)=s"
avec
" () (v) = (s (W) [ v}, v € Ey(Q).
Cet isomorphisme est appelé isomorphisme de Riesz. L’opérateur J induit un
opérateur, noté J*, défini par
T (@) (€ (@) () = € @) (T (@) () = =€ (@) (] () (w)), w € B (C)
pour toute £ € T'(¢*) et w € Q. L’automorphisme J* du fibré ¢* définit une
structure complexe sur (*. On a le scindage
NC= @ API¢
prq=r
o= 0 (H4)”
les formes différentielles de ¢ de bidegré (p, q) sont les sections AP*9¢. L’opération
de conjuguaison s’étend a

Q: PG - NPC, Q(€) =E
On a pour tout £ € A"C,
J*E(Sl,"' as’!‘) = (_1)T£(J81) )JS’I‘)

ou

et ainsi
T2 | are= (=1)" Tdprc.
Si & € AP9( alors
JE = (~1)PTrag,
avec cette convention le dual de ¢1? est le sous-espace complexe des formes ¢ telles
que
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et
C* _ (CLO) ey (CO,I)
toute forme différéntielle & du fibré d’état s’écrit
§=n+7
avec

1 . Tk —_l s T*
n=§@+uf)%n—2@ iJ*E).

Definition 6. Soit L un automorphisme diagonalisable du fibré (. On dit qu’une
connezion V est une L-connexion si et seulement si il existe sur chaque fibré propre
E ()\j) une connexion V; on a

Vs = Vj S‘j
ou

S:Zsj, s7 e T(E()\))).

Proposition 2. Pour une J-connezion V, si V1o est la connezion de (10 associée
a V et Vo est la connexion de (%1 associée a V alors

1 1 1 1
Vio=5(V—iVJ)=gVo(Id—iJ) et Voi =5 (V+iVJ)=3Vo(ld+il).

Remark 6. Pour toute métrique riemannienne g, on peut définir l’isomorphisme
de Riesz sur le fibré tangent TS) en posant
Ry :T(TQ) =T (T*Q), Ry (X) =dx
ol
dx (W) (v) = g (W) (X (w),v),
pour tout v € T,Q. Ainsi, a partir d’une métrique riemannienne g, on construit
une section de Dirac vy

Y(d®s)=~%(s) = Vr=1(a)8
et on prolonge par C-linéarité sur chaque fibre. On impose que v soit C*° (2, C)-
linéaire, c’est-a-dire, on admet l’existence d’une section a € T’ ((/\1(2 ® E)* ,E)
telle que
7 (1) (W) = a(t(w)),
pour tout t € T’ (/\19® E) et w € Q. On peut consulter [5] pour une preuve de
lexistence et l'unicité de o en dimension finie.

4
5. LES FIBRES DES ETATS DE L'UNIVERS EN DIMENSION FINIE

Dans ce qui suit ¢ = (E,7,Q,H) est un fibré hermitien de dimension finie.
Sur une carte U ou le fibré tangent et le fibré d’état sont trivialisables, on pose
{04, 0 =1,2,3,4} le 7local frame” associé a la carte U et {s,,v =1,2,---,m} une
base de sections du fibré des états resteint & U. On pose {d", u = 1,2,3,4} le "local
frame” dual et v* = 4% les endomorphismes de Dirac associés, représentés par
des matrices carrées d’ordre m dans la base {s,,v =1,2,--- ,m}. Le tenseur de
Poisson est défini par

v 1 v
/yl‘ = 5’—,[‘['&(36({’7“,’}/ })a
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il est indépendant du choix de la base {s,,v =1,2,--- ;m}.

L’équation 1.3 permet d’écrire une équation entre la courbure de Ricci, la cour-
bure scalaire et le tenseur de Poisson associé a la section de Dirac « si on fait
I’hypothese pour g, d’étre une métrique qui vérifie I’équation relativiste d’Einstein,

on obtient

. 1 8rG
Rlc;w - iR’Y,uV = c—4T,uV + A’Y;w [G]a (51)

olt () = ()",

Si on suppose que la fibre F' est une C*°-variété, une connexion généralisée V
sur un fibré ¢ = (E,w, Q, F), de fibre F' et de groupe structural G C Diff (F), est la
donnée pour tout & € E, d’un sous-espace vectoriel 7 (z) contenu dans T, F tel que

T (:L') Ti;r Tﬂ.(m)Q

soit un isomorphisme et x — 7 (z) est C°°, c’est-a-dire, localement il existe une
famille libre de champs {s,} de E telle que

7 (x) = Vect {s, (z)},
et les changements de repere sont a valeurs dans G
Jap : UaNUg = G.
Remark 7. En général, la fibre est un groupe de Lie.

Localement, la connexion est définie en fixant un nombre fini de formes différentielles
sur E. Si
(1'1,1'2,1'3,:6;1,@/1, e 7ym) ) dim F' =m

un systeme de coordonnées (x1, T2, x3, x4) correspond aux coordonnées horizontales
et (y1,--+ ,Ym) correspond aux coordonnées verticales qui est un systeéme de coor-
données sur la variété F. On est sur une carte U ou le fibré est trivialisable. Dans
ce systeme de coordonnées toute fome différentielle s’écrit, en utilisant le principe
de sommation d’Einstein,

Aa = Aapd” + 0oy 6", d* = dx, et 6V = dy,. (5.2)

La connexion généralisée 7 (x) est U'intersection de ces formes, la condition de
transversabilité aux fibres est donnée par l'inversibilité de la matrice

(baw) -
Si une particule parcourt le chemin paramétré par
v:I=10;1] = Q,

et I'état de la particule est eg € 71 (v(0)), on peut décrire I'état de la particule
en v (1), que 'on note e;, comme suit.

Theorem 1. Avec les hypothéses précédentes, il existe un unique chemin de change-
ment des états de la particule, T : [0;1] — E vérifiant

F(O):eo,
mol =7,
et
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Proof. Localement, z,, =, (t), on veut définir y, =T, (¢),

4 m
dry dr',
Ao (7>: § aa,u—dt# + E ba}jﬂ:07 YVa=1,---,m. (53)
v=1

=1

4 dyu(t) p
Zuzl Aap =5, le systeme

On est donc amené a résoudre, si b, = —

la matrice B = (ba,) est inversible, donc

(dcll;”> =B (b,).

On en déduit, dgt“ et 'y, I'unicité est fixé par I’état initiale eq. O

Definition 7. Avec les notations précédentes, l’état final e1 de la particule est
e1=T(1).
On note pour une particule en w € Q)
Qu={y:I1-Q:4v0)=~v1) =w}.

Pour chaque chemin v € Q,, on peut définir un difféomorphisme de la fibre des
états 71 (w) comme suit

Hy(e) =T (1)

ou I, est 'unique relevement I" de v pour I'état e, c’est-a-dire, I' (0) = e. L’application
d’holonomie associée est

H,:Q, = Diff r=! (w), vy — H, (7).

PI‘OpOSitiOIl 3. I)Hw (7172) = Hw (72) Hw (71) et Hw (1) = IdF
2)Siy1 et y2 sont homotopes H,, (y1) = Hy, (72), Uapplication
H LT (Q) —)DiffF, H(i) = Pw OHw (7)

est homorphisme de groupe, p., est le difféomorphisme canonique de 7= (w) sur F.

Remark 8. Dans l’hypothése ou le systéme de Pfaff © — 7 () est involutif, c’est-
a-dire, quand la connexion V est plate et si la fibre F est une variété fermée on
peut reconstituer géométriquement l’espace total des états F,

OxF
E ~
™ (Q)

Q représente le revétement universel de ['univers 2.
Si deux chemins ~; et 2 de €1, sont homotopes alors

Hy, (1) = Hy (72),

en particulier, si I'un des états de la particule est e en I'événement w € €2, les autres
états possibles de cette particule sont

H,(e),7em(Quw),
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le groupe m (Q,w) est discret et 'ensemble des états possibles de la particule est
discret. Le groupe fondamental de 'univers 2 décrit ’ensemble des états d’une
particule comme le groupe

Gue={Hs,(7)(e) : 7 €m (Qw)},
muni du produit canonique induit par m; (2, w). On pose
Hye:m (Qw) = Gye ot Hy, . (7) = Hy, (7) (),
alors on a I'isomorphisme

1 (Q,w)
Gloe = ker (Hy.e)

6. LA RELATION FONDAMENTALE ENTRE LA CONNEXION V ET LA CONNEXION
CENERALISEE

Soit ¢ = (E,m,Q,H) un fibré d’état de I'univers €2, pour chaque section s de ¢,
s: Q= FE, mos=1Idg

on a
Ts:TQY —TE, TnoTs = Ildrq,

I'espace tangent T, FE contient 'espace tangent a la fibre E,,, a savoir T, Euw,
qui est le noyau de T, et est canoniquement isomorphe a E,. La suite

Ts(w)ﬂ—
T.,0 — o

o—~E, — TS(W)E
est exacte car TmoT's = Idpq. Lorsque cette suite est scindée, c’est-a-dire, lorsque
Ts(w)E ~FE,®T,Q

tel que linclusion E, = E, x {0} C Ty, E soit I'inclusion E, — Ty E et la
seconde projection
Tyw)E ~ E, ©T,Q— T,Q

soit égale a Ty, on en déduit alors, de

T,s € Hom (TWQ,TS(W)E)
un élément de ALQ ® E,, ~ Hom (1,9, E,,) défini par

pro o1y,
pry est la projection sur E,, parallelement a T, dans le scindage
Ty E ~ E, & T,0Q.
Si on se fixe un sous-fibré du fibré tangent de E, noté 7 (E), tel que
T(E)=kerTr®7(E)

et une application § : x € E — 0(x), 6 (x) est un isomorphisme de ker T,;m sur
Er(z), c'est-a-dire, une section d’homorphismes de fibrés vectoriels de base E et
d’espace total respectivement,

Uzep kerTymet Uzep {.Z'} X Eﬂ'(m)

et de projection 7 |U,_, ker 7+ POUr le premier fibré, qui est un sous-fibré du fibré
tangent & F, et p(z,u) = x pour le second fibré. Pour toute section s de ¢, la
valeur de la connexion V en s est

Vs=0oproTs,
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ol pr est la projection sur ker T'w parallelement & 7 (F). L’isomorphisme
0 (z) : ker Ty — Er(a)
est défini par, si iny(,) est I'inclusion naturelle de E(,) dans E,
Toing@) : TobBr@y — To

est un isomorphisme de T Er(,) sur ker T,m et

0 (z) = pra () o (Tuing)

Prr(x) Tme(x) = Eﬂ'(z) X Eﬂ(m) — Eﬂ'(z)a Prr(z) (ya u) =u.
Theorem 2. Une connexion est la donnée d’un scindage
T.E ~ Eﬂ.(m) D Tﬂ.(m)Q,

en tout point x € E, variant de fagon C*° avec x, qui est compatible avec la structure

de fibré vectoriel de .
Proof. La preuve est dans le théoréme 2.3.2 [15]. O

Remark 9. On note ker (¢) le fibré défini par
ker (g) = (UCEGE ker Tmﬂ-v T, E7 7-[) ’

lisomorphisme de fibré vectoriel 6 permet de définir sur ker ({) une structure de
fibré hermitien. Pour chaque x de FE, 0 (z)71 transporte le produit hermitien de
Er(z)y sur kerTym. Si T est une connexion généralisée sur le fibré ¢, le fibré
(UzT (2) ,W,E,R4) permet de définir sur E une métrique dont la forme quadra-
tique est définie par,

Qe (X)=(X1]X1)+Q(T'r(X2)),

ou @) est la forme quadratique associée a la pseudo-métrique riemannienne sur §2
et X = X5+ Xo € ker T @ 7 (E) pour tout champ X sur E.

Sous certaines conditions, le fibré tangent de E permet de définir 'univers (2
comme une feuille de I'espace total E du fibré des états (. On veut donner un
caractere symétrique aux dimensions. La dimension de la fibre de TF est 4+dim H
pour un fibré d’état ( = (E,7,Q, H) de Punivers 2. On munit F d’une pseudo-
métrique riemannienne g, de signature (4,dim?). La connexion de Levi-Civita
associée a la pseudo-métrique g définie une connexion généralisée

T:xeE—71(x) CT,E,
si le systeme de Pfaff est involutif, il définit un feuilletage de ’espace total E.

Theorem 3. Le systeme de Pfaff est involutif si et seulement si la courbure de la
connexion associée RY est nulle.

Proof. La preuve est donnée dans [5]. O

Si on suppose que l'espace total E du fibré ¢ est une variété parallélisable, il
existe une connexion plate V. Le systeme de Pfaff associé est involutif, on peut
feuilleter F, par des feuilles de dimension 4. Chaque feuille de ce fibré va décrire
un exemplaire de  pour un choix convenable de (.



14 JONOT JEAN LOUIS

Definition 8. Une pseudo-métrique riemannienne de signature (4,dim H) est 7in-
variante” si la signature de la restriction de g, a chaque feuille T du feuilletage
défini par T, est constante. Une feuille T du feuilletage a pour pseudo-métrique
g |7 qui est de signature (p,q) avec p+q = 4. Un fibré hermitien dont l’espace total
est muni d’une pseudo-métrique de signature (4,dimH), invariante et plate est un
fibré d’état stable.

La feuille 7 de notre univers des états stables est une feuille de signature (1, 3),
la feuille de 'univers des états de signature (2,2) est I'univers mixte, la dimension
temps est la méme que celle d’espace. La signature (0,4) est une feuille état de
type riemannien, le temps est de dimension nulle et enfin les feuilles d’états de
signature (3,1) donne une dimension d’espace. On peut se poser la question de
savoir si 'univers © est modelé sur C*, k > 2. On fait appel aux dimensions
complexes en interprétant la notion de dimension espace comme une dimension de
partie imaginaire nulle et la dimension temps étant une dimension de partie réelle
nulle. Si on ne fait pas d’hypothése ” d’invariance” la notion d’espace et de temps
varie localement.

7. LES ESPACES DE SOBOLEV ATTACHES AUX FIBRES DES KTATS

Chaque fibré d’état
¢=(E,mQ,H)

de T'univers Q est muni d’une section hermitienne, notée (e | ). Les fibres sont
munies d'un produit scalaire hermitien. L’univers 2 est muni d’une orientation et
d’une mesure Lebesguienne u. En générale, cette mesure Lebesguienne est définie
par une métrique pseudo-riemannienne g. On identifie chaque section s, a la classe
des sections qui sont u presque partout égales a s. Une section s est nulle p presque
partout, si

p{w e Q:s(w)#o,}) =0.
On définit le produit scalaire

10,0~ [ 1o (7.1)

s et t sont deux sections de ¢. Si V est une connexion sur le fibré ¢ et v une section
de Dirac sur ¢, on définit pour une section s la norme d’ordre p,

_ p
Isll, = (/ /Q 15”1

avec, |s| = /(s | s) et on pose

1
m P
oy = (195 1 €p e vtme
k=0

avec
v: =T ® Vin-1
et
V) =1Id.
Le sous-espace de T" (¢), noté I'™P ((), est

P2 (Q) = {6 €T(Q) ¢ sl < +0}
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Les espaces de type Sobolev attachés au fibré hermitien ¢ sont définis par la
complétion des espaces normés I'"? ({) et sont notés
WP (C) .
Par construction, ces espaces sont des espaces de Banach. Si on pose
H™ () =W™2 (),

les espaces obtenus sont des espaces d’Hilbert pour le produit scalaire

(s|t),,= Y Vss | Vst . (7.3)
};O/Q< )

Remark 10. Les espaces de Hilbert H™ (¢) sont définis pour I’étude spectrale de
lextension de la dérivée de Lie aux champs complexes en identifiant Lx a un
opérateur

Lx :H™ () = H™ (), Lx (V) = [X,Y]
avec E(() =TQ® C.

Dans [6], on définit les opérateurs 7, et V,_1 comme suit. Le commutateur
d’une famille finie d’endomorphismes de Dirac {'yd”} est

1 2 n
|:’yd)’yda"'a’yd:|(w)
s(1) s(2) s(n—1) s(n)
= Y e W™ Woroy™ (W) oy (),
s€Perm{1,2,---,n}
et 'anticommutateur ou crochet de Poisson est défini par,
1 2 n
{’yd”yda"'a’yd }(LU)
s(1) s(2) s(n—1) s(n)
= > W) oy W)or o (W) o™ (w)
s€Perm{1,2,--- ,n}

pour tout w € Q.
Le commutateur définit un endomorphisme de End (A"Q ® E, E). L’extension
de rang n d’une section v est 'endomorphisme ~,, € End (A" () ® E, E) ou

(@) (@ AN A (@) @5 (@) = [7797"| @) (s @),

pour tout w € et on prolonge v, par C* (€2, C)-linéarité sur A™ (Q) @ E.
Toute connexion sur V a une extension

dy :T (A" () ®E) T (A" (Q) e E)
avec, dy =V, A’ (Q)®@ E=FE et
d¥ (@ s) =dp @ s+ (—1)"1h AVs,1h € A" (Q) .
L’opérateur V7 est défini par
VI (s) = ®Vyu-1(5) =7 (Vn-15) avec V,,_1 = dy jo---ody
pour toute section s, c’est-a-dire, pour tout w € Q2

(Yn @ V1) (W) (s (@) = v (@) (V15 (@) -



16 JONOT JEAN LOUIS

Si on veut déterminer toutes les équations d’évolution d’ordre n du fibré des
états ¢ |y out U est un ouvert  [6], il suffit de regarder 'opérateur d’évolution

o, = Yn & V-1

comme un endomorphisme de 'espace de Banach W™? (( ). Si cet endomor-
phisme est diagonalisable pour au moins un réel p > 1, on en déduit toutes les
équations d’évolution possibles des sections s de W™? (¢ |7). On généralise la no-
tion d’opérateur d’évolution comme un opérateur diagonalisable de W™? (¢ |7) qui
devient une observable si p = 2.

On va étendre cette notion d’espace de Sobolev en définissant les espaces LP
d’un fibré et en présentant une théorie des distributions sur les fibrés. Dans la
suite, I’ensemble des sections, non nécessairement différentiables, du fibré ¢ est
noté S (¢). On note

ercm={s e [ o< v,

ou |s| = y/(s|s) est u-mesurable. O est le sous-espace vectoriel formé par les
sections nulles ;1 presque partout. L’espace LP (¢, p1) est

LP(Cp) = L6 ((g,u).

Proposition 4. L? ((, u) est espace de Banach pour la norme |s||, = {/ Jo lsI” dp
et L? (¢, ) est un espace de Hilbert pour le produit scalaire

Glt, = [ sln

On se propose de définir une théorie des distributions sur les fibrés d’états. Pour
cela, on introduit ’espace vectoriel des sections test, défini par

D) ={seT(¢):supp(s) est compact},
on rappelle que

supp (s) = Adh{w: s (w) # o, }.

Definition 9. Une distibution D est une forme linéaire continue sur D (¢). L’ensemble
des distributions sur ¢ est noté D’ (C).

Pour une section s € S ({), localement intégrable, c’est-a-dire, une section s telle
que pour tout compact K de 2
[t < oo
K

wa=u%w=/kﬂwu. (7.4)

Q

on définit la distribution

Proposition 5. D = o si et seulement si s = o p presque partout.

On a une inclusion naturelle de Sl%(o dans D' () olt Sioc (€) est Pensemble des
sections localement intégrables. On a

SOC
LP (¢op) C IT(O
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on a, done, un plongement naturel de L? (¢, 1) dans D’ (¢). On identifiera L? ({, u)
et son image dans D’ (¢).

Remark 11. 1)Si 7.4 est vérifiée, on dit que la distribution est réguliére et on
identifie Dy a s. Dans cette situation, on note (Ds,t) = (s | t)q-.
Q)D)\S = )\Dsa >\ 6 C

Definition 10. Le produit scalaire hermitien (e | ®) est paralléle a la connexion V
si et seulement si pour tout champ X de $ et pour toutes sections s et t de ' (()

X.(s|t)=(Vxs|t)+(s|Vxt), (7.5)
ot X. (s |t) est la dérivée de Lie le long du champ X de la C*-application
w = (s (W) [t (w)), -
Theorem 4. Si le produit scalaire (o | ®) est paralléle a la connexion V alors
(Vxs,t)=—(s[div(X)t+ Vxt),,
pour toutes sections test t et toute section s localement intégrable.

Proof. 11 suffit de vérifier que dans les hypothéses du théoreme

IZ/QLx(f)u=—/QfdiV(X)u

pour toute C*°-fonction f & support compact avec Lx (f) est la dérivée de Lie le
long du champ X de f. On peut se ramener a une carte en utilisant une partition
de l'unité associé & un recouvrement de cartes U. Dans le local frame {9, } associé
a la carte U, de dual {d”} la forme volume p s’écrit

pw=0d" Nd®> ANd® A d?
avec # fonction de classe C°°, non nulle, sur U. On a, si X = X"0,
1:/ XY (9,f)0d* Nd*> ANd>Ad*
U
et
1:/ d, (X7 f0)d" /\d2/\d3/\d4—/ [0, (X¥0)d* Ad* Nd> A d*.
U U
La fonction f est a support compact dans U, donc
/ Oy (XVfO)d* Nd*> Nd> Nd* = 0.
U
Ensuite on écrit

/ [0, (X"0)d* ANd* Ad® A d*
U

:/ f(00,X" +do (X)) d" Nd* Nd® Nd*
U

/Uf<8yX”+%>u

On en déduit I = — [, fdiv(X)p car div(X) = 9,X" + @ dans le local
frame {0, }. O

Definition 11. div (X) = div, (X) est la divergence de X associée a la forme
volume p, c’est-a-dire, Lx (p) = div (X) .p.



18 JONOT JEAN LOUIS

Si le produit scalaire est parallele a la connexion, cela permet de définir la dérivée
covariante d'une distribution D de (, le long d'un champ X par

(VxD,t) = —(D,div (X))t + Vxt)
pour tout ¢ € D (¢). On peut étendre la notion de dérivée covariante d’une section
s localement intégrable quelconque, au sens des distributions le long du champ X,
notée encore Vxs, telle que
Vxs=VxDs.
Cette notion étend la notion de dérivée covariante, Vxs € D' ({) car
Vxs=—-DoTx
ol
Tx (t) = div(X)t+ Vxt,
qui est un opérateur borné de D (¢), pour tout compact K C 2, la restriction a K
de
V:(X,t) = Vxt
est continue pour les normes définies plus haut.
Proposition 6. 1)(V;xD,t) = (VxD, ft) pour toute C*°-application f
2)Vx (fD)= fVxD.
Proof. La seule difficulté est de vérifier 1). On a
(VixD,t) = —(D,div (fX)t+ Vsxt)
div (fX)t+ Vext = (fdiv(X) +df (X))t + fVxt
(fdiv(X)+df (X))t + fVxt=div(X) ft+ Vx (ft).
On en déduit
(VixD,t) = —(D,div (X) ft + Vx (ft)) = (VxD, ft).
Cette égalité peut s’écrire si
Hy (t) = ft, Hy (t) (w) = f (W)t (w),
VixD=VxDoHy.
O
Remark 12. On dit que Hy est une homothétie de rapport f. Awvec cette notation,
VxoHf=H;oVx surD'(C).
On se donne une famille de champs de (2
0= {01
et pour tout k-uplets tels que
a=(ay, ) ENVetv= (v, - 1) avec v; #vjy1 et v; € {1,--- ,q}
on définit les opérateurs
Vy, =Vylo-oVikou Vs =Vy 0---0Vy,
la composition se fait sur a opérateurs égaux a Vy, et VO = Id et les dérivées
covariantes sont prises au sens des distributions. L’espace de Sobolev W5 ({) est

le complété de
{seL?(Cp): Vs e L7 (C,p), o <m '}
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pour la norme

1
HS”gl’p = (Z\a|<m |[Ves|| )p sil<p< +oo,
sup {||[Vos]|, : || <m} sip=4oc.
le nombre d’opérateurs V< pour a fixé est 4 x 3571 si a = (ay, -, ap), ]| est
une norme.

Remark 13. Vs est une composée de dérivations prises dans le sens des distri-
butions.

Remark 14. Dans le cas de T (R4) ot R* est muni de la mesure de Lebesque i et

0 est formé des dérivations a%, a%, % et %, on retombe sur les espaces de Sobolev

de R%.

8. QUANTIFICATION DES FIBRES DES ETATS DE L’UNIVERS

Il y a deux procédés de quantification d’un fibré des états de 2. Le premier
consiste a travailler globalement sur les sections du fibré qui ont un carré intégrable,
cette approche nécessite 'apport d’une forme volume p. On peut, ainsi, construire
I'espace de Hilbert L2 ((, 1), ensuite construire I’espace de Fock associé a cet espace
de Hilbert et utiliser les procédés de quantification habituels. L’autre procédé ne
fait pas intervenir de forme volume, on travaille sur chaque fibre et on procede a
une quantification fibre a fibre. On s’intéresse, dans un premier temps a ce procédé
de quantification.

Soit ¢ = (E,m,Q,H) un fibré d’état de l'univers ), on note ®"(, le produit
tensoriel d’ordre n de ¢ et ®°¢ = (Q x C, 7, Q,C) le fibré trivial de fibre C. On
note S, (¢), le symétrisé de ®"¢ et A, ({), 'antisymétrisé de ®"(. L’espace de
Bose-Fock de ¢ est la somme de Whitney infinie et compléte des symétrisés Sy, (¢)

)

e 2
s S < o0
n=0
< oo}

Sn (Ey (€)) est le symétrisé d’ordre n de la fibre E,, (¢) munit du produit hermitien
induit par le produit hermitien de E, (¢), noté (e | ) , et 'espace de Fermi-Fock
est la somme de Whitney infinie et compleéte des antisymétrisés A, (¢)

f((){s{s(")}zoo " e A, (C), 3 s )2<oo}.
n=0

Les espaces de Bose-Fock et de Fermi-Fock ont une structure de fibré hermitien
sur Q. L’espace de Bose-Fermi-Fock d’une paire de fibrés ((,&) est défini par le
produit tensoriel des fibrés F (¢) et F_ (§)

F(GE) =Fr (O F- (&),

c’est le fibré de Bose-Fermi-Fock associé & la paire (¢, £) des fibrés d’état de 'univers
Q.

Fi(Q) = {S - {S(n)}:io M eS Q)

c’est-a-dire, pour chaque w € €,

Fi(Q)(w) = {u = {u(")}oo u™ e S, Z Hu(")

n=0
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Si on prend n sections s1,- - , Sp, le symétrisé s’écrit
1
Sn(81®"'®3n):m Z 50(1) @+ @ So(n)
oc€Perm{1, - ,n}
et antisymétrisé s’écrit
1
An(s1® - @s) = — > €(0) So(1) @+ ® Sg(n)-
oc€Perm{1,---,n}
Remark 15. Le fibré ®™C a pour fibre Q™H et chaque fibre est donnée par
E, (®"¢) = @"E, (¢) -
On note C (¢, ), Pensemble des applications L
w— L(w): B, (¢) = By (),

pour chaque w € Q, L (w) est un opérateur de E,, (¢) dans E,, (£) qui est densément
défini et fermé. Ponctuellement,

dom (L) = {dom (L (w)) : w € 2}
est formé de I'ensemble de tous les domaines des opérateurs
L(w): Ey (¢) = Eu (§)-

L’application L est C°° dans le sens suivant, pour chaque section s € S ()
vérifiant s (w) € dom (L (w)) pour tout w € Q, 'application

w—= L(w)(s(w))=Ls(w)

est une section de S(£). Les sections telles que s(w) € dom (L (w)) pour tout
w € Q, forment un sous-ensemble des sections de S (¢), noté

dom (E) = {s€8(¢):s(w) e dom(L(w)),Vw e Q},
ou 'application L est définie par
Lidom (L) cS(Q) =S, Ls)=Los,

Definition 12. Si L est densément défini ladjoint de L € Hom ((, &) est l'opérateur
L* € Hom (&, () qui vérifie

(L* ® s | t>< = (s| L®t>5
pour toute section s € dom (Z;) et t € dom (E) On a pour tout w € €,
(L™ (w) s (@) [t (W) = (s (@) | L(w)t(w))ye -

L’espace dom (Z;) est formé des sections s € S (§) pour lesquelles il existe une
section T € S (C) telle que
<T|t>< = (s| L®t>g

pour toutt € dom (Z) . Si L est densément défini T est unique et on pose L*®s = T.

Remark 16. L’opérateur adjoint associé a L est entiérement défini par

(L (@) (0) [ W)y o = (0| L (@) (@), e Yo € B (C), Vo € EL(€) et Y € 2
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Proposition 7. Si L est fermé et densément défini alors L* est fermé densément
et défini. Dans ce cas L™ = L.

Proof. On peut consulter [9] pour une preuve sur chaque fibre du fibré. O

Notation 1. Pour un opérateur L € Hom (¢), on pose Im (L) = {Im (L (w)) : w € Q}
Uensemble des images de L, Ker (L) = {Ker (L (w)) : w € Q} est l’ensemble des noy-
auzx de L. Les sous-ensembles de C, p(L) = {p (L (w)) : w € Q} forme la résolvante
de L, elle est formée des sous-ensembles p (L (w)) définis par

p(L(w))={AeC: L(w) estinjective,Im (L (w)) est dense et L (w) — AL, est borné}

ou 1, est Uapplication identique sur la fibre E,, (C).

o (L) ={0 (L (w)):w € Q} est ’ensemble des spectres o (L (w)) = C~ p(L (w))
et op (L) = {op (L (w)) : w € Q} ot 0y, (L (w)) est l'ensemble des valeurs propres de
L (w).

Definition 13. Une fonction ¢ € C* (2, C) est propre pour L si ¢ (w) €op, (L (w)),
¢ est une résolvante de L si ¢ (w) € p (L (w)) pour tout w € Q. La fonction ¢ est
spectrale si ¢ (w) € o (L (w)).

Proposition 8. Si L est densément défini alors ker L* = Im(L)L, c’est-a-dire,
pour tout w € )

ker L* (w) = Im (L (w))™
Dorthogonalité est définie dans Uespace de Hilbert E,, (£).
Si L e C(¢,€) alors Vopérateur de I+ L*L de Hom (C) est un opérateur injectif,

ker (I + L*L) = (2 X 0, 71,8, 0)

et
Im (I + L*L) = ¢,

ponctuellement, cela signifie que

ker (Ig,, () + L (w)" L (w)) = {ou}
et

Im (I, () + L ()" L (w)) = B (€).
Lopérateur (I + L*L)™" est positif et L*L est autoadjoint avec o (L*L) C RT,

c’est-a-dire, o (L (w)" L (w)) C RT pour tout w € Q.

On travaille dorénavant sur les sections des fibrés considérés précédemment.
Chaque section s de F () s’écrit
s = {s(”)} ,

ot1 s(™ est une section de S, (¢) que 'on peut identifier & une section de F, (¢)

{o,---,o,s<">,o,---}.

La section vide de ’espace de Bose-Fock est la section constante 1, définie par
]_+ = {1,070,...}
qui s’écrit ponctuellement,

1. () ={1,00,00, -}
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Pour chaque section s de S((¢), il existe un unique opérateur linéaire a (s)
densément défini et fermé sur F, (¢), non borné, appelé annulateur de Bose, son
adjoint est 'opérateur a (s)". Il vérifie les propriétés

1) (a(s)” ®t)(0) = o,

2) (a(s)" ® t)(n) =/nS, (S ® t(”_l)) pour tout n > 1 et t € dom <a (s)*) :

(8.1)
Ponctuellement pour chaque u € E, (¢), lopérateur a (u) a pour adjoint a (u)”

qui s’écrit
o (o)) = o s (eove )}

olt S, (u® v("~b) est le symétrisé de u @ v~ pour tout {v("~V} € F, (¢) (w)
[10],[11].

Remark 17. L’opérateur a (s)* est défini en prenant pour chaque w € Q, adjoint
de lopérateur
a(s) (W) : Fi (¢) (w) = Fy () (w),
sur chaque fibre Fy (€) (w).
On a
a(s) ® 14 = o pour toute section s € S (£),

0t 0 (w) = (0,04, 0w, -+ ).
Pour chaque section s de S (§), il existe un unique opérateur linéaire b (s) sur
F_ (§) appelé annulateur de Fermi tel que
1) dom (b(s)) = F- (&) et [|b(s) (w)]| = |5 (w)]|, pour tout w € Q,
I'adjoint b (s)" vérifie
2) (b(s)" @ t)(o) =oet (b(s)" ®t)(n) =v/nA, (s ®t("_1)) ,n=letteF_(),

A, (s ® t"7D) est Pantisymétrisé d’ordre n de s ® t~V. Ponctuellement, pour
chaque u € E,, (£), Popérateur b (u) a pour adjoint b (u)* qui vérifie

v ({v}) = {o. (v, (uove )} b (v} e @),

On a les anticommutations canoniques suivantes

[b().b(0)] = (s )T,
{b(s),b(t)} = o,
pour toute section s € S (&) et t € S (§) [14]. En particulier,
b(s)>=o0,s€S(€).
La section vide de 'espace de Fermi-Fock est la section constante 1_ définie par
1_={1,0,0,---}
ponctuellement,
1_(w)={1,04,00, -}
cette section vide vérifie

b(s) ® 1_ = o pour toute section s € S (§).
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On introduit un opérateur différentiel extérieur sur les fibrés des états de la facon
suivante. Soit L € C ((, &), on pose
D = Vect {a(s1)" - a(sn) 1y @b(t1)" - b(tp)" 1 :s; € CP(L*L) et tp € C* (LL*) }
ou

C™®(T) =Ny, dom (ﬁ) pour T' € Hom (¢) ou T € Hom ().

Proposition 9. Il existe un unique opérateur linéaire dy, densément défini et
fermé sur F (¢, €) tel que

1)D?? C dom (dr) et DT° est un coeur de dy,
pour chaque section s € D3° de la forme

s=a(s1)  a(sn) 1y @b(t) - b(ty) 1

alors
2)drs = o pourn =0
dps=3a(s)) als;) al(s.) 1 @b(L®s;) b(tr) --b(t,) 1,
j=1
dr, laisse invariant DF°.
De plus,
3)D7° C dom (d})
et

dis=> (D" a(L*@up) al(s)ralsn) 1 @b (k)" b(te) - b(t,) 1
k=1

pour tout s = a (s1)"---a(s,) 14 @b(ty)" - b(tp)* 1_. Dansle casp =0, on a
dis = o,

en particulier, dj laisse invariant D°.

4)dom (d) = dom (dr) et pour tout s €dom (dy), dis = o.

Si T est un opérateur linéaire borné de Hom ((,&) avec dom (T) = S (¢) alors
pour tout s € DP et o, f € C(2,C),

5)adLs + Bdrs = daL+,6’TS-

Proof. 11 suffit de vérifier que la propriété est vraie sur chaque fibre des fibrés
considérés. La démonstration sur une fibre du fibré est donnée dans [3],|[10] et
[11]. O

Definition 14. L’opérateur de Dirac sur F ((,€) est défini par
Qr =dp +dp,

avec dom (Qr) = dom (dr) Ndom (d3}).
L’opérateur de Laplace-Beltrami sur F ((,€) est

A = dez + dzdL
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Pour un opérateur autoadjoint T' de Hom ({), c’est-a-dire, pour tout w € ,
lopérateur
T (w): By (¢) = Eu (C)
est autoadjoint pour la structure d’espace de Hilbert sur chaque fibre, on pose
T™ : @"¢ — @"¢
défini par
7O
et

TM=3"1g  @IeTele..eLn>1
j=1

ou T se trouve a la j-ieme place et
I'w—T(w) =Idg, ()
La seconde quantification de T sur F (¢) est
T = ¢, T™
qui est un opérateur autoadjoint, il suit que pour tout w € 2, 0 € o, (f (w)),
1 (w) € ker (JA“ (w)) La fonction constante identiquement nulle est une fonction
propre de T. L’opérateur T est stable sur F4(¢) et F— (¢), on pose
T =Tlr ot T-=T|r (o

ces opérateurs sont autoadjoints et la fonction identiquement nulle est propre pour
T, et T_ car 14 (w) € ker (fi (w)) L’opérateur nombre sur F_ (&) est défini par

N=T=a2.na"I)|r (.
et on pose
N [e'e] n n
(D)2 =850 ((=1)"@" 1) |r_g) -
Soit T 'opérateur de F (¢, €)
N
=Tz ® (=12,

c’est un opérateur autoadjoint tel que

I =Ire

il a pour fonctions propres, les fonctions constantes +1 et —1 et comme sous-espaces
propres

F1(G€) = 2074 (Q) @ Azp ()
et
F_1(G,6) = 8,20F+ (€) ® Azpt1 (€) -

On obtient une décomposition orthogonale

‘F(gag) :‘F+1 (Cvf)@ffl (Cvf)v

on note P, et P_ les projections orthogonales sur respectivement Fiq ((,§) et
F_1(¢,€) alors
r=pP,—P_.
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Soit I'opérateur
L= er ®I_7:7(5) ¥ I}-+(<) (24 ﬁ‘,,

c’est un opérateur de F (¢, €) qui est positif et autoadjoint, la fonction identique-
ment nulle sur 2 est une fonction propre de £ car

1=1,®1_ €ker(L).

Theorem 5. 1)L’opérateur Qp, est autoadjoint et essentiellement autoadjoint sur
chaque coeur de L. En particulier, Q, est essentiellement autoadjoint sur DF°.
2)L’opérateur T' laisse invariant dom (Qr,) et

{I,QL} =TQL + QLT = or(ce

sur dom (Qr,).
3)On a l’égalité entre les opérateurs
Ap=L=0Q3%.
Proof. Tl suffit de vérifier le résultat sur chaque fibre du fibré F (¢, &). Sur les fibres,
on peut consulter [1],[10] et [11]. O

Definition 15. Le quadruplet
{‘F (Cv 5) 5 QL) La F}
est appelée quantification supersymétrique du triplet (¢, L,§).

Dans ce qui suit, on suppose que 'opérateur L € C((,€) et L* € C(&,¢) ont
pour fonction propre la fonction identiquement nulle, c’est-a-dire, que

ker L = (Uyeq ker L (w) , 7, Q) et ker L* = (Uyeq ker L* (w) , 7, Q)
sont des sous-fibrés de ( et &, on pose
nul L = dim (ker L) .

Theorem 6. Si ker L et ker L* sont des sous-fibrés de, respectivement ¢ et &, alors
ker Q. et ker £ sont des sous-fibrés de F (¢, €) et

ker Qr = ker L = @,°,_o [Sn (ker L) ® A, (ker L*)] .
On a,

1)Si nul L =0 et nul L* < 0o alors nul Qp = 2""E" < oo,

2)Si nulL =0 et nul L* = 0o alors nul Qf, = co.

3)St nulL > 1 alors nul Qr, = co.

Proof. On vérifie que si ker L et ker L* sont des sous-fibrés de ¢ et £ alors ker Qr,
et ker £ sont des sous-fibrés de F (¢, &) en remarquant que la propriété

ker Qp (w) = ker L (w) = &7, [Sn (ker (L (w))) ® Ay (ker (L* ()] (8.2)
est vraie pour tout w € ). Ensuite, on peut écrire, puisque ker L et ker L* sont des

fibrés
kerQr =ker £L = @2 _ [Sp (ker L) ® A, (ker L*)].

n,p=0
La relation 8.2 a été démontrée dans [1] (Lemme 3.4). O
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Pour plus de propriétés sur les opérateurs Qr, £ on peut consulter [2] pour
I’étude sur chaque fibre des opérateurs

Qr (W) : By (F((,€)) = Eu (F((,9))
et
L(w): Eu (F(CE) = Eu (F(CE)),

pour tout w € . Notamment, on peut étendre les théoremes de Monsieur Arai [2],
pour I'étude du spectre de @1, et de £ ainsi que la notion de classe d’opérateurs de
Dirac pertubés en dimension infinie si ker L et ker L* sont des sous-fibrés de ( et &.

On s’intéresse, dorénavant, aux espaces de Hilbert H = L? (¢, p) et K = L? (&, 1)
ou 4 est une forme volume sur §2. Les produits scalaires associés sont

<s|t>H:/Q<s|t>u

pour toutes sections s et ¢ de H et

1t = [ s1tn
Q
pour toutes sections s et ¢ de K. Pour un opérateur
L € Hom (¢, &)
on définit 'opérateur
Z:dom(f) CH—-K L(s)=L®s
avec
dom(L) ={seH:LeseK} et LRs(w)=L(w)s(w).
On suppose que L est un opérateur densément défini et fermé. On pose
D = Vect {a(sl)* ca(sn) 1y ®b(t) - b(t,) 1 1 s; € CF (Z*E) et t € C® (Zi*) }
ou
C>®(T)=n;2, dom (T™)
pour un opérateur T' de H ou de K.

Proposition 10. Il existe un unique opérateur linéaire dy, densément défini et
fermé sur F (H,K) tel que
1)D¥ C dom (d3) et DY est un coeur de dj,

pour chaque section s € D%O de la forme

s=a(s1)" a(sn) 1y @b(t1)" - -b(ty) 1
alors
2)dzs = o pourn =0

o —

dys :Za(sl)* cra(sy) ra(sn) 1L @b (Zsj)* b(th) - b(ty) 1_,

dy laisse invariant D%".
De plus,
3D < dom (d7)
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et

dzs=Y (-1 'a (E*uk)* a(s1) - a(sn) 1o @b(t) - b(te) - b(t,) 1
k=1

pour tout s = a (1) a(s,) 14 @b(t1)"---b(tp)" 1_. Dans le cas p =0, dzs =
o, en particulier, d*Z laisse invariant D%O.

4)dom (d%) = dom (dZ) et pour tout s € dom (dZ) , d%s =o.

Si T est un opérateur Hom ((, &) tel que T est borné et dom (f) = H alors pour
toutsE’D%o et a, B € C,
5)adzs + ﬁdfs = daf-ﬁ-,@fs'
Proof. La preuve est donnée dans [2]. O

On peut définir 'opérateur de Dirac
Qf =dg +d;
de domaine
dom Q7 = domdy Ndomdz,
et lopérateur de Laplace-Beltrami
Ay =ddy +dpd;
sur F (H,K).
La seconde quantification de T sur F (H) est
T =@ 7™
qui est un opérateur autoadjoint, 0 € o, (f), 1 € ker (f) et donc T a pour propre
0. L'opérateur T est stable sur F (H) et F_ (), on pose
Ty =Tlra et T- =T |7 @) ,
ces opérateurs sont autoadjoints et 0 est une valeur propre pour ﬁr et T_ car
11 € ker (fi) L’opérateur nombre sur F_ (K) est défini par

N=T =a72,ne"1)|r ), 1= Idc
et on pose comme précédemment
N [o') n n
(D2 =&5% (-1)" @" 1) |7_(x) -
Soit T' I'opérateur de F (H, K)
I'=1Idr, a9 (1),
c’est un opérateur autoadjoint tel que
I'? = Idry )
il a pour valeurs propres, les fonctions constantes +1 et —1 et comme sous-espaces
propres
Fr1 (M, K) = ©ploF+ (H) © Agp (K)
et
Fo1(H,K) = @pZgF 4 (H) ® Azpir (K).
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On obtient une décomposition orthogonale
FH,K)=Fu (H,K)® F_1 (H,K),

on note P et P_ les projections orthogonales sur respectivement Fi1 (H,K) et
F_1(H,K) alors
r=pP,—P_.

Soit I'opérateur

—

I = E*Z X I]—L(IC) + I]—'+(7-[) X ZZ*_,

c’est un opérateur de F (H, K) qui est positif et autoadjoint, 0 est une valeur propre
de L car B
1=1,®1_€ker(L).

Theorem 7. 1)L’opérateur Q7 est autoadjoint et essentiellement autoadjoint sur
chaque coeur de L. En particulier, Q7 est essentiellement autoadjoint sur D%O'

2)L’opérateur T laisse invariant dom (QZ) et
{T,Qz} =TQz + QzT = 0rpux)

sur dom (Q7)-
3)On a l’égalité entre les opérateurs
7 2
A =L=0@Q5.
Proof. La preuve est dans [1], [10]. O

Definition 16. Le quadruplet
{‘F(Ha ’C) ) Qszv F}
est appelée p-quantification supersymétrique du triplet (¢, L,§).

9. QUANTIFICATION DE LA CONNEXION V
Le fibré ¢ sur €, d’espace total
E(§)=AM2®E(()

ou ( est le fibré des états de I'univers {2 muni de la connexion V et de la section
de Dirac v, a une structure de fibré complexe. On suppose 'existence sur ce fibré
&, d’une structure de fibré d’état ayant la propriété suivante, il existe une forme
volume p sur € telle que

V:H—=K

soit un opérateur fermé, densément défini, de domaine
dom (V) CHNT (E(())
a valeurs dans K avec
H =L (Cp) et K=L%(&p).

Sous ces hypotheses, il existe un unique opérateur linéaire dy;, densément défini
et fermé sur F (H, K) tel que

DY C dom (dv) et DY est un coeur de dy,
pour chaque section s € DF de la forme

s=a(s1)" -a(sn) 1y @b(t1)" - b(ty) 1-
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alors
dys =o pour n =0
dys = a(s1))"--a(s;)) --a(sn) 1y @b(Vs;) b ()" -b(t,) 1,
j=1
dv laisse invariant DY .
De plus,
DY C dom (dy)
et

dos = (D" a(Viur) a(s1)"a(sn) 1y @b (t) - b(te) - b(t,) 1
k=1

pour tout s =a(s1)" - a(sp) 14 @b(t1)" - b(t,)" 1_. Dans le cas p =0, d&s =
o, en particulier, dy laisse invariant D7 .
On peut définir 'opérateur de Dirac
Qv =dv +dy
de domaine
dom Qv = domdy N domdy,

et opérateur de Laplace-Beltrami
Ay = d*vdv + dvd*v
sur F (H,K). On a, si on pose
V=UValr g +1rm @YV

{‘7: (Ha IC) ’ QV) va F}
est la p-quantification de (¢, V, €) et
Ay =¥ = Q.

Pour définir I'espace de Hilbert K, on construit un produit scalaire naturel sur
le fibré des formes différentielles A'Q = T de la facon suivante. On prend une
métrique riemannienne g sur 2, I'isomorphisme de Riesz permet d’identifier TQ) a
son dual par

Ry : TR — A'Q, Ry (X) =dx
ol
dx (Y)=¢(X,Y), VY eI (TQ).
Cet isomorphisme de Riesz transporte le produit scalaire sur le fibré A1Q,
(d]6) =g (R, (d),R,"(6)),Vd,é € A'Q.

g
On définit le produit hermitien naturel sur A'Q ® E (¢) par

(dos|dat)=(d]0)(s]t),
et on prolonge par C* (2, C)-linéarité. Le fibré &, d’espace total
E()=AQ2E(Q)

est un fibré d’état de 'univers €2, on a une structure d’espace vectoriel complexe
sur chaque fibre
AMRs=d® (As), VA e C” (Q,C).
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On définit H et K par
H=L(Cp) et K=L*(& n)

ou u est la forme volume induite par la métrique riemannienne g.
On peut, égalemment, quantifier 'opérateur d’évolution

Vi =v7®V
en regardant sa restriction a ’espace de Hilbert

H(C) =W (Q),

V1 |341(¢) est un opérateur borné. Sur I'espace de Bose-Fermi-Fock F (#* (¢) , H* (¢)),
on a une p-quantification supersymétrique

{]: (Hl (g) aHl (g)) ,Qv‘lﬂ:t_l/(C)’v}Y |'H1(C)’F}

du triplet
(H'(©), V5 e H' (©)) -

10. CONCLUSION

On a deux procédés de quantification supersymétrique du triplet (¢, L,§), le
premier ne fait intervenir que la structure hermitienne des fibrés et les espaces de
Fock attachés a ces structures et le second procédé fait intervenir une forme volume
1 induite par une métrique riemannienne g sur €.

Si L € Hom (¢, €), si pour chaque w € Q, 'opérateur

L(w) : By (¢) = Eu (§)

est densément défini et fermé, on peut quantifier cet opérateur fibré par fibre par
un procédé de quantification décrit dans [2]. Ce procédé est appelé quantification
par fibre. Si on veut quantifier globalement 'opérateur, on travaille sur les sections
des fibrés ¢ et £ en définissant 'opérateur
L:S(¢)—=SE),L(s)=L®s
avec
L®s(w)=L(w)(s(w)), Ywe .

On construit les espaces de Sobolev W5 (¢) ou du type Sobolevl/\/m’p (¢) qui
sont des espaces de Hilbert pour p = 2 et on restreint 'opérateur L & Wj" -2 0)
ou W2 (¢). Pour construire W5"" (¢), on est amené & construire une théorie des
distributions sur les fibrés des états dont le produit scalaire hermitien est parallele
a la connexion V. L’exemple classique de connexion de ce type est la connexion de
Levi-Civita d’une métrique riemannienne. Le produit scalaire défini par la métrique
riemannienne est parallele a la connexion de Levi-Civita de cette métrique.

Les principes de quantification d’un fibré des états donne un procédé de quantifi-
cation sur un état et le passage a 'espace de Bose-Fermi-Fock permet de décrire la
quantification sur I’ensemble des états. Si on veut quantifier I’équation d’évolution,
cette équation est locale. On quantifie sur une carte en prenant le ”local frame”
0 = {0,} et pour espace de hilbert Wg’Q (¢), ensuite on quantifie les opérateurs
v ® V et Vr et on obtient I’équation d’évolution quantifiée

Aoy = —NAy,.
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