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A la reherhe de l'inégalité perdueGrégoire Allaire ∗15 mai 2012RésuméA l'oasion du entenaire de la disparition de Henri Poinaré ons'intéresse à l'origine de la élèbre inégalité de Poinaré, si utile dans l'-analyse de ertaines équations aux dérivées partielles. Comme souventen mathématiques les bons résultats ne sont pas attribués aux bonnespersonnes... En fait, ette inégalité est probablement due à Neumann,Shwarz ou Shee�er et on doit plut�t à Henri Poinaré une variante,appelée ommunément inégalité de Poinaré-Wirtinger. Sa démonstra-tion originale est très intéressante ar elle est onstrutive, au ontraired'une démonstration ultérieure par ontradition, utilisant le théorèmede ompaité de Rellih, que l'on trouve désormais dans la plupart desouvrages sur les équations aux dérivées partielles. La motivation deette inégalité est l'étude des valeurs propres et fontions propres duLaplaien.1 IntrodutionIl existe une multitude d'artiles et de livres présentant et disu-tant les nombreux travaux mathématiques de Henri Poinaré 1 et ilest fort di�ile d'apporter une ontribution originale à la onnais-sane de l'oeuvre de Poinaré, surtout pour un modeste amateur enhistoire des mathématiques omme je le suis... Néanmoins, puisquel'Eole Polytehnique, où fut formé Henri Poinaré, se doit de par-tiiper aux élébrations du entenaire de son déès, je me suis laisséaller à un élan de uriosité et j'ai voulu en savoir plus sur ses travauxdans le domaine des équations aux dérivées partielles et plus spéi�que-ment sur l'origine de sa élèbre inégalité, enseignée à tous les étudiantss'intéressant aux équations aux dérivées partielles. S'il n'est pas for-ément faile d'avoir aès aux publiations originales de Poinaré, onpeut ependant les déouvrir dans l'édition des oeuvres de Poinaré[15℄, entreprise par la setion de géométrie de l'Aadémie des Sienes
∗CMAP, Eole Polytehnique, Route de Salay, 91128 Palaiseau Cedex Frane (gre-goire.allaire�polytehnique.fr)1. Henri Poinaré, mathématiien français, né le 29 avril 1854, déédé le 17 juillet 1912,polytehniien de la promotion 1873. 1



de 1916 à... 1956 ! Notons d'ailleurs que es oeuvres ont été réemmentrééditées en fa-similé par les éditions Jaques Gabay. Les tomes IX etX des oeuvres de Poinaré [15℄ regroupent ses artiles sur les équationsaux dérivées partielles et la physique mathématique. Ses travaux enphysique mathématique ouvrent prinipalement l'életromagnétisme,la théorie inétique des gaz, la physique statistique et la thermody-namique ainsi que la physique des quanta. Les artiles de Poinaré nesont pas toujours très failes à lire sur es sujets, en partie pare que leformalisme de es théories, très réentes à l'époque, a beauoup hangé.Par exemple, il n'est pas toujours faile de reonnaitre les équations deMaxwell de l'életromagnétisme dans ertains érits... Fort heureuse-ment, ertains y sont arrivés mieux que moi et je renvoie à l'analyse del'équation des télégraphistes par Jean Mawhin [10℄ ou à l'étude d'YvesPomeau dans le hapitre 18 de [5℄. Il est bien plus aisé de lire les arti-les de Poinaré onsarés aux équations aux dérivées partielles. Bienque plusieurs auteurs, notamment, et enore, Jean Mawhin [8℄, [9℄, lesaient déjà analysés ave beauoup de pertinene, 'est néanmoins eque je vais faire ii de manière plus modeste et un peu anedotique.Suivant un exposé remarquable de Laurent Shwartz 2 en 1954 lors desérémonies du entenaire de la naissane de Poinaré [17℄, je vais meonentrer sur trois artiles fondamentaux de Poinaré [12℄, [13℄, [14℄,parus entre 1890 et 1897. Notons que Poinaré a érit une analyse deses propres travaux sur le sujet [16℄ qui permet de s'y retrouver plusfailement dans la progression de ses idées.Ces trois artiles sont onsarés prinipalement à deux problèmesimportants : d'une part le problème de Dirihlet 3, d'autre part l'ex-istene de valeurs propres et de fontions propres pour le Laplaien.Dans tout e qui suit on désigne par Ω un ouvert borné régulier de
R

N (supposé onnexe pour simpli�er). Dans le problème de Dirihlet,étant donnée une fontion g(x) dé�nie sur le bord de ∂Ω, il s'agit detrouver la solution u(x) dans Ω du problème aux limites
{

−∆u = 0 dans Ω,
u = g sur ∂Ω. (1)On sait que Riemann 4 proposa de trouver la solution de (1) en her-hant la solution du problème de minimisation

inf

{
∫

Ω

|∇v|2dx ave v tel que v = g sur ∂Ω} . (2)Malheureusement, Weierstrass 5 �t rapidement remarquer qu'il y avaitune di�ulté essentielle dans le raisonnement de Riemann, à savoir2. Laurent Shwartz, mathématiien français, né le 5 mars 1915 et mort le 4 juillet2002, lauréat de la médaille Fields en 1950.3. Johann Peter Gustav Lejeune Dirihlet, mathématiien allemand, né le 13 février1805 et déédé le 5 mai 1859, élèbre pour ses travaux en analyse et en théorie des nombres.4. Georg Friedrih Bernhard Riemann, mathématiien allemand, né le 17 septembre1826 et mort le 20 juillet 1866, spéialiste d'analyse et de géométrie di�érentielle.5. Karl Weierstrass, mathématiien allemand, né le 31 otobre 1815 et mort le 19 février1897, un des pères de l'analyse. 2



qu'il fallait montrer la ontinuité (ou, à tout le moins, la semi-ontinuitéinférieure) de la fontionnelle dans (2). On sait depuis que la dé-monstration rigoureuse de l'existene d'un minimisateur de (2) nées-site des outils d'analyse fontionnelle inonnus à l'époque. Les pre-mières démonstrations de l'existene d'une solution de (1) sont duesà Neumann 6 en utilisant la notion de potentiel de double ouhe età Shwarz 7 qui proposa une méthode itérative de onstrution de lasolution à partir de deux solutions onnues sur deux sous-domaines.Poinaré proposa une nouvelle méthode pour résoudre (1), dite méth-ode du balayage, qui généralisait les résultats de Neumann, alors re-streints au as de domaines Ω onvexes, à tout domaine onnexe. Nousrenvoyons à [9℄ pour plus de détails sur la tehnique du balayage dePoinaré qui n'a pas eu la féondité et la postérité qu'a eu la méthodede Neumann, à l'origine de la théorie du potentiel et des équationsintégrales, développées notamment par Fredholm 8 [6℄.Le deuxième problème étudié par Poinaré est le problème spetral
{

−∆uj = kjuj dans Ω,
∂uj

∂n + huj = 0 sur ∂Ω, (3)où kj ∈ R est une valeur propre et uj(x) une fontion propre non nulle(dans ertains de ses artiles Poinaré appelent les fontions propres"fontions fondamentales" et dans d'autres, omme [13℄, "fontionsharmoniques" à ause des harmoniques d'un son). Le paramètre h ap-partient à R
+ et les deux valeurs extrêmes h = 0, h = +∞ permettentde retrouver les onditions aux limites de Neumann ou de Dirihlet,respetivement. Nous étudierons e problème spetral un peu plus endétails dans la setion 4. Pour l'instant, ontentons nous de remarquerqu'en multipliant l'équation de (3) par uj et en intégrant par parties,on obtient une formule pour la valeur propre

kj =

∫

Ω
|∇uj |

2dx+ h
∫

∂Ω
|uj|

2ds
∫

Ω |uj |2dx
. (4)En étudiant le quotient de Rayleigh 9 dé�ni par (4), Poinaré va intro-duire des inégalités entre numérateur et dénominateur pour des fon-tions quelonques, a�n de donner des bornes aux valeurs propres. Cesinégalités portent désormais le nom de Poinaré et 'est sur elles-ique je voudrais onsarer la majeure partie de mon exposé. De manièresurprenante, l'inégalité "lassique" de Poinaré ne se trouve pas dansles travaux de Poinaré ! C'est plut�t une variante de elle-i, l'inégal-ité de Poinaré-Wirtinger que l'on trouve dans [12℄, [13℄. Il semblerait6. Carl Gottfried Neumann, mathématiien allemand, né le 7 mai 1832 et mort le 27mars 1925, pionnier de la théorie des équations intégrales.7. Hermann Amandus Shwarz, mathématiien allemand, né le 25 janvier 1843 et mortle 30 ovembre 1921, spéialiste d'analyse et de géométrie.8. Ivar Fredholm, mathématiien suédois, né le 7 avril 1866 et mort le 17 août 1927,père de la théorie des équations intégrales et de la théorie spetrale.9. John William Strutt, Lord Rayleigh, physiien anglais, né le 12 novembre 1842 etdéédé le 30 juin 1919, prix Nobel de physique en 1904.3



que l'inégalité de Poinaré soit possiblement due à Neumann ou, plusertainement, à Shwarz. En tout as, on la trouve de manière er-taine, en dimension un d'espae, dans un artile postume de 1886 deShee�er 10 [19℄. Il arrive souvent en mathématiques que des résultatsne soient pas attribués à eux qui les ont déouverts mais à eux quiles ont propagés...2 Inégalité de PoinaréCommençons par rappeler e qu'il est onvenu d'appeler l'inégal-ité de Poinaré [4℄, [18℄. On rappelle que H1(Ω) désigne l'espae deSobolev 11 des fontions de arré sommable ainsi que toutes leurs dérivéespremières. De même, H1
0 (Ω) désigne le sous-espae de H1(Ω) onstituédes fontions qui s'annulent sur le bord ∂Ω. Bien entendu, es espaesétaient inonnus à l'époque de Poinaré...Lemme 1. Soit Ω un ouvert de R

N borné dans au moins une diretionde l'espae. Il existe une onstante C > 0 telle que, pour toute fontion
v ∈ H1

0 (Ω),
∫

Ω

|v(x)|2dx ≤ C

∫

Ω

|∇v(x)|2dx. (5)Démonstration. Par un argument standard de densité il su�t de dé-montrer (5) pour une fontion régulière v ∈ C1(Ω) s'annulant sur lebord ∂Ω. On peut l'étendre par ontinuité par zéro en dehors de Ω.L'hypothèse sur le aratère borné de Ω dit (après une éventuelle ro-tation) que pour tout x ∈ Ω la première omposante x1 est bornée,
−∞ < a ≤ x1 ≤ b < +∞. Pour tout x ∈ Ω on a

v(x) =

∫ x1

a

∂v

∂x1
(t, x2, ..., xN ) dt,d'où l'on déduit par l'inégalité de Cauhy-Shwarz

|v(x)|2 ≤ (b − a)

∫ b

a

∣

∣

∣

∣

∂v

∂x1
(t, x2, ..., xN )

∣

∣

∣

∣

2

dt.Intégrant sur Ω on obtient
∫

Ω

|v(x)|2dx ≤ (b − a)

∫

Ω

∫ b

a

∣

∣

∣

∣

∂v

∂x1
(t, x2, ..., xN )

∣

∣

∣

∣

2

dt dx,et permutant les deux intégrations par rapport à t et x1, on onlut
∫

Ω

|v(x)|2dx ≤ (b− a)2
∫

Ω

∣

∣

∣

∣

∂v

∂x1
(x)

∣

∣

∣

∣

2

dx ≤ (b− a)2
∫

Ω

|∇v(x)|2dx.On remarque au passage que la onstante C dans l'inégalité de Poinaré(5) est plus petite que le arré du diamètre de Ω.10. Ludwig Shee�er, mathématiien allemand, né le 1er juin 1859 et disparu prématuré-ment le 11 juin 1885, élèbre pour une version du théorème des aroissements �nis valablepour des fontions ontinues non dérivables sur un ensemble dénombrable.11. Sergueï Lvovith Sobolev, mathématiien russe, né le 6 otobre 1908 et mort le 3janvier 1989, spéialiste d'analyse fontionnelle et d'équations aux dérivées partielles.4



Une onséquene immédiate de (5) est l'obtention d'une borne in-férieure pour la première valeur propre k1 de (3) pour le as des ondi-tions aux limites de Dirihlet (h = +∞), à savoir k1 ≥ 1/C. En fait, sion herhe la meilleure onstante ('est-à-dire la plus petite telle que(5) ait lieu), alors il est faile de voir qu'il s'agit justement de l'inversede la première valeur propre k1 du Laplaien ave ondition aux limitesde Dirihlet dans Ω. Comme nous le verrons dans la setion 4 Poinarés'est intéressé à l'existene des valeurs propres du Laplaien, mais ilreonnait que 'est Shwarz qui a démontré l'existene de la premièrevaleur propre. On peut don attribuer à Shwarz l'inégalité de Poinaré(5) (mais je n'ai pas pu véri�er e fait dans ses artiles originaux).Dans l'approhe moderne des équations aux dérivées partielles ler�le premier de l'inégalité de Poinaré est de permettre de résoudre leproblème de Poisson 12
{

−∆u = f dans Ω,
u = 0 sur ∂Ω. (6)On passe du problème de Dirihlet (1) à elui de Poisson (6) parun relèvement de la ondition aux limites. Pour montrer l'existened'une solution de (6), par exemple par le théorème de représentationde Riesz 13, il faut prouver que le produit salaire issu de la formulationvariationnelle de (6), à savoir

〈u, v〉 =

∫

Ω

∇u(x) · ∇v(x) dx,est équivalent au produit salaire anonique de l'espae H1(Ω),
〈u, v〉H1(Ω) =

∫

Ω

(

∇u(x) · ∇v(x) + u(x) v(x)
)

dx,et l'inégalité de Poinaré (5) est la lé de ette équivalene. Nous ren-voyons aux bons ouvrages pour les détails [4℄, [18℄.3 Inégalité de Poinaré-WirtingerSi Poinaré n'est pas à l'origine de l'inégalité de Poinaré, il a parontre établi une autre inégalité élèbre, appelée maintenant inégalitéde Poinaré-Wirtinger. Dans les deux artiles [12℄, [13℄ il propose unedémonstration onstrutive, reproduite i-dessous, de ette inégalité dePoinaré-Wirtinger. Elle fut indépendemment déouverte par WilhelmWirtinger 14, sans référene préise dans la littérature, mais elle est12. Siméon Denis Poisson, mathématiien français, né le 21 juin 1781 et déédé le 25avril 1840, élèbre pour ses ontributions en géomètrie et en physique.13. Frigyes Riesz, mathématiien hongrois, né le 22 juin 1880 et mort le 28 février 1956,un des fondateurs de l'analyse fontionnelle.14. Wilhelm Wirtinger, mathématiien autrihien, né le 15 juillet 1865 et mort le 15janvier 1945, onnu pour ses ontributions en géométrie di�érentielle.5



mentionnée à la page 105 du livre de Blashke 15 [3℄. Elle est aussi util-isée impliitement par Adolf Hurwitz 16 pour démontrer un théorèmeisopérimétrique [7℄. On la trouve à la même époque, indépendemment,dans un artile de Emilio Almansi 17 [1℄. Comme me l'a fait remarquerJean Mawhin, la di�érene entre l'inégalité de Wirtinger et elle dePoinaré, que nous allons voir i-dessous, est que la première est établiepour des fontions dé�nies sur la sphère unité alors que la deuxièmel'est pour des domaines onvexes (elles ne oinident qu'en dimensiond'espae N = 1). En dimension N = 1 la démonstration usuelle del'inégalité de Wirtinger est onstrutive et relativement faile en util-isant l'analyse de Fourier 18.L'énoné proposé par Poinaré est le suivant. Notons qu'il supposele domaine onvexe alors que le résultat reste vrai pour un domaineonnexe (ave une autre démonstration).Lemme 2. Soit Ω un ouvert borné, régulier et onvexe de R
N . Ondésigne par V l'espae

V = {φ ∈ H1(Ω) tel que ∫
Ω

φ(x) dx = 0}.Il existe une onstante 0 < C ≤ 2N−1d(Ω)2 telle que, pour toute fon-tion v ∈ V ,
∫

Ω

|v(x)|2dx ≤ C

∫

Ω

|∇v(x)|2dx. (7)Démonstration. Enore une fois, par un argument standard de densitéil su�t de démontrer (7) pour une fontion régulière v ∈ V ∩ C1(Ω).L'idée ingénieuse de Poinaré est de remarquer tout d'abord que, pourtout v ∈ V , on a
∫

Ω

∫

Ω

(

v(x) − v(x′)
)2

dx dx′ = 2|Ω|

∫

Ω

v2(x) dx (8)puisque v est à moyenne nulle sur Ω. Ensuite, grâe à la onvexité de
Ω, il remarque que, pour tout ouple de points x, x′ ∈ Ω, le segment
(x, x′) est inlus dans Ω et on a

v(x) − v(x′) =

∫ 1

0

(x− x′) · ∇v(tx + (1− t)x′) dt.En élevant au arré, l'inégalité de Cauhy-Shwarz onduit à
|v(x) − v(x′)|2 ≤ d(Ω)2

∫ 1

0

|∇v(tx+ (1− t)x′)|2dt,15. Wilhelm Blashke, mathématiien autrihien, né le 13 septembre 1885 et mort le 17mars 1962, spéialiste de géométrie di�érentielle16. Adolf Hurwitz, mathématiien allemand, né le 26 mars 1859 et mort le 18 novembre1919, spéialiste de géométrie et de théorie des nombres.17. Emilio Almansi, ingénieur et mathématiien italien, né le 15 avril 1869 et mortle 10 août 1948, spéialiste de géométrie di�érentielle et d'appliations aux problèmesd'élastiité en grandes déformations.18. Joseph Fourier, mathématiien et physiien français, né le 21 mars 1768 et mort le16 mai 1830, inventeur de l'analyse de Fourier pour étudier la propagation de la haleur.6



où d(Ω) = supx,x′∈Ω |x − x′| désigne le diamètre de Ω. On en déduitalors
∫

Ω

∫

Ω

|v(x)−v(x′)|2 dx dx′ ≤ d(Ω)2
∫

Ω

∫

Ω

(

∫ 1/2

0

+

∫ 1

1/2

)

|∇v(tx+(1−t)x′)|2dt dx dx′.Par symétrie on a
∫

Ω

∫

Ω

∫ 1/2

0

|∇v(tx+(1−t)x′)|2dt dx dx′ =

∫

Ω

∫

Ω

∫ 1

1/2

|∇v(tx+(1−t)x′)|2dt dx dx′,et don
∫

Ω

∫

Ω

|v(x)−v(x′)|2 dx dx′ ≤ 2d(Ω)2
∫

Ω

∫

Ω

∫ 1

1/2

|∇v(tx+(1−t)x′)|2dt dx dx′.Par Fubini on peut éhanger l'ordre des intégrales en t et x. Pour t �xédans [1/2, 1], le hangement de variables x̃ = tx+ (1− t)x′ onduit à
∫

Ω

|∇v(tx + (1− t)x′)|2 dx =
1

tN

∫

ω

|∇v(x̃)|2 dx̃où ω = tΩ + (1 − t)x′ est un sous-ensemble de Ω (ar Ω est onvexe).On peut don majorer, pour t ≥ 1/2,
∫

Ω

|∇v(tx + (1− t)x′)|2 dx ≤ 2N
∫

Ω

|∇v(x̃)|2 dx̃.Au total, on a obtenu
∫

Ω

∫

Ω

|v(x)− v(x′)|2 dx dx′ ≤ 2Nd(Ω)22

∫ 1

1/2

∫

Ω

∫

Ω

|∇v(x)|2dt dx dx′

≤ 2Nd(Ω)2|Ω|

∫

Ω

|∇v(x)|2 dx,e qui onduit, par ombinaison ave (8), à l'inégalité de Poinaré-Wirtinger (7).En vérité la démonstration de Poinaré dans [12℄ est un peu plusomplexe ar il utilise un autre hangement de variables à base deoordonnées sphériques.La démonstration du Lemme 2 fournit une onstanteC = 2N−1d(Ω)2dans l'inégalité (7) qui n'est pas optimale. On peut légèrement l'amélioreren alulant une primitive de t−N , e qui donne C = (2N−1−1)d(Ω)2/(N−
1). C'est toujours moins bien que les onstantes trouvées par Poinarédans [13℄, C = 7d(Ω)2/24 en dimension N = 2 et C = 9d(Ω)2/16 endimension N = 3. C'est enore loin de la onstante trouvée par Payneet Weinberger [11℄, ave une démonstration orrigée par Bebendorf [2℄,qui est C = d(Ω)2/π2 en toute dimension (pour un domaine onvexe).Cette dernière onstante est optimale si on souhaite qu'elle ne dépendeque du diamètre d(Ω).Bien sûr, pour haque domaine Ω il existe une onstante optimaledans (7) ('est-à-dire la plus petite possible) qui est enore l'inverse7



d'une valeur propre de (3). Mais ette fois, il s'agit de la seonde valeurpropre k2 du Laplaien ave ondition aux limites de Neumann dans
Ω, 'est-à-dire quand h = 0 (la première valeur propre k1 = 0 est nulleave la fontion propre assoiée onstante).Le Lemme 2 est énoné pour des ouverts onvexes uniquement (etla démonstration utilise fortement ette hypothèse). La démonstrationusuelle de l'inégalité de Poinaré-Wirtinger (7) est valable pour toutouvert borné onnexe (mais pas forément onvexe), n'est pas on-strutive (au sens où elle ne donne auune estimation sur la taille dela onstante C) et repose sur un argument de ompaité. Dérivonsbrièvement ette preuve par ontradition. Supposons que l'inégalité(7) soit fausse : il existe don une suite de fontions vn ∈ V telle que

∫

Ω

|vn(x)|
2dx = 1 et ∫

Ω

|∇vn(x)|
2dx = 1/n.La suite vn étant bornée dans H1(Ω), par appliation du théorèmede ompaité de Rellih 19 [4℄, on peut en extraire une sous-suite vn′qui onverge (fortement) vers une limite v∞ dans L2(Ω). Comme ∇vnonverge manifestement vers zéro dans L2(Ω)N , on en déduite que

∇v∞ = 0 et, Ω étant onnexe, que v∞ est une fontion onstante.Comme elle appartient à l'espae V puisque vn ∈ V , v∞ doit être nullee qui est une ontradition ave le fait que
∫

Ω

|v∞(x)|2dx = lim
n′→+∞

∫

Ω

|vn′(x)|2dx = 1.Dans le hapitre IV de [14℄ Poinaré propose une généralisationdu Lemme 2 qui antiipe les théorèmes de trae pour les espaes deSobolev. Nous nous ontentons d'énoner e résultat i-dessous.Lemme 3. Soit Ω un ouvert borné, régulier et simplement onnexe de
R

N . On désigne par W l'espae
W = {φ ∈ H1(Ω) tel que ∫

∂Ω

φ(x) ds = 0}.Il existe une onstante C > 0 telle que, pour toute fontion v ∈ W ,
∫

∂Ω

|v(x)|2ds ≤ C

∫

Ω

|∇v(x)|2dx.4 Valeurs propres et fontions propres duLaplaienLa motivation de Poinaré pour démontrer le Lemme 2 est l'étudedes valeurs propres et des fontions propres du Laplaien, solutions de(3). Dans [12℄ il appelle le problème spetral (3) "problème de Fourier"(ou refroidissement d'un orps solide) ar, par séparation des variables19. Franz Rellih, mathématiien autrihien, né le 14 septembre 1906 et mort le 25septembre 1955, spéialiste d'équations aux dérivées partielles.8



temps et espae, il permet de résoudre l'équation de la haleur avela ondition aux limites de Fourier qui lie le �ux de haleur sortant àla di�érene des températures interne et externe (ette dernière sup-posée nulle). Dans [13℄ il remarque que e même problème spetralse renontre dans l'étude des vibrations d'une membrane (dans le asdes onditions aux limites de Dirihlet) ou d'un gaz (dans le as desonditions aux limites de Neumann).La méthode utilisée par Poinaré dans [12℄ pour démontrer l'exis-tene des valeurs propres kj et fontions propres uj est basée sur leprinipe de minimisation que Riemann propose pour "démontrer" leprinipe de Dirihlet. Comme le savait déjà Poinaré, e prinipe deminimisation n'est pas rigoureux tant que l'on n'a pas introduit toutel'artillerie des espaes de Hilbert 20 et de l'analyse fontionnelle. Ainsià la page 244 de [12℄ il dit "e raisonnement est sujet aux mêmes ob-jetions que elui par lequel Riemann établit le prinipe de Dirihlet".Voyons don omment il proède en pratique. Tout d'abord, Poinarése persuade que
k1 = min

v

∫

Ω
|∇v|2dx+ h

∫

∂Ω
|v|2ds

∫

Ω |v|2dx
. (9)Son argument est le suivant : notons

A =

∫

Ω

|v|2dx et B =

∫

Ω

|∇v|2dx+ h

∫

∂Ω

|v|2ds,si on normalise la fontion v par A = 1, alors le terme B ne peuts'annuler. Il onlut alors faussement "B admettra don un minimumabsolu". Il appelle u1 la fontion v qui réalise le minimum dans (9)(sans se souier au passage de savoir si ette fontion propre est simpleou multiple). Evidemment, une onséquene de (9), lorsque h = +∞,est l'inégalité de Poinaré du . Il est aisé de se onvainre que l'ar-gument i-dessus est faux ar on peut inverser les r�les de A et B :si on normalise la fontion v par B = 1, le terme A ne peut pas nonplus s'annuler mais il n'admet pas de minimum absolu ar on peutonstruire une suite minimisante pour laquelle A tend vers zéro (parexemple, en dimension N = 1, prendre la suite vn(x) = sin(nx)/n).Poinaré onstruit ensuite par réurrene les autres valeurs et fon-tions propres : pour j ≥ 1,
kj+1 = min

v∈Ej

∫

Ω |∇v|2dx+ h
∫

∂Ω |v|2ds
∫

Ω
|v|2dx

, (10)où Ej est l'espae des fontions orthogonales aux j premières fontionspropres
Ej =

{

v tel que ∫
Ω

vui dx = 0 pour tout 1 ≤ i ≤ j

}

.20. David Hilbert, mathématiien allemand, né le 23 janvier 1862 et mort le 14 février1943, auteur des élèbres 23 problèmes, ontemporain et, dit-on, onurrent de Poinaré.9



La question de l'existene d'un minimum absolu pour (10) n'est pasplus résolue que pour (9). Néanmoins, par un alul des variations,devenu standard, Poinaré montre que les fontions propres obtenuespar minimisation de (10) véri�ent bien l'équation spetrale (3). Deplus la suite des valeurs propres kj est automatiquement roissante.Ce proédé ne permet néanmoins pas de prouver que l'on onstruitainsi toutes les solutions de (3), autrement dit que les (ui) forment unebase hilbertienne.La di�ulté suivante est de montrer que la suite kj tends vers +∞quand j roit. Poinaré remarque tout d'abord que, à j �xé, la valeurpropre kj est une fontion roissante de h. Il su�t don de aluler pour
h = 0 la limite de kj quand j tends vers l'in�ni. Pour ela, Poinarépropose de déouper le domaine Ω en (j − 1) sous-domaines onvexes
Ωi, 1 ≤ i ≤ j − 1 ('est possible pour j su�samment grand) et deonsidérer la deuxième valeur propre k2,i du Laplaien ave onditionaux limites de Neumann sur Ωi à laquelle on peut appliquer l'inégalitéde Poinaré-Wirtinger du Lemme 2 (la première valeur propre est nulleave une première fontion propre onstante). Il introduit une fontiontest

v(x) =

j
∑

i=1

αiui(x),où ui est la i-ème fontion propre du Laplaien-Neumann sur Ω et αiest un oe�ient réel. Il ontraint la fontion v à véri�er
∫

Ωi

v(x) dx = 0 pour tout 1 ≤ i ≤ j − 1,e qui revient à imposer (j−1) ontraintes linéaires sur les j oe�ients
αi (il ne dit pas pourquoi es ontraintes sont quali�ées). Il évalueensuite le quotient

∫

Ω |∇v|2dx
∫

Ω
|v|2dx

=

∑j
i=1 ki|αi|

2

∑j
i=1 |αi|2

≤ kj ,par orthogonalité des fontions propres, tandis que
∫

Ω
|∇v|2dx

∫

Ω
|v|2dx

=

∑j−1
i=1

∫

Ωi
|∇v|2dx

∑j−1
i=1

∫

Ωi
|v|2dx

≥ min
1≤i≤j−1

∫

Ωi
|∇v|2dx

∫

Ωi
|v|2dx

≥ min
1≤i≤j−1

k2,ipuisque la fontion v est orthogonale à haune des premières fon-tions propres (onstantes) des sous-domaines Ωi. Grâe à l'inégalitéde Poinaré-Wirtinger (7) (puisque Ωi est onvexe) et à l'estimationexpliite de sa onstante, il en déduit
kj ≥ min

1≤i≤j−1
k2,i ≥ min

1≤i≤j−1

1

2N−1d(Ωi)2
(11)qui tend vers l'in�ni ave j si on déoupe Ω en (j−1) sous-domaines dediamètres omparables, don tendant vers zéro. C'est ainsi que l'iné-galité de Poinaré-Wirtinger joue un r�le-lé pour démontrer que lasuite des valeurs propres tend vers l'in�ni.10



Si (11) donne une borne inférieure à la valeur propre kj , Poinaréherhe aussi à obtenir une borne supérieure. Pour ela il va proposerune méthode d'approximation des valeurs propres onnue maintenantsous le nom de méthode de Rayleigh-Ritz 21 (fréquemment utilisée enalul numérique) et il va démontrer un résultat qui antiipe le élèbreprinipe du min-max de Courant 22-Fisher 23. Il se donne une famillede fontions quelonques φi, 1 ≤ i ≤ j, et il onstruit une nouvellefontion test
v(x) =

j
∑

i=1

αiφi(x),ave des oe�ients réels αi. Pour n'importe quel paramètre λ ∈ R ilintroduit la forme quadratique en α = (αi)

∫

Ω

|∇v|2dx− λ

∫

Ω

|v|2dx = 〈(B − λA)α, α〉où les matries A et B sont symétrique dé�nies positives. Il appelle
λ1 ≤ ... ≤ λj les valeurs propres de ette forme quadratique (ou plusexatement du problème spetral (B−λA)α = 0) et il démontre l'iné-galité entre es valeurs propres et elles de (3)

ki ≤ λi pour 1 ≤ i ≤ j.Plus étonnant enore est la setion 5 de [12℄ où Poinaré va justi�erpar "l'hypothèse moléulaire" son théorème (mathématiquement dou-teux) qui a�rme l'existene des valeurs propres et fontions propres,solution de (3). En termes modernes, familiers en analyse numérique,"l'hypothèse moléulaire" est simplement la disrétisation de l'équa-tion aux dérivées partielles (3). On peut voir ainsi en Poinaré unpréurseur (méonnu ?) de l'analyse numérique. Il remplae l'opéra-teur Laplaien par des di�érenes �nies et il réduit (3) à un problèmede valeurs propres pour des matries, omme dans l'approximation i-dessus "à la Rayleigh-Ritz". Bien sûr, dans e as disret (en dimension�nie), l'existene des valeurs propres et veteurs propres est évidente.Je ne résiste pas au plaisir de iter alors la onlusion de Poinaré.�Le nombre immense des équations [disrètes℄ s'opposerait absolu-ment aux aluls. Mais ette solution purement théorique peut mettresur la voie de la solution véritable. Passons à la limite et abandonnonsl'hypothèse moléulaire pour elle de la matière ontinue. Nos équa-tions [disrètes℄ deviendront des équations aux dérivées partielles ; nosformes quadratiques [...℄ deviendront des intégrales.�Ne sourions pas ! Soyons plut�t plein de respet et d'admirationpour nos grands anètres qui, sans ordinateurs ou autres moyens de21. Walter Ritz, physiien suisse, né le 22 février 1878 et mort le 7 juillet 1909, spéialistede la physique théorique.22. Rihard Courant, mathématiien germano-amériain, né le 8 janvier 1888 et mortle 27 janvier 1972, spéialiste de physique mathématique et d'équations aux dérivées par-tielles, un des fondateurs de l'analyse numérique.23. Sir Ronald Aylmer Fisher, biologiste et statistiien britannique, né le 17 février 1890et mort le 29 juillet 1962. 11



aluls, et sans outils d'analyse fontionnelle omme les espaes deHilbert et la onvergene faible, n'hésitaient pas à s'engager sur lesterrains esarpés et dangereux de la disrétisation et du passage à lalimite. Respet, omme on dit de nos jours...Pour onlure, rassurons le leteur souieux de la réputation dePoinaré : dans [13℄ il démontre rigoureusement l'existene des valeurspropres et fontions propres, solution de (3), par un argument de fon-tions méromorphes, en représentant la solution d'un problème auxili-aire de Poisson omme une série entière dont les p�les sont les valeurspropres (voir [9℄ pour plus de détails).Remeriements. L'auteur remerie Jean Mawhin pour ses ommen-taires sur une première version de et artile et pour lui avoir indiquerles référenes [1℄, [3℄, [19℄.Référenes[1℄ E. Almansi, Sopra una delle esperienze del Plateau, Annali diMatematia, Serie III, tomo XII (1906), 1-17.[2℄ M. Bebendorf, A note on the Poinaré inequality for onvex do-mains, Z. Anal. Anwendungen 22 (2003), no. 4, 751-756.[3℄ W. Blashke,Kreis und Kugel, Chelsea Publishing Co., New York,1949.[4℄ H. Brézis, Analyse fontionnelle, Masson, Paris (1983).[5℄ E. Charpentier, E. Ghys, A. Lesne, (sous la diretion de)L'héritage sienti�que de Poinaré, Belin, Paris (2006).[6℄ I. Fredholm, Sur une lasse d'équations fontionnelles, Ata Math.27 (1903), no. 1, 365-390.[7℄ A. Hurwitz, Über die Fouriershen Konstanten integrierbarerFunktionen, Math. Ann. 59 (1904), no. 4, 553.[8℄ J. Mawhin, Henri Poinaré. A life in the servie of siene. No-ties Amer. Math. So. 52 (2005), no. 9, 1036-1044.[9℄ J. Mawhin, Henri Poinaré et les équations aux dérivées partiellesde la physique mathématique, dans [5℄ (2006), 278-301.[10℄ J. Mawhin, Henri Poinaré et l'équation des télégraphistes, Mat-apli, e numéro (2012).[11℄ L. Payne, H. Weinberger, An optimal Poinaré inequality for on-vex domains, Arh. Rational Meh. Anal. 5 (1960) 286-292.[12℄ H. Poinaré, Sur les équations aux dérivées partielles de laphysique mathématique, Amerian J. Math. 12 (1890), 211-294.[13℄ H. Poinaré, Sur les équations de la physique mathématique, Rend.Cirolo Mat. Palermo 8 (1894), 57-155.[14℄ H. Poinaré, La méthode de Neumann et le problème de Dirihlet,Ata mathematia 20 (1896-1897), 59-142.12
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