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Tours d’Igusa surconvergentes et familles p-adiques de
formes de Siegel surconvergentes

Olivier Brinon, Abdellah Mokrane and Jacques Tilouine

1. Introduction

Soient g > 1 et p un nombre premier rationnel. La variété de Hecke Xpett; associée a
GSpy, et p a déja été construite par E. Urban (voir [UrbI1I] qui traite de cas beaucoup plus
généraux) a l'aide de complexes calculant la cohomologie de Betti totale de certains faisceaux
sur les variétés de Siegel de niveau premier a p. Plus récemment, Andreatta-lovita-Pilloni
[AIP] ont reconstruit la « partie de type holomorphe » X) de la variété construite par E.
Urban, en utilisant la partie holomorphe de la cohomologie de de Rham des variétés de Siegel
de niveau premier a p; ce travail a été complété dans une prépublication par Pilloni-Stroh [PS]
dans laquelle ces auteurs, sous certaines hypothéses faibles, établissent la classicité des points
de poids cohomologique et de pente petite par rapport au poids. Dans ce travail, on propose
une nouvelle construction de la variété de Hecke holomorphe X, en utilisant une variante
surconvergente des formes p-adiques de Katz.

Soient T le tore diagonal de Spy, et Ty = T(Z,) le groupe de ses Z,-points. L’espace
des poids 20 = Hom (7, Gf}lg) est le Q,-espace rigide des caracteres continus de Tj. C’est une
réunion finie de copies du polydisque unité ouvert de dimension g. Pour construire la variété de
Hecke X}, au-dessus de 20 en suivant la technique de Coleman, formalisée par Buzzard [Buz07|
et Chenevier [Che(04], il suffit de construire, pour chaque ouvert affinoide 4 = Spm A(4l), d'un
recouvrement admissible affinoide {4} de 20, des A(4l)-modules de Banach « projectifs »et des
opérateurs complétement continus Uj, € U, sur ces modules satisfaisant certaines conditions de
compatibilité et ou U, désigne la sous-algebre contractante de I'algébre de Hecke Iwahorique
(cf section [0.2).

Dans [AIP], les auteurs définissent, pour un certain recouvrement admissible {tl,,} de 20,

des A(Ll,)-modules S?jfmmwn ot v, — 0 et w,, — oo sont deux parameétres rationnels liés par

les relations 0 < v, < Zp"%l etn—1+ 1% < W, < N— Uy ’;:%11 et ry, désigne le poids
universel sur {4, } donné par kg, : Ty — A(L,)*, to — (k — K(to)). Ils sont définis a laide des
groupes canoniques supérieurs H,, de Fargues et Tian [F'T10], qui existent sur les voisinages
stricts X™8(v,,) du lieu ordinaire dans une compactification toroidale fixée X de la variété de
Siegel X. Les auteurs définissent des faisceaux de différentielles wy %, sur X 8(v,) x i, en

n,Wn
termes des applications de Hodge-Tate associées aux groupes canoniques H,,. Ils posent alors
SAIP = HO(X ™8 (v,,) X $hyy, wosm ).

Kily sUn,Wn

Considérons ’algébre de Hecke abstraite PeU, , ou HNP désigne la Q,-algeébre de Hecke
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S,:\jf,vmwn, de facon compatible

quand n varie. A 'aide de ces représentations, ces auteurs peuvent définir par recollements la
variété de Hecke X}, comme un espace rigide muni d’un morphisme rigide «: Xy — 20, appelé
« poids », qui est localement fini et dominant (sa surjectivité est une question ouverte). Elle
est munie du systéme de valeurs propres de Hecke universel 6: HN? ® U, — Ox,. Le triplet
(Xp, K, 0) est caractérisé par les deux conditions suivantes :

sphérique hors de Np. Cette algébre opére sur les espaces

(1) toute forme cuspidale holomorphe de poids k = (k1,...,kg), k1 = -+ > kg4, de niveau
N hors de p et de niveau iwahorique en p, propre pour HVP ® U, , définit un point
x € Xy, tel que x o0 = 0 soit le systeme de valeurs propres associé a f;

(2) ces points forment un sous-ensemble dense et d’accumulation de Xj,.

On montre de plus les deux propriétés suivantes :

(3) tout point de Xy, définit une forme de Siegel surconvergente propre de pente finie pour
U, ;

(4) pour toute forme classique f de poids k de pente non-critique (voir [II]), il existe un
voisinage affinoide i de k dans 20 tel que pour tout &' € Y dominant cohomologique
(i.e. tel que ky > --- > ki > g + 1), tout point 2’ € x~1(k") non-critique pour 6 est
classique.

En adaptant la définition des formes p-adiques de Katz, nous construisons également dans
cet article de tels modules munis d’opérateurs U, complétement continus. Cette approche uti-
lise la notion de tour d’Igusa surconvergente (die a deux des auteurs [BM10], pour I'instant
sous I'hypothése p > 3) sur les voisinages X"&(v) du lieu ordinaire[]. Pour chaque v élément
de |0, By [ (voir BL3), ces auteurs construisent un GLy(Z,)-torseur étale Tog, — X"8(v)
prolongeant la tour d’Igusa classique (pour la variété compactifiée, voir Appendice). On in-
troduit alors les sous-faisceaux de la complétion p-adique du faisceau des fonctions sur T 4,
des sections sur lesquelles I'action de GL4(Z,) se prolonge a un de ses voisinages analytiques
quasi-compacts dans la variété (GLy)*". C’est a 'aide de I'anneau des sections globales de ce
faisceau qu’on définit nos modules de Banach de formes « Igusa-surconvergentes ».

Comme la tour d’Igusa T, est « uniforme » au-dessus de X rg (1), nos modules de Banach
ne nécessitent pas pour leur définition de relations entre v (élément de ]0, “BM[) et le couple
(w, i), ou U est un affinoide de 20 (il y a cependant une relation entre w et ). L'opérateur
complétement continu est celui défini dans [Hid02], [Pil12], [AIP]. Nous construisons alors des
morphismes naturels de périodes appelés morphismes de Hodge-Tate-Igusa entre les différents
torseurs définissant les formes Igusa-surconvergentes d’une part, et les formes classiques et
celles de Andreatta-Iovita-Pilloni d’autre part. Ceci nous permet de comparer les formes de
Siegel-Igusa, définies dans [[4] avec les formes de Siegel classiques (voir RI3) et les formes
de Siegel-AIP, du moins en poids accessibles (voir B2]). Nous montrons en particulier que les
familles de formes de Siegel-Igusa et celles de Siegel-AIP coincident sur 'ouvert affinoide des
poids accessibles, qui contient tous les poids classiques (voir [B.2.0]).

D’autre part, nous montrons directement (Section 9) que nos modules de Banach de formes
de Siegel-Igusa surconvergentes sont orthonormalisables et interpolent les espaces de formes
surconvergentes.

Notre technique de construction semble bien adaptée & des généralisations a des variétés
de Shimura de type abélien mais non nécessairement de type PEL, comme par exemple les

1. Dans la section 9, on étend cette construction aux voisinages analogues X "8 (v) dans une compactification
toroidale X de la variété de Siegel X.
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variétés de Shimura pour SO(n, 2).
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2. Notations et définitions

Soit g € N+ ; soit s la matrice g x g antidiagonale telle que s; ;41 = 1 pouri=1,...,9;

on considere le groupe des similitudes symplectiques GSpy, = {X € GLyy;'XJX =v-J} ou
: . . 0

J est la matrice antisymétrique non-dégénérée donnée par blocs g X g par J = (—s S) Le
noyau du caractére v de GSpy, est le groupe symplectique Spy,.

Pour tout r =0,...,g, on note I, resp. s, la matrice unité, resp. antidiagonale unité, de
taille r. Soit P, le parabolique maximal standard de Spy,, triangulaire supérieur par blocs,
dont le sous-groupe de Levi standard M, est constitué des matrices diagonales par blocs

diag(A, B,sg rAflsg_r), ou B € Spy, et A € GLy_,; on note M, = M, , x M, la décom-
position en partie linéaire et hermitienne de M, , ot le sous-groupe M,. 4, resp. M, p,, est I'en-
semble des matrices m,(A) = diag(A, Lo, stg_rAflsg_r), A e GLy_,, resp. diag(Iy—r, B,15—r),

B € Spy, ; on note Wp_, resp. Up,, le radical unipotent de P, resp. le centre de Wp,. On a

Iy m U
t .
Up, ={ 1o, n sm,n € My_yop,u € My_,,
.
Sg—rm = nJo, et sg_pu — tusg,r ='nJn}

et

I O U
U]ST ={ I, O su € My_y, 59— pu = tusg_r}
Iy—r

Tout parabolique maximal propre défini sur Q est conjugué sur Q a 'un des F,. On note
II, I'ensemble des paraboliques rationnels conjugués a P et II = IIo U ... UII, 1 'ensemble
de tous les sous-groupes paraboliques maximaux propres Q-rationnels de Spy,

On appelle P le parabolique de Siegel de Spy, ;. on note m: A — m(A) = diag(A, stA7Ls)
I'isomorphisme de GL, avec My. Soit Bt = TNt le sous-groupe triangulaire supérieur de GLg,
ou T, resp. NT, désigne son tore diagonal maximal, resp. son radical unipotent. On identifiera
T et son image dans M par ¢t — m(t). Le sous-groupe triangulaire supérieur Bs, de Spag peut
se décomposer en produit semi-direct Bg, = m(BT)-Up; on écrira simplement Bs, = BT U.

Soit N > 3; soit I' C szg(Z) un sous-groupe de niveau N sans torsion. Il agit proprement
et librement sur le demi-espace de Siegel H,. Le quotient I'\H, admet un modeéle quasi-
projectif X lisse sur Z [C N, %] qui est géométriquement connexe. Soit f: A — X la variété
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abélienne universelle principalement polarisée de dimension g sur X.

Soient p > 2 un nombre premier qui ne divise pas N, p|p un idéal premier de Z[(n] et
W = Z[(n], la complétion correspondante et K = Frac(W) le corps des fractions de W. On
note X' le schéma formel associé & X sw par complétion p-adique le long de la fibre spéciale,
et soit X' le K-espace rigide associé a X par la construction de Raynaud. On note X'(0)
Pouvert formel de X et X™&(0) I'espace rigide associé.

3. Compactificaton toroidale et principe de Koecher

On utilise les notations et résultats de [FC90, Chap.IV] et [Che04]. Pour chaque P € II,
on fixe une décomposition de Levi P = MpUp et une décomposition Mp = Mpy x Mp,
en partie hermitienne et partie linéaire. Nous associons a notre groupe de congruences I' la
famille de groupes de congruences I'py C Mp,(R) obtenus par projection dans Mp,(R) de
I' N P/T' N Up. On fixe une famille ¥ = (Xp)p de décompositions I'p-admissibles Xp en
cones polyédraux rationnels du cone Cp des matrices semi-définies & noyau rationnel dans le
centre Up(R) de Up(R); notons X la compactification toroidale arithmétique sur Z[+, (]
associée a 3. Soit D = X — X le diviseur a croisements normaux relatif associé a 3. Soit
f:G — X le schéma semi-abélien associé a > soit e: X — G la section unité. Le faisceau
w se prolonge en un faisceau localement libre sur X, encore noté w défini par e* (g /X Soit

T = Isom)?((’)‘)’?,w) le GLy-torseur sur X des bases de w. Soit @: 7 — X le morphisme de
projection ; pour tout poids k € X*(7T") de GL,, conformément aux notations de la section [[1]
on pose wk = (f*(’)T)N_ [—k] et wy = (7:OF) (—D)N"[—k] . Rappelons que si k n’est pas
dominant, ces faisceaux sont nuls. On a encore

o))" = P W et TO) DY = P w

keX*(T)+ keX*(T)+

Le faisceau w® est le prolongement canonique du faisceau w défini dans la section [ et wy,
est le sous-faisceau des formes cuspidales.

On note encore X le changement de base de X a W. On note X' le W-schéma formel
complétion de X le long de la fibre spéciale, et X8 le K-espace rigide associé. Pour tout
k € X*(T)*, et pour toute extension p-adiquement compléte L de K, on définit le L-espace
des formes de Siegel cuspidales de poids k comme

SH(L, L) = HO(X 1, wi,) = HO(X 7%, wp) (C)

La seconde égalité est vraie par le principe GAGA rigide. Cette définition ne dépend pas du
choix de ¥ (ceci résulte par exemple de 'équivalence de cette définition avec celle donnée en
termes du g-développement ci-dessous, ou voir [FC90, Chap.V]).

On peut remplacer X par Xp(p) et ainsi définir I'espace des formes cuspidales pour I'g(p) :
KT p(p), L) = H(X p(p)r,wi) = H (X 5(p)}®, wi) (CD)

Pour formuler le principe de Koecher v-surconvergent pour X, on rappelle d’abord les principes
de Koecher formels et rigides. Le principe de Koecher arithmétique [FC90l V.4.8] montre que
pour tout poids dominant k € X*(T)* et pour tout m > 1, la fléche de restriction fournit un
isomorphisme

H(X ®Z/p" Z,") = H(X ® Z /p" Z,u")
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ces isomorphismes sont compatibles quand m grandit et fournissent par limite projective un
isomorphisme de W-modules

HO(XT, wh) = HO(XTF, wh) (KF)
appelé principe de Koecher formel. De plus, par extension des scalaires a K, le principe de
Koecher formel fournit un isomorphisme de K-espaces vectoriels

HO (X8, wh) 2 HO (X8 WF) (KR)
qu’on appelle principe de Koecher rigide.

Par ailleurs, l'invariant de Hodge se prolonge naturellement & X8 [AMO04, Sect.8.2| :
pour x € X"8(L) = X'(Op), Hdg(z) est défini comme l'invariant de Hodge de la partie
abélienne du Op-schéma semi-abélien G,. Par définition, on a X"8(v) = X"8(v) N X*& pour
tout v € QNJ0, 1[. Plus précisément, considérons le diagramme cartésien de schémas formels

X (v)— X" (v) =— D'(v)

S

Xf( Xf Df

ol les fleches verticales sont des immersions ouvertes suivies d’éclatements. On peut prendre
pour cartes locales définissant Xf(v) € Xf(v) les images inverses de celles définissant X C
Xt comme I'image de Df(v) dans D rencontre toutes les composantes irréductibles de D
(c’est déja vrai pour le lieu ordinaire), on voit que le méme argument que celui démontrant le
principe de Koecher formel montre que la restriction fournit un isomorphisme

HO (X8 (v),wk) =2 HO (XM (v), wk) (KSur)
qu’on appellera principe de Koecher v-surconvergent.

On verra dans la section 9 qu’on peut prolonger le faisceau lisse L de X*&(v) a X"8(v) et
ainsi définir une tour d’Igusa v-surconvergente 7', ,, au-dessus de X rg(p) et quon a, de fagon
analogue :

HO(TLE  (v), OF ) = HO(T2E, (v), Or., ).

Notons encore II la restriction a X'(v) du morphisme de W-schémas II: X — X*. Dans la
section 9, on définira et on étudiera un systéme compatible de morphismes Il ,, au-dessus
de II, entre les compactifications toroidale et minimale de la tours d’Igusa v-surconvergente
au-dessus de X'(v). Ceci permettra de démontrer le résultat clé d’orthonormalisabilité et de
controle pour la spécialisation d’une famille en un point fixé.

4. Cristaux unités et correspondance de Katz

4.1 Correspondance de Katz dans le cas affine

Soit R une W-algébre admissible formellement lisse, munie d’'un morphisme de Frobenius
¢ semi-linéaire relevant le Frobenius de R/pR; on suppose que R/pR est intégre et on fixe
un point géométrique T au-dessus du point générique de la fibre spéciale de Spec R. D’aprés
I’exercice 14 de Bourbaki Alg. Comm. Chap.9 par.l, il existe un unique morphisme d’an-
neaux R — W (k(Z)) compatible aux Frobenius. Soit R™ l’extension non-ramifiée maximale
de R dans W(k(Z)); le Frobenius de R s’étend de fagon unique & R™ en un relévement
du Frobenius de R™ /pR™, encore noté ¢. On note R 1a complétion p-adique de R™. Soit
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Gr = Gal(R™/R) = m(Spec R/pR,T); on note Rep(Ggr) la catégorie des Z,-modules de
type fini avec une action continue de Gr et ®M la catégorie des ®-cristaux unités, c’est-
a-dire des R-modules M de type fini munis d’'un endomorphisme ¢-semilinéaire ® tels que
(1®®): *M — M soit bijectif .

La correspondance de Katz [Kat73l Remark 5.5] associe & un objet V' de Rep(Gr), le
®-module M = (V ® EH)GaI(Rm/R) ol ® =1® ¢ est ¢p-semilinéaire.

PROPOSITION 4.1.1. Le foncteur K définit une équivalence de catégories de Rep(Gr) vers
®M, d’inverse (M, ¢) — (M @ Ror)®@e=1,

4.2 Correspondance de Katz faisceautique

Soit @ un W-schéma formel admissible formellement lisse et connexe, muni d’un morphisme
de Frobenius W-semi-linéaire ¢ relevant le Frobenius absolu de sa fibre spéciale Q. On fixe un
point géométrique T au-dessus du point générique de Qy : on a alors (¢f EGA 1V, Th.18.1.2)
une équivalence de catégories entre la catégorie des revétements finis étales de Q (i.e. des
morphismes Z — Q tels que pour tout n, Z @ W/p"W — Q@ W/p"W soit fini étale) et la
catégorie des revétements finis étales de Q. On introduit alors le site Qg des morphismes finis
étales T'— U sur les ouverts de Zariski U de Q, les recouvrements (7; — U;); de T — U étant
définis au sens naif (suffisant pour notre situation) par des morphismes (étales) g;: T; — T tels
que U;g;(T;) = T. On a un morphisme de sites v: Qgsy — Qzar donné par (T — U) +— U vers le
site de Zariski Qza, de Q. Soit Og,,, le faisceau « structural » qui associe a un revétement fini
étale T'— U lanneau I'(T', Or). Ce faisceau est muni d’un opérateur de Frobenius ¢ relevant
canoniquement le Frobenius ¢: @ — Q. Un faisceau V sur Qg est dit localement constant
sil existe un recouvrement (7; — U;); de 'objet final Q@ — Q tel que V restreint a Tj g
soit constant. Les faisceaux finis localement constants V sur Qg s’identifient aux faisceaux
finis localement constants sur Qg . Soit V un faisceau localement constant fini sur Qg ; on
lui associe un faisceau de Zariski K (V) = M = v,(V®0Og,,, ), muni du Frobenius ¢ induit
par celui de Q. Le morphisme ¢* M — M associé a ® est bijectif. Réciproquement, pour tout
®-module de type fini et de torsion M sur lequel ® induit une bijection ¢* M — M, on définit
le faisceau localement constant V des invariants par ® ® ¢ de v ' M®,-10 o (’)Qfet Par la
théorie de Katz locale, ces deux foncteurs sont quasi-inverses 'un de 'autre. Te foncteur K
est la correspondance de Katz faisceautique.

Pour étendre le foncteur K aux faisceaux lisses, on introduit, suivant [AGVT2, SGA4
Exposé VI|, le site Qporsr dont les objets sont les couples (U,T") ot U est un ouvert de
Zariski de Q et T' = (T),) est un systéme projectif de revétements finis étales T,, — U ; un
morphisme g: (T" — U’) — (T — U) est un systéme projectif g = (gn), de morphismes
gn: (T), = U") = (T,, — U). Un recouvrement (7; — U;); de T — U est la donnée de
morphismes ¢; = (gin): T = (Tin)n — T = (Ty)n tels que U;g; 5 (Ti ) = T5, pour tout n. Un
systéme projectif V = (V,,,) de faisceaux localements constants sur Qgs est dit lisse sil existe
un recouvrement de Q par des ouverts de Zariski U; et des tours T; = (75 ,,), de revétements
finis étales T;, — U; tels que pour tout m et pour tout n assez grand, la restriction de V,, a
T} n et est constant. Une catégorie analogue a été introduite par P. Scholze dans [Sch13bl Sect.
3], On associe a ce systéme projectif un préfaisceau sur Qpofer dont les sections sur 7' — U

sont
lim (lim V,,,(7,))

On note encore V ce préfaisceau. On vérifie aisément la propriété de recollement qui fait de V
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un faisceau sur Qprorst, appelé faisceau lisse. On dit qu’un systéme projectif V = (V) est lisse
de rang fini r sur Z,, s’il existe un recouvrement (7; — U;); de Qprofer par des tours T; = (T;.,)n
de revétements finis étales, et un systéme d’isomorphismes de faisceaux V,, = (Z /p™ Z)" sur
T; . ter, pour tout m, et pour tout n assez grand, compatibles quand m varie.

La donnée d'un groupe p-divisible étale G sur Q fournit le faisceau lisse V.= TG sur
Qprofer donné par le systéme projectif des V,,, = G[p™].

On considére le morphisme de sites v: Qprorsr — Qzar; (U, T) = U et le faisceau structural
Ogope: (T = U) = (hgﬂm HO(T,, Or,,)), le chapeau désignant la complétion p-adique. On
pose

K(V) = 0.(V@Og,,te0)

pour tout faisceau lisse V. Il résulte facilement de ce qui précéde que :

PropoOSITION 4.2.1. Le foncteur K fournit une équivalence de catégories entre la catégorie
des faisceaux lisses sur Qprofst, localement libres de type fini sur Z,, et les faisceaux de Zariski
localement libres de rang fini Ml munis d’un endomorphisme ¢-semilinéaire ® tel que (1 ®
®): ¢* M — M soit bijective.

Prenons par exemple pour Q le lieu ordinaire de la complétion le long de la fibre spéciale

de la variété de Siegel X sur W. Il est muni du schéma abélien universel ordinaire A ER Q de
dimension g, et du relévement excellent ¢ de Frobenius associé au groupe canonique A[p|°. La
théorie cristalline fournit un endomorphisme ¢-semilinéaire ® sur H = HéR (A/ Q). L’hypo-
thése d’ordinarité entraine que le sous-®-module &/ du ®-cristal H, caractérisé comme le plus
grand sous-P-cristal unité, est localement libre de rang g sur Og. La limite projective IpAét
définit un faisceau lisse de rang g sur Qprorsr (¢f supra), limite projective des composantes
étales A[p™]® de A[p"] sur Q. On note V¥ le Z,-dual d’un faisceau lisse V localement libre sur
Z,. Par autodualité du dévissage connexe-étale, on a IpAét’V =T,A°(-1).

PROPOSITION 4.2.2. La correspondance de Katz envoie alors le faisceau lisse T),A°(—1) sur le
®-module U.

Ceci se démontre localement, comme la démonstration de [Kat73, Thm 4.2.2]. Nous don-

nons quelques détails dans la sous-section suivante en termes de ’application de Hodge-Tate.

Notons que sur le lieu ordinaire @ d’une compactification toroidale arithmétique X' de
X sur W, le schéma semi-abélien G ne définit pas un groupe p-divisible, mais que la suite des
composantes neutres des schémas quasi-finis et plats G[p"|° forme bien un groupe de Barsotti-
Tate de type multiplicatif. On a donc un faisceau lisse T,,G°(—1) auquel on peut appliquer la
correspondance de Katz. La cohomologie log-cristalline de la compactification de Kuga-Sato
A/X" fournit un log-cristal Hllogcris(z /X1) qui est muni d'un Frobenius ¢-semilinéaire pour
le relévement excellent du Frobenius ¢ donné par le groupe canonique G[p]°. Sa restriction
au lieu ordinaire @ admet un sous-log-cristal unité associé U = Hllogcris(z /9)°, qui est de
rang g. Comme noté par Katz [Kat73, Sect.1.3 et 1.4], c¢’est en fait un cristal (il n’a pas de
singularités). La démonstration de la proposition 9.1.1 plus bas a pour corollaire :

PROPOSITION 4.2.3. L’image du faisceau lisse T,,G°(—1) par la correspondance de Katz est
égale a U.

Ce résultat n’interviendra pas directement dans la suite, bien qu’il motive la construction
du prolongement du faisceau de monodromie surconvergente a la compactification toroidale.
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L’idée est de montrer (avec les notations de 9.1), que sur chaque carte locale Eﬁ;ogi de 9, les
dévissages
CI‘iS_>U—>H1 (AP/YP)O —0

cris

0—=Lp® OEP,Epy
et

0—-T1p—T,G°—T,Ap =0
sont tous deux donnés par la méme classe d’extension, a savoir celle de I'extension de Ray-
naud. Comme les termes de gauche et de droite, tordus par (—1), se correspondent par la
correspondance de Katz, il en va de méme pour les termes du milieu.

4.3 Correspondance de Katz et application de Hodge-Tate

Soit R une W-algébre admissible formellement lisse munie d’un relévement ¢ de I’endomor-
phisme de Frobenius. Rappelons que l'extension non ramifiée maximale R™ de R est munie
d’un endomorphisme qui étend ¢ de fagon unique & R™ et & R™, relevant I’endomorphisme
de Frobenius de R™ /pR™.

Soit G, un schéma en groupes fini et plat annulé par p" sur R, soit G2 son dual de Cartier.
Le morphisme de Hodge-Tate

Oé(Gn)I Gn(Rnr) — R™ KR WG%/R
est défini par
& € Gu(R™) = Hompur (G2, i) =+ 2* (4F)

Soit alors GG un groupe p-divisible étale sur R. Pour n € N+, les morphismes de Hodge-
Tate agpn: GIp"|(R™) — R @pg wgpprp /g forment un systéme projectif : en passant a la
limite, on obtient le morphisme de Hodge-Tate

ag: TpG%EE@)RwGD/R

Par Rur-linéarité, ce dernier fournit un morphisme Ggr-équivariant appelé morphisme de pé-
riodes

1®ag: }/%E(X)Zp T,G — @@RWGD/R
Ce dernier est un isomorphisme ; en effet, G est étale sur R de sorte qu’on peut supposer que
G=(Q,/ Z,)", et méme G = Q, / Zy, cas dans lequel c’est immédiat.

On applique ceci & un ouvert affine Spf(R) du lieu ordinaire Qf et & G = A[p>°]¢* en notant
que wyppele/r = wWa/r- On obtient I'application de Hodge-Tate

HTg: T, A% - R™ ®pwap
Observons que si 'on compose I'isomorphisme dual inverse (Idﬁr; ®@HTR)V !
R™ @ T, A - R¥ @pwy p

avec 'isomorphisme wXR /R = U, on obtient un isomorphisme
R™ @p Ty AY - R @p U

qui, en prenant les invariants par ¢ ® ®, induit la correspondance de Katz :

K(T, A®Y)=U
voir les détails sur I’action de Frobenius dans [Kat73| pp.148-149|.
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Observons également que 'application de Hodge-Tate HT i est équivariante sous le groupe
de Galois de R™/R. En fait pour toute extension p-adiquement compléte S de R contenue

dans R™, on a

/\Ga nr S
GRS _

par descente étale modulo p.

On souhaite globaliser cette application de Hodge-Tate. Observons d’abord que tout fais-
ceau cohérent F sur Qyz,, fournit un faisceau, encore noté F, sur Qpors donné par

(T = fm—U) = (i H (T, £, F))

ot le chapeau désigne la complétion p-adique. On applique cette construction au faisceau wyg.

On observe d’autre part que wyppno/g @ Z /p"Z = wa/0 ® Z [p" Z et que les applications
HT, = o(A]p"|"): Ap"]* — wa/g®RZL /"L

forment un systéme projectif de morphismes de faisceaux sur Qps et donc sur Qprerer. On

déduit de ce qui précéde un morphisme de faisceaux sur Qprofes

HT: IpAét — wWa/Q

qui est compatible aux morphismes de faisceaux HT,, sur les sites (Q ® Z /p" Z)¢s via les
morphismes évidents de sites Qprotst — (Q @ Z /p" Z) profét-

DEFINITION 4.3.1. Le morphisme de faisceaux HT s’appelle application de Hodge-Tate fais-
ceautique ordinaire.

5. Tour d’Igusa ordinaire

Dans cette section, on note Qf = X(0) le W-schéma formel des points de X a réduction
ordinaire (voir fin de la section [2).

5.1 Dévissage connexe-étale
Sur @', la composante neutre A[p™>]° de A[p™>] est un groupe p-divisible de type multipli-
catif de rang ¢ et on a le dévissage connexe-étale

0 — A[p>®]° = A[p™] — Ap>=]* =0

En identifiant A a sa duale, on obtient par I’accouplement de Weil un isomorphisme de A[p™°]
avec son dual de Cartier, et cette autodualité échange A[p™]° et A[p™]*. Le sous-schéma en
groupes H,, = A[p"]° fournit un relévement au schéma formel Qf du noyau de I’endomorphisme
Fr™ puissance n-iétme du Frobenius relatif de A sur la fibre spéciale du lieu ordinaire. On
I’appelle le sous-groupe canonique de niveau n. Le sous-groupe H; de niveau 1 permet de
définir le relévement excellent de Frobenius ¢ : Qf — QF donné par Agz) = Ax /H; ;. On note
encore ¢ I'endomorphisme du faisceau Ogs.

5.2 Tour d’Igusa

On forme la tour de revétements 7. — Q' définis par

T = Isom xt (g (,ugn, Alp"]°).

10
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Considérons le schéma fini étale P, = Hom (pym, A[p"]°) = A[p"]°(—1); T} est le torseur des
Z /p" Z-bases v = (v1,...,v4) de P,. Le groupe GL4(Z /p™ Z) agit naturellement a gauche
sur T par vy e v = (vy,...,v,) - v~ L. Les revétements 7 — X(0) sont finis étales de groupe
GLy(Z /p" Z); ces revétements sont géométriquement connexes (c¢f [EC90, Chap. V, Prop.
7.2]). Soit Py, = lim P,. Le proschéma formel 71 = lim T classifie les Z,-bases de Ps.
En]i)assant aux es%z%s rigides quasi-compacts assc?fziés éﬁ% thémas formels,pon obtient une
tour T;, = Tp,'® — X"8(0), de limite projective Th, — X*8(0).

En fixant un point générique géométrique = de X™& (et donc un point géométrique T de
X @ W/pW), on a aussi une suite exacte de m (X"8(0), z)-modules pour les modules de Tate
de A, :

0— TpAS — TpA, — Ty AS -0

ol le groupe fondamental algébrique classifie les revétements finis étales connexes de X'8(0).
On note po: 71 (X"8(0), 2) — GLy(Z,) la représentation définie par T, A3 (observer que T), A°
est lisse sur X™8(0) et que po(—1) se prolonge a 71 (QF x W/pW,T)).

La théorie du groupe fondamental montre que la représentation pg(—1) fournit un faisceau
lisse IpAét’V sur QF.

Le faisceau localement libre H = %éR (A/ Qf) est muni d’un endomorphisme de Frobenius
® semi-linéaire par rapport au relévement excellent ¢ de Frobenius sur le lieu ordinaire Ogs.

Soit U C H le cristal unité de Katz E3l; la correspondance de Katz envoie le faisceau lisse
IpAét’V sur le ®-module U (voir Prop[L.27) .

REMARQUE 5.2.1. Notons que si la représentation mq (Qf X W/pW) — GL(V') se factorise par
po(—1), le faisceau lisse V associé a la représentation V' est le faisceau des sections du fibré

Mo\(V x T!.) au-dessus de Q.

5.3 Tour d’Igusa et variétés de Siegel de niveau parahorique

Désormais, on note a nouveau X1(0) le lieu ordinaire et @ le parabolique de Siegel de
Spgg- Pour tout n € N+, on introduit des modeles définis sur Q(¢n) des variétés de Siegel
Xo(p™) (resp. Xy(p")) associées aux sous-groupes de I' des éléments v dont la reduction
mod p" appartient & Q(Z /p"Z) (resp. & U(Z /p™Z)); on notera Xgo(p")x resp. Xuy(p™)k
leur changement de base de Q({x) & K. On définit ces modéles comme les espaces de modules
(fins) pour les classes d’isomorphisme de triplets (A, a, H),) (resp. (A, Q, H;L,y)) ou A est une
variété abélienne principalement polarisée de dimension g, a est une structure de niveau N
modulo T, et H}, un sous-BT,, isotrope maximal de A[p"], resp. y’ est un isomorphisme

f/: Mgn ~ H/
Ces variétés sont géométriquement connexes sur K. Les fleches d’oubli fournissent des revéte-
ments finis Xy (p")x — Xo(p")k — Xk. En passant & la limite projective sur n, on obtient
des proschémas Xq(p™)k et Xy (p™)k (sur K). On considére alors les modéles sur W definis
comme la cloture normale de Xy, dans leur fibre générique. Ils sont munis de morphismes
propres prolongeant les fleches d’oubli Xy (p™)w — Xo(@™)w — Xw.

Sur X"8(0), le groupe de Barsotti-Tate canonique H,, = A[p>]° fournit une section
Xr8(0) — ng(poo)K. Par normalisation, cette section préserve l'intégralité, et on a donc
une immersion ouverte X f(O) — Xo(p™)w ; cette section posséde un relévement canonique
T — X(fj (p>°)w envoyant l'isomorphisme ): ,ugoo =~ H. sur le point de X(fj(poo)w qu'il deéfi-
nit par adhérence schématique ; par ce morphisme, I'image de la tour d’Igusa est la composante

11
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connexe du lieu ordinaire de la fibre spéciale de Xy (p>)w ou le groupe de Barsotti-Tate H.
est de type multiplicatif.

6. Le faisceau lisse surconvergent et ’application de Hodge-Tate

6.1 Représentation de monodromie et faisceaux localement constants surconver-
gents

Dans un travail récent, deux des auteurs |[BM10| ont étendu, sous I’hypothése p > 3, la
représentation de monodromie associée & la famille universelle au-dessus du lieu ordinaire
X™8(0) & un voisinage strict X™8(v), pour v > 0 suffisamment petit. Leur approche généralise
la description de Katz de T,A°(—1) en termes du sous-cristal unité U C HL. (A/XE0)).
Notons T),A° le faisceau lisse rigide associé au groupe p-divisible A[p>]° étale sur l'espace

igide X™8(0). & i . Soi =L
rigide (0). On suppose désormais p > 3. Soit vy T 2p(gt p—il )
THEOREME 6.1.1. Pour tout nombre rationnel v tel que 0 < v < ”BTM, la représentation

galoisienne

po: T (X 8(0), x) — GL,(Z)p)
du groupe fondamental algébrique de X"8(0) donnée par le faisceau lisse T, A° s’étend en une
représentation

P T (Xrig(v),x) — GLy(Z)).

REMARQUE 6.1.2. (1) la borne U?}M n’est pas optimale (elle ne l'est pas pour g = 1).

(2) Dans cet article, le groupe fondamental algébrique m(Y,y) d'un espace rigide Y
connexe est le groupe qui classifie les revétements finis étales de Y. Si le K-espace
rigide Y est associé au W-schéma formel affine normal Y = Spf(R), de point générique
géométrique y fixé, le groupe 7 (Y, y) classifie les extensions finies normales S de R dans
une cloture algébrique fixée Frac(R) du corps Frac(R), telles que S [p_l] soit étale sur

R[p~']. On note R C Frac(R) la réunion des extensions finies S définies ci-dessus. On
lappelle la cloture normale étale hors de p de R. On pose Gg = Gal(R/R) et on a une
identification canonique Gp = (Y"1, y) ot y = Spec (Frac(R)).

On suppose désormais que v € QN [0, U};M [, de sorte que I’espace rigide X"8(v) est quasi-
compact. Considérons le site X8 (v)¢s des revétements finis étales T — U des ouverts rigides
quasi-compacts U de X'8(v), les recouvrements (7; — U;); d'un ouvert 7' — U étant donnés
par des morphismes g;: T; — T tels que |J; ¢;(7;) = T 11 est immédiat qu’il s’agit bien d'un
site.

La représentation p, fournit, par la théorie du groupe fondamental algébrique rigide, un
systéme projectif L = (L,,),, de faisceaux sur X'&(v)s localement libres de rang g sur
Z /p™ Z, prolongeant le systéme projectif (A[p™]°),, de faisceaux définis sur X*&(0)ss; [BMIO,
Théoréme 3.22 et sa démonstration 5.37|). Si v/ < v les systémes projectifs ainsi définis sont
compatibles sur X8 (v')gg

DEFINITION 6.1.3. Pour tout 0 < v < ”];’)M, on appelle faisceau de monodromie surconvergent

le systeme projectif . = (L), de faisceaux localement constants sur X rig (v)gst associé a la
représentation p,: m (X 8(v)) = GLy(Zp).

On va rappeler la construction de p, et des faisceaux L,, sur X"8(v)¢ pour v € QT tel que
v < ”BTM, puis on définira 'application de Hodge-Tate, et enfin la tour d’Igusa surconvergente.

12
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On procéde par recollement de faisceaux localement constants sur les sites Qf,, ou Q' parcourt
un recouvrement admissible affinoide de X'8(v). Pour un tel ouvert, on fixera un modéle
admissible normal naturel R’ de I'algebre affinoide A()) et on définira un sous-cristal Ugs
« presque unité » du module de Dieudonné contravariant de A/R’ (voir [6.3).

6.2 Anneaux de périodes

Soit R une W-algébre admissible normale quelconque; soit R = l&lR /pR et W(R) son
anneau des vecteurs de Witt. Il est muni d’un relévement ¢ de x +— xP.

Notons que Gal(R/R) agit sur W(R) et commute & ¢. On a un morphisme d’anneaux
Galois-équivariant 0: W(R) — R (cf [Bri0g]).

L’idéal J = Hfl(pl_%ﬁ) = Ker(6) + [ﬂl_%W(R) permet de définir Panncau AY. (R)
comme la complétion p-adique de 'enveloppe a puissances divisées de W(R) pour J : cet
anneau est muni d'une action de Gal(R/R) et d'un opérateur de Frobenius ¢ prolongeant
celui de W(R). Rappelons que lidéal Ker(f) est principal dans W(R), engendré par £ =
[p] — p ou [p] € W(R) désigne le représentant de Teichmiiller d'un systéme projectif p =
(p,pl/p,pl/p2, ...). I’idéal J est donc engendré par et [}3]17%. Soit JM I'idéal topologiquement
engendré par J dans Acvris Cvris(R) I'adhérence dans
:&ZiS(R) pour la topologie p-adique de la r-iéme puissance divisée de J.

Soit Ag(R) = W(R)/([¢]— 1)p*2([C]% —1) W(R) ou [¢] désigne le relévement de Teichmiiller
d’une base du module de Tate du groupe multiplicatif. On montre que

Ao(R) = AL (R)/ TP~ AT (R)

cris cris

(R); il n’est pas principal. On note Fil" A

ot 1P~ AY. (R) = {x € JPDAY. (R), (Vm > 0) o™ (z) € JP~UAY. (R)}. Par conséquent,

cris cris cris
Ao(R) est une AziS(R)—algébre malgré 'absence apparente de puissances divisées dans sa

définition. On note JAg(R) I'idéal image de J dans Ag(R), cet idéal est principal engendré
par I'image de & dans Ag(R), qu’on notera encore £.

Pour tout o € QN|0,p[, soit Ag(R) = Ag(R)[Ta]/([)*Ts — p) ; on note Ay(R) le séparé
complété du quotient de A, (R) par sa p-torsion. C’est donc une AZiS(R)—algébre sans p-torsion.
L’idéal JWAL(R) engendré par I'image de Ker(f) est aussi principal engendré par €.

Si a € [0,1[NQ, le Frobenius o de W(R) induit un morphisme ¢: Ay (R) — Apo(R) tel
que ¢(T,) = Tpa; on introduit enfin le morphisme v: Ay (R) — Apa(R) donné par v(T,) =
[m(p—l)ana,

6.3 Le cristal presque unité

On fixe dans toute la suite un nombre rationnel 0 < v < wvpy/p (en particulier, v < %),

et une extension finie K de K, contenant un élément de valuation %, qu’on note pg et on
pose p¥ = (p%)p; on note Ok l'anneau de valuation de K ; c’est une extension finie et plate
de W. Dans toute la suite, on fixe un recouvrement admissible par des ouverts affinoides
2 de X"8(v)k ainsi que leurs modéles entiers Spf R de la maniére suivante. On forme un

recouvrement du Oj-schéma formel Xt par des ouverts formels affines Spf Ry formellement

lisses sur Ok et on introduit R = Ro{%} et R = Ro{%}, h désignant un relévement de
I'invariant de Hasse évalué sur une base locale w des différentielles relatives 4 ,r,. Notons
que 'anneau R ne dépend pas du choix du relévement h car si hy = h + pa, a € Ry est un

13
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v

autre choix, on a % = W = ”—v-(l—aﬂ—FaQ(%)z—i—. ..) et en observant que £ = p'~
on voit que 3- € Ro{’} et que Ro{}- } Ro{p 1

Les ouverts formels Spf R ainsi ﬁxes forment un recouvrement du modéle minimal entier
normal X (v) de X™8(v) sur lequel s’étend le schéma en groupes canonique H; (voir Andreatta-

Gasbarri (c¢f [AGOT, Theorem 10.6]).

Soit H le cristal sur Xt donné par le faisceau de cohomologie relative H
son pull-back sur Spf(R).

La filtration de Hodge

L
h

(A/X) et Hp

CI'lS

0= wa/x = Hir(A/X) — wi/x — 0
fournit par extension des scalaires une suite exacte courte de R-modules projectifs :
0= wa,/p — Hiz(ARr/R) — WXR/R =0

On a un isomorphisme canonique (et fonctoriel) Hr = Hin (Ar/R). On note FilHp I'image
de wy/p dans Hp via cet isomorphisme.

(R)-module
MR - crls(SpeC(R/p ;R)/Spf(W)vHR)

Rappelons en outre que si w < 5 +1, la donnée du groupe canonique mdult un relevement
de Frobenius ¢: X!(w) — Xf(pw) par [ET10, Théoréme 8]. Fixons v < 1 ; on a de
sorte qu’on dispose du relévement excellent de Frobenius ¢: X f( ) = X (v).

On considere le Acrls

p+1’

On considére l'injection R — R’ entre les O-algébres R et R’ définies ci-dessus, donnée par
% = (pt/PyP—1. # ; ce morphisme induit une immersion stricte d’affinoides (Spf(R’))"¢ C
(Spf(R))"® et un morphisme tg: Spf(R’) — Spf(R) formé d’une immersion ouverte suivie d’'un
éclatement admissible. Notons que ¢ envoie Spf(R’) dans Spf(R); on note pp sa restriction a
Spf(R’). On obtient ainsi un relévement surconvergent de Frobenius :

(pRr,tr): Spf(R') —= Spf(R)

donné par des morphismes ¢pr et tg tels que tg o Frob = pr (mod plf%R’).

Par construction, on a aussi un morphisme de Frobenius surconvergent ® sur H, compatible
avec @, induisant un morphisme linéaire ®r: 9L Hr — txrHE; il satisfait ® R/(ng FilHR) C
P 7HR. De plus, par fonctorialité, il induit un morphisme de Frobenius ACHS(R’)—linéaire
O: p*Mp — Mp ou ¢ désigne le Frobenius cristallin (induit par le Frobenius de W(R')).
Pour £ € QNI0, 1], notons pr.: Mg — Mg/ /[p|° Mg la projection canonique.

THEOREME 6.3.1. Siv < vpp(< %),
(1) le sous-A Yy (R')-module

Mp = pr; !, (Ker(1® ®p)) + [p]"Mp C Mp/
est libre de rang 2g (ot @ désigne la réduction de <I>R/ modaulo [p]'7?);

cris

(2) il existe un unique sous-module Urr C Mg sur A
que : o
(i) Up soit libre de rang g, facteur direct dans Mpr ;
(i) det(® gy, ) divise [p|PU+E=19),

R') stable par ®g: et par Gg tel

CI‘IS(
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Notons que la filtration de Hodge FilHr C Hp induit non-canoniquement une filtration
Fil Mp C My par un sous-Ay. (R')-module projectif (voir sa construction dans A3 ci-

cris
dessous). Pour une telle filtration, on a une décomposition en somme directe

MVR/ =Ur ® FilMp.

Le théoréme ci-dessus ainsi que cette décomposition sont démontrés dans [BM10), Proposition
4.27 et théoréme 4.28|.

6.4 La représentation de (Galois surconvergente et les faisceaux L,,
Revenons a la situation générale et aux notations de Soit « €]0,1] N Q. Le Frobenius
o de W(R) induit un morphisme d’anneaux ¢: Aq(R) — Apa(R). et Pon a o(JUAL(R)) €
PApa(R); comme Ay (R) est sans p-torsion, on peut définir I'application semilinéaire
o1: JUAL(R) = Apa(R)
A= o(A)/p

Rappelons qu’on a défini un morphisme d’anneaux v: Ay (R) — Apa(R).
Pour tout Ay,

cris

patible au Frobenius de A

(R)-module ¢/ muni d’un endomorphisme ¢ semilinéaire (c’est a dire com-
v

ois(R)), on définit un morphisme syntomique

P1Q0d—v®1
JUAL(R) DY () Uz Apu(R) DY () U

qu’'on note ., (U). Il est Zy-linéaire. Supposons que U soit muni d’une action continue de
Gr qui commute & ¢. D’apres [BMI10] Section 5.19], les anneaux A, (R) et Apo(R) sont aussi
munis d’une action continue naturelle de Gg; les morphismes v et ¢ sont Gr-équivariants et
continus pour la topologie p-adique; il en est donc de méme du morphisme syntomique. On
définit le module syntomique

Vo) := Ker (S (U))

comme le noyau de ce morphisme. On obtient ainsi un Z,-module muni d'une action continue

de Gg. Citons alors le [BM10, Théoréme 5.40] :

THEOREME 6.4.1. Supposons p > 3. Soit U un KZiS(R)—module libre de rang r, muni d’'un

endomorphisme ¢ semilinéaire, tel que pP* € det(1 ® ¢) avec € € [0, QLp [ Alors pour tout

aeQn [25, % [, le Z,-module V ,(U) est libre de rang r, muni d’une action continue de Gp.

On applique ce théoréeme au KZiS(R’ )-module Up du théoréme sous 'hypothése
v < wpy avec € = (1 + g(p — 1)), qui satisfait [p]’® € det(l ® ®p). Par construction,
le module Ugs est libre de rang r = g, muni d’'une action de Gg et d’'un endomorphisme
de Frobenius ®r Galois-équivariant. Notons que 2e < 1_17; pour « fixé dans Qﬂ[Qe, % [, on
note Vi = V,(Ur') le Z,-module libre de rang g avec action continue de Gp/ fourni par le

théoréme.

Pour tout m > 1, la représentation Vg /p™ V g de Gg/ fournit un faisceau étale localement

constant IL,, sur Spm R’[%]. Ces ouverts affinoides forment un recouvrement admissible de

2. Plus précisément, il faut se restreindre au voisinage des variétés abéliennes Ag sur F, telles que
dimg Hom(ay, Aofp]) < 1 (dont le complémentaire est de codimension supérieure a 1), et on prolonge le

faisceau construit a X (%)rig en entier en utilisant le principe de Koecher analytique, c¢f [BM10, Théoréme 6.3
et lemme 6.4].
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X (%)“g. Pour tout morphisme R} — R injectif, le morphisme Vg /p™ Vg — Vg /p™ Vi,
est compatible au morphisme de groupes G R, = g R, ; par conséquent, les faisceaux I, r se
recollent en un faisceau étale localement constant L,,. Lorsque m varie, ces faisceaux forment
un systéme projectif pour la multiplication par p, que 'on note L. = (L, ).

6.5 L’application de Hodge-Tate surconvergente locale
La suite exacte courte définissant Vg = V(Ups) s’ecrit :
®p—rv®1
0= Vg — JMAO‘(R/) ®g¥is(R/) Ur = - Apa(R/) ®X¥is(R/)
On note A: A (R')®z, VR — J[llAa(R') ®xv

cris(R/)
fleche de gauche. D’apres le corollaire [A22.2] en prenant S = R, M = Ur et V(Ay(S), M) =

V i Iapplication obtenue en inversant p :

Alp™: Aa(R)[p™!] ®z, Ve = JUAL(R) [p!] @5v

cris

Up:

Up Vextension des scalaires a A, (R') de la

~1
(R') Upr [p ]
est un isomorphisme. On a défini dans un morphisme d’anneaux 6: W(R') — R’ et un
isomorphisme de modules 7 (¢f proposition [A.3.]). On voit comme dans le corollaire [A.3.2] que
I’isomorphisme A [pfl] fournit un isomorphisme Gr/-équivariant HT p = (1®7)o (9®.A [pfl]) :

HTp: Rlp ) @z, Ve SERp ' @p ) p

DEFINITION 6.5.1. L’application /ﬁR/ est appelée application de Hodge-Tate duale. Son ap-
plication duale inverse, tordue par Z,(1) fournit un morphisme Gal(R’/R’)-équivariant

—V = _
HTp = (HTR) "' (1): Vi(1) = Rp™ @r way /m-

On appelle HT g/ application de Hodge-Tate surconvergente. Sa restriction & un ouvert or-
dinaire Spf(R") C Spf(R’) coincide avec I'application de Hodge-Tate ordinaire T, A% —
R/lnr ®R// WA/R//.

Notons que le morphisme HT s envoie une Z,-base de V(1) sur une base de Rp~ Y ®or
Wa,/Rr- Pour toute R'-algébre S’ contenue dans R/, on note Sy = §' @w K = S'[p~1.

6.6 L’application de Hodge-Tate surconvergente faisceautique

On a défini dans la sous-section le site X"8(v)gg ; on définit ici, de maniére analogue &
la section [A.3] le site X rig(?})profét.

Les objets de cette catégorie sont les morphismes T — U ot U est un ouvert rigide de
X"8(v) et T = (T},)n>1 est un systéme projectif de revétements finis étales f,,: Ty, — U, les
fleches g: (T — U) — (T" — U’) sont les systémes projectifs de morphismes g,,: T, — T},
au-dessus d’une inclusion U C U’. Un recouvrement (7; — U;); de T — U est la donnée de
morphismes ¢; = (gin): Ti = (Tin)n — T = (T1)n tels que U;g; (T} ) = T, pour tout n. On
voit facilement qu’on obtient ainsi un site qu’on note X8 (V)protét -

Un systéme projectif V = (V,,,) de faisceaux localements constants sur X"8(v)es est dit
lisse s’il existe un recouvrement de X"& (v) par des ouverts rigides U; et des tours T; = (T5 n)n
de revétements finis étales T, — U; tels que pour tout m et pour tout n assez grand, la
restriction de V,,, a Tj , 5 est constant. On associe & ce systéme projectif un préfaisceau sur
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Xris (v)proter dont les sections sur T — U sont
lim (linm Vi (T3)
m n

On note encore V ce préfaisceau. On vérifie aisément la propriété de recollement qui fait de V
un faisceau sur X rig(?})profét, appelé faisceau lisse. On dit qu’un systéme projectif V = (V,,)
est lisse de rang fini r sur Z, s’il existe un recouvrement (7; — U;); de X rig(v)profét par des
tours T; = (T;,)n de revétements finis étales, et un systéme d’isomorphismes de faisceaux
Vi =2 (Z /p™ Z)" sur T; p, 16 pour tout m, et pour tout n assez grand, compatibles quand m
varie.

Par ailleurs, a tout faisceau cohérent F sur X"'&(v), on associe un faisceau sur X'&(v)profét

par (U, (Ty)m) — (hi>nm HO (T, f7,F)), ot pour tout m > 1, fi: T, — X"8(v) désigne
I’application structurale et ou le chapeau désigne la complétion p-adique. On dit que c’est le
faisceau cohérent associé a F.

REMARQUE 6.6.1. On verra dans la section suivante que c’est un faisceau de Banach.

Pour définir le morphisme de Hodge-Tate sur X"8(v) o6t (avec v € QT et v < q”;’TM), on
aurait besoin de 1’énoncé suivant de pureté.
Question sur la pureté : pour Spf(R') C X"8(v) et toute R'-algébre S’ contenue dans R’

Q/GB'(E,/S,) ' o
a-t-on R =S,

Nous ne pouvons le démontrer que pour des extensions S/ R telles que S(0) = S{1/h} soit
non ramifiée sur R(0). A cause de cela, nous introduisons la sous-catégorie X rig(?})pprofét de
X8 (1) proter constituée des tours T — U telles que T'(0) — U(0) soit non-ramifiée.

THEOREME 6.6.2. Soient Spf(Rg) C X' un ouvert affine petit (i.e. fini étale sur un tore
Spf(W{TF!, ... ,Tdﬂ}), R = Ro[p"{T}/(hKT —p®) et S = lim S, une R-algebre telles que

Spm(Sk) = Spm(Rk) € X8(v)pprofét (i.e. Sn(0) := S, {3} est finie étale sur R(0) := R{}}
pour tout n € N). Alors on a

~Gal(R/S)  ~

)

Démonstration. Pour i € {1,...,d}, on choisit des suites (T‘(n))neN dans R telles que Ti(o) =

T; et (Tl-(nﬂ))p = Tl-(n) pour tout n € N (c’est possible car le polynoéme XP" — T, a ses racines
dans R parce que T; est inversible). On introduit une tour auxiliaire (R, )n,eNn en posant
R, = R[Cpn, Tl(n), ce ,Tén)] (ot (pn est une racine primitive p"-ieme de 'unité. On note R

le complété de Ry = lian pour la topologie p-adique et on pose }/2;(0) = }/R;@)RR(O) =

}/EO\O{%} Observons que les extensions R[(po|x — Roo k €t R[(p](0)x — R(0)x sont

galoisiennes de groupe I' = @g:ﬂiz P o (T](n)) = Cgi;j Tj(n) (ou 0;; désigne le symbole de

Kronecker de i et j). Cela résulte de [Schi3al Lemma II1.2.20], qui affirme que pour tout

n € N, la R[(yn]-algébre R,, est libre de base (Iﬂ) neNd Ol pour m = (ng,...,ng) € N? on
In|<p"—1
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a posé T™ = (Tl(n))n1 (Tén))nd et n| = 10ax ;.

(RooS)
—7

NN

Roo,K Sn,K

/ \

\ /
Rk

Premiére étape : descente presque étale. D’aprés [Im Theorem 7.9|, pour toute extension

finie normale R,, — T contenue dans R, I’extension R — T est presque étale. Il en est donc
de méme de RS, — R pour tout n € N. On en déduit que :

H0<Gm(R/RmSL§K)==§;§K

On procéde comme dans [Tsul0, Corollaire 4.2]. Soient y € R invariant par Gal(R/RsS) et
m € Nsg. La réduction de y modulo p", encore notée y, est dans une extension finie 7" de
R..S'; il existe donc n € N et une extension T,, C R finie galoisienne de RS, contenant un
élément y,, , congru a y modulo p™ et invariant par Gal(T},/RocSy) = Gal(T'/RoS). D’autre
part, pour tout élément a € mg_, il existe by, , € Ty, tel que a = Try, /r__ s, (bm,n) mod p™ Reg
(parce que }/EO\O — T est presque étale). On a alors
ay = aYm,, mod p"T,

= TrTn/RooSn (bm,n)ym,n mod men

=Tr7, /Ro Sn (bmnYmn) mod p™T),
de sorte que ay € RooSy +p"1, C RS + p™T et donc mp__y € RooS + p™T. Comme c’est
vrai pour tout m € N5p, on a mp_y € RoS et donc y € RSk en inversant p.
Deuxiéme étape : décomplétion (partie géométrique). Comme S, i est étale sur R, le produit
tensoriel (Roo®@rSy) K est isomorphe au produit cartésien des compositums de Roo i avec Sy, i
(indexés par les plongements dans R). En fait, il y a un seul tel compositum. En effet, pour
tout n € N, la R(0)-algebre S,,(0) est étale (par hypothése) alors que R (0) est totalement

ramifiée sur R(0) : ces extensions sont linéairement disjointes au-dessus de R(0) et on a un
isomorphisme R ®@pg S, (0) = Roo Sp,(0). Ce dernier induit les isomorphismes :

R+ ®RSn:>RooSn et Ry ®RS:>ROOS

Pour m € N+ on a donc la décomposition

RooS/p"RecS = B (Sl /0™ S[Gpe)T™

neN ﬂENd
In|<p™—1

Siy=n7"-vt €T (avec z1,...,2q € Zy), on a
(v = D(T*) = ea(n)T*

avec ¢ (7) = (o -+ Gty — 1 € Zyp (de sorte que la droite (S[Cpee]/p™S[(pee])T™ est stable par
I).Sin #(0,...,0), il existe i € {1,...,d} tel que C;f;i # 1, ce qui implique que ¢, () | —1.
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Il en résulte que ((p — 1)(RooS/P™ RooS)E = (¢ — 1)(S[Cpee]/p™S[(p<]). En passant a la limite
sur m, il vient (¢, — 1)}2/0.?9F = (¢ — 1)@], et donc

—T ——
ROOSK = S[Cp‘x’]K
en inversant p.

Troisiéme étape : décomplétion (partie arithmétique). L'extension S — S[(,e] est galoisienne
(la encore, cela se voit en utilisant la disjonction linéaire de S(0) et R(0)[(pe| au-dessus de
R(0)). Via le caractére cyclotomique, son groupe de Galois ' s’identifie & un sous-groupe
ouvert de Z,; . en utilisant les traces normalisées de Tate (étendues a S), on a

Tk~
S[Cp“]}( = Sk
(c¢f [Tat67, §3]). Finalement, on a bien H0<Ga| (R/S),ﬁK) = Sk. O

On en déduit :

COROLLAIRE 6.6.3. Il existe un morphisme de faisceaux sur le site Xrig(?))profét :
HT: Lv(l) — WA/Xrig(U)

dont la restriction a tout ouvert affinoide K-rationnel (Spf R’ [%])profét défini comme dans la
construction affine[6.3, est donnée par HT p/. Ce morphisme envoie les Z,-bases sur des bases
du faisceau cohérent. I prolonge 'application de Hodge-Tate faisceautique ordinaire[4.3.1l. On

Iappelle encore 'application de Hodge-Tate faisceautique (surconvergente).

En effet, soit (7,, — Spf(R'[p™!])), un ouvert de X''8(v)porsr donné par une tour de
revétements étales finis 7, de Spf(R'[p~1]); soit S, = U, S, la limite inductive des clotures
intégrales S/, de R’ dans les T),; on peut supposer que S/ est contenue dans R’. On a par

définition du faisceau L, resp. LY(1) : ng‘l(ﬁ/s‘/”) = L((Spf(S,,) — Spf(R')) et de méme
(Vi (1)) 5755 = LY(1)((Spf(She) — SPf(R))).
En effet,

L((Spf(S..) — Spf(R)) = lim (hﬂ(VR' /p™ VR,)GaI(R'/s;L)) _

_ @ ((VR’ /pm VRI)GaI(R'/Séo))

par finitude de Vg /p™ Vg ; on trouve donc bien

L((SP(S%) = SpF(R) = (Mm Vi /p™ V) S0/ = v/,

Soit S o la complétion p-adique de S’_. Le Théoréme [6.6.2] fournit donc un morphisme
HT gt LY(1)((Spf(Sh) = SPF(R)) = S'sclp™ '] ®r wa,, /-
Ces morphismes sont clairement compatibles aux morphismes de restriction R' — R” (et

Sl — S%). Ils définissent donc un morphisme de faisceaux sur X8 (v)pofet-

Pour chaque entier m > 1, notons que pour tout m > 1, le faisceau quotient L /p™ L sur
X rig(’l})profét coincide avec le faisceau LL,,, associé aux représentations galoisiennes Vg /p™ V g/,
et on sait que L,, coincide avec A[p™]° sur X"8(0). Rappelons aussi qu’on a identifi¢ GL4(Z,) &
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My = M(Z,) par I'isomorphisme A — m(A). Cette identification doit étre gardée en mémoire
dans la section suivante.

6.7 Tour d’Igusa surconvergente et variétés de Siegel

DEFINITION 6.7.1. Pour tout n > 1, on pose T, , = ,ﬁf% = Isom yrig (4 (,ugn,Ln) ; C’est aussi
le torseur des Z /p™ Z-bases de L, (—1). C’est un revétement fini étale de X"8(v); c’est un
torseur étale sous le groupe GLy4(Z /p™ Z) pour 'action & gauche donnée par v-v = v oy L Le
pro-espace rigide Téci,%v, limite projective des Tﬁi,%, est un My-torseur étale qui proreprésente le
foncteur des bases de L(—1).

REMARQUE 6.7.2. Comme pg est surjective par [FCI0, Chap. V], il en est de méme pour p, ;
la tour d’Igusa surconvergente Toc, est donc géométriquement connexe.

Par normalisation du W-schéma formel X*(v) [AGQOT7], on peut aussi définir des modéles
entiers normaux T,fw — Xf(v); ces morphismes sont finis et plats, génériquement étales,
galoisiens de groupes M(Z /p" Z). 1l est clair que les schémas formels T,fw sont connexes. On
note cho,v la limite projective des T,fw. C’est un espace topologique (limite projective des fibres
spéciales des T,fw), annelé, mais ce n’est pas un schéma formel (les anneaux de fonctions ne
sont pas p-adiquement complets).

Contrairement a pg, la représentation p, n’est probablement pas cristalline ; plus précisé-
ment, avec les notations de 6.6} pour Spf(R’) C Spf(R) C X'(v) non contenu dans X*(0),

considérons la représentation Vi de Gal(R//R') associée par restriction de L a Spf(R'). A
l'aide de Panneau de périodes Apis(R’) défini dans [Bri08|, on définit le morphisme

VR’ ®Zp Acris(R/) — (VR’ ®Acris(R,))Gal(ﬁ/R,) QR ®Acris(R/)-

Nous pensons que ce n’est pas un isomorphisme. Cependant, rappelons qu’a la suite de travaux
d’Abbés-Mokrane [AM04] et Andreatta-Gasbarri [AGOT|, Fargues et Tian [F'T10] ont défini
pour tout p > 2 des sous-groupes canoniques supérieurs : pour tout n > 1 et pour tout
réel positif v, < 2]),1%1 sip>3etuv, < 3% si p = 3, il existe un BT, totalement isotrope
H, C A]p"] au-dessus de X"8(v,) dont la restriction au-lieu ordinaire est canoniquement
isomorphe a A[p"]°.

LEMME 6.7.3. Pour tout n > 1, il existe 0 < v, < min (2p,ll_1, U%M), tel que la restriction de
L, & X*8(v,) est isomorphe au faisceau étale associé a H,.

Démonstration. Soit n > 1 et v < min (2p’%*1’ ”‘;M) (rappelons que p > 3); soient H,, le sous-
groupe canonique défini par Fargues et Tian sur X (v) et L, le n-iéme échelon du faisceau lisse

surconvergent défini en [6.1.3

D’aprés Rem. 3.4.12 (i)], on sait a priori que le germe du prolongement du re-
vétement fini étale A[p"]° — X8(0) est unique, de sorte qu’il existe v, > 0 assez petit et
un isomorphisme i, : L, =& H, au-dessus de X rig(vn) (cet isomorphisme est canonique par
prolongement analytique). O

On en déduit le

COROLLAIRE 6.7.4. La restriction de la représentation L,, & X"8(v,) (pour v, assez petit) est
cristalline.
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REMARQUE 6.7.5. (1) Notons que la suite des rayons des tubes X"8(v,,) ott H,, est défini
tend vers 0 , de sorte qu’en passant a la limite projective, la représentation LL elle-méme
n’est cristalline dans aucun voisinage strict du lieu ordinaire.

(2) La question de savoir si cette coincidence a lieu sur tout le domaine X"&(1/2p"~1)
reste ouverte.
(3) La question de la compatibilité de I’application de Hodge-Tate classique

HTnZ Hg — an/Xf(vn)

avec celle donnée par une hypothétique structure entiére de LY (1) — wy /X118 () €St
ouverte, a part si n = 1, comme on le verra plus bas (théoréme B2.2)).

On déduit du lemme [6.7.3] un énoncé de modularité des différents crans de la tour d’Igusa
surconvergente (mais pas de la tour entiére) :

COROLLAIRE 6.7.6. Pour tout n > 1 et pour v, assez petit (et comme dans le théoréme), le
diagramme

THE —— X5 (p")

\ |

X7(0) — XEE(p")
se prolonge a X"8(v,,) :

Tns, — X5 (0")

J !

Xrig (’Un) . ng (pn)

Soit X, 1"ig( ")(v,) limage inverse de X"8(v,) dans X rig( ") ; Vimmersion ouverte TS, —
X[8(p™) identifie Tp%, a la composante connexe de X%(p™)(v,) contenant les (A, H), ")
(avec les notations de[5.3), ou le sous-groupe isotrope maximal H], est de type multiplicatif.

Ceci fournit une interprétation modulaire de Tﬁiﬂg, pour tout n > 1, pour v < v,.

Démonstration. On observe d’abord que pour v, assez petit, ’ensemble des composantes
connexes de X“g( ")(vy,) est le méme que celui de X“g( ")(0), ce qui résulte de [Poi08|
Théoréme 2|. Soit X[;(p™)(vyn) la composante connexe de X rlg( ™)(vy,) contenant la compo-

sante connexe ordinaire de type multiplicatif X[;(p™)(0); il s’agit de voir qu’elle coincide avec

I'image de T7.%,. Comme le diagramme

g S
Thf%, ——= X (") (vn)

} I

X8 (vy,) - Xé(ﬁ")(vn)

est cartésien, pour voir que f est un isomorphisme, il suffit de voir que g en est un : il s’agit
de vérifier que le sous-groupe canonique H,, C A[p"] est l'unique sous-groupe lagrangien fini
et plat de A[p"] au-dessus de X*&(v,,) dont la restriction & X*8(0) est A[p"]°. Ce n’est autre
que I’énoncé de [AGOT7, Théoréme 3.5|. O

21



OLIVIER BRINON, ABDELLAH MOKRANE AND JACQUES TILOUINE

En vue de la section suivante, on introduit le quotient T]rlg .= NJ \Téégfy et le quotient
“g de THe 50w par le sous-groupe d’Iwahori I de GLy4(Z,); on a aussi Tlrfg = B™(Z /p Z)\Tiif.
Notons que TN T classifie les drapeaux lagrangiens complets rigidifiés de L(—1), c’est a dire
0

les suites strictement croissantes 0 C M; C ... C M, = LL(—1) de sous-faisceaux lisses avec
pour chaque i =1,..., g une Zy,-base ¢; de M; / _MMi — 1 . ’espace rigide T g classifie donc
les drapeaux complets lagrangiens 0 C N; C ... C N de Li(—1) par des falsceaux localement
constants tels que pour chaque i = 1,...,g9, N,/N,_; = Z /pZ (mais I'isomorphisme n’est pas
spécifié), au-dessus de X'&(v). Si B désigne le sous-groupe de Borel de Spy, contenant l'image
de Bt dans M, la variété de Siegel Xp(p)x classifie précisément ces drapeaux complets dans
les sous-groupes lagrangiens H' de A[p|, et 'immersion ouverte Tlrjf — X*(p)k induit un
plongement T;ifj — ng(p) k. L'image de ce plongement est la composante connexe X5 (p)(v)

de ng (p)(v) qui contient le lieu ou le sous-groupe lagrangien H' est de type multiplicatif ; ce
plongement va jouer un réle important dans les sections suivantes.

7. Modules des formes Igusa-surconvergentes

7.1 Faisceau des formes de Siegel classiques

Soit f : A — X la variété abélienne universelle principalement polarisée de dimension
g et munie d’une structure de niveau I'. On note encore A — Xp(p) son changement de
base a Xp(p). Soit w = fiQy x le faisceau des différentielles relatives; il est localement
libre de rang g. Soit 7 = Isomyx (0%, w) l'espace des bases de w; le morphisme 7: 7 — X
est un GLg-torseur pour I'action & gauche donnée par h -7 = 7o h=! pour tout h € GL,
et tout point 7 de 7. Notons que T xXx Xp(p) = IsomXB(p)(Og(B(p),wA/XB(p)). Soit N,
resp.N~, le sous-groupe unipotent supérieur, resp. inférieur, de GL4. Soit X*(7)" le cone
des poids NT-dominants de GLg; il s’identifie aux g-uplets k = (ki,...,kg) € Z9 tels que
ki > ... > kg par k: t = diag(ti,...,ty) — th = tlfl ---t];g. Le groupe GL, agit sur 7,07 par
(h- f)(r) = f(r o h™!) pour tout isomorphisme 7: O% = w. Comme le tore 7' normalise N,
il agit sur le faisceau des invariants (m,O7)™ . Soit k = (ky, ... ,kg) € Z9. On définit (suivant
[[1id02] et [Pil12) Section 1.1 et Définition 1.4]) le faisceau localement libre w” des formes de
Siegel classiques de poids k sur X par

o = (mOnY [H]
LEMME 7.1.1. Les sections de w® sont les fonctions f(r) sur T telles que tn™ - f = t* - f pour
toutt€T etn~ € N™ et on a
(. Or)N GD w”

keX*(T)

Le changement de base de w* & Xp(p) a une définition analogue en utilisant 7 xId Xp(p): T X
Xp(p) = Xp(p) au lieu de 7. On définit les K-espaces vectoriels M (I'; K), resp. M(I'p(p), K),
des formes modulaires de Siegel classiques de niveau I' resp. I'g(p) par

M@, K)=H(X,(m.on)" )= @ M"N;K)
keX*(T)
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et
(U5(p). K) = H'(Xp(p). (.07 ®0x Oxpp)” )= D M'Ts(p)iK)
keX*(T)
ott lon a posé¢ M*(T'; K) = HY(X,w"), resp. M¥(T'p(p); K) = H*(Xp(p),w").

7.2 Faisceaux des formes Igusa-surconvergentes
Fixons un rationnel v tel que 0 < v < ”‘;’TM et une extension finie K de K, contenant

un élément de valuation v, qu’on note pv; soit Tt . . resp. T]fv+ " la normalisation de X f(v)
0

00,07
dans Tgo » » resp. dans le quotient T;i = NSF \T5%. On considére les morphismes de Oc-
) 0 sV

(pro)schémas formels %g: T — TIf’U et 7T§2 ijvg,v — Tvav. Notons que 'action du groupe

00,V

d’Twahori I sur Téé%v donnée par (g- f)(€) = f(g~'€) se prolonge par continuité a T, . mais

00,V
’ ) A : f + _ pf
qu’on n’a pas nécessairement T /Ny~ = TNJ )
k)

Notons que %g et 71'5 sont affines, de sorte que les images inverses d'un ouvert affine Spf(R)
de TIf » sont données par des algébres R, et R+, réunion d’algebres admissibles R, resp.
R+, finies normales et étales hors de p au-dessus de R. Ces algebres sont donc p-adiquement

0

complétes, mais pas leur réunions. On forme les faisceaux d’algébres R = 7f O et R+ =
’ Iv* Too,v N()

712*(’) qui a un ouvert affine Spf(R) associe RNO+. Par EGA 0.3.2.6, on peut former les

f
TN7L

,U

faisceaux de Zariski

R=ImR/P"R, Ry: =lmRy+/p" Ry

complétions p-adique sur Tlfw de 7%, resp. R N

Soit A = R[%] et U = Spm(A) l'affinoide de Tlrig associé a A; pour tout n > 1, soit

R,,, resp. RNJ,n la cloture intégrale de R dans Tp.5 resp. T;;?n,v, et A, = Ry[p7Y], la A-

algébre de Banach finie étale définissant Tﬁi,%\U. Rappelons que le K-espace rigide Tﬁi,% est
géométriquement irréductible; le corps K est donc algébriquement clos dans A, pour tout
n = 1 et W coincide avec sa cloture intégrale dans les anneaux R,. On munit chaque K-

R NF ,
algébre A,, resp. A Nin = Ap° de la norme donnée par

—log |f| =inf {z € R, p"f € Ry}

Cette définition est compatible avec celle de la norme de A associée & R. Pour tout n > 1,

Ialgebre A, munie de cette norme est un espace de Banach et les injections Ay, — Ay
0> 0

sont des isométries. Notons que le groupe des normes de A,\{0} coincide avec celui de K*.

Soit Ay, resp. ANO+, la réunion des A,, = Rn[%] resp. ANcT .

On forme la complétion p-adique A N de algébre A NF = RNJ [1/p] réunion des A N‘I’n =
N
Ry [1/p]; c’est une algébre de Banach sur A. Par le ThIG.6.2] elle coincide avec Ay, ° . La

—_— .
localisation R N+[%] définit un faisceau de Zariski sur I'espace rigide T7'% dont les sections sur
0 )
—_—

+
U s’identifient au A-module de Banach Aﬁo . Plus précisément, pour tout ouvert affinoide
U = Spm A de X"8(v) et pour tout recouvrement (U;); de U par des ouverts affinoides
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U; = Spm(4;), d’intersections affinoides U; N U; = Spm(A;;), on a une suite exacte

0= Ays = l_IAz‘,NO+ — H A g
i i3
par quasi-compacité, on peut supposer ces recouvrements finis; la suite ci-dessus induit donc
par complétion p-adique une suite exacte

0= Ay = [TA v = TT40 N
i i

Soit N;  le noyau de la réduction modulo p de N, . On a la décomposition d’Iwahori

. . glg=1)
I = Ny x Ty x Ng. On considére les espaces analytiques affines (N 7)2 = (Ag E ) et

7% C (A9)* munis de leurs normes standards, notées ||. Pour tout couple (w,u) de nombres
rationnels strictement positifs , on pose

N~ (w) = {n~ € (N7)™; (@ny € Ny)|(ny)"'n™ =1 <p™"},

T(u) = {t € T*; (3t € Tp) |tty* — 1] <p "}
Ces définitions sont compatibles avec celles de [Buz07, Chap. III, Sect.8| ot ces voisinages sont
notés B, resp. B)X.

LEMME 7.2.1. La multiplication a gauche par I laisse stable le sous-espace N~ (w) x T'(u) x
(N*T)* de GLY", pourvu que w > u > 0.

Démonstration. Soit w > u > 0. Par la décomposition d’Iwahori, il suffit de vérifier I’énoncé
pour N;". Soit ng € Ny ; il faut montrer que ng-n~ = v vt ot v™ € N~ (w), 6 € T(u) et
vt e (NT)*. On peut supposer que ng = uq(z), ol u, désigne le sous groupe a un paramétre
associé & une racine positive « (relative au Borel supérieur de GL,), et x € Z,,. Dans ce cas, on
suffit de prendre n~ = u_g(\) pour toute racine positive 5 pour laquelle —5+« est encore une

racine positive ou nulle, et pour un A de la droite affine A*" w-proche de pZ,, : |A—py| < p~™™.
On se raméne ainsi & un calcul dans SLy ou SLg.
e Dans SLy (cas ot § = «), on cherche le membre de droite de :
1 =z 10\ (10 0 0 1 n
0 1 A1) LN 0 0 0 1
—w

ott ', 0, 0" et pu sont tels qu'il existe y' € Z, et t,t' € Z; tels que [N — py'| < p~*,
0t~ — 1] <p™ |0/(¢)" L =1 < p7™ et u € A% On trouve § = 1+ 2\, N = N~}
et #/ =1— N6A. On vérifie facilement que pour w > u > 0, t = ﬁ, y =y, t' =t!

conviennent.
e Dans SL3 (cas ot 8 # «), on cherche le membre de droite de :
1 0 =z 100 1 0 0 1 p
0 0 1 01 0]=1010 01 0
0 01 1 X1 0 XN 1 0 0 1

et on trouve de manére similaire que les nombres cherchés existent et sont dans les
.. .. %
w-voisinages de p Z,, resp. u-voisinages de Z, .

O

On suppose désormais w > u > 0 et on considére N~ (w) X T'(u) comme un sous-espace
de GLg" /(N)™, sur lequel I opére par multiplication & gauche.
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On définit alors le préfaisceau O, ,, dont les sections f sont les sections de 7€N\0+[%] qui
sont (w,u)-analytiques, c¢’est-a-dire telles que l'action de I sur 7/?\,[%], ou plutot de Ny x Tp =
I /Ngr par njtg — njto - f, se prolonge analytiquement au voisinage rigide quasi-compact
N~ (w) x T'(u) d’ordre (w,u) de Ny x T dans le Q,-espace analytique (N~ x T)an,

LEMME 7.2.2. Le préfaisceau O, est un faisceau de Zariski.

VW

Démonstration. Soit U = Spm A un ouvert affinoide de X"8(v) et (U;); est un recouvrement
de U par des ouverts affinoides U; = Spm(4;), les applications de restriction fournissent une
application linéaire continue injective ¢ entre K-espaces de Banach

—_— L —_—
AN(-)F — HAN(T,Z'
i

cette application est fermée et par le théoréme/di I’application ouverte, la norme de ZO\O
est équivalente & celle induite par celle de ], A N Par conséquent, si f € ANJ d’image
(fi)iell;A N est telle que pour tout ¢, nj to — nj to - fi se prolonge analytiquement, il en

va de méme pour ny to — nyto- f. O

. +
Etant donnée une algébre affinoide A = Oic(U), soit A N = AN et A(N~(w) x
I,v
T(u), A N0+) I’espace des fonctions rigides analytiques a valeurs dans le Banach A N On munit

le K-espace A (N~ (w) x T(u), Z]\E) de la norme

Ly = sup{le(9)lp; g € N~ (w) x T(u)}
Cette norme confeére a A (N~ (w) x T(u),zj\g ) une structure de A-module de Banach (voir

[Buz07, Sect.2]). Considérons I'action de I sur A (N~ (w)xT'(u), ZJ\E) donnée par (y4-f)(g) =
v - f(y tg) pour v € I. Le A-module des sections de O%,, sur l'affinoide U = Spm(A) n’est

VW

autre que le sous-module Invy des invariants par I de A(N~(w) x T'(u), Z]\E) C’est un A-
sous-module de Banach de A(N “(w) x T(u),zj\g ) Notons qu'on a des structures entiéres

naturelles sur ces espaces définies en remplacant les séries dans A(N “(w) x T(u), ZJ\E ) par

des séries & coefficients dans RNo oo- On y reviendra dans la section 9. Rappelons la définition
donnée dans [AIP, Appendice A].

DEFINITION 7.2.3. Un faisceau F sur un espace rigide X est dit de Banach si
(1) pour tout ouvert affinoide U de X, F(U) est un Ox (U)-module de Banach ;
(2) les applications de restrictions sont continues;
(3) il existe un recouvrement affinoide admissible (U;);er de X tel que pour tout ouvert
affinoide V' C U, 'application

Ox(V)®oy wyF(Ui) = F(V)

est un isomorphisme.

—

T
On a vu que la A-algebre OF ,(Spm(A)) s'identifie & Invy € A (N~ (w) x T'(u), Al ).

LEMME 7.2.4. Le faisceau O,/ ,, sur T}if est de Banach ; il est muni d’une action analytique
unitaire de T'(u).
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Démonstration. Pour tout affinoide U = Spm(A) de Tlrif, la description ci-dessus de Oy ,,(U)
permet de munir cet espace d’une structure naturelle de A-algébre de Banach. De plus, par
cette description, si A — B est un morphisme de K-algébres affinoides associé a une im-
mersion ouverte Spm(B) C Spm(A), on voit que pour tout n > 1, le morphisme naturel
B®sA Nfn ™ B N n est un isomorphisme ; en passant a la limite inductive et en complétant,
on a B®AANO+ s BN0+ ; il en résulte que

B&A (N~ (w) x T(u), Ay+) = AN~ (w) x T(u), By+)

En effet, on peut réécrire les deux membres comme
(B®AAN:)ExA (N~ (w) x T(u), K) = By Bx AN (w) x T(u), K)

Comme B est topologiquement plat sur A (voir [BOT8, Sect.1.7, Cor.5|), B&4Inv 4 s’identifie
A Invpg par I'isomorphisme ci-dessus. Il en résulte que le morphisme de restriction

Opw(SPm(A)) = Oy, (Spm(B))

est continu et induit un isomorphisme B@Aog,w(Spm(A)) — Oy ,(Spm(B)). Enfin, en posant
t-p(g) = ¢(t1g) pour tout t € T(u) et pour toute fonction ¢: N~ (w) x T'(u) — ;1\0071,, on
définit bien une action analytique telle que [t - @[y, = @[} - O

DEFINITION 7.2.5. Le faisceau Oy, est appelé faisceau universel des formes (v, w, u)-Igusa-
surconvergentes.

Pour définir le sous-faisceau universel O, | des formes cuspidales (v, w, u)-Igusa-surconver-
b b
gentes, on va définir dans la section suivante le g-développement des sections de Oy ,,,.
b

7.3 Compactification toroidale et g-développement
On utilise les notations de la section

Soit II I'ensemble des classes de I'-conjugaison de la classe de Spy,-conjugaison du para-
bolique de Siegel @ ; II s’appelle I’ensemble des N-pointes (ou pointes de niveau N), c’est
un ensemble fini. Soit [P] € II une telle classe, soit P un représentant de [P]; le radical uni-
potent Up(T') de P N T est un groupe abélien libre de rang d = g(g—;l); considérons le tore
Tp = G, ®Up(T"), de groupe des caractéres X *(Tp) canoniquement isomorphe au dual Up (T")*
de Up(I") dans Up(R) (pour P = @ et I' = I'(N), le parabolique de Siegel, Up(I') = NSy(Z)
et X*(Tp) s'identifie a 57 (Z) ot S3(Z) est le groupe des matrices symétriques demi-entiéres
de diagonale entiére). On a une immersion torique Tp — (Tp)s, obtenue par recollement
des immersions torique affines Spec (W[[qT;T co'nNX *(Tp)ﬂ), o € Xp. Par construc-
tion du morphisme f: G — X, pour chaque pointe de représentant P, il y a un morphisme
¢, (Tp)s, — X tel que le pull-back de f par ¢y, s’identifie au quotient de Mumford Gp
du tore G, par un réseau Lp libre de rang g, avec polarisation. En fait, ¢y, se reléve en un
morphisme @y, : (Tp)s, — T puisque le pull-back ¢35, ,w posséde une base canonique. Ceci
entraine aussi que pour tout k € X*(T)7, QS*ZPwk pour tout k € X*(T)*. Pour toute section f
de w¥, on peut écrire o5, H=>r arq’, la somme portant sur les éléments semi-positifs de
Up(T)* (voir [FC90, Chap.V]). On peut donc donner une autre définition de la cuspidalité qui
n’utilise pas X . Soit k € X*(T)T ; une section f de w* au-dessus de X, est cuspidale si pour
tout [P] € II, élément @5, (f) = > 7 arq’ € K((¢";T € Up(T)*)) a tous ses coefficients ar

nuls pour les 7" non définis positifs, c’est a dire que T' n’est pas dans Up(T')**+ = oVt

oEXp
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ot 0¥t désigne I'ensemble des T' € Up(R) tels que Trp(T'S) > 0 pour tout S € Int(o) (la trace
Trp étant définie par transport de la trace Tr: Sy(R) — R par un isomorphisme, induit par la
conjugaison : Up = (S, +)). On obtient ainsi une définition de wy, sur X équivalente a la pré-
cédente et indépendante de la compactification toroidale. Le principe du g-développement clas-
sique exprime I'injectivité pour chaque [P] € II du morphisme @3, : HY(T,07) — K (™))
donc a fortiori de @5, MFT;K) — K((¢T)) pour tout k& € X*(T). Cet énoncé est encore
valable en niveau Np, a condition d’interpréter les N-pointes [P] € II comme des Np-pointes
non-ramifiées. Rappelons qu'une Np-pointe est dite non-ramifiée (en p) si c’est la I'g(p)-classe
de conjugaison d’un parabolique P qui est conjugué au parabolique de Siegel ) par une ma-
trice v de Spyy(Z) dont la réduction dans Spy,(Z /NpZ) = Spy,(Z /N Z) x Spyy(Z /pZ) est
de la forme (¥y,7,) avec 5, = 1. On peut ainsi identifier les N-pointes au sous-ensemble des
Np-pointes non-ramifiées. Avec cette identification, le principe du g-développement classique
en niveau Np s’énonce :

LEMME 7.3.1. Pour chaque N-pointe [P], les applications @5, : H(T x Xg(p),priOr) —
K((q") et, pour tout k € X*(T), XS M*Tg(p); K) — K((¢")) sont injectives.

Observons que le schéma semi-abélien Gp — (Tp)s, est ordinaire; en passant aux sché-
mas formels obtenus par complétion p-adique, I'image de ¢y, est donc contenue dans X f(0).
Ce morphisme se reléve canoniquement en ®x,: (Tp)sp, — Toon = Isom gy g (19, G[p™]°)

~

puisque les quotients de Mumford Gp sont munis d’'un isomorphisme canonique ugoo =
G p[p™]° qui fournit d’ailleurs une trivialisation canonique du faisceau we, /(Tp)s, - On définit
alors le g-développement en [P] d'un élément f de la complétion p-adique de HO (cho,v’ OTOM)
par @5 (f), quon peut voir comme une série ZTeUp(F)* arq’ la somme portant sur Up(I')*.
Le critére de cuspidalité est : pour tout [P] € IT, on a ar = 0 si T n’est pas dans Up(T')*** =
N vy p oV"T comme ci-dessus. La restriction

¢p: Spm (K((q") = X"8(v)
de ¢y, possede un relevement
®p: Spm (K((¢") = T3&,

donné par la base canonique de T,,A°(—1) (qui coincide avec L(—1) sur le lieu ordinaire). Avec
les notations de [6.3] on a

REMARQUE 7.3.2. Les morphismes rigides ¢p et ®p ont des modéles entiers formels :
¢p: Spf (Ox((q") — X' (v)
et
®p: Spf (Ox((q") = Ta,
On en déduit pour chaque classe [P] € II un morphisme
Op: R=m1:0pc = Ol(a")
o

qui se prolonge par continuité aux complétions p-adiques

—

Dp: RNO* — O.K((q1)

et donc
— 1

Bhs Ry 1] = Oc(a) )
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d’ou
—— 1
Op: Oy — OIC((qT))[];]
Le principe du ¢g-développement [7.3.3] se généralise aux formes surconvergentes :

LEMME 7.3.3. Pour tout [P] € II, I'application ®%,: 7€N\0+ — Ok ((¢T)) est injective de conoyau
sans p-torsion. En particulier ®}: Oy ,, — (’);C((qT))[%] est injective.

Démonstration. 1l résulte comme d’habitude de ce que ®p est un isomorphisme entre un
voisinage formel épointé de la pointe associée a [P] dans le Ox-schéma formel connexe X' (v),
resp. Ty, avec la complétion p-adique de Ox((¢; T € Up(T)* NaV)). O

DEFINITION 7.3.4. Le sous-faisceau Oy, , | de Oy, des sections f telles que pour tout [P] € 11,
O%(f) =Y parq’ satisfait ar = 0 & moins que T' € Up(I')** est appelé faisceau des formes
cuspidales (v, w, u)-surconvergentes.

LEMME 7.3.5. Le faisceau O, | est un sous-faisceau de Banach de O,/ .

Démonstration. Si U = Spf(A), on a vu que Oy ,,(U) s’identifie au A-sous-module Inv(A) des
I-invariants de A (N~ (w) x T(u),goo). Pour tout [P] € II, ®%: AN~ (w) x T(u), Aso) —

o —

O;C((qT))[%] est continu et compatible & la restriction A — B si V = Spf(B) C U = Spf(A).
On proceéde alors comme dans la démonstration du lemme [7.2.4] O

7.4 Modules sur ’espace des poids

Soit W = Homcont(To,Gf;g), le Q,-espace rigide des poids. C’est une réunion finie de
copies du polydisque ouvert D de dimension g, de centre 1 et de rayon 1. Si Ty = A x 17,
ol A est fini d’ordre premier a p et T} est pro-p, on peut identifier W a A x D en fixant
u=(14p,...,14p) et en identifiant K € W avec (k|a, k(u)). Le groupe abélien X*(T') des
caractéres algébriques de T' est contenu dans WW. On appelle ces poids les poids classiques. Pour
toute algebre affinoide A et pour tout caractére continu k: Ty — A, on sait ([Buz07, Chap.
III, Prop. 8.3|) qu’il existe u > 0 telle que k se prolonge analytiquement au voisinage T'(u)
d’ordre u de Ty dans 7. Si u < o/, T'(v') C T(u); en posant W(u) = Homu, (T'(u), G2'), on
a donc une réunion croissante par des ouverts rigides W = (J,,-o WW(u). Notons que les poids
classiques sont dans W(0); ils sont méme dans 'ouvert affinoide Uy, des poids accessibles :

Unce = {r €C W(0); |r(w) — 1] <p~ '}
Pour u > 0 fixé, on notera U,, un ouvert affinoide contenu dans W(u).

DEFINITION 7.4.1. Pour toute extension finie L de K et pour tout x € U, (L), on note Oy,
resp. (’)1";”7“}7! le sous-faisceau de Oy, @ L, resp. de O;iw,! ®p L, des sections sur lesquelles
T(u) agit par kL.

On définit le L-espace vectoriel M, (Pg(p); L) = H (T}, OF ), des formes Igusa surcon-

vergentes de poids « resp. Sy, (I'p(p); L) = HO(TLU, or )

v,w,!

Commentaire : On peut aussi donner une définition plus géométrique de OF . Pour tout

Kk € Uy, (L), considérons le fibré rigide en droites T;’fg — Tg}f donné par
oY 0Y
K,ri i B(T’H 1 ri
Trre = qrie S5 AL T

+ +
Ny v By
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ot I'action de By sur la droite affine A! est donnée par  : (€ -t,\) ~ (&, k(t)A\). Notons que

ce fibré est trivialisé par pull-back par le revétement proétale TE?U — Tg(_;%

Soit Q"8 le faisceau sur Tg(_;% ) des sections analytiques rigides de ce fibré. Comme T]fvO+
est défini par normalisation, il est muni de 'action de Tj. Les auteurs ignorent si le quo-

tient Tf | /Ty est normal; on le note TF, = Tt . /Ty il est muni d’un morphisme fini
Ny v By v Ny v
f .

L T;Otv =T},
Soit Q' le faisceau sur T;Jr ) des sections formelles du fibré en droites formel
o
B+,n
T;;;v =7t % AN Ty
et soit
N = T S

et R sa complétion p-adique. C’est un faisceau en Or-modules de Banach sur 77, de sorte
que R*[p~!] est un faisceau en L-espaces de Banach. Pour tout ouvert affinoide Spm A de
Tt ., on notera A%, le ABg—module des sections sur Spm A de RY ;. [p~!]. Le faisceau OF |
0 0 K bA
s’identifie au sous-faisceau de R*[p~!] des sections pour lesquelles 'action de Ny se prolonge
analytiquement & N~ (w). On peut donc identifier les sections de (’)’;W sur Spm A au produit
fibré d’espaces de Banach

/,{/\

A N X

o(n; ) A (N (w), A%

pour les morphismes f +— (n] — nj - f) et le morphisme de restriction de N~ (w) & Ny .

Plus généralement, pour chaque u > 0, on considére sur Tlrfg x UL le faisceau O})‘,w@(%{u et
le sous-faisceau Oy, (resp. OS::UJ pour les formes cuspidales) constitué des fonctions propres
pour le caractére universel k,,: T'(u) — O . Par le lemme [L24] ci-dessus, Oy, est un faisceau
de Banach; par conséquent (’)Zj’w@(’)uu est un faisceau de Banach sur 77, x U, et son sous-
Module espace propre pour k, est également un Oy, -Module de Banach. Plus précisément,
pour tout domaine affinoide €2 C U, et pour tout sous-domaine affinoide U de 17 ,, on a un
isomorphisme de modules de Banach (ce sont des K-espaces vectoriels) :

——— Kuy - ——— Kuy
O X D = Ay X ) AN A7)
ou m)ﬁu = (ZJE@) KA(Q, K ))H“. Grace a cette description, la propriété de faisceaux de

Banach est évidente : si ' C Q C U, et si U' C U C T, Vapplication de restriction

Ore (U x Q) — O (U x )

v,w,! v,w,!

est continue et induit un isomorphisme

O(U/ X Q/)®O(UXQ)OHH (U X Q) :) 05:;07!([]/ X Q/)

v,w,!

DEFINITION 7.4.2. Les A(U,)-modules de Banach M} (Pp(p)) = HO(T7, x Uy, OF,) et

Syu,(Cp(p)) = HO (T x Uy, OF* |) sont appelés modules des U,-familles de formes (v, w)-
[gusa-surconvergentes.
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REMARQUE 7.4.3. Pour tout s € U,, I’évaluation x: A(U,) — L induit un morphisme injectif

(1) M7, (Ca(p) ©a@u)x L = My, (Us(p); L)
resp. (2)  5y5(I'B(P) ®a@w)x L — S5 (TB(p); L)

La question de savoir si cet homomorphisme est surjectif est délicate. On verra de deux ma-
niéres que la réponse est positive pour (2), d’une part grace aux travaux de [AIP], et d’autre
part directement, dans la section 9. Mais la réponse est probablement négative pour (1).

Rappelons qu'on a X*(T') C Uace(K). En notant kuce le poids universel sur Uyce, on a donc
pour tout k € X*(T) :

Space(Tp(p) @A)k K = St (T (p); K).

LEMME 7.4.4. Les homomorphismes A (Uy)-linéaires M*, , — M ., et SG* = S5 » sont
complétement continus.

Démonstration. On considére un recouvrement fini de X (v”) par des ouverts affinoides (U/)
dont les intersections deux & deux sont affinoides; on a

HO(X (), 052,) = Ker (@D HY(UL, 053,) — D HWL N 1}, 05,))
i %,J

I1 suffit donc de montrer que pour chaque inclusion stricte d’ouverts affinoides U’ C U” de
X (v'), resp. U' x Uy, dans U” x U,,, 'application A (U, )-linéaire de restriction

HO(@" % UwOS;wa — HO(U" x uw(’):f,‘:w,,)

est complétement continue. Soit A(U’) NG Tesp: AU g la cloture intégrale de I'algebre
de Tate A(U"), resp. A(U") des fonctions rigides sur U’, resp. U”, dans Ty o vesp. Ty
Cette application peut s’écrire comme 'application de restriction entre K-espaces vectoriels
de Banach

_ T ~ o\ V1 _ TN o\ V1
A (N (W), (A{U") s Bk AUy, K) ) S A <N ("), (AU") yt B AUy, K)) )
Cette application est induite par le produit tensoriel de deux applications de restriction :
AN~ (), K)&x (A(U") y3 Ok AUy, K))™ = AN (w"), K)@x (A(U") y+ O AU, K)™

Ces applications sont complétement continues, donc le produit tensoriel est complétement
continu. Plus précisément, la restriction de N~ (w’) & N~ (w”) est évidemment complétement
continue. Pour voir que la seconde est également complétement continue, on observe que si
h désigne un relévement p-adique de l'invariant de Hasse, on a A(U") = A(U’) 1%}; on a

o —

donc aussi A(U”)NO* = A(U’)NJ{%}. et la restriction s’identifie a I’application A(U/)NO*"
lingaire qui envoie Y, an(p® h~")" avec a, € A(U’)NJ, ap — 0 sur 3 an(p? =" )" (pY h= )

dont la matrice diagonale diag((p”/*””)"), est sommable, de sorte que cette application est
complétement continue. O
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8. Relation avec d’autres formes modulaires

8.1 Relation avec les formes modulaires classiques
Soit T 5 X le GLg- torseur des bases du faisceau localement libre w = f,£24,x. Pour tout

ke X*(T)", on a défini le faisceau w* sur X des formes de poids k par w* = (m,O7)"  [—k].

Le sous-faisceau wy, des formes cuspidales est 'intersection des noyaux des ®%, [P] € II.
Rappelons qu’on a construit (Corollaire 6.6.3) un morphisme de faisceaux HT: LY (1) —
WA/Ty, SUT ng pmfet, qui, pour tout objet T" de ng Profét opvoie une Z,-base de LY (1)(T) sur
une (’)T base de wA/Ty, ®@T (’)T Pour tout objet T de ng Profét ot toute base v=(v1,...,7)
de L(—1)(T), de base duale v", on note HTI(v) la Op-base de w ®or, , Or donnée par la
formule
HTI(v) = (HT(vY),...,HT(v,)).

)

. fét i fét
Le Tt ,-schéma ’7}3 = T"8 X xuia T, définit un faisceau en ensembles 'Eflg POTE sur TSP

qui & tout objet T de T;lf Profét osocie 'ensemble des Op-bases de wy /Ty ®Or, Or.

De méme, le T7 ,-prorevétement étale Ti, , — 17, définit un faisceau en ensembles ngﬁfét
sur Tr1g profét qui a tout objet T de Tr1g profeét associe 'ensemble des Z,-bases de L(T) =

i, iy, L (T,).

DEFINITION 8.1.1. Cette application définit un morphisme de faisceaux sur TIlg oprofét

. rprofét rig,profét
HTT: TR — 770

appelé morphisme de Hodge-Tate-Igusa.

Notons qu’on ne peut définir ce morphisme au niveau des schémas formels car le morphisme
de faisceaux HT n’est défini qu’au-dessus de la fibre générique du schéma formel X' (v).

LEMME 8.1.2. Pour tout vy € I, on a HTI(y.v) = !y~1 . HTI(v). En particulier, si to € Ty C I,
on a HTI(tg.v) =ty * - HTI(v).

Démonstration. Une base v de (1) peut étre vue comme un isomorphisme v: ZJ — L(-1)
et sa base duale comme l'isomorphisme (v")~!. Sur une base affine Spf(R) de X'(v), pour
toute extension S de R intégralement close non ramifiée hors de p, application HT a été
définie comme l'inverse de l'application duale de HT: L(—1)(S) — w" ®r S [%] On a donc

-1 ~
HTI(v) = HT(v") = HT ooV ", de sorte que pour tout 7 € I,

-1 _

HTI(vory~!) = HT ov" o by =ty=L HTI(v).

Siy =ty vt = to_l d’ou la deuxiéme formule. O
On en déduit

PROPOSITION 8.1.3. Pour tout poids classique k € X*(T) C W(K), l'application HTI in-
duit des injection de K-espaces vectoriels HTT*: M*(T'g(p); K) — MF (I'; K) et respecte la
cuspidalité : HTT*: S*(T'g(p); K) — Sﬁw(r; K).

Commentaire : On verra (section 10) que ces injections sont compatibles avec les opérateurs
de Hecke hors de p ainsi qu’avec U,.
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Démonstration. Soit f une section (algébrique) de (W*OTXB@))N_- On a vu que T;ff s’identifie
a la composante connexe X% (p)(v) de Xp(p)"&(v). Par restriction et analytification, on consi-
dére f comme une fonction sur 778 x X (v) Tlrjf; on peut donc former f(v) = f(HTI(v)).
Vérifions que f est une section de Oy - Soit vy la base tautologique de L(—1)(TX8,). Le
ThE62 fournit un morphisme I-équivariant

HT: L(-1)(T58,) = w, jris D0,

I

—

7TI7*OTC1;égv .

On a alors f = (f ®1)(vg) € 7%[%] Comme f est N~ -invariante, f est invariante sous Ny

et par conséquent est une section de RN [%] = @[%], par [6.6.2]

De plus, la fonction F': I — RNJ[%] définie par v+ (v — f(y~!-v)) se prolonge en une
fonction analytique F(h) sur 'ouvert analytique N~ (w) x T'(u) x (NT)** de GLJ", pour un
couple (u,w) de rationnels strictement positifs, de sorte que F(y - h) = - F(h) pour tout
v € I. Mais comme f est algébrique, on peut définir F' pour tout h € GLy" par la formule
F(h)(v) = f(*h - HTI(v)); cette fonction est équivariante sous I par I1 résulte de la

section Bl que les g-développements classique et surconvergent sont compatibles :

sp(f) = @p(HTT'(f)) (Comp)

par le principe du g-développement surconvergent [[.3.3] on en déduit que HTT* est injective.
. . . Y k7

Enfin, toujours par le Lemme B2l on voit que si f(t-w) = t*- f(w), on a f(to-v) =ty " f(v)

pour tout tg € T, de sorte qu’en comparant le Lemme [CT.1] et la Définition [L4T] on conclut

que HTT* préserve les poids classiques.

Si f est cuspidale, il en est de méme pour HTT*(f), c’est a dire que cette forme surconver-
gente satisfait les conditions de cuspidalité [[3.4] Ceci résulte de (Comp). O

8.2 Relation avec les formes surconvergentes de poids accessibles

Dans un travail récent, Andreatta-Iovita-Pilloni [AIP] ont défini des formes de Siegel sur-
convergentes (et ont développé la théorie des familles pour ces formes). On va rappeler briéve-
ment leur construction. On renvoie aux sections 4 et 5 de [AIP] pour les détails. L’ingrédient-clé

est 'étude des applications de Hodge-Tate associées aux sous-groupes canoniques supérieurs.
D
telle que v, € v(Ox) et on note encore Xt X™8  les schémas formels, resp. espaces rigides,
changement de base de W a Ox, resp. de Ka K. Soit H, le sous-groupe canonique défini
par Fargues et Tian [FTI0] sur X™8(v,), et méme sur le modéle formel canonique Xf(v,)
(sur Ox), qui prolonge le groupe de type multiplicatif A[p"]° sur Xf(0); c’est un schéma en
groupes fini et plat sur X' (vp), étale sur X™8(v,,), localement libre de rang g sur Z /p" Z; soit
HP? son dual de Cartier. Soit HT,, pr: HP — WH, /Xt ()5 & x*(%) I’application de Hodge-

Soit m > 1 et v, < 21)%1 (ou v, < si p = 3). On fixe une extension finie  de K

Tate classique (de Fargues-Tian) sur X (v,). Rappelons [AIP, Prop.4.2] que pour tout w €
]O, n—up- 1%] Nv(Ok), le morphisme de restriction w4 /Xt (vy) — WH,, induit un isomorphisme

de faisceaux sur X (v,) :

WA X () @ Oxt(u,)/ (P") Z wi, @ Oxi(y,)/(P")-

PROPOSITION 8.2.1. ([AIP, Prop. 4.4]) Soit v < 3. II existe un sous-faisceau F C Wl x* (o)

localement libre de rang g tel que pour tout n > 1 et pour tout v, < 217”%1 (ou v, < 3% si
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p= 3)7 Y
(i) onaprT-wC F Cwsur X (vy,);
(ii) pour tout w € ]0, n—vn-pp%nl], il y a une application HT, .,: HY — F/p"F induite par
lapplication de Hodge-Tate sur Xf(vn), qui induit un isomorphisme HT,, ., ®1: HY ®
Oxtu,)/(P") = F/p*F.

On a vu que pour un rayon assez petit v, les faisceaux étales L, et H, coincident sur
X"8(v,) (¢f BZ3) ; cependant nous ne sommes parvenu & comparer les applications de Hodge-
Tate de L,, et H,, que pour n = 1. C’est cette restriction qui limitera aux poids accessibles
la comparaison ci-dessous des formes surconvergentes construites par Andreatta-Iovita-Pilloni
avec les notres.

Soit donc 0 < v < UBTM. La question de la comparaison des applications de Hodge-Tate
est locale. On se place donc sur un ouvert Spf(R') € Xf(v1). Notons qu’on a les inclusions

1

pr-1 “wa/r C F C WA/R
soit i la premiére inclusion; en passant aux R’-duaux, elle induit un morphisme
1
VA V —>1 \Y
Zf.f — D Pl-wA/R/.

Soit Vi = V /pV ol V est la représentation de Gr = Gal(R'/R') définie dans et soit

Hi(R') la représentation de Gr associée au sous-groupe canonique Hp. On déduit de [A32]
qu’on a ’application de Hodge-Tate Gpr/-équivariante

—— 1 ~/

HT: V(—l) — p_FwAV/R/ QR .
D’autre part, pour r = 1 — vy, considérons ’application duale inverse f—I\TL rr de

HTLT ®1: HlD (024 Oxf(vl)/(pr) — ]'-/pr}-
On obtient un morphisme
ﬁ\T/l,FT: Hl(—l) — fv/prfv

THEOREME 8.2.2. Pour v < ”BTM, on a un isomorphisme canonique 1Ly = Hy. De plus, pour

r = 1 — vy ; lisomorphisme Gg/-équivariant canonique V1 = Hy(R') fournit un diagramme
commutatif de Gr/-modules

pipTlle/R, ®§'
l ﬁ\;fl_% 1 \L — 1_2_
Vi(=1) ——p 7wy p @ (R'/p PR

|

HT -
= F' @ (R'/p'R)

|
Hi(-1)(R)

2
ou le carré du haut est donné par la réduction modulo pl_F, l'identification de gauche est
induite par Iisomorphisme Vi = Hy(R'), et la fleche ascendante de droite est induite par z%

Démonstration. Ce théoréme résulte du lemme [B.2.1] et de la proposition [B.22.2] En effet, le
— 1
lemme[B.2.Tlimplique que HT; 2: V(1) — (p_ = -wX) L2 5e factorise a travers H! (p}) (et
; _2
P

est donc en particulier entier !) La proposition [B.Z2lmontre alors que H!(p}})YoHT; pp = Id HY-
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En étendant les scalaires a R’ /p" R’, on obtient que la restriction a 7, de (H'(p})®1dg, Jpr B )v
est inverse de HT pr: HY ® R, = F,. Ceci montre que pour tout x € V(—1), HTP%(:U)
s’identifie a 'image de f—I\TLFT(ﬂv) par la fleche de réduction R’/p" R’ — R'/plf%]?. O
COROLLAIRE 8.2.3. L’application
HT: V(-1) —>p_ril wh ®/R\’

prend ses valeurs dans ]/Ti\’ ® FY. Si v est une base de V(—1), son image par HT est une base
de E%_\’ ® FV.

Démonstration. Soit v € V(=1); par B2l et m, la reductlon modulo P % de /I-TT( ) est
dans 'image deR ®FY, on a donc Im (HT) R’®.7-"V+p -p P 1R ®w'. Comme r—— >0
et wy C FY, on voit que Im (HT) CR ®@FY. L’'image d'une base v de V(—1) par HT est donc

~/ ——
un systéme de vecteurs de R ® .7i v dorit la réduction mo_dulo 1_)” est image par HTy g7 d’une
base de Hi(—1). C’est donc une R'/p"R’-base de F¥ @ (R'/p"R’). Par le lemme de Nakayama
~/

— =/ =
topologique, HT (v) est donc une R -base de F¥ @R . O

Considérons l'espace rigide O1,, = Isoerig(Ul)(,ug,Hl); c’est 'espace de modules des
Z /p Z-bases de Hi(—1). Notons que par propreté de H; sur X'(v1), tout point de ©1,, se
prolonge canoniquement en un point de Home(Ul)(,ug,Hl). Si vy < %BM par le théoréme
B2.2 on a une identification canonique ©1,, = Ti,,; donc T7,, classifie les drapeaux de
Hi(—1) sur X™8(v;) dont les quotients successifs sont étale-isomorphes & Z /p Z.

Soient 77, (F) = Tsomyy (O . F) et T}, (F/p"F) = Tsomgy ((Ogy /)0, F/p"F)
’ »V1 s s

les schémas formels au dessus-de TIf v, qui représentent les bases w de F et de F /p" F respec-
tivement. Soit 7y, ¢ T o (F) — 7}{1}1 (F/p®F) le morphisme induit par la réduction modulo

p®. Ce morphisme est un torseur sous le sous-groupe formel T'(w)f = N (w) T (w)! N~ (w)!
de GLg. On peut définir une application de Hodge-Tate-Igusa classique pour (vy,w) :

HTIvl,w,class: el,vl — 7—1‘{111 (]:/pwf)
U= I/'I\T/LFT(Q)V

ot HT} pr(v)" désigne la base duale de la base HT1 pr(v) de (F/p*F)V.

On forme alors le schéma formel Tf F) produit fibré de HTL,, , class €t Ty, 0 au-dessus

(
v1,Ww
de 7} o (F/pYF). Il représente les couplles (v,w) ol v est une base de HY et w une base de F,
tels que HTI,, w class (V) = Ty, w(w). Soit f val w(F) = Tfm (F) la projection (v,w) — w;
Rappelons [AIP, Prop.5.2] que si w > o1 cette projection f est un isomorphisme sur son
image. En d’autre termes, pour chaque base w de F, il existe une et une seule base v de H?
telle que HTI,,, w( ) = T, w(w)

Soit w € ] ;1 — V157 ] et fixons u = w; soit ToN, le sous-groupe compact de B~*"

image de T 0N0+ par llnvolutlon v+ ty71 L’action de ToN, sur THe(F )ui,w donnée, pour

tout couple de bases (v,w), par v - (v,w) = (*y"'v,7 - w) se prolonge au schémas en groupes
formel T'(w)! x N~ (w)!, qui définit un voisinage affinoide de ToN, dans B~ En effet, si
v —ng|<p et |>‘_1t0_1| <p Y onamy WA w) = Ty w(tony w) = HTIm,w(t'Y_l‘Q)?

oll v = tong . On voit donc que Av™ - w définit bien un point de 7;fl w(F). On s’intéresse en
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fait au quotient N~ (w )\7'va1 »(F), notée TWg " dans [ATP] Sect.5.3]. 1l est muni de I'action

a gauche du groupe Tj qui se prolonge en une action formelle de T'(w)!' induite par l'action
algébrique de T' sur N~\7. On note encore 7: TIf,th(}" ) — Tlfﬂ}1 la projection induite par

f f
7}f =7t X xf TM1 — TLU1
Pour tout point x d’un 'ouvert affinoide U, de W, les faisceaux w{fﬁlp, resp. w IP des
formes de Siegel (v, w)-surconvergentes resp. cuspidales (v, w)-surconvergentes, deﬁms par
Andreatta-Tovita-Pilloni [ATP] avant la Def.5.4], sont donnés par
)Nﬁ(w)[—ﬁ], resp. w™AMP = (7.0

K N~ (w
Wi = (M Opric (F) vy w,! ) ( )[—K](—D)-

I,vq,w

TrE  (F)

I,vq,w

Les sections sont des fonctions sur TH8(F),, ,, telles que f(Av™-w) = k(A\)- f(w). L'espace des
formes (vy, w)-surconvergentes de poids x défini par Andreatta—Iov1ta—P1Hon1Jlsml, Def 5.4] est
alors donné par MM = HO(XTi&(v), wm{gp) resp. SAP = HO (X8 () Wy, o (

Notons alors que par le Théoréme et son Corollaire 823 les apphcatlons de Hodge—
Tate-Igusa HTT modulo p* et HTI,, 4 class coincident sur ©1,, = Ti,,. Plus précisément,
HTT envoie une Z,-base v de L(—1) sur une Or, ,,-base de F dont la réduction modulo p*
coincide avec l'image par HT;, de la réduction de v modulo p. Il en résulte que l'appli-
cation HTT: T, , — ’7}rig définie dans la section précédente se factorise en une application
HTL, w: Toon — Tlvl »(F). Elle définit, pour tout poids p-adique & € Uy, (L) (pour L une
extension finie de K ) des morphismes de faisceaux

HTT), 0 Wit — 05, et HTT, . wihl — OF

v1,W " v1 w v1,W v1,W " vl,w,! v1,w,!

Enprenantu—wé] 1- 15— 1],ona

p—1’
THEOREME 8.2.4. Pour tout k € U, (L), les morphismes de faisceaux ci-dessus sont des iso-
morphismes.

Démonstration. Soit f(w) une section de (m +O i F ))Ni(w)[—n] . posons f(v) = f(HTI(v)).
I,vy,w

Pour tout affinoide U = Spm(A) de T} ,, la fonction F': I — ﬁ[%]NJ (U) définie par v — (v —

F(v71 - v)) se prolonge en une fonction analytique F(h) sur I'ouvert analytique N~ (w) x
T(w) x (NT)™ de GLg", de sorte que F(vy-h) = - F(h) pour tout v € I. Il suffit de définir
ce prolongement par la formule F'(h)(v) = f(th HTI(v)) pour h € N~ (w) x T(w) x N

Cette fonction est équivariante sous I par [B.1.21 Ceci montre que f est une section de Oy .

Réciproquement, soit g(v) une section de (951 w» €t G(h) le prolongement analytique de

yeIl—vy-ga N (w)xT(w)x (NT)*; pour tout point w de 7}“51 »(F), il existe un unique
vy € Ty, tel que HTL, 4 class(¥) = 7oy wl(w). Soit v € Tog v, relevant vy € Ti4,. Comme
Tpy.w €st un I'(w)-torseur, il existe un unique h € T(w)N T (w) tel que w = *h - v. On définit

alors une fonction f sur TIrlvlw( ) par f(w) = g(*h - HTI(v)) = G(h). C’est une fonction
analytique de w parce que G est une fonction analytique de h; de plus f est une section de
wﬁ;{ﬁp. On a HTT*(f) = g. Cela montre que HTT* est un isomorphisme de wﬁ{fgp sur Oy
il est T'(w)-équivariant.

Il résulte de la section [3] que les g-développements des formes AIP et Igusa-surconvergentes
sont compatibles, de sorte que la cuspidalité est préservée. Ceci montre 'isomorphisme entre

les faisceaux de formes cuspidales surconvergentes. O

La méme démonstration s’étend pour les familles : pour u = w, soit Ky : Uy, — A(Uy,)™ le

35



OLIVIER BRINON, ABDELLAH MOKRANE AND JACQUES TILOUINE

AIP _
caractére universel associé a U,. On définit w““’w . comme le x;, 1 espace propre de

1,W,:

(m. 0 )" MEAW),

I,vq,w

et les morphismes de Hodge-Tate-Igusa en famille : HTT; :Z‘ﬁl,P Oq’f{‘ w,

Iiu,AIP — OFu
vi,w,! vi,w,!

PROPOSITION 8.2.5. Pouru =w € |2
est un isomorphisme de faisceaux.

PSR S s ] le morphisme HTT} @ w

Les ouverts affinoides U,, forment un recouvrement de YW (u). On a donc coincidence des fa-
milles de formes surconvergentes au sens de AIP et des familles de formes Igusa-surconvergentes
au-dessus de W (u). En particulier, puisque Uyce C W(u), on déduit de la proposition ci-dessus
le

. R 7AIP Racc . . . :
COROLLAIRE 8.2.6. L’isomorphisme HTT - Worad (’)vhw’! induit un isomorphisme
Kacc,AIP K
Sorw (Te(p)) = 555 (Us(p))

Ceci fournit une premiére démonstration du théoréme d’orthonormalisabilité et de controle :

THEOREME 8.2.7. Pour tout v1 < UBM et tout w = u € ]p 7,1 — V15T 1] comme ci-dessus,
(1) les A(U,)-modules de Banach Sew (Tp(p) = HO Ty X U, Oy, ,) sont projectifs;
(2) pour tout k € Uy, (L), le morph1sme de spécialisation Sy4,(I' 5(p) — Sy w(lB(p)) est

surjectif.

Démonstration. Ceci résulte de [AIPL corollaires 8.2.3.1 et 8.2.3.3]. O

Dans la section suivante on va donner une démonstration directe de ce théoréme pour
w > uetov < 2 quelconques, suivant les idées de I'appendice A de [AIP]. Notons que le
théoréme de Classmlte démontré par Pilloni-Stroh [PS] reste indispensable pour obtenir dans
une famille des spécialisations classiques en tout poids arithmétique grand par rapport a la
pente. On peut méme supposer ces spécialisations classiques de niveau premier & p pour des
poids trés réguliers.

9. Image directe et théoréme de controdle

9.1 Tour d’Igusa surconvergente compactifée

Considérons le morphisme propre
Im: X — X*

de W-schémas entre la compactification toroidale fixée et la compactification minimale arith-
métiques. Par définition de la hauteur de Hodge en terme de I'invariant de Hasse, il induit un
morphisme IT: X'&(v) — X*"8(y). On peut définir un modéle formel d’Andreatta-Gasbarri
X*H(v) sur Og de X*"&(v) en recollant les éclatements Spf(R§{X}/(hX — p) pour un re-
couvrement affine (Spf(R())g: de X*. Le morphisme It Xt — X*f fournit par changement
de base un morphisme propre au-dessus des modeéles formels TIf: Xf(v) — X*f(v) dont les
cartes locales ont été décrites par [AIP, Prop.8.7]. Rappelons cette description.

Les strates de X*f(v) sont les éclatements d’Andreatta-Gasbarri Y} (v) des variétés de
Siegel Yp associées a la classe [P] modulo I" d’un sous-groupe parabolique propre maximal
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rationnel P (cf. Section [B]). Soit Ap — Yp la variété abélienne principalement polarisée avec
structure de niveau N universelle de genre r au-dessus de Yp. Soit Lp le réseau de rang
g — 7 quotient de Z9 tel que Sym*Lp = Uh(Z); soit Tp = Lp @ G, = G, " et Ep =
N - Up(Z) ® Gyy,. Décrivons la normalisation X'(v) de X*f(v) dans X'®(v). Le diviseur a
Vinfini Df(v) = Xf(v)\X'(v) est muni d’une premiére stratification par les images inverses
DL (v) des Y£(v), mais aussi d'une autre plus fine.

Soit =p — Bp le Ep-torseur des 1-motifs polarisés au-dessus de Bp = Ext%/P (Tp,Ap) =
Hom(Lp, Ap) = A%™". Soit BL(v) = Bp Xyt Yi(v). Pour tout cone 7 € ¥p, on forme les
immersions toroidales relatives Zp,(v) = Zp, Xyt Ylg(v) ; elles se recollent en une immersion
toroidale Zp s, (v) — BL(v) : Eps,(v) = Uses, Err(v).

Soit ¥ p lensemble des cones de Y p contenus dans le sous-ensemble é’p de Cp des ma-
trices de Up(R) qui sont P-définies positives. Pour chaque cone polyédral o € ip, soit
Zps(v) la strate fermée de Zp,(v); ces strates se recollent pour former la strate fermée
Zpyp(v) de Epy,(v). La complétion ép,gp(v) de Epx,(v) le long de Zpy,(v) Le couple
(Epxp(v), Zpxp(v)) est muni d'une action propre et libre du groupe discret I'py; il en est
donc de méme pour =) pxp(v). Soit I'p, le stabilisateur du cone o dans I'py. C’est un groupe
fini, donc trivial si T' est sans torsion. Il y a une stratification de D% (v) en D%O(v) pour

cEY p et des isomorphismes de schémas formels ¢p, pour tout o € )y p de
¢pot EPa(v)/Tpo = X (V) pr, ()
ou Xf(v)D% (v désigne la complétion de X(v) le long de D%, (v); ces isomorphismes se

recollent en un isomorphisme de schémas formels
—.

¢P,Ep : EP,Ep(v)/rpf - Xf(v)Dﬁg(v)

Par définition, sur Epyx;, (v)/I'py, 'extension de Raynaud universelle 0 — Tp — Gp — Ap —
0 est polarisée, et sur la complétion = pxp(v)/Tpy, la construction de Mumford Iui associe un
schéma semi-abélien G'p. C’est le pull-back d'un schéma semi-abélien G — X f(v) associé a la
décomposition I'-admissible X.

Pour P € II, soit Lp le faisceau de monodromie surconvergente sur la varété de Siegel Ylﬁlg
de genre r.

PROPOSITION 9.1.1. Il existe un unique prolongement (encore noté 1) a X*&(v) du faisceau de
monodromie surconvergente L sur X*&(v) tel que pour tout P, qﬁ’},zp IL soit donné par la classe
de l'extension de Lp par T,(Tp) qui coincide sur le lieu ordinaire avec la classe universelle
surZpy, (qui donne I'extension de Raynaud universelle 0 — Tp — Gp — Ap — 0). De plus,
pour tout n > 1 et pour tout rationnel v, < WL‘“ la restriction de L, = L /p" L a X"8(v,,)
coincide avec le sous-groupe canonique H,,.

Démonstration. (1) Existence et unicité du prolongement de L.

On définit L sur le lieu ordinaire de X'&(v) par T,G et par la construction de Brinon-
Mokrane sur X™8(v). Ces deux définitions coincident sur lintersection donc fournissent L
sur la réunion, dont le complémentaire est de codimension au moins 2. Par la pureté rigide
(IBMI0, Lemme 6.4]), il en résulte que le prolongement existe et est unique.

(2) Restriction de L au-dessus des strates Ylﬂig.
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Soit S un W-schéma formel admissible et 0 - GJ, - G — A — 0 un schéma semi-
abélien extension globale de A par GJ, sur S. Sa hauteur de Hodge en un point z de S est
définie comme celle de A, ; on suppose Hdg(z) < ”BTM pour tout z € S. On se donne un
Frobenius surconvergent ¢ sur S; Le groupe p-divisible G[p*°] admet un cristal de Dieudonné
(contravariant) D, sur S ([Mes72]), qui est un cristal surconvergent de Hodge sur S. Par la
construction de [BM10], on associe a ce cristal surconvergent un faisceau LLg sur S proétale
sur S[p~!]. On a une suite exacte de cristaux de Dieudonné contravariants 0 — D% — D, —
D% — 0. Le cristal D% est ordinaire de pente 1, de sorte que le cristal presque unité associé est
nul. Les faisceaux de monodromie surconvergente sur S, proétales sur S[p~!] satisfont donc
L = L. On applique ceci aux W-schémas Zpx,, (v)! au-dessus des strates Yp(v)f de X*{(v).
On obtient donc I'égalité L, = Lp ou Lp désigne le faisceau de monodromie surconvergente
pour la variété abélienne universelle Ap — Yp(v).

Il reste & voir qu’on a une suite exacte
0—>Ipr—>¢}S]L—>]Lp—>0

ou Ip(Tp) désigne le module de Tate du tore Tp de rang g — r associé a P et que la classe
d’extension ainsi définie a pour restriction au lieu ordinaire la classe dans Ext(Ap, Tp) donnée
par l'extension de Raynaud 0 — Tp — Gp — Ap.

Par pureté il suffit de le vérifier sur 'ouvert U™ associé au schéma formel U = U°d y yfin
ot Uord = Eg;oéi et U = =Z5,(v). Le complémentaire de U x k est de codimension au moins
2. On utilise pour cela I'appendice [Cl Par [C.3.1] on a sur U un morphisme surjectif de log
F-cristaux

Hhsseris (Eps, /LP)lu/U) 2 =Dy (Gp/U)

avec un noyau de pente 0. Sur U™ on applique la construction (fonctorielle) de [BMI0]
Th.4.28| a ces cristaux. On obtient une suite exacte de cristaux quasi-unités. Le faisceau de

monodromie surconvergente associé au cristal Hom(Lp, O=,, Sp cris) qui est de pente 0 n’est

autre que T, Tp(—1). Celui associé¢ a ¢ H ! (A/X*(v)), restreint a U8 est ¢, L(—1)| rainsie-

cris
Par ce qui précéde, celui associé & D, est La, (—1)|ysnsie. Par fonctorialité de la construction,

on trouve la suite exacte sur U8 qu’on cherchait :
0—T,Tp — &p L|yanris — LA, [ineig — 0 (%)
Sur U, on a ¢p L =T,G%(—1), qui est donné par I'extension
0—T,Tp — IpG‘j; — IpA‘j; — 0,

qu’on peut réecrire par définition comme une suite exacte

0—>Ipr—>¢}]L—>]Lp—>0
Il reste & voir que ces deux suites coincident sur U*drie 0 Ufinrig 1a suite exacte

0—>Ipr—>¢}]L—>]Lp—>0
sera alors définie sur U8, et se prolongera a E;ZP par pureté par [BM10, Lemme 6.4].

1 suffit de voir que la suite exacte (@) sur U8 restreinte a Ufintie 0 ordrie est donnée
par la classe de l'extension 0 — Tp — Gp — Ap — 0. Plus précisément, on va montrer qu’elle
est déterminée par 'image de cette classe par le morphisme

EXt(AP, Tp) — EX‘t‘u(II,rAO ,IpTIO;.)
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a valeurs dans le groupe des extensions dans la catégorie de « faisceaux lisses proétales de
type multiplicatif » sur U&°™d (c’est a dire pour nous, la catégorie des modules de Tate des
groupes p-divisibles de type multiplicatif).

Sur le schéma formel U™ 1a correspondance de Katz inverse K ~! établit une équivalence
de catgories entre les cristaux unités et les faisceaux lisses proétales. Le foncteur de Brinon-
Mokrane U ~ L(—1) de la catégorie des cristaux presque unités sur I’ espace rigide Ufinrie
vers la catégorie des faisceaux lisses proétales sur S™8 coincide avec K ~1[p~!] sur la sous-
catégorie des cristaux unités. Sur U180 la suite (@) tordue par (—1) est donc I'image par la
correspondance K ~1[p~1] de la suite exacte

0= L @ Opimont gpig—rHlygy (A/UBr)h=0 T2, YL g jrfimord)h=0 g ()

cris cris
Les classes d’extension définies par (&) et (&) sont donc les mémes.
r [FC90, VI. Th.1.1.(iii)], on a wg ;;(dlog)" = Lie(Gp/U). On sait que sur yhinord - op

a un scindage

A/Uﬁn ord) _ Hl (A/Uﬁn ord)h 0 D Flll

cris

A/Uﬁn ord)

CI‘lS( CI'IS(

de sorte qu’on a un diagramme commutatif dont les fléches verticales sont des isomorphismes :

* *
s OT('P

A/Uﬁn ord) =0 cr1s(AP/Uﬁn ord) =0

¢ ) ¢

Lie(Gp/Uford) Lie(Ap/Ufinerd)

CI‘lS (

Sur la catégorie des groupes p-divisibles de type multiplicatif, le foncteur G +— Lie(G) est
une équivalence de catégories. En effet, pour un groupe p-divisible G de type multiplicatif,
I’extension vectorielle universelle G* s’identifie & G, de sorte que le module de Dieudonné (co-
variant) ID(G) s’identifie & Lie(G). Par conséquent, la différentiation induit une injection de
groupes Ext"(T,A%, T, Tp) — Ext(Lie(Ap), Lie(Tp)). Par cette injection, la classe de I'exten-
sion (=) a pour image I'image de extension de Raynaud. On voit donc que ces deux éléments
de Ext"(T,A%, T, Tp) ont méme image dans Ext(Lie(Ap),Lie(Tp)), ils sont donc égaux. Ceci
démontre que la suite (*) est bien donnée sur le lieu ordinaire par l'extension de Raynaud
universelle. O

Soit @ € IIp un conjugué rationnel du parabolique de Siegel; il correspond au choix
d’un lagrangien Lg de 729 ; soit [Q] sa classe de I'-conjugaison (i.e. une pointe de X*, dans

le langage classique). On lui associe une tour d’Igusa compactifiée (T,[f i’rig)n définie comme
suit :

T[Q] e = Isom gy, (TQ[p l,L,) pour toutn > 1.
Désormais, pour alléger les notations, on omet la référence au choix de [@)], et on note T;l,gv cet
espace ; mais il est bon de la garder en mémoire. Par conjugaison, on se raméne au cas @) = P,
et on se permettra donc de noter T:;gv = Isom Xris(v) (,ugn, L,). L’identification @ = P, fixe aussi

un Borel standard du Levi standard de @ et donc un sous groupe d’Iwahori I = N Ty N, -
On note TIU le quotient de T1 w bar B(Z /pZ), et e T]rlg = T“g o/ NS — T]rlg Ce

—f
sont des espaces connexes. On définit les modéles entiers T I v TN(‘)F nw TN s comme les
. . X T1 ==ri
normalisations de X(v) dans TI%, T &

7/0’

=rig
.y TESD- TNO+7U
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9.2 Formes surconvergentes entiéres et réduction modulo p™

N . = —f . . . A
On a un modéle entier 7t: Trh+, — T, ce qui fournit un faisceau 7t O sur le
I Ny v I 1% TN*
oY

=i . . .
schéma formel T'; .. On peut alors définir un sous-faisceau (’)fou ; de ce faisceau.

Soit N T'entier tel que N —1 < w < N, et soit N~ (w)' le W-schéma formel associé a
la réunion finie des J-polydisques fermés N~ (w,z) de rayon p~* de centre x = (z1,...,x5)
avec 0 = (92 D et ot chaque x; parcourt un systéme de représentants de pZ, /pN +1 Z,; de
méme, soit M l'entier tel que M —1 < u < M soit T'(u)! le schéma formel associé & la réunion
finie des g-polydisques fermés T'(w,y) de rayon p~" de centre y = diag(yi,...,¥y) oit chaque
y; parcourt un systéme de représentants de 1+ pZ, /(1 + pMH Z,). On considére le modéle
entier A(N~(w)f x T(u)f, Ryo) de A(N™(w) x T'(u), Roo[p~!]) consistant a prendre des séries
a coefficients dans R (et tendant vers 0). On forme alors le faisceau

ot 771*(9* . NA(N~(w)f x T(w), WI*OTM)

v,w,!
Ng v

Notons que le conoyau de va, — 71']*(9 , est sans p—torsion. Pour tout k € U, (L), on

définit comme dans [T le faisceau RY , = ! 5t sur TI v

+ +
N B I
. . A g =i . .
On introduit de méme RE@ sur T , x UL. Pour cela, on forme le faisceau Q4 des sections
+

By
rigides du fibré en droites (7' T® xu“g) X Al au-dessus de Tr X UL : 1a relation d’équivalence
étant donnée par ((£-to, k), \) ~ ((§,K), k(to)N), ot 'on peut réécrire k(ty) comme ky,(tg) (k).

On considére le schéma quotient TB+ = TN+ o/ T0; notons que, comme dans 9.5, nous ne

savons pas s’il coincide avec le normalisé de T 1, dans T8 .11 est muni d’'un morphisme

B+
7t wf il f K
fini 7TBO+. Tpt,— TLU. On définit un modéle entier Q" sur Tg , x Uy, de €27+ comme le

faisceau des sections formelles du fibré en droite

ittt NCINT:
TNJ,v = (TNt xUy,) X A
On peut aussi I'écrire comme Q5! = <(9 £ uf> N Q.

On pose alors

Ku f Kt
R]\;L‘F = (7TB+ X Iduf)*Q,Uu

On définit alors le faisceau (’) . SUT T v » Tesp. (’)““’ | sur T Iw X U comme le produit fibré
de faisceaux

or

K - - f pr
vwl - RNJ(_D) XC(N{’RNNSL) A(N (w) 7RNJ)

resp.

” u — (W) RA
ng' - R?VSL(_D) XC(N;,@) A(N (w) 7R’;V5r)
0

Pour tout sous-schéma formel affine Spf R C Tlf’v7 on a

Spf R) = R“ L(=D) x AN~ (w){,R"

O N

(~D)

vw'(
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resp. pour tout sous-schéma formel affine Spf(R&yw S) C Tlfw x UL

oFf (Spf(R® S)) = R*™, .

v,w,! N(;",S

(—=D) x A(N~ (w), R

C(N; - RFu_ ) Ngr,s)

NS
ol RNJ,S = RN(T@WS'
. , —f

Notons que le faisceau OSZf! sur le schéma formel 777, x L{i est le k,-sous-espace propre

. o~ . f =
pour l'action de T sur (’)ﬁ’w,!@W(’)ug . Encore une fois, le conoyau de (’)Z”“’ | = (’):f |®W0uf
est sans p-torsion.

Pour chaque m > 1, on note N~ (w), le schéma affine réduction modulo p™ de N~ (w)".
= Ov w,!

vw'm(spec(R/me) (R N0+/p ?VJ)(_DM)Xc(Nl—,R;J/me;J)ON—(w)m®R?VO+/Pm 7\70+)

u,f .
La réduction OF m(’)v .1 modulo p™ s’écrit alors

v,w,\m

Soit Ky, : To — (Oc, /p™Oc,)” ; il n'est pas difficile de montrer que pour chaque m il existe
un entier n,, tel que pour tout n > n,, le caractére k,, se factorise a travers le quotient
To — T(Z /p™Z). Le plus petit tel n,, sera noté Cond(k,,). Soit N;:O = NY(Z/p"Z); le
module OF |, (Spec(R/p™R)) peut s’écrire comme la réunion pour n > cond(k,) des

v n,m (SPEC(R/P™ R) = (Rfvo*,n/pm ?VJ,n)(_Dnvm) X C(NT R Jpm ) ON= () © Ry /p™ Ry,

Pour m fixé, considérons la fonction U, — N donnée par x +— Cond(k,,). Cette fonc-
tion est localement constante sur 'affinoide U,, de sorte qu’elle présente un maximum, noté
Cond(ky,m). Soit Uy, m la réduction modulo p™ du schéma formel affine L{é. Sin > Cond(ky,m),
le caractére iy m: To — HO(Uym, Oy, )" se factorise a travers le quotient Ty — T'(Z /p" Z).
DEFINITION 9.2.1. Soit (’)““ , la réduction modulo p™ de (’)'i“’ 1€t soient OU’;U";l ) (pour
n=1,...) les faisceaux Coherents donnés sur Spec(R/p™R ® S / p™S) par le produit fibré de
modules

(R7\;:)+,S,n/me7\;:)+,S,n)(_D"’m) XC(N{,Rn/pMRnc@S/pmS) ON*(w)m ® Rn/men ® S/pmS-

: : Ky 2 3 . w,m
On voit que le faisceau (’)mw’m’! est réunion croissante des (’)v -

Considérons le morphisme propre de K-espaces rigides II;: X g(p)''® — Xp(p)**i& de
compactification toroidale fixée vers la compactification minimale de niveau iwahorique. On
peut définir X g(p)'&(v), Xp(p)*"'8(v) en termes de la hauteur de Hodge, et la restriction de
I; & X g(p)'(v) applique cet ouvert dans Xp(p)*"8(v).

LEMME 9.2.2. Pour v assez petit fixé, I'espace Tl}i’i s’identifie a la composante connexe conte-
nant le lieu ou le sous-groupe lagrangien H' est de type multiplicatif, dans la compactification
toroidale X p(p)"e.

En effet, le diagramme du corollaire [6.7.6] se prolonge aux compactifications toroidales :

rlg Il
T X Ug ()

|

X8 (0) — X2E(p)

41



OLIVIER BRINON, ABDELLAH MOKRANE AND JACQUES TILOUINE

Ceci résulte de la propriété "presque universelle" du schéma semi-abélien sur YQ (p)"& (voir
[FCI0, 11V.6.10 Cor.3]) et de la Prop@.IT] puis on divise le morphisme TTE} - X Eg(p) par
BoL(Z /pZ) = (Bsp/U)(Z /pZ), ce qui donne le morphisme T?f, — )?gg(p) de I’énoncé.

Soit alors T}, 'image de T?f} par II;. On définit alors 77 ’i comme la normalisation de
X*f(v) dans T7,. Elle est munie d'un morphisme fini Tl*’i — X*f(v) et d'un morphisme
I : T?U — T;’qf compatible avec le morphisme IIf: X (v) — X*f(v).

Pour tout m > 1, notons II; ,, la réduction modulo p™ de Hg: T[,U — TI* i Le but du

reste de la section 9 est de montrer le

THEOREME 9.2.3. (1) Changement de base : pour tout couple d’entiers (£, m) tel que 1 < £ <

m, on note iy, : T;’;z — T;,’zf,m I'immersion fermée associée a (¢, m). On a
iZ,m(H17m X 1)*05:20,m,! = (HI,K X 1)* z’j::u,é,!
(2) Acyclicité : pour tout m > 1 et pour tout i > 0, on a
R Oy =0 et RY(Ip X 1dyy,, )00, =0

9.3 Restriction de Hﬁ aux strates du bord
On va décrire la restriction de H§ au bord de ces "modéles entiers des compactifications
dans la direction de l'infini" (et pas dans la direction de non-ordinarité). Le diagramme com-

mutatif
=rig 11;

*,1ig
TI,U T[,v
ﬁIJBL l“?,@

)?rig(v) I X*,rig(v)
induit sur les modéles entiers le diagramme commutatif

f
HI

=i *,f
TI,U T[,v

—f f
”I,wl L” 0

X (v) = X0 (v)

~ ¥

Rappelons que nous avons fixé une classe [Q] de paraboliques de Siegel ; soit @) € [Q]; on note
IT|q), resp. Ilg, ensemble des paraboliques contenant le radical unipotent d’un élément de
[Q], resp. de Q. Pour 'q = 'NQ, on a I /T" = Tl /T ; en effet, tout P € I} posséde un
I'-conjugué qui contient le radical unipotent Ug de Q. Soit P € Il ; le sous-espace isotrope
Lp stable par P est contenu dans le lagrangien L¢ stable par @) et on a une décomposition
canonique Ly = Lpy @ Lpy, d’ott une décomposition canonique du tore Ty associé a Lg
en Tpy x Tpy. Rappelons que pour simplifier les notations, nous avons pris ¢ = F. On a
donc une décomposition du tore standard Gy, = Tp, x Tpp, resp. du groupe multiplicatif
(s = Tpy[p*] x Tpplp®]. Considérons la strate Y5 (v) de X*!(v) associée & P. Soit Ly p le
faisceau de monodromie surconvergente modulo p sur Ylgig (v). 11 coincide avec le sous-groupe
canonique Hy p d’échelon 1 et est donc fini et plat sur Y;ig(v).

Soit Tfilgjv = ISOerig(U) (Tpplpl,Li,p) la variété rigide d’Igusa d’échelon 1 au-dessus de
) k) P

Y;ig(v) et soit T;jlg;.w son quotient par Bpp(Z /pZ) ou Bpy, désigne le sous-groupe de Borel
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de Mpj, obtenu par projection de BN P dans Mpj,. On note TI{ P la normalisation de Ylﬁ(v)

dans T}'% - Avec ces notations, on a le

LEMME 9.3.1. Le morphisme 7’ 7 @ est fini ; le schéma TI ! est muni d’une stratification naturelle,
indexée par [P] € I1jg/T" (ou par P € HQ/FQ) Pensemble des composantes irréductibles de
la r-strate est en bijection avec I'ensemble Il|g) ,/T" des I'-classes de conjugaison de Il ;
pour [P] € I, . /T'composante irréductible associée a [P] est isomorphe a TI, py- Cette stra-

tification est compatible par 77;’3 avec la stratification de X*f(v) : cette application induit une

bijection sur I’ensemble des strates et pour tout [P] € II/T", w;’g envoie la strate TIva sur la
strate Y5 (v).

Démonstration. Montrons d’abord I’énoncé pour les fibres rigides. L’espace T*’rlg est un ouvert

affinoide connexe de Xg’rig(p) qui s’identifie & la composante connexe de X “g(p)(v) contenant

le lieu ofl le sous-groupe lagrangien H' est de type multiplicatif. Les composantes irréductibles

des strates de X ""®(p) sont des variétés de Siegel de niveau iwahorique Y%  (p). On sait que
s PP h

T;i]gj s’identifie & la composante connexe de YlglgBP (p)(v) contenant le lieu ou le sous-groupe

canonique Hp, de Ap est de type multiplicatif. Pour la fibre rigide T* T8 de T , Pénoncé du
Lemme revient & dire que 'on a T* Tig Y;lgBPh =T Irl]g) ,» ce qui resulte des deﬁnltlons.

Pour passer aux modeles entiers, rappelons [Str10] qu’on peut définir des compactifications
toroidale et minimale X p(p)z, et X5(p)z,, normales sur Z,. Par [Str10, Théoréme principal,
la [P]p,(p-strate de X3 (p)z, est réunion (finie) d’espaces de modules Ypp,, z,, modéles
entiers des variétés de Shimura (& mauvaise réduction) Yp g, ,. Le schéma formel T1f7 Py €st
une composante irréductible du modeéle formel d’Andreatta-Gasbarri YI; prh(v). Ceci permet
de choisir une section de la projection de I'ensemble des I'g(p)-orbites [P]r () vers I'ensemble
des I'-orbtes [P]; qu’on notera encore [P]. L’'immersion ouverte Tl*,ilg — X5"8(p) induit par
normalisation une immersion fermée de T;’qf dans le schéma formel normal X;’f(p)(v), qui est
relativement irréductible au-dessus de X;’f(p). On voit alors que les immersions localement
fermées Tr TPy T;’;;lg se prolongent par normalisation en des immersions localement fermées
T1f7 Py Tl’i dont les images sont irréductibles; lorsque P parcourt [P]Fo(p), ces images
forment un recouvrement de la [P]-strate de TI*”;; en effet cette strate est l'intersection avec

T}, de la [Plr,gy-strate de X' (p)(v). -

Pour tout parabolique maximal rationnel propre P, soit B?P(v) = BL(v) XyE (0) Tr.pov,
Zrp(v) = Ep(v) XyE (0) T7.py le Ep-torseur sur By p(v) obtenu par changement de base
a Ty py. Soit 2y ps(v), resp. Zr px,(v) les immersions toroidales de Zp p(v) au-dessus de
B?P(v) obtenues par changement de base de Bl (v) a B?P(v); soit Z1py , 1€Sp. Z1pPxp,
la strate fermée de Zj p(v), resp. Zr,pyx,p(v). Soit D§7P7U(v), resp. D?P(v), le pull-back de
D%p(v) , resp. de D}p(v), par f?@.

LEMME 9.3.2. La complétion de Tfjvv le long de Dﬁpa(v), resp. DY ,(v), est isomorphe au

quotient par I'p,, resp. par I'py de la complétion ELPJ(U) de Z1,p(v) le long de Z; p 5, resp.
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de EI,p;P(v) le long de Z py, ; de plus, les isomorphismes

— —

= —f = —f
¢r.po: ELpo(0)/T1pe = (T1u)pt , )y 91Pe: ELee(0)/Trpe = (T1u)pt , )

s of
sont les changements de bases de ¢p s, resp. ¢pyx, a 17 py-

9.4 Cartes locales en niveau p° pour 1 < s < o0

Dans cette section et la suivante, comme l'indice de surconvergence v ne varie pas, on
l'omettra dans tous les termes de la tour d’Igusa. On notera par exemple, pour tout s > 1,

rig . rig 5. . rig Arig
TNJ,S au lieu de TNJ,S,’U' Notons Dy p resp. Dy p 'image inverse de Dp dans 17", resp. T

Tl L . ~ri N .
(oudans T’ Ng+ 8). La complétion du morphisme W;l% le long de D p s’insére dans un diagramme
0 )
commutatif

e @s, —rig
=i, iy, (V) /Tpe = (T4 )b,

| b=

e o1,P —rig
=N Py (v)/FP,K - (Tl}lg)DI,P
ol I'on a posé

Egtgp’zp(v) — :[SOI’IlE;l)g2 (’U) (Mgs, QS*P,EP LS)

P
resp.

Erprp(v) =By, (v)/B(Z /p2),
et ou les fleches horizontales sont des isomorphismes I-équivariants. On a de méme en quo-
tientant la premiére ligne par NO+ :

—

(57, p, (0) /D) [N (TS ), 5

et en prenant la limite projective quand s — oo et en prenant les produits contractés par Tj
agissant sur la droite affine par s :

e boo. P —rrig
=" NJ,P,EP(U)/FP,K > (TN(;F )Doo,P

| o

—

=181 pyp (v) /T ry oL (T7®)py.p
ol I'on a posé
— — By
ErrE s py (V) = s prp(v) X Al
et
—_— — +
(TN D = (To)Dp X Al

Soit Bpy, le Borel de Mp, image de BN P par la projection P — Mp, soit N;;.rh le radical
unipotent de Bp,; pour alléger la notation, on note encore N;h le groupe de ses Z,-points
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(qu’on devrait noter NPh 0) soit Ipy, le sous-groupe d’Iwahori de Mp(Z,) associé & Bpy,.

IPh PN+

On a des tours d’Igusa surconvergentes T g s THE ot T — T Ir;gh au-dessus de l'ouvert
PS5 '

Y]gig(v) de la variété de Siegel Y;g, données par :
Tps = Isomyrie ) (Trn[p’] Lp,s)

qui est I'espace des (Z /p® Z)-bases de Lps(—1), et

T;%V;h’ = Isomyris (Tpnp*), Lps)/NE,
qui est l'espace des drapeaux complets de Lpg(—1) munis de rigidifications 7;: Z /p®Z =
gr;Lps(—1), i = 1,...,7. De méme, en notant T, Tp), le module de Tate du tore Tpy, on
forme

Trlg IbOIIl rlg( )(T TPh, LP)
et

Notons que

:1}1%3 EP( v) = EI;,gEP (v) XY;g(U) T;%P,h'

ar [0.1.T] 'extension de Raynaud sur Eggz (v) fournit pour chaque s > 1 un dévissage

Soient I, Ips, Ip2 s, resp. Wp, les réductions mod. p® du groupe I, de IN P, de sa projection
Ip7 dans Mp> pour 7 € {{,h}, resp. du groupe Wp des Z,-points du radical unipotent de
Mg N P (qui s’identifie & Hom(Lpy, Lpy)). On voit que T“i — Tr;gh est un Ipj, «-torseur
étale. Considérons le Ip s-torseur étale des isomorphismes ﬁltres resp. le Ipy x Ipp-torseur
des isomorphismes gradués :

E?%—"Ep,le( v) = Isom~r'g (). fil (Trelp®] x Tp,n[p°]: P, Ls)

et

=t (v) = Isomﬁr.g

5, P.Sp,gr (Tpelp®] x Tenlp®l, 0psp Ls) = Ipes < Tp'

Le premier représente les bases de ¢py Ls(—1) adaptées au dévissage I.1T] le second, les
couples (gpe,¥pp) ol gpe € Ipg s et Ypy, est une base de Lp(—1). Le morphisme canonique

NORG

Hng —rig -
Ep: E pyy, le( v) — u87P72P7gr(v) est un torseur sous Wp 5. Montrons que ce torseur est trivial.

La donnée d'une base de Lps(—1) induit une base de ¢py  L(—1), donc la donnée d’une
trivialisation du Ipj-torseur ng fournit aussi (non canoniquement) une trivialisation du /-
torseur E;%EP’ sa(v) = :?%DE (v). On applique cela au point tautologique de Tgi et on
obtient une section de £p.

Soit ng = (Ipgs T ) x Wp. L'action de Ips sur Ipgs X T i se factorisant par la
projection Ips — IpS/Wps = Ipys x Ipp s et le symbole de produit semi-direct signifie que
I'action de Ip, sur ce produit est donnée par multiplication & droite comme suit : si on écrit
g €lps=IpesxIpps) X Wps comme g’ = (mlp, w') avec m/p = (g};’g,ggyh), on a

(g ¥pp),w) o (mp,w') = ((gpegpes vrh © gpp), mp ™ ' wm/w')
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On a un morphisme de projection 75% — Th2, avec une section permettant de décomposer
p proj P,s P,s’ p p
.. rig P . rig

I’espace rigide 7},3 comme une somme disjointe de copies Tp; x {AL,Aelpys x Wpg. On

eut alors écrire ="'8 ~(v) sous la forme
p s,P.Sp, fil
—rig __ —rig ) rig
“s,P,Ep,fil(v) =Epx, (V) Xyps Tpg

D’autre part il est clair que ES%ZP(U) est l'induite parabolique ensembliste de El:,%:,zp, fil(v) :

—ri I —_ 1
Eapup@) =Indp, B s, ) = by, () X I/ ~

ou (¢ op,g) ~ (¥,pg) pour tout p € Ip, et tout g € I,. On a donc

—rig __ —rig ) I Tig
20 (0) = S, (0) Xy, (Indfz THE)
avec
I rig Tig .
Ind Tei= || TeEx{a}
ge]P,s\Is

—rig _ —rig + —K,Tig
= v) =2 V)/NT (s > 1) et 2 v
NJ,S,P,EP( ) st,EP( )/Ng (s > 1) NJ,P,EP( )
(le caracteére k: Ty — OF est fixé ci-dessous, on traiterait le cas du caractére universel x, sur

U,, de maniére analogue, mais avec des notations plus lourdes).

On peut alors calculer les quotients

Pour chaque g € I, le stabilisateur de Tliif x{g} dans Ny est g~1Ip,gN Ny, et le quotient

correspondant s’identifie a 752 /(gNy g~ N P) x {g}. On peut donc identifier

Is rig +
(indf: | T5%) /NG
a la somme disjointe des quotients

LITe5/(oNg g™t 0 P) < {3}
g
I'ensemble d’indice étant Ip\Is/NT(Z /p*Z). On remarque alors que T]f,if (gNg"g™1 N P)

s'identifie & une somme disjointe de copies (indexées par A € Ipy, x Wp,) de T;fN L =
b P7h7

T;i/gN;h ou l'on note gN;h I'image de gNarg_1 N P par la projection Ip — Ip . Remarquer

que, malgré les apparences, la notation gNjgh ne désigne pas un sous-groupe de pj, mais

bien de Ipj, lui-méme! On conclut donc

LEMME 9.4.1. Pour tout s € {1,... 00}, Ej\lfi Py (v) s’identifie a la somme disjointe topo-
. . 0 S 4P
logique des EI;’gEP (v) X yria(y) T;%NJr X indexée par des couples (§,\) ot A € Ipy s x Wpy et
NP,

g€ Ip\Is/NT(Z [p*Z).

Soit %k py, la restriction de %x: 9Ty — OF, %o — K(to) au tore 9InN1Ipy,. Il permet de définir
(en niveau p*°) un produit contracté

9Bp,n: %5 p,n

IK p p,ri i
T FRRTE s X

= Al
PINE, PN,

On déduit du lemme précédent en passant a la limite lorsque s — oo et en prenant le produit
contracté par Tp agissant sur A par k.
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LEMME 9.4.2. L’espace HHNTgPE (v) s’identifie & une somme disjointe topologique de
L2 p

—rig ) gnp’h,rig

=P, Zp( v) ><Y}§,1g(v) TP,gN;’h

indexée par un quotient Xp de Pespace topologique profini (Ip\I/Ny x (Ip;) x Wp). Cette

description est compatible avec 'action de I' py sur chaque terme de la somme disjointe, usuelle

,:rlg K;P,hmrig
sur le facteur Ep5, | (v) et trivale sur T, Nt
Soit T% _, resp. Tt la normalisation de Y5 (v) dans ng res TIlg On considere
P,s’ p. ‘7N+ s’ s? p- .

. £
le produit contracté TP I])Vh+ de TIfD N, x Al par le caractére Ipp de 9T0 NIpy; cest un
fibré en droites sur le schema formel (non nécessairement normal) 70, =T Ifj ot /To. On

NP

n
PIBp
définit

[1]

Ei,P,EP(U) = %,zp(v) XYL () <|”d§;’s((IP,e,s X Tzfr,s) X WP,s))

|—| P,
F N P gN h’

ot g€ Ip\Is/NT(Z /p°Z) et X € Ipy s x Wps, on introduit aussi

—=f

=NF

_ =t
s ,Pzp( v) = “P,Ep( v) XyL(v) IndIPs,T}f’,N;hs

et (en niveau p™) :

=h,f _ =f Kp,hf
\_‘NJ,P,EP (/U) - |_| —PXp (/U) XYIfJ(U) T}::N}ih'
(gvA)eXP '

/ : m =f
Soit Z7 ps1p,m, resp. HNJ7S’PZP7m, resp. N* PEpm la réduction modulo p™ de Elpsp (v)

resp. = (v), resp. Nt PEpm Ol considére les complétions de ces schémas le long de la
0> I

NJ,S,PZ

At S = =k
fibre en un point géométrique x de Tp.1.m : Z1,P5p,m,z(V), ENGt s,P EP,m,x(v), ‘_‘NJ,S,P,EP,m,x(U)'
On obtient des isomorphismes

—

(TN(T757m)$ - EN(T787P7ZP7TTL7$(U)/PP7£

d’ott, par produit contracté par Ty :

(T?Vg',m)ﬂﬂ - E?VSL7P7EP7m7m(U)/FP,E

On voit qu'on a un modeéle local du morphisme composé Il ,, 0 Ts 1. :

—
= e —

(Ts,NgL,m)x - (Tl,m):v - ( I*,m)m

resp., en niveau p>

5 = _—
*
(TNJ,m):v = (Trm)a = ( [,m)m
donné par une somme disjointe sur les couples (¢, A) comme ci-dessus de morphismes composés

~

Ipmopry: (EI,P,zp,m,z/PP,e> X5 Tpon+

Tp I,m,z P,h,m> S, m,xr - (‘:‘17P,2p,m,l‘/PP,£) - TP7[7m7$
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resp., en niveau p>

Hp,[,m opry: (EI,P,Ep,m,:v/FPl) XT\P,I,m,x ;I;Jff:h mT — (EI,P,Ep,m,:v/FPj) — T\P,I,m,m
qu’on peut réécrire comme
= = Pra, =
TP,s,I,m © Pra: (:I,P,zp,m,z/FP,e) X ot TP7gNIJ;’h’m,S7m71- Ty NE, sma T TpP1m.a
resp., en niveau p>
TP,I,m © PTy: <§I,P,Zp,m,x/FP,Z) X Pt T;g}fh o e T;i]\}}gh o — fP,I,m,az

puisqu’on a la commutation évidente Ilp ;0T p s 1,m = TPs,1,m°1lpsm. Notons que cette
formule joue le role de la formule Iy, 0 Ts 1, = 7 oI5 1, dépourvue de sens puisqu’on
*,1ig !

*
s,I,m

ne peut pas définir 7§,

9.5 Démonstration du théoréme de changement de base

On a vu dans [0.2.1] que la réduction Ky, de k, modulo p™ se factorise par un quotient
fini de T}, de sorte que

(H[,m X Iduuym)*O"‘“

v,w,\m

liﬂ (]:[Iym X Iduu,m)* o

v,w,s,lm’
s=Cond(ku,m)

On suit la stratégie de la démonstration du théoreme 8.2.2.3 de [AIPL Sect.8.2]. On se raméne
a comparer pour tout s > Cond(ky,m) les faisceaux cohérents iy (If ., X Idy, ,, )+O;"

v,w,s,!,m
K PR . .
et (II7 4 x Idy, 2)*(’)1):;07!7 ;- Plus précisément, on veut montrer que le morphisme canonique

Z‘Zm(HLm X Iduu,m)*omu - (HLZ X Iduu,e)*oﬁu

v,w,lm v,w,! 0

est un isomorphisme. Il suffit de montrer que c’est le cas aprés complétion en chaque point
fermé de 77, ,. Supposons x € Ty p, pour un [P] € Il /T'q fixeé.

Pour chaque s > 1, soit Xp s I'ensemble fini quotient de X'p par le groupe de congruence
principal de niveau p* ; pour (g, A) € Xp, soit Iy, : 9Ty — Gy, le caractére défini par transport
de structure : 9, (%o) = Ky(to) ; soit %, py la restriction a I'image %Opy, de gBJ NINP par
la projection Ip — Ipy, qu'on peut voir comme un facteur direct de 9Ip par la décomposition

naturelle 9Ty = 99 p , x99 p . Pour chaque s > Cond(ky,m ), considérons le faisceau QP Z; i
PhyS T
des sections sur TPﬂB;h’&m du fibré en droites
I, P,
T T X U,
pg]\/;gh7 P‘JBPh,s,m u,m
ou
9 P, g@;Jngﬁu,P,h,m 1
A & X A
qu;gM s,m PgNPh,sm
Soit 7 B 5, Lm TPgB;h’Sm — Tp1m. Pour chaque s > Cond(ky,m), on peut réécrire le
faisceau (17, x Idy, )« OO0, o, comme le produit cartésien, indexé par Xp, de faisceaux

de la forme

Ap.g,sm Xe(ne ON-(w)m @ APg,s,m

1 AP,g,s m)

et il suffit donc de voir que la formation du faisceau Ap g4 5, commute au changement de base.
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gﬁu,P,h,m A
APvgvsvm - (TrP,gB;’h,S,I,m X Iduu’m)*QPﬂB;h,S,m ® HPylymy*OEI,v,m,z(_D)'

On observe d’abord que le morphisme 7, B, x Idy, ,, est fini, ce qui implique que

P, 757]7m
Qgﬁu,P,h,m

(WP’gB;gms’Lm x Idy, )+ PoBh, sm commute au changement de base 4y . Il reste a voir que

Hp,1,m,«O=

=I,v,m,x

HP,I,m,* O=

=l v,m,x

(—D) commute au changement de base. Comme

(_‘D) = prmy*@EP,m,x(_D) ®OYP,m OTP,I,v,m’

cette commutation résulte directement du Cor.3.2 du théoréme de Hida [Hid02, Th.3.1] (repris
dans la démonstration du [AIP, Th.8.2.2.3]). Ceci achéve la démonstration.

9.6 Démonstration du théoréme d’acyclicité

Démonstration. On suit la démonstration de la proposition 8.2.2.4 de [AIP], en plus simple.
On veut montrer que pour tout m > 1 et pour tout ¢ > 0, on a R'Il,, O =0et
R{(I m x Iduu’m)*(’)xﬂ’m’! = 0. Pour alléger les notations, on traite le cas d'un caractére s

K
v,w,m,!

fixé. Il suffit de voir que RiH17m7$7*(7)7"v7w,g,m,x = 0 en tout point fermé géométrique x d’une

strate Tp 1. Notons que TRt s.Iim est fini de sorte que les images directes supérieures par

_ / i
Nsm = 1m0 T sl sont données par (R'Il; ) o T s lmye
oit R” =7 Qr ; la réduction R” modulo p™ du faisceau R . sur
S Ng_,&m BaL,s,m,* Ng'7s,m ’ RNJ7m p RNJ
Tt , défini en [T s’écrit comme réunion (sur tous les s assez grands) :
b

K . K
Nfm — URNJ,s,m'
S
Considérons le faisceau sur 7' g+ :
0 58,1

Bs,m,! = _Dm) Y(—=Dm) <(/)N*(w)m ® Q?V+,s7m(_Dm)>

7V+sm( 0

X _
0 C(Nl 79;3_’

s,m

On a

T smyx B = Ry 1 (=Dim) XN RS, (=Dm)) (ON‘<w>m ®R5€v(r,svm(‘Dm)>
0 »Sm

de sorte que RiH17m7*Oz’fw slm = Rins7m7*BS7m7!. Pour chaque s fixé, le théoréme d’interpola-
tion de Lagrange montre que la premiére projection

pry - WB(T757m7*BS7m7! — RHNS—’&m(_Dm)
est surjective. Soit Zs,, lidéal des P € Op(y),, tels que P(n;) = 0 pour tout n; €
N~ (pZ /p*Z). Pour chaque s fixé, on a la suite exacte

0= Zsm = ON(w)m — C(N“(pZ /p°Z),W/p"W) — 0.
En tensorisant par R’]‘””V(T’&m(—Dm), et en prenant le produit fibré sur C(N~(pZ /p® Z), R’]””VO+ .

m
1<
on obtient la suite exacte courte

pry K

0= Zoym @wppmw Ry o (D) = Tt o Bsmt = Rigs (= Dm) =0

,8,m 0 »S, T,
En passant a la suite exacte longue pour R'Il; ,, «, on voit donc qu’on est ramené a démontrer

que R D,,) = 0 pour tout i > 0.

K
NJ,s,m(_
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Par les calculs de la section [0.4] on est ramené a montrer que pour tout s > Cond(ky,) et
pour tout couple (g, \) de Xpj :

IE P, h,m )
7TPgBPh,S I,my*QPQB}:h’ ®RHP7[7m*O:IUmx

(D) =0,

On est ramené & voir que Rin,I,m *O:I o (—=D) = 0. Ceci résulte alors, dans le cas beaucoup

plus simple du niveau premier a p, de m Th.V.5.8] comme dans la démonstration de la
proposition 8.2.2.4 de [AIP]. O

9.7 Projectivité et controle

On a vu que le module des Uy-familles de formes (v, w)-Igusa-surconvergentes est donné
par S5, (Up(p) = H0(Tr0, O, 1) = HO(T7,, (1T, x Tdyy ). O, ).
PROPOSITION 9.7.1. Le A(U,, K)-module de Banach Sy, (I's(p)) est projectif.

On va utiliser une variante de [AIP, Th.A.1.2.2] :

LEMME 9.7.2. Soit X un schéma formel sur Z, admissible normal quasi-projectif de fibre
générique X affinoide; soit § un faisceau formel de Banach sur X qui définit un faisceau fibre
générique rigide F sur X. Soit §p, et X,,, = X ® Z /p™ Z les réductions modulo p™ de § et X.
On suppose que §,, = @S Ss,m ou les §s , sont cohérents et commutent au changement de

base : si £ < m, izm&gm = §s,¢- Soit (Ulf) un recouvrement affine formel de X. Alors, la suite
0 — H(X,§)[1/p] = P H (U], 3)[1/p] = EB HO(UL, §)[1/p] —

est exacte.

Démonstration. Comme dans la démonstration du Th.A.1.2.2 de [AIP], on peut supposer qu’il
existe un morphisme formel projectif X — 3 et un faisceau inversible ample £ sur X relatif a
ce morphisme. Par le théoréme d’annulation de Kodaira, il existe une suite croissante d’entiers
(bs)s telle que pour tout s > 1 et pour tout ¢ > 0, on ait

HY (%1, 81 @ £7%) = 0.

Si la suite (bs) peut étre prise stationnaire, il suffit de recopier la démonstration du th. A.1.2.2.
On suppose donc la suite strictement croissante. Par dévissage on voit qu’on a pour tout
m>=1:

Hi(xnugs m ® £®bs) =0

Il s’ensuit que pour chaque m > 1 et chaque s > 1 le complexe de Cech

Com:
0 — H (X, Fom ® £657°) = @D H (Ui, Bom @ £57) = D HO Uijm, Som © £57°) —

i ij

est exact. On peut supposer que £ est engendré par ses sections globales. Soit ¢ une telle section.
On a des morphismes — @ ®s+17bs); @®bs _y @®bst1 Yoy un morphisme de complexes
t®(bs1-bs) . Cs.m — Csq1,m- Pour tout m > 1, soit £8°t = hﬂs £8bs pour '+ ! @ ths+17bs,
Cette limite ne dépend pas du choix de la suite strictement croissante des b,. La limite inductive
Cooym = hﬂs Cs m de ces résolutions est une résolution de

HO (X, Fs.m ® £5°°0).
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Par Nakayama topologique, le complexe
000700: @HO(UE,S(@@)—}@HO zg?g®£®00t)
i ij
est une résolution de H(X,§ ® £/®E) ol

£®oot L £®00t

En passant a la fibre générique et en utilisant le fait que le faisceau inversible £[1/p] est
donné sur l'affinoide X = Spm B par un B-module L projectif de rang 1, on a pour tout
ouvert affine V! de X :

HO(VT,§ ® £8%90)[1/p] = HO(V', §)[1/p|@ pL{1/t)

ott L{1/t) = HO(X, S/@’E) désigne la complétion p-adique du B-module des sections sur X de
£8%° qui s’identifie donc a la complétion p-adique de li lg LObst1=bs) Qi [, = B t=be B,
on a L(1/t) = B(1/b). On peut maintenant montrer que

C(Use, F): @HO U, F) — @HO U, F) —

Z_]’

est une résolution de HO(X, F) = HO(X,3)[1/p]. On peut tensoriser le complexe C(ULS, F) par
L. 11 suffit de montrer qu’en tout idéal maximal m de B, C' (Ufig, F) ®@p Ly est une résolution
de HY(X, F) ®p L. Comme £ est engendré par ses sections globales sur A, £58 est engendré
par ses sections globales sur B ; il existe donc une section globale ¢ qui ne s’annule pas en m;
on a donc Ly = L(1/t);, comme Bp-modules, et on est ramené a ’énoncé déja démontré :

C(US®, F) @p L(1/t) est une résolution de HO(X F)®p L(1/t). O
Démonstration. Soit & = Z”ZU, et ¢ = ,v x Idys et § = ¢.&. Par le Th9.2.3l c’est

un faisceau de Banach formel sur le schema formel admissible normal quasi-projectif X =
TI* i x UL dont la fibre générique X est affinoide. Ce faisceau définit un faisceau rigide sur

*,1ig rig
X = TLU X Uy °.
Fixons un recouvrement admissible Uf = (U, f)ae 4 fini de T ,, par des ouverts affines dont
les intersections sont affines. Le complexe de Cech augmenté sur K W(1/p] :

HO(T} o < Ul §)[1/p] — COUT < UL, 3)[1/p) — CH U < UL, 3)[1/p] =

est exact par le lemme précédent. Soit a = (ap, ..., q;) € A et U, f ﬂ =0 a . Montrons
que le A (U, )-module HY(UL x U, F)[1/p] est orthonormalisable. La réduction modulo p de sa
boule unité HO(U; x UL F) est le A (U,,1)-module HO(Ug,l X Uy 1,81). Ce module est libre sur
A(U,,1). En effet, A(U, 1) est un anneau de polynéomes sur un corps fini F, donc son groupe
multiplicatif coincide avec F* ; il s’ensuit que le caractére k,; est a valeurs dans F* et est
donc d’ordre premier & p. Ceci montre que le faisceau Q'f“’l est de la forme (Zf“’l ® Oy,, ou
QT“’I est le faisceau des sections de

— To yRu,1 1 —
TN(;L 1 X A — TN(;L,I
Formons

TRyl A Fu,1
Ayt —7TB+11*Q -
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et
All = A’fuyl(_Dl) XC(N;,K’;“’l(—Dl)) <ON*(w)1 ® A’fuyl(_Dl))) :
On trouve
§1 = A1 ®F Oy, ,

Si 'on considére une base (€;); sur F de HO(Uy, 1, A"), on voit que les €; ® 1 forment une base
sur A(Uy,,1) de HO(UQJ @ Uy,1,81)-

En relevant une base de ce module, on obtient une base orthonormée de HO(U;, xUL,F)
(par Nakayama topologique).

On a donc une résolution du A (U, )-module de Banach Sz’f’“;u(f’ Bs, (p)) par des modules

de Banach orthonormalisables, avec morphismes continus. Ceci entraine que ce module est
projectif grace au lemme ci-dessous.

O

LEMME 9.7.3. Si0 — M' — M — M" — 0 est une suite exacte de A(X)-modules et si M et
M" sont quasi-orthonormalisables, ou méme seulement projectifs, alors M est projectif.

Démonstration. En effet, si M et M" sont quasi-orthonormalisables, soit (f;) une base ortho-
normale de M”; fixons des antécédents €; des f;. On a |&;| > C > 0. Si on forme e; = \’C;E_Z\’
on obtient une base orthonormée dont I'image est une base de norme bornée. On peut donc,
en changeant la norme de M” par une norme équivalente, trouver une base orthonormée de
M" qui se reléve en un systéme libre orthonormé de M ; il engendre topologiquement un
relévement topologique de M” facteur direct de M’ dans M, donc M’ est projectif.

Si M et M" sont seulement projectifs, on leur ajoute un facteur direct topologique commun
assez grand pour se ramener & une suite exacte de noyau M’ et on M et M” sont quasi-
orthonormalisables. O

COROLLAIRE 9.7.4. Soient v, w comme ci-dessus. Pour tout poids k € Uy, (L), le morphisme :

Seri(TBs, (P)) @A) L = Spw (B, (P), L)

est un isomorphisme.

Démonstration. suit la méthode de démonstration de [AIP, Cor.8.2.3.2]. Considérons l'idéal
maximal Z,, de Oy, des fonctions qui s’annulent au point #, et I, = HO(U,,Z,) A = A(U,).
Formons la résolution de Koszul :

Kos(k): 0 > A— A —» ... 5 A9 A— A/1, =0
On a une suite exacte de faisceaux sur T?fi X Uy, :

0—7Z,- (’);j;;v,! — (’);j;;v,! — Oy 1 —0

Par annulation de R(TT; x Iduu)*Og”:L}’! sur Tziig, on a encore une suite exacte de faisceaux
sur Tl*,iig X U, :

0—7Z,- HL*OSLJ — HI,*(’);’;U,! = 117,07 ) — 0
Soit v = (Il x Idy, )« Oy, et F* = 1.0y, . On a done Oy, /L ®o,, F™ = F~.
On forme le produit tensoriel Kos(k) ® 4 HO(TI*,’;Elg X Uy, F*+). On va montrer qu’il induit un
isomorphisme de L-espaces de Banach

ALy @4 HO(T] 08 X Uy, ™) 22 HO (T8, FP)
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On fixe un recouvrement affine Uf = (sz )i du modeéle formel TI* 5 de TI* gig. On sait par le
lemme [0.7.2] qu’on a des résolutions de Cech

C*(U"® x Uy, Fr):

HO(TI*,,;)fig % uu’]:‘fﬁu) — @ HO(U;ig X L{wf-%u) — @ HO(UZ‘j X Z/[u,]:%“) — ...
i ij
et
C* (U™, F*): HU(T 38, ) — EPHOU, F*) — (P HO (U, FF) — ..
i ij
On tensorise la premiére résolution par la résolution de Koszul et on obtient un complexe
double

Kos(k) @4 C*(U"8 x U,, Fr)

ou l'on place verticalement les fleches de Kos(k) et horizontalement celles du complexe de
Cech. Chaque ligne est exacte parce que les termes du complexe de Koszul sont A-libres.
Chaque colonne est exacte parce que pour chaque multi-indice o chaque A-module HO(U® x
Uy, F) est projectif, donc plat sur A. De plus, comme Uy'® est affine, le morphisme

HO(UZ® x U, F*) — HO(U5®, F¥)

induit par A — A/ I, est surjectif et induit un isomorphisme d’espaces de Banach en tenso-
risant le terme de gauche par A/I;. On en déduit par chasse au diagramme que la premiére
colonne du complexe double est exacte. C’est-a-dire que le morphisme continu d’espaces de
Banach

AL @aHO(T]08 x Uy, FF) — HO(T}0®, F)

est un isomorphisme. ]

10. Opérateurs de Hecke

10.1 Opérateurs de Hecke hors de Np

Soit ¢ un nombre premier, premier & Np. Considérons les matrices «; = diag(I,—;,¢1;) €
GLy(Q) pour i =0,...,9— 1, et, pour i = 1,...,g — 1, 3; = diag(cy, £* -tai_l) € Spy,(Q), et
Bo = diag(ly, £ - I;) € Spy,(Q). Soit T'; =T'N B'TB;, et X; la variété de Siegel de niveau T';
sur Zy,. Si i = 0, cette variété classifie les quadruplets (A, X, ¢, Hp), ol ¢ est une structure de
niveau N modulo T, et Hy est un sous-groupe fini étale lagrangien de A[¢];sii=1,...,9—1,
X; classifie les quadruplets (A, A, ¢, H;), ol ¢ est une structure de niveau N modulo T', et
H; est un sous-schéma en groupes fini étale d’ordre (29 de A[(?], totalement isotrope pour
Paccouplement, de Weil A% A[(2] — pi2, et tel que son sous-groupe de (-torsion H;[/] soit de
rang (91" ; notons qu’alors K; = £ - H; est un sous-schéma en groupes fini et plat de rang ¢9~*
de H;; le schéma abélien A/H;[¢] contient H] = H;/H;[{], et I'isogénie A/H;[¢] — A induite
par la multiplication par ¢ sur A induit un isomorphisme de schémas en groupes H] — K.
Considérons le modele canonique sur Z, de la variété de Siegel de niveau parahorique X pio(ﬁ)
associée au parabolique maximal P, opposé au parabolique standard de Levi GLg_; x Spy; .
Le morphisme (A, A, ¢, H;) — (A, A, ¢, H;[{]) induit un morphisme fini et plat X; — Xpo(¢).

Notons que le schéma abélien A/H; est principalement polarisé. Pour tout ¢ =0,...,9—1,
X; est donc muni d’une isogénie universelle ¢;: A — A/H; entre deux schémas abéliens
principalement polarisés, et le schéma X; est donc muni de deux morphismes finis étales
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pj: Xi = X, j=1,2, donnés par (A, X\, ¢, H;) — (A, X, ¢), resp. (A, N\, 0, H;) — (A/H;, \i, &),
ol \; et ¢; sont induits par A et ¢. On voit que pour tout = € X;ig(L), Hdg(p;(x)) = Hdg(z),
de sorte qu’on obtient par restriction des morphismes p;: X, ig(v) — X"8(v).

On considére la tour d’Igusa v-surconvergente T; o, au-dessus de X;ig(v) associée au
faisceau lisse L(A/X;) sur X;ig(v). L’isogénie étale p;: A — A/H; induit, par fonctorialité
covariante de IL (voir [BM10, Section 6]) un isomorphisme L(y;): L(A/X;) — L((A/H;)/X;).
On prolonge alors les morphismes p;, j = 1,2, en des morphismes p; : T} oo » —+ T, qui
envoient un quintuplet (A, \, ¢, H;, ) défini sur S vers (A4, \, ¢, ), resp. (A/H;, Ai, i, 10;), ou
Vi ppe — L((A/H;)/S) est le composé de 92 pgec — L(A/S) et de L(g;). Les morphismes p;
ainsi prolongés sont finis étales. On définit des endomorphismes 77 ; des faisceaux Oy ,, Oy,
comme la composée (p1)« o p3. Ils sont compatibles avec les opérateurs habituels Ty ; définis
sur X et sur la tour d’Igusa ordinaire par les mémes formules (voir par exemple [Til12] 8.1]
pour g = 2). Ils respectent donc la cuspidalité et l'intégralité des modeéles formels obtenus
par cloture intégrale du modeéle formel d’Andreatta-Gasbarri X(v). Ils fournissent donc des
endomorphismes continus 7y, 7 = 0,...,g9—1, des A(U,)-modules de Banach Sy4, ('), appelés
opérateurs de Hecke en /.

10.2 L’opérateur U, et sa théorie spectrale

On va définir un endomorphisme continu U, du A (4, )-module de Banach M/, respectant

Sy, et tel que pour tout v > 0 assez petit et pour tout w > u > 0, Up(Syy,) C Sy

v,w pv,w+1»
ce qui entrainera sa compléte continuité. L’endomorphisme U, est défini comme un produit
d’endomorphismes U, ; (i =0,1,...,g—1) de M, provenant de correspondances algébriques
sur Tig -

Pour i € {0,1,...,g — 1}, on considére les matrices o; = diag(Iy—;, pl;) € GLy(Q) et les
matrices f3; = diag(ai,pQ(x;l) € GSpy,(Q) pour i € {1,...,9 — 1}, et fy = diag(Iy,ply) €
GSP2g(Q)~

Soit H le semi-groupe commutatif engendré dans May (Z) par les §; pouri € {0,1...,g—1}.
Soit B = diag(a,v - fa~!) € H, ot v = v(B) € Z. Rappelons quon a défini, pour tout r > 1,

les quotients TNO+ o = Lrov /NO+ qui classifient les drapeaux complets dans I, munis d’une

trivialisation du gradué associé; on introduit aussi NJ B) = OFINJr an NJ et pour tout

r > 1, TNJ(B),r,u = T,,(B)/Ng (B), ott pour tout 7 > 1, T,.,(B) désigne le X''&(v)-espace

rigide classifiant les (A = A’ 4., 9.) ot A et A’ sont des variétés abéliennes principalement
polarisées a bonne réduction, 1, resp. 1] est une base de L, (A), resp. de L, (A"), et 7w est une
p-isogénie de facteur de similitude v(3) (relativement aux accouplements de Weil de A et A’)
et telle qu’il existe (étale localement) des bases ¥ et ¢ de L(A)(—1), resp. L(A’)(—1), relevant
by resp. ). telles qu’en notant L(m): L(A) — L(A’) 'image de 7 par le foncteur covariant L
(IBM10}, Section 8]), la matrice de L(7)(—1) soit égale a v ; autrement dit, L(m)(—1)oy) = 1)'oa.
classifie donc les (A 5 A’ ¢, o Ny, 40l o Ni) avec m, ., 0L, 9,

¥’ comme ci-dessus, tels que L(7)(—1) 0¥ € 1’ o aN; (on voit aisément que cette condi-
tion ne dépend pas du choix des représentants de 1 o NojL et ¢ o Ngr). On sait [FT10]
Sect.8.2.3, Th.8 (2)] que pour tout sous-groupe lagrangien H' de A[p| tel que H' N H; = 0,
Hdg(A/H') = p~!Hdg(A), de sorte que si Hdg(A) < v, Hdg(A/H') < v/p. On définit les
projections p; : TNJ(ﬁ),r,v — TNva et po: TNO*(B) — TNO* par

Le quotient TNO* (3)

TV

77‘71} 7r7v/p

p1: (myabe o N 0l o N )+ (A, b o NGT),  pat (m,9 0 Ny, 00 o NiT) = (A9 o Ni).
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Ces morphismes sont finis étales.

Pour i € {0,1,...,g — 1} fixé, soit 5 = (;; on pose o = pai_l ; soit Sy(Zy) le Zy,-module
des matrices symétriques g X g et mg = (Sy(Zp): a;;Sy(Zy)c;). On définit alors pour chaque
r > 1 lopérateur Up, ;(r) comme la composée de la restriction

TCSyv/p+ HO(Tr,v, 07]\’101)) — HO(Tr,v/pa OTO )

+ NT
s rv/p

avec

1 . Nt Pk Nt mfﬁpl,* Nt
e O HO (T 02 ) 22 HO(T30(8), 07 5)) ——— HO(Ty, 070 )

. . . . . 0
On obtient ainsi un endomorphisme continu de H (TNJ’T’U, (’)TN + ).

TV

REMARQUE 10.2.1. Notons que cette définition ne nécessite pas de propriété de compatibilité
du faisceau L au pull-back par le morphisme de Frobenius ¢: X (%) — X (v) contrairement &
la situation de [ATP].

LEMME 10.2.2. (1) Les opérateurs Uy, ;(r) et Uy ;(r + 1) sont compatibles avec les inclusions

N N
HO(T,., OT:U) = HO(Toy1 0, OT,AOH’U)
(2) Pour tout i = 0,...,9—1, U, ; respecte la structure entiére standard HO(T]ngﬁv, (’)T]fv+ )

0 v
+
de HO(To 0, O2° ).

(3) Pour tout v,w > u > 0 et pour tout k € Uy, (L), les opérateurs U, ; induisent des endo-
morphismes continus du sous-espace Sy ,,(I', L) de la complétion p-adique de HO (T v, O )

(4) il induit un endomorphisme continu A (U,,)-linéaire de S}

. u
%, muni de la norme | [y .

Démonstration. (1) Un calcul matriciel semblable & (la démonstration de) [Hid02, Prop.3.5]

montre que les morphismes p; : TNJ(B),T,U — TNJ,r,v et pao: TNJ(B) — TNva pour r > 1,

R0
forment un morphisme de systémes projectifs; les correspondances Up ;(r) sont donc compa-

tibles quand r varie.
(2) On définit TJfVO*(B),oom
les morphismes p; : TNO*(ﬁ) — TNJ,v? et pa: TN*(ﬁ)

U o ,00,V

par cloture intégrale du Ox-schéma formel X (v) dans TNJ( 8

,00,0 7

— TNJ,U /p fournissent alors par res-

C : : f. pf f f. pf f
triction des morphismes finis p; : TNO*(B),U — TNJ,U et p5: TNO*(B),U — TNJ,u/p' La formule

1 f 4 : : . Yo /mpf 0 /pf -1
DL opgoresvw/p définit un morphisme U ;: H (TNJ,u’ OTJfV+ U) —H (TNJWU’ OTJfV+ U)[p ].
0

Pour voir qu'il respecte I'intégralité, on utilise le principe du ¢g-développement [[.3.3] et [Hid02),
Proposition 3.5] qui montre que pour tout f € H° (TJfVJr ) Ot . ) et pour tout i =0,...,9—1,
0> N,

0"

on a ®%L(Upi(f)) € Ox((g")). On pourrait aussi utiliser [Pil12] Appendice A.1].
(3) et (4) se démontrent simultanément : il résulte de (2) que I'endomorphisme U, ; de H® =

+ o~
HO(TOOA,, Ojjyo‘l U) se prolonge par continuité a la complétion p-adique H°. Pour tout v, w,u > 0,

montrons que U, ; respecte le sous-espace M, de HO et qu’il induit un endomorphisme continu

pour la norme | [y,
En désignant par ]?EOO (8) la complétion p-adique de la cloture intégrale de R dans TNO+( B),00,0°

et en notant (1, 1y, o Ni, 9., o Nj7) le triplet universel défini sur Roo (8), on peut poser pour
[ € Ro(B) et g € I, f(A,g) = f(A, ¢y 0 g). Considérons un systéme de représentants €;,
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resp. ., de Ni"(B)\Ng", resp. de U(Z,)/aiU(Z,)cl. Pour tout couple (j,k), on note Hy
le sous-schéma en groupes fini et plat de A associé & €;m, c’est & dire tel que l'isogénie
Tkt A — AJH ) satisfait L(m; ) (¢Yu) = 17, 0c€;m;. Notons que 'intersection H kﬂHl de HY
avec le sous-groupe canonique H; est d’ordre p’. On pose fj7k(A/H]’.7k " = (A/ [ Pl og )
Si pour chaque H]’.k, on pose 93. L = Qngejgat, on a

prLpsf(A, ) ngk A/H . ). (1)

On sait que

aN~ (w)a™' ¢ N~ (w), (2)

on voit que si f(4,g) se prolonge & N~ (w) x T(u), il en est de méme pour 1051 (9)-
De plus, en revenant a la définition [L3.4] on voit immédiatement que si f est cuspidale,
les fonctions f; . sont aussi cuspidales et donc U, ; f I'est aussi. U

Posons alors U, = U, OU(O) ou U,EO) = Hf;ll Up,i

PROPOSITION 10.2.3. (1) Pour tout v < %p, l'opérateur Uy, o envoie S“; dans Sy

(0)

(2) Pour tout v < % et pour tout w > u, I ‘'opérateur U, ~ envoie S"““ 441 dans Spv, s

v,w
(3) Pour tout v < 2%, l'opérateur U, induit un endomorphisme complétement continu du
A (U, )-modules de Banach Sy,.

Démonstration. (1) On applique la formule [ avec i = 0. On sait [FT10, Th.8.2.3, (2)] que
pour tout sous-groupe lagrangien H’ de A[p] tel que H' N Hy = 0, Hdg(A/H') = p~! Hdg(A),
de sorte que si Hdg(A) < v, Hdg(A/H') < v/p. Ainsi, si f est v/p-surconvergente, U, o(f) est
v-surconvergente.

(2) La formule 2l appliquée a o = []Y fozl est renforcée en aN~(w)a~! € N~ (w + 1).

Ceci montre que si f(g) est analytique sur N~ (w + 1), la fonction nggf (g) est analytique
sur N~ (w).

(3) On écrit U, comme la composée de la restriction Spy, — Sg;‘p w1 dui est complétement
continue par[.44] et du morphisme continu S “7 R "‘“ donné par (1) et (2). La composée
d’un morphisme continu et d’un morphisme completemen‘c contlnu est complétement continue

[Buz07, Lemma 2.7]. O

DEFINITION 10.2.4. On note encore U, = H Up,i; 'endomorphisme complétement continu
du A(U,)-modules de Banach Sy, (I ), resp. du L-espace de Banach Sy, (I'ps, (p), L), pour
chaque k € Uy, (L).

PROPOSITION 10.2.5. Les morphismes HTT*: Sk(FBSp (p)) — Sﬁw(I’BSp (p)) et HTT*: Sy’ P,
Sew(Lps,(p)) définis en sont compatibles aux opérateurs de Hecke Ty;, i =0,...,9 —1
et Up.

Démonstration. Les opérateurs de Hecke Tj; et U, définis ci-dessus sont compatibles aux
opérateurs de Hecke définis par Hida sur le lieu ordinaire ([Hid02 Sect.3.6 et 6.5] ou [Pil12]
Appendice A, voir aussi [Til12] 8.1]) . On en déduit que ces opérateurs respectent la cus-
pidalité, et d’autre part que les morphismes HTI* sont équivariants pour les opérateurs de
Hecke. O
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10.3 Controle et classicité

Pour tout & € Uy, (L), et pour chaque o = (e, ..., g—1) € (RT), on considere (S5 ,,)S%(T, L)
le L-sous-espace vectoriel ou les valeurs propres généralisées des opérateurs commutant mu-
tuellement Up; (1 =0,...,9 — 1) sont de valuation < a.

On rappelle un résultat de classicité démontré pour l'espace des formes surconvergentes

(S¥.,)S%(pg, (p), L) par B. Stroh et V. Pilloni dans [PS]. :

(g+1)

COROLLAIRE 10.3.1. Si k = (ki,...,k,) est un poids classique tel que k, > % et si

ag < kg — M et a; < kg—j —kg—it1 +1 (i =1,...,9 — 1), le morphisme de restnction

de Xps, (p)re a Tt induit une identification Hecke-équivariante (pour les opérateurs hors de
N) :

Sk’gg(rBSp (p),L) = (Sz]iw)gg(FBSp (p),L).

On en déduit

(g+1)

COROLLAIRE 10.3.2. Si k = (ki,...,k,) est un poids classique tel que k, > % et si
;

oy < kg — w et a; < kg—j —kg_ip1+1 (i =1,...,9—1), pour tout v < 9p €t tout
w > u > 0, 'épimorphisme Hecke-équivariant (pour les opérateurs de Hecke hors de N )

S"Qu (PBSp( ) L) ®A(uu),k5 L — Sllj‘,w(FBSp (p)7 L)

induit un isomorphisme Hecke-équivariant

(S5 (B, (1) @A @)k L) S = S¥S2(Tpg, (p), L)

L u=wetn-—1 <w<n—vp—1, on peut le déduire du
2p 1

théoréme de controle de [AIP] en utilisant le théoréme de comparaison de 82 et la Proposition
T0.2.3 qui permettent d’identifier (Sgv,)<(T'gs, (p), L) avec (Sﬁ%’AIP)gg(FBSP (p), L) en tant
que modules pour 'action de ’algébre de Hecke hors de V.

Lorsque v < 2Lp’ pour tout w > u > 0, nous pouvons donnner une démonstration in-

dépendante de celle de [AIP] en utilisant notre théoréme de controle @.7.4] et la Proposition
10.2.0 O

Démonstration. Lorsque v <

11. Variétés de Hecke

Rappelons que des variétés de Hecke XU (voir [UrbId]) et AAP (voir [AIP]) pour
Spgg, munies de morphismes de poids s vers VW ont été construites par E. Urban [UrbI11]
et Andreatta-Iovita-Pilloni [AIP]. La premiére classifie les systémes de valeurs propres de
Hecke cohomologiques de niveau I' N T'g(p>°) de pente finie, et la seconde les systémes de
valeurs propres de formes de Siegel holomorphes de niveau I' N I'p(p>°) de pente finie. Les
considérations des sections précédentes permettent de construire une variété de Hecke ABMT
classifiant aussi les systémes de valeurs propres de formes de Siegel holomorphes de niveau
' N T'p(p™) de pente finie.Pour la construire, on utilise le formalisme de [Buz07, Section 5]
appliqué au triplet (Spyg,I', @), ot ¢ = Up,.

Soit T 'algébre de Hecke abstraite hors de N, définie comme ’algébre de polynomes en-
gendrée sur Z par des indéterminées Ty ; pour tout premier £ ne divisant pas Np et tout
i =0,...,9 — 1, et une indéterminée U,. On considére pour chaque ouvert affinoide ¢, de
W la famille de A (U, )-modules de Banach projectifs (S, (I'))y munis de 'opérateur com-
plétement continu ¢ = U, défini en [0.2.4]; on considére les séries caractéristiques P, (T) =
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det(I =T¢; S54,(I')) € AU){T}}. Les lieux Z7,, , des zéros de Py, (T') dans Uy, X Gy, se re-
collent quand v — 0 et w — o0, et fournit la variété spectrale Zy4 qui paramétrise les inverses
des valeurs propres non-nulles de ¢. Le morphisme de projection 7: Zf; — U, est localement
fini et plat [Buz(07, Cor.4.2]. On définit alors la variété de Hecke D! w,e comme « le spectre »
Spm T, de I'image T}, de la représentation naturelle de A (U, ) ® T dans End A (So4)
(a cause du rang infini de Sgu, sur A(U,), il faut en fait procéder comme dans [Buz07, Section
5]). Ces variétés sont munies de morphismes d’algebres 6%, : T — O DY, compatibles quand

v, w,u varient, appelés systémes de valeurs propres de Hecke unlversels de plus, on a un fais-
ceau quasi-cohérent d’espaces de Banach Sy, — D”w 6 donné par le T w-module S7 . Les
variétés Dy w,b S€ recollent quand v, w et u Varlent Comme les ouverts aﬂﬁnmdes U, forment
un recouvrement de W, on obtient ainsi une variété rigide sur K munie d’un morphisme d’al-
gebres 0: T — Op,, d’'un morphisme analytique x: Dy ER Zy I W localement fini , et d’un
fibré S, avec les propriétés

e D, est équidimensionnelle de dimension g;

e f est fini et tel que toute composante irréductible de Dy s’envoie surjectivement par f

sur une composante irréductible de Z ;
e l'image par k = mo f d'une composante irréductible de Dy est Zariski-dense dans W.

DEFINITION 11.0.3. Pour tout ouvert affinoide Y de Dy, 'espace H O(Y,S) est appelé espace
des Y-familles de formes propres de Siegel surconvergentes.

Pour toute extension finie L de K, un point € Dy (L), de poids k = k(x) € W(L) la fibre
S, s’identifie au sous-espace de hﬂu,w Sy (L', L) constitué des formes de Siegel cuspidales
surconvergentes de valeurs propres données par le systéme de valeurs de propres de Hecke
0, =xof: T — L. Si ce point est de poids classique et de pente petite au sens de I0.3.2] il
deéfinit une (ou plusieurs) forme(s) de Siegel classique de Si(I'p(p)).

Notons ABMT — Dy, munie de 0: T — Oypur, K: XBMT W et SBMT = S les données
ainsi obtenues. La proposition montre que le morphisme HTT* induit un morphisme
ABMT _ YATP qui fournit une identification canonique de quadruplets (XBMT ¢, 5, SBMT) =
(XAIP7 07 K,SAIP).

Annexe A. Le morphisme des périodes

Dans cet appendice on utilise les notations de 6.2 et de [BM10]. On fixe une W-algébre
admissible normale S et (M, ¢r¢) un o-module libre de rang r sur Ay (S) (voir [BMIO,
Definition 4.21]).

A.1 Le morphisme des périodes en caractéristique p

Soit (M, ¢x7) la réduction de (M, ppq) modulo (p, I {pfl}), qui fournit un module libre de
rang 7 sur Ag(S)/pAo(S) avec un endomorphisme semi-linéaire. Rappelons que Ag(S)/pAo(S) ~
Rs/PP1Rs et que

TH(A0(S)/pAo(S)) = €(Ao(S)/pAo(S)) = B(Ao(S)/pAo(S))

de sorte que

JUM = JU (Ao (8)/pAo(S)) @an(s)/pra(s) M = M/pP~>M
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Par ailleurs, I'image u de o1(§) dans Ag(S) est inversible (c¢f [BMI0, Lemme 5.10]), si bien
que I'application ¢1 — Id;: JUM — M gidentifie a Papplication

M/pP* M

Supposons que pP® € det(1 ® ¢yp) avec € € QNI[0,1/p[. On sait (¢f [BMIO, Proposition 5.25])
que :

(1) ﬁaM C Im (gbﬂ) =Im (gbl_— Idﬂ) ; .

(ii) le Fp-espace vectoriel V (M) :=V (Ag(S)/pAo(S), (M, ¢xp)) est de dimension .
On dispose d’une application Ay(S)/pAo(S)-linéaire

arr: (Mo(S)/pAo(S)) @F, V (M) — JUM
déduite de I'inclusion V (M) c JUM.

LEMME A.1.1. On apzﬁl Ker (O‘ﬂ) = 0.

Démonstration. Soit v = (vy,...,v,) une base de V (ﬂ) On dispose de I'isomorphisme

Re/P'Rs = 5/p' 75
(230,271,...) = T

(qui envoie p sur p(t) = p%) Le choix d’une base e = (eq,...,e,) de M sur Ag(S)/pAo(S)
N — 1
fournit un isomorphisme M ~ (S / pleS )r et identifie u¢; — pldyg & une application
1 — 2 — 1 _
upr —pv 1d: (S/p'"#8) = (S/p' " #5)
et V (M) a un sous-F,-espace vectoriel de (g/pl_%g)r.
La preuve de [BM10, Lemme 5.23] implique le résultat plus précis suivant : pour tout n €
- N - — 1 —
Q.. l'image de V (.M) dans ﬁ./\/l/ﬁ%ﬂ"./\/l ~ (S/pMP—UJr"S)T est un Fj-espace vectoriel
de dimension r. En effet, en reprenant les notations de loc. cit., les p" éléments de V (M)
— -~ 1 ~
se relevent de facon unique en les solutions Z € S” de léquation AZ®) + prZ = 0 (o0 A =

(@ij)ie j<r € M, (g) est un relévement de la matrice de ug dans la base e, et Z(®) le vecteur

dont les composantes sont celles de Z élevées a la puissance p). Pour tout ¢ € {1,...,r}, on a
T

1
—pPz =) i ai,jzf, de sorte que %—i—v(zi) > inf(pu(z;)) = pv(Z), et donc %—i—v(Z) > pu(Z):

: 1
si Z # 0, on a alors v(Z) < -1

Soient Aq,..., A\ € S tels que

~—

i )\Z'UZ' =0 (*
=1

1

— 2 N 1 1 — 2
dans (S/plfﬁs)r ~ JUM : il gagit de voir que pr—1\; € plfﬁs r.e. que prr—D \; € pleS
pour tout ¢ € {1,...,r}. Quitte a le remplacer par S’ € .Zg assez grand, on peut supposer que

1

S contient pr®-1 les coordonnées des v; dans la base e et A; pour tout i € {1,...,r}, ainsi
que les coefficients de la matrice de ¢ dans e.

Cas o S est un anneau de valuation discréte. Soit v la valuation de S normalisée par v(p) =
1. Quitte a renuméroter les vecteurs de la base v, on peut supposer que 1'égalité () s’écrit
S
Yo Aivi = 0, que la suite (v(A\;))i<ics est décroissante et que s est minimal. On a alors
i=1
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Z Ay I\;jv; = 0 dans (S/p 1-3 (% )S)r. Comme uqu( zs: )\flAivi> = i (A;lAi)pp%vi dans
i=1

i=1 i=1

(S/p —p 0 S)g) ,on a p's) 3o [(A5T)" = A5 T\ ]v; = 0 dans (S/plf%S)r. Par minimalité
i=1

de s, on a p*(*s) [()\glAi)p — A;'A;] =0 dans S/plf%S, i.e. ()\s_l)\i)p - A\ € plf%fvo‘s)s

pour tout i € {1,...,s}. Supposons v(As) < 1— 1—2) — m conav(dg) =1-— % — p(p—l—l) -

1 ~
avec 11 € Q. q, donc (A;l)\i)p - A € pP<P—1>+nS pour tout i € {1,...,s}. Si A; désigne
1 ~ S~
I'image de A;'\; dans S/pP(P—1)+nS, onadonc \; € F) pour tout i € {1 ...,s},et > N\v; =0
i=1

dans V(M) : comme Xs = 1, cela contredit l’indépendance linéaire sur F, de la famille v dans
1

(S/pP<P—1>+nS)T. On a donc v(As) > 1 — % (p 7@ fortiori pP(P -1 )\; € p PS pour tout
ie{l,...,r}

Cas général. Pour tout idéal premier minimal p de S/pS, notons g; le séparé complété, pour la
topologie p-adique, du localisé S,. C’est un anneau de valution discréte : notons v, la valuation

— 2
de Sy, normalisée par vy(p) = 1. L'égalité (@) induit une égalité dans (Sp/plfﬁSp)r. D’aprés
1

le cas traité plus haut, on a v, (pm’—l) )\i) >1-— % pour tout i € {1,...,r}. Comme c’est vrai
pour tout idéal premier de hauteur 1 contenant pS et comme S est normal, cela implique que

1 _2
pre-D\; € p1 »S pour tout ¢ € {1,...,r}, ce quon voulait. O
1
PROPOSITION A.1.2. On a pr—T Coker (apz) = 0.

Cela résulte des deux lemmes suivants.

LEMME A.1.3. Il existe ¢ € QN[0,p — 2[ tel que p° Coker (azz) = 0.

Démonstration. On conserve les notations de la preuve du lemme [ATIl Soit ./\/l un Rg-
module libre de rang r tel que ./\/l/f?p LM 5 M. Soit & = (el, .. er) une base de M un Rs
qui reléve e. Fixons qﬁ M — M semi-linéaire relevant ¢3¢ (il suffit pour cela de choisir pour

la matrice de 1 ® gb dans la base € un relévement dans M,.(Rg) de la matrice de 1 ® ¢ dans la
base e). Par hypothése, i := det (1 ® qﬁ) divise pP° (car c’est vrai modulo pP~1). Notons aussi
u € R relevant 'image de u dans Ag(S)/pAo(S) ~ Rs/pP 'Rg.

Commengons par montrer que pour tout i € {1,...,r}, il existe v; € M relevant v; €
JUM ~ M/pP=2M et tel que uqﬁ(vl) = pu;. Ch01s1ssons Tio € M quelconque relevant v;.
Comme u¢7(v;) = pvs, on a u¢(x, 0) = px;o mod pP~ LM. Pour n € N, posons §,, = p"(p —
3)+ 17—721)4-17 € N5o. Onadp =p—1et d,41 = p(d, —1). Supposons qu'il existe z; ,, € M
qui releve v; et tel que uqﬁ(x%n) = pZ;, mod p‘S”./\/l . écrivons ﬂ%(fim) = DTiy + ﬁényi,n.
Posons alors Z; p41 = Tjpn + ﬁ‘sn*lyi,n € M. Comme 0p = p — 1, 'élément z; 541 reléve lui
aussi v;. Par ailleurs, on a

U (Tisnt1) — PTims1 = U (P i) = Up ¢ (i)
Comme p > 2, on a 1i_>m 0, = 400 : on construit ainsi une suite de Cauchy (Ez n) pour la
n oo

topologie p-adique dans M. Comme M ~ Ry et RS est séparé et complet pour la topologie
p-adique, la suite (552,,1) converge vers v; € M relevant v; et tel que uqﬁ(vl) = pv; (par

continuité).

neN
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Notons alors V (Mv) le sous-F,-espace vectoriel de M engendré par v = ('61, ... ,@). La

réduction modulo pP~2 fournit un isomorphisme V (./\/l) S5V (ﬂ) Par ailleurs, on dispose du
morphisme

a: Rs@r, V(M) = M
déduit de I'inclusion V (./K/lv) cM par Rg linéarité. On a le diagramme commutatif :

Rg ®F, A% (M) a Mv = ﬁﬂ

| |

(Rs/PP~Rs) ®r, V (M) —2— JUM — M

Il s’agit donc de montrer qu'il existe ¢ € QNI[0,p — 2[ tel que p® Coker (&) = 0. La commu-
tativité du diagramme et le lemme [ATTl impliquent que si € Rg ®@p, V (M) est tel que

2_3p+1 —~

a(z) € P2 M, alors ﬁ#x epr'Rs®p, V (/W), i.e. T € pp =1 Rg®p, V (M). Comme
R est séparé et complet pour la topologie p-adique et sans p-torsion, cela implique qu’une
part que « est injectif. D’autre part, si Coker (&) est tué par p? avec d € Q- ,_9, il lest aussi

2 _3pt1
par f)d_p 71 . Cela implique alors que Coker (&) est tué par p¢ avec c € Q g et ¢ < p — 2.

Comme « est une application linéaire entre deux Rg-modules libres de méme rang, il reste
donc a montrer que det (62) divise une puissance de p.

On a det (7?,5 ®F, V (/K/lv)) =Rgv1 A - AV, et det (M) =Rge1N\---Ae, : 1l existe = Rs
tel que

det(@) (T1 A~ AT) = A& A+ A&,

D’apres ce qui précede, il s’agit de voir que X divise une puissance de p. Notons que l'injectivité
de a implique que A n’est pas diviseur de zéro. On a

G A ABE) =LA NG,
UG(T1) A ANUG(Tr) = PBL A~ AT,

Comme « est déduit de l'inclusion V (/K/lv) cM par Rg linéarité, il est compatible a 5, de
sorte que u' AP = p' A, d’ott w'gAP~! = p" (car A n’est pas diviseur de zéro), et donc A | p",
ce qu’on voulait. O

LEMME A.1.4. Si p© Coker (aﬂ) =0 avec c € QN[0,p — 2|, alors ppil Coker (aﬂ) =0.

Démonstration. On peut supposer ¢ > zﬁ' Soit y € JIM. Par hypothese, il existe z €
(Ao(S)/pAo(S)) ®r, V (M) tel que py = azg(z). On a alors ag;(pP2~“z) = 0, de sorte que

9 P S AT . .. .
PP = PP =12 = 0 d’apres le lemme [AT] Par normalité, il existe donc zy €

(Ao(S)/pAo(S)) @F, V (M) tel que z = ]36_1’_111'0. On a alors ﬁc_P_il (ﬁp_ily—aﬂ(xo)) =0, si

N 1 1
bien qu’il existe y; € JIUM tel que pr—1y = agq(zo) + 772" =1y, On peut ainsi construire

des suites (Yn)neN € JUAY et (zn)nen € ((Ao(S)/pAo(S)) ®r, V (ﬂ))N telles que yp =y
1 1

et ppil Yn = ozg(wn) + PP 1y, 4 pour tout n € N. On a alors pr-1y = aj(z) pour
[e.9] S
=Y P29z, € (Ao(S)/pAo(S)) ®r, V (M) (la série n’a qu'un nombre fini de termes

n=0

car p™P=27¢) = ( dans Ag(S)/pAo(S) sin(p—2—¢c) >p—1). O
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A.2 Le morphisme des périodes en caractéristique 0

Soit (M, ¢r) un o-module libre de rang r sur AY.(S), tel que pre 6 det (1 ® )
avec 2¢ € [0,1/p[. D’aprés [BM10, Théoréme 5.40], pour tout o € QNJ2e, [ le Z,-module

V (Aa(S), M) est libre de rang r. Comme V (A (S), M) € JHA4(S) @+v

AV.(5) M, pour tout

B € QNla, 1], on dispose de I'application Ag(S)-linéaire :

amp: Mp(S) @z, V (Aa(S), M) = JUAL(S) @5y o M

Posons M = (Ag(S)/pAo(S)) ®IY () M et ¢y I'opérateur de Frobenius induit. Comme
on l'a vu dans le paragraphe [AJl on dispose de l'application ovy: (AO(S)/pAO(S)) ®F,

V (M) — JUM.
ProprosiTION A.2.1. Coker (aMﬁ) est tué par []5]17%1 pour tout 8 € Qﬂ] max (a, ﬁ), 1 [

Démonstration. En tensorisant par Ag(S)/pAg(S), la proposition [A.1.2] implique que le co-
noyau de ’application

(A5(9)/pAs(S)) @z, V (Aa(S), M) = JU (A5(5)/pAs(S)) @5y o M

est tué par fw_il Soit alors y € JIUAg(S) ® ®IY () M : il existe y; € JHAL(S) ® ®ZV (s )./\/l et
()\1-70)1@@ € Ag(S)" tels que

r r

) p 1

[p]P—Ty = E XioUi + py1 = E Aiovi + 7 T [p]7 T4
i=1 i=1 pjr=

On construit ainsi par récurrence des suites ((Ai,n)lgigr)neN € (AB(S)T)N

JHA(S) ®%

t (yn)n€N>o S

v (s) M telles que pour tout n € N<g, on ait

r n—1

Pt
”Ply—ZZ vt e P

11]0 [

Comme 1 < [, la suite ( P > converge vers 0 pour la topologie p-adique dans Ag(.S).
[plP—1 / neN

Il en résulte que les séries \; :== > p—%)‘i,j convergent dans Ag(S), et qu’en passant a la
3=0 [P P~
1 T 1 T
limite, on a [p]r-1y = > v, i.e. [ﬂz’ly:aMﬁ(Z)\i@vi). O
i=1 i=1

COROLLAIRE A.2.2. Pour tout § € Q ﬂ] max (a, ﬁ), 1[,

ans[p!]: As(S)[p71] @z, V (Aa(8), M) = JHAS(S)[p7] @57 o M

est un isomorphisme.

Démonstration. Les choix d’une base de V (Ay(S), M) sur Z, et de M sur AC“S(S) per-
mettent de décrire apqp par une matrice A € M, (Ag(S)). D’aprés la proposition [A21] il
existe B € M, (Ag(9)) tel que AB = []5]17%1 I,. Mais dans Ag(S), on a [ﬁ]ﬁ | p vu que
p= #[ﬂﬁ et p%l < f, si bien que [ﬂp_il € Ag(S)[p7Y] " et donc A € GL, (Ag(S)[p7t]). O
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A.3 Application aux F-cristaux surconvergents de Hodge

Considérons une immersion fermée dans un schéma formel affine lisse Spf(S) — Z =
Spf(T), donnée par un morphisme de W-algebres surjectif u: T'— S ot T est une W-algébre
formellement lisse ; notons D(u) 'enveloppe a puissances divisées de T pour Ker(u).

On considére également 6, = po(0®@u): W(R)@w T -5 ot p désigne la multiplication ;
on forme Ais(u), complété p-adique de I'enveloppe a puissances divisées de W(R) @y T pour

-~

1=
I'idéal 6,1 (p1_5S ) On le munit d’une action de Gg en faisant agir ce groupe trivialement sur le

facteur T'de W(R) @w T'. Cet anneau est une T-algébre munie d’une connexion (voir [Bri08])
v

dont I'anneau des sections horizontales est AY;.(S) (qui est seulement une W-algebre).

Soit S’ une seconde W-algébre admissible normale munie d’un morphisme de W-algébres
tg: S — 5" et d’'un morphisme semilinéaire de W-algébres pg: S — S’, satisfaisant
Ls o Frob = ¢g  (mod p'=#S'[p'~#])

pour un certain 0 < g < 1. On choisit alors (17, ¢7) un Frobenius de la présentation w: T — S,
c’est-a-dire deux diagrammes commutatifs

A N o
U\L Ls i/,ul “i/ Ps J'//u,
S 559 S-—5.9

tels que 7 mod p' =" soit donné par tr o Frob modulo p'=*.

Le morphisme o7 induit un morphisme Gg/-équivariant Kcris(u) — Acris(u’ ).

Soit (A ,®,Fil As) un F-cristal surconvergent de Hodge vérifiant les hypothéses de
[BMI0, Théoréme 3.23]; rappelons que Fil .Zs est un sous-S-module projectif de 1'évalua-
tion .#s du cristal .# en I'épaississement trivial S. Notons Z = Spf(D(u)) le complété formel
p-adique de l’enveloppe & puissances divisées de Z. On suppose qu’on dispose d'un sous-
module Fil #z C .#z relevant Fil .#s. Ces données sont décrites par celle d'un @-module
filtre (M (u), Fil M (u), V, ®7(,)) sur D(u) (voir [BMI0, Définition 3.30]).

Par hypothése, les modules Fil M (u) et M(u)/Fil M (u) sont localement libres de rang r

V=0
sur D(u). On pose M(u) = (Acris(u) @py M(u))
Soit ¢ le Frobenius de AV (S"). Le AY:(S")-module M = M'(u) = M(u) RV ()
AY. (S") est muni d’un endomorphisme ¢-semilindaire ¢ug. Soit I C Kcrii(u) le complété
p-adique de 'idéal a puissances divisées engendré par les indéterminées de Apis(u) associées

au:T — S comme dans [BMI10, Proposition 4.11]. On définit Fil; M’ € M’ comme le
- ~

sous-A i (8)-module engendré par I'image de Acig(v) ®p(y) Fil M (u) dans

M/ = [(Kcris(u) ®D(u) M(u))/I(Acrls(u) ®D(u) M(u))} ®KCVHS(S) ‘XZis(S/)'

Soit w €]0,1 — [ la hauteur de Hodge de #s/ Fil 45 ; par le théoréme de décomposition
(IBMI0O, Proposition 4.27]), il existe un unique sous-o-module (U’, ¢p) = (U' (), dpr(y) de
M = M (u) tel que

(1) [P0+ e det (dr) Acis(S");

(2) [p*M +Fiy M =U @ Fily M
D’aprés la proposition [A2.T] appliquée a U’, 'application

owp: Mp(8") ®2, V (Aa(S),U) = JUAG(S) 03y o U
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est injective, de conoyau tué par [p]r—1 = pour tout o € Q ﬂ] f % [ en posant € = ((p—1)r+1)w
et § € Qﬂ] max (a, ﬁ)’l['
Par ailleurs, on a un isomorphisme 7: Acpis(u) ®ZY () M(1) S Acris (1) @p(uy M (u) (cf

crls

[BM10] Proposition 4.17]), et donc un isomorphisme
(AV (SI) ® ‘Kcris(u)) ®ACVHS(S/) M ( ) (AZ"1S(SI) C“s(s) ‘Kcris(u)) ®D(u) M(u)

AYi(S)
PROPOSITION A.3.1. L’application (1® 1) o (1 ® aul,g) induit un morphisme Ggr-équivariant

—_—

HT:5'(—1) @z, V (Aa(S),U (1)) = p* 715 @p (M(u)/Fil M(u))
dont le conoyau est tué par pp_il.

Démonstration. Pour alléger les notations, on écrit M’, U’ et M au lieu de M'(u), U'(u) et
M (u). En tensorisant 1'égalité [p|* M’ + Fily M’ = U’ @ Fil; M’ par

As(u, §') = Ag(S") Oz g Acris(u)

(S7), on a

Oxy, 5y M T D5 @zy (o) Fil M=

z(u, S") ® ®ZY (1) U@ oz(u, S @

AV
au-dessus de A i,

[Pl #3(u, 5") ®

. /
AT, (s Flr M0 ()
Par ailleurs, comme

Fil; M = A1(S") @ (Acris(u) @pu) Fil M) /T ( Acris(u) @py) Fil M)
on a (1®7)(Fily M'(u)) C #p(u,S") @pFil M(u), de sorte que
(1@ 7)(p(u,S") 23Y (g Fili M) = d3(u, S") @pu) Fil M
La décomposition (@) fournit donc 'isomorphisme

A(u,S') ® U 225 B ey (u, S') @pguy (M) Fil M)

ggis(s/)
qui, composé avec 1 & ayy g, fournit un morphisme

137)o(1® A7 (1) .
ﬂ(uS’)@zPV(A(S’)L{')( 1180 )

P16 (u,S') @py (M/FILM) (%)

de conoyau tué par [{ﬂp 1. Le morphisme d’anneaux : AC“S(S’) — 5" induit un morphisme

0: Ao(S") 5 si B < 1, il se prolonge en 6: Ag(S") 5" en posant 6 @]LB) = p!'=P. Ce der-
nier se prolonge a son tour en 6, := 0®0,: 3(u,S) 5. Modulo Ker(6,), ’homomorphisme
@EH) tordu par Z,(—1) fournit donc un homomorphisme

HT:5'(~1) @z, V (Aa(S'),U') = p“ 715’ @py, (M) Fil M)

1 1 1 = 1 =
de conoyau tué par 9([ﬁ]ﬁ) = pr—1 (le facteur p~ »-1 provient de 'égalité £ = pr-1¢ S’
dans gr! Acrls(S’ )). Comme les applications oy o, T €t 6, sont Gg-équivariantes, il en est de
méme de HT. O

COROLLAIRE A.3.2. L’application (entiére)

HT: V (Aa(S), U (w)(=1) = p* 718 @g (Ms/] Fil 4s)
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fournit en inversant p un isomorphisme Gg/-équivariant

HT = (ﬁv),1 . §/[p71] ®z, V (AQ(S/),UI(u))D ~ §/[p71](1) ®s (.//ls/Fil =///S)v

(o1 VP = VY (1) est le « dual de Cartier » de V).

Annexe B. Sous-groupe canonique et application de Hodge-Tate

Dans cette section, nous allons démontrer le théoréme B.2.21 Commencons par démontrer
que L est canoniquement isomorphe a H; sur X8 (UBTM).

B.1 Comparaison au sous-groupe canonique
ProrosiTiON B.1.1. Siv < UBTM, on a un isomorphisme IL; =2 H, de faisceaux finis étales sur

X"8(y), compatible aux correspondances de Hecke et s’insérant dans le diagramme commutatif

suivant
T
Isom yrig o) (Alpl°, 1f) = Th© Ty — Isom yrig () (Hi, 1)
X1ig(0)C Xig(y)

Démonstration. L’isomorphisme étant canonique, il suffit de le construire localement. Soient
Spf(S) C V un ouvert affine, u: T'— S une présentation, (M, Fil M,V , ¢pr) le ¢-cristal filtré
sur u, évaluation du F-cristal surconvergent localement de Hodge Rf.A. Le D(u)-module
M/ Fil M est localement libre de rang g. Posons M’ = D(u') @p,) M et Fil M" = D(u') ®p(q)
. T V=0 N T

Fil M. Posons M = (Acris(u) ®D(u) M) ~ (Acris(u) ®D(u) M) /I(Acris(u) ®D(u) M),
M =AY () ® M. D’apres le théoréeme de décomposition ([BMI0, Théoréme 4.27]),
il existe un unique sous-p-module (L{’, ¢u') de M’ tel que

(1) HU') = ((p—1)g + Dw;

(2) [p]" M +FiyM =U" @ Fil; M
ott w = H(M/Fil M) et Fil; M" est I'image de Aeis(u) @p(y) Fil M dans M.

En tensorisant la décomposition [p]“ M’ + Fil; M’ = U’ @ Fil; M’ par Ao(S’) au-dessus
de AY. (S") et en quotientant par pAg(S’) M, on a

cris

AY.L(5)

cris

Xzis(sl)
B (A0(S)/pAo(S) @39 gy M+ (R0(5)/pA0(S")) @5y (g Filr M =
(A0(S)/ (. B~ )A0(S") @37 U' @ (Ao(S)/PA0(S")) @57 (g Filr M (3)

dans (Ao(S")/pAo(5") @3y gy M

On dispose du composé

1 __

T = Acris(t) = Acris(w)/I = Ay (S) = Ao(S) — Ao(S)/pAo(S) S5 /pt» 5

I'isomorphisme Ag(S)/pAg(S) = g/pk%g étant donné par 6 o ¢~ 1. Il se factorise en un mor-
phisme

s: D(u) — 5/1)17%5
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ce dernier est égal au composé
D(u) — S — S/ 1§55 /p' 53
ou le dernier morphisme est I'inverse du Frobenius. On a
~ _1
(AO(S')/pAO(S')) AV, (s1) M= (S / v /)ws@D(“’) M’

(AQ(S/)/pAo(S,)) AV (S Fll[./\/l —> (S/ ’)wS,®D(u/) Fil M/

cris

'BI*—‘

Par ailleurs, on a la suite exacte

0— FilM' — M — Hl(A Xx Spf(D(u')), OAXXSpf(D(u’))) — 0
aprés extension des scalaires a S’/ plfig ', elle fournit un morphisme surjectif Gg/-équivariant

_ 1 — _1—
(S,/pl PS,)wS/(@D(u/) M/ — (S,/pl pSl)ws/®D(ul) Hl(A Xx Spf(D(u')), OAXXSpf(D(u’)))

Appliqué a Pégalité (@), il induit un isomorphisme Gg-équivariant canonique

(Ao(8")/ (. B~ 7)80(8") @37 (g U’

Cris

~ _1
— (pP S /p pSI)ws/(X)D(“/) Hl(A Xx Spf(D(u')), OAXXSpf(D(u/)))

En outre, (Ag(S")/pAo(S")) ® U’ est libre de rang g sur §’/p1_%§’, et sa hauteur de

Hodge vaut

AYi(5)

ris

1 N _ w
SHU) =((p-1Dg+1)%
D’aprés Proposition 5.25], comme H (U') < L le F -espace vectoriel
p p
Vis =V (Ao(S")/(p, [P~ ) Ao (S"), U')

est de dimension g. Soit u I'image de o1 (£) = £ z[)ﬂ i.e. de 1— mp dans Ag(S")/pAo(S"). Cest
une unité. D’aprés ce qui précéde et par le Lemme [BM10] 5.23], le F-espace vectoriel V; g/
s’identifie au noyau de

'E\»—A

1
(pfgl/plfgg/)wy@])(u,) HS’ M) ( ;g/ g) ®D(u/) Hé/.

out Hg, :=H' (A xx Spf(D()), Oa yspf(D(w)) ) -

Notons ug 'image de
i p\ [m]
> () ()
m p

m=0

dans Ao(S")/pAo(S') (comme Iidéal p Ay
m—1
on a (ﬂ)[ " e AY. (S"). Comme m'(F) = 1 el ona vp (m'(ﬁ?})) = [, ce

(S")+Ker () est & puissances divisées dans A Y4 (S),

cris p—1

qui implique que la série qui précede converge dans ACHS(S' ) (pour la topologie p-adique). On
a bien str u = u} . Par ailleurs, pour g € Gg, on a g([p]) = [¢]°9[] (o ¢: Ggr — Zyp(1) est

un cocycle), de sorte que g [ﬁ] = Cpc(g)@. Comme 'image de [(]P dans A(S")/pAo(S’
P
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vaut 1, I’élément wug est invariant sous l'action de Gg/. On a donc un diagramme commutatif

w — _2_ ¢—pP w 1
0 Vi (pr &/p" "% 5"),, Bpw) Hy ——— (07 5'/p" "+ §),,_@p) HY,
luo luo
: b 1
= G 1-25 —p G 1-1g
0 Vi (579 75") () Hyy (5"/p 7 5"), @pw) Hy

Comme ug est inversible, les applications verticales sont injectives, comme il est invariant
sous l'action de Ggr, elles sont Gg-équivariantes. Par ailleurs, le Fp-espace vectoriel 171,5/
est de dimension ¢ en vertu de [BM10, Proposition 5.25|. Il en résulte qu’on dispose d'un
isomorphisme F),-linéaire Gg/-équivariant canonique Vj o = 171, sr. En tordant a la Tate, on en
déduit, comme dans la Proposition [A.3.] la suite exacte

ﬁl—z 1= _ 2 _
0— Vl,S’(_l) S N (piﬁs ®D(u’) Hé/) ® (S//pleSI)
1
P 1 — 1
2% (7S @p B ) @ (5'/75) (4)
=/ =/
(en notant que tS = pp_ilfS ).
Par ailleurs, avec les notations de [AGOT], si v()) € ]m, p%l], et r=(p—1)v(N),
on a

g H' N, () ra =N 5, G
0= Hie (4 @5 5, Gr) (=) T2 (8178, @nwy Hy 2 (3/05),,_ @) H

(voir [AGO7, Theorem 8.1 & Proposition 12.1]).
— _ 1. _ 1 1
Prenolns)\——pp etr-l—;,onam <vp()\)—§ < 57 vuquep > 3et
a(\) = pr mod pZ, (car w,—1 = (p—1)! mod p, ¢f [OTT0, Proposition p.9]), de sorte que
I'isomorphisme H'(p}) induit l'identification

— Hl a _ 1
0 = Hippe (A5 5, Go) (<) T2 (8'/p'38") @) H

1

¢—pP (gl/pgl)

4o ED() HLY  (5)

— — — 1 — — 1 — — 2 —
Les applications de passage au quotient §'/pS’ — 5/ /p' »5 et §'/p* »8' — §'/p' » 5’
induisent un morphisme entre les suites exactes (Bl et (@).
On a donc une application naturelle entre les noyaux

T H%ppf(A Xg gl,G)\)(—l) — Vl,g/(—l)

D’aprés [BM10, Lemme 5.23], ¢’est un isomorphisme.
Avec les notations de [AGO7, Definition 6.5], on a

rad A - _
H%ppf(A ® Slvﬂp)[ = H%ppf (A®sS',Gy) — H%ppf(A ®s S, 1p)
Mais comme wv,(\) = %, le sous-groupe canonique H; ® S’ coincide avec l'orthogonal de

H%ppf (A ®g S, ,up) A pour 'accouplement de Weil

(A@s 8")[p] x Hippe (A @5 5", 1p) = p1p
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(¢f JAGO7, §13.1]). Rappelons que prpf(A ®s S, 1p) = At[p](gl). Il en résulte donc que
‘/1\7/5”(1) :> prpf (A ®s gl, :U’p) /Vl,S’ :> HID Xs gl

(le premier isomorphisme étant déduit de la polarisation principale), de sorte que Vj g ~
H; ®g S’, ce qu’on voulait. O

B.2 Comparaison des applications de Hodge-Tate d’échelon 1

Soit v < % et 7 = 1 —v. Le schéma abélien A sur Xf(v) est principalement polarisé, mais
afin de mettre en évidence la fonctorialité utilisée, on distinguera dans cette section la variété
abélienne de sa duale At

Posons A\g = —pr, A\; = (— )Pll et soit A de valuation 1 < v(\) < =1 telle que (p — 1)
v A)=1—-v=r. Sl v(a) < v(B), on note comme dans m Sect.5. 3] nga: Gg — G
morphisme de schémas en groupes donné par (14 fu) — 1+a-(8/a)u. Pour tout ¢t € [1 ) 1],

soit S} = S'/ptS’.

LEMME B.2.1. Les applications de réduction Sy — S! — S’ L 5/1—2 induisent un dia-
p

gramme commutatif

_ Hl(pil) _
HI(A! x §,Gy,)(~1) HI(A! x §),04)
77>\1,>\l/ . l/
HI(Af x 5, Gy)(—1) — ) HLAL % 510 4)
TIN A
Ol Hl(Pig%)

HY(A! x §',Gy,)(—1)

T .
HT

2 _ -
Vi (—1) —— 2= <p T HI(A? x 5',(9At))1 )

1717 OAt)

P

T
i
EN
X
- C’2|-<—

ou 71 est le morphisme entre les noyaux des suites exactes courtes () et (d) définies ci-dessus
—_— 2 —_—
et HT, o désigne la réduction modulo p' v de I'application HT définie dans[A.3.2
P

Démonstration. La commutation des deux premiers carrés est évidente, et la proposition
[AGOT, Prop.12.1] montre que les fleches verticales ny, » et my, sont des isomorphismes.
Le dernier carré commutatif est donné par le morphisme de suites exactes de (Bl) vers ) ; on
a vu que le morphisme 7 est un isomorphisme. O

L’inclusion H!(A! x §',G,) C H(A! x §’, j1,,) donnée par le morphisme de faisceaux fppf
G — pp, u = 1 + Au s'identifie & I'inclusion du sous-groupe canonique A[p]* dans A[p] (voir
Lemme 12.3 de [AGO7]).

D’autre part, avec les notations de [AIP| Prop.3.2.2 et Section 4], les applications de res-
triction induisent les isomorphismes de faisceaux fppf : wa/xt (), = Wap)/xt(0),r (voir [AIP]
4.2.1]), et WA xtw)r = WH /X (w)r = WH, /X! (). De plus, Hi- s’identifie au noyau de I'appli-
cation de Hodge-Tate classique HT 40 A*[p] = wap/xt(w)-

Pour Spf S’ € Xf(v), considérons le morphisme de Hodge-Tate classique HT1(S") = ag,
associé a Hy (c¢f [FTI0]), donné par HY(S') 3 = — 2*(4) € wir, /s ® S’ /pS’. Rappelons
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qu’on a posé r = 1 — v. Pour tout S’-module fini M, on note MV = Homg, (M, S’).

ProprosITION B.2.2. Supposons qu’on ait v < U?)M (donc v < %) Le diagramme suivant est
commutatif

_ HT A1)
Alp°(S") : Wa/s,
| o |
A5, L 4t 5 51,040

REMARQUE B.2.3. La donnée de A; fournit une racine primitive p-iéme de 'unité canonique
¢ dans Zp / AT{Z,,. En effet, par [BS66, Chap.5 Sect.6.2], exponentielle tronquée en degré < p,
notée E, permet de définir la racine primitive p iéme de 'unité ¢ = E(A\1) dans Z,/\Z,. Par
conséquent, 1’accouplement de Weil de z € A[p]P(S5”) et de y € A[p]*(S’) définit un élément
a € Z/pZ tel que (z,y) = ¢ La proposition revient a montrer que si (x,y) = (%, alors pour
la dualité entre Lie(A) et wa, on a (HT 4p (), H (o)) (y)r = a.

Démonstration. 1l suffit de montrer I’énoncé pour (A1, 1) a la place de (A, r). En effet par la
commutation du premier carré de[B.2.1} si 2 € A[p]® et y € A[p]™, larelation (z,y) = (®eta =

(HTA[p] (), Hl(pi‘l)(y)h entraine la relation (x,n, A(y)) = (% eta = (HTA[p] (), H (o)) () ;
comme 7y, ) est un isomorphisme de A[p]* vers A[p]*, la proposition en résulte.

1 —
On fixe donc Ay = (—p)r-1 et r = 1 dans ce qui suit. Soit m l'idéal maximal de Z,; on
pose

A(m) = Ker (A(S") — A(S"/mS")).
Rappelons qu’il y a un unique homomorphisme de groupes formels
la: A(m) — Lie(A) @ 8'[p™ ]

dont la dérivée en 0 est Id; c’est le logarithme de A (voir [Haz78, Prop.11.1.6]). Considérons
le sous-faisceau O 4¢(m)* de O, des fonctions formelles sur A* x S’ & valeurs congrues a 1
mod.m. La série logarithme usuelle définit un morphisme de faisceaux

log: O e(m)* — O up]
d’ol1 en passant & la cohomologie un morphisme de groupes :
H! (log): H'(A* x 5,0 4:(m)*) — HY(A? x §'[p~"], O4¢)

On a HY(A? x 5/, O 4 (m)*) = A(m) et H (A x §'[p1],04) = Lie(4) ®g S'[p~1]. Avec ces
identifications, la dérivée de 'homomorphisme H!(log) en 0 est I'identité. On trouve donc
H!(log) = £4. Soit = € Hom(A, @m), et z, € Hom(Lie(A), Lie(@m)) sa dérivée; en caractéris-
tique zéro, il est facile de vérifier que le diagramme

Am) — 2 Lie(4) @5 §'[p~Y]

(A}m(m) & Lle(ém) Rgr g/[pil]

est commutatif. En effet, siy € A(m) et f: A(m) — S'[p~!],onala(y)f = lim p~"[f(p"y) —
n—o0
f(0)], et de méme, pour z € G, (m) et g: Gy (m) — S’'[p~1], on alog(z)g = ILm p"g(p"z)—
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g(1)]. 1 suffit alors de remarquer que pour f = gox, on a

n

zo(la(y))g = La(y)f = lim p~"[g(z(p"y)) — g(1)] = lim p~"[g(x(y)"") — g(1)]
on trouve donc z,(£4(y))g = log(z(y))g.
On restreint ce diagramme a Alp]*(S’). On note L(1 + Aju) le tronqué a l'ordre < p
du logarithme log sur O 4¢(A1)*. On voit donc que pi‘l (u) est la réduction de \['L(1 4 A\ju)
modulo p. C’est un morphisme de faisceaux en groupes fppf, soit par [AGQOT], soit par [BS66,

Chap.5 Sect.6.2]. En réduisant modulo p, on déduit de la commutation du diagramme ci-dessus
que pour tout z € Hom(A[p]*, G,,), le diagramme

_HI(pM _
A (8 8 Lie(a) 2 8

) o
ATML

(1+)\1§/)X ! gll

est commutatif.

Montrons alors la proposition[B:22.2 Si x € A[p]® on a HT (z) = x*(dTT) € wa,1 et pour tout
y € A[p]*(5"), on a H'(p}*)(y) € Lie(A)1; on peut donc considérer (z*(4h), Hl(pi‘l)(y)> €
S’. La commutation du diagramme ci-dessus montre qu’il s’écrit aussi )\IIL(QJ(y)). Mais, par
[BS66, Chap.5 Sect.6.2], U'exponentielle tronquée en degré < p fournit une racine primitive
p-iéme de 'unité E(\) dans Z,/NZ,, et si x(y) = E(A)® (mod M), on a a = A\ 'L(z(y))
dans Z,/pZ,. Ceci conclut la démonstration. O

Annexe C. Module de Dieudonné d’une variété semiabélienne

C.1 Log-cristal de la variété de Kuga-Sato

Par [FC90, Chap.VI, Th.1.1], il existe un W-morphisme propre et log-lisse f: A — X
prolongeant le schéma abélien universel f: A — X ; il est associé a4 une décomposition en
cones polyédraux rationnels ¥ compatible & la décomposition X préalablement fixée pour
définir X . On suppose que 3 est assez fine pour que le schéma semi-abélien G — X soit muni
d’une immersion ouverte dans A au-dessus de X. On a la suite exacte de Hodge

0= wg/x — Hipgar(A/X) > w) o« =0

G/X

On a également une connexion & pdles logarithmiques
V: /Hllong(Z/X) - /Hllong(Z/X) ® Q)?(dlogD)

ot D désigne le diviseur a I'infini de X sur W. En outre, on peut définir un endomorphisme
de Frobenius de la maniére suivante. Par log—lis_sité, ’Hllong(A/X) = HllogcriS(As/X) ou s est
le point fermé de W. Le Frobenius absolu de Ay _induit par ionctorialité un endomorphisme
W-semilinéaire sur le cristal_?—[llogcris(A s /X) sur X /W. Sur X(v), on dispose du relévement
excellent de Frobenius ¢: X f(%) — Xf(v) défini par la "propriété universelle" de la com-
pactification toroidale [FC90, ThIV.5.7 (5)] : Gp(z) = Go/Hie, ot Hi — X'(v) désigne le
schéma en groupes canonique fini et plat de G (défini dans [AIP] Prop.4.1.3]). On peut ainsi
munir H = Hllong(A/Xf(v)) d’une structure de F-cristal surconvergent de Hodge ([BMI10,

Definition 3.20]) a poles logarithmiques.
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C.2 Cartes locales de la variété de Kuga-Sato

On va utiliser les notations de [FC90l IV.5.7, IV.6.7 et VI.1], ainsi que celles de On doit
comparer ¢}7—[110gcris(z /X) avec le module de Dieudonné contravariant D¢, sur Epys,,. Soit

Ap — Ylg la variété abélienne universelle sur la strate Y}, soit 0 — Ly®G,, - Gp — Ap =0
I'extension de Raynaud sur BL et =%, — B, le torseur sous Up(I') @ G, sur lequel le pull-back
de Gp Lencore noté Gp) est muni d’une structure de 1-motif polarisé Lp — Gp. Le schéma
formel Efp = E% Xpt, G p est muni d'une action de Gp et de Lp (par la structure de 1-motif de

Gp au-dessus de Zp), au-dessus du morphisme E% — Ef,;. donné par la premiére projection.

Soit Up(T') = Up(I) L% ; considérons le tore Fp = Up(I') @ Gpn. On a une décomposition
Fp = Ep x (L} ® Gyy,). On a donc une fibration (triviale) Fp — Ep en tores L} @ Gyy,. On
voit que Egg est un Fp-torseur au-dessus de Ap via la composée

=f —f

Soit X p une décomposition en cones polyédraux rationnels, admissible pour I'p, x Lp, du

cone Cp C U p(T"). On la suppose compatible avec la décomposition Xp de Cp, admissible

pour I'py (pour les détails, voir [FC90, VI.1]). On forme I'immersion torique Fp C FPEP :

elle est munie d’un morphisme FPip — EP,E » compatible avec les actions des tores Fp et

f

- ~. Fp _ -
Ep via Fp — Ep. On définit E;i = :f,;. X Fp Le morphisme EPEP — Bﬁg Xyp Ap est un

I
E;i est encore muni d’une action de Gp et d’une action
y P

de Lp via Lp — Gp,au-dessus de EED,EP'

= =t ~ : :
On note f: = PSp — Zpyp le morphisme canonique. Soit

) )

fibré en FPi . Le schéma formel
y~ P

.
=f
=

Py, 1a complétion formelle de

~f
Efp s, Par rapport au diviseur Zlfpzp (voir @.T]) et = psp la complétion formelle par rapport
au diviseur f *Z]sz . On omet désormais I'exposant f pour alléger les notations.
y~P

Par [FC90, VI.1.11], on sait qu’aprés complétion formelle le long de Dp, le pull-back de
A — X par ¢p s’'identifie au morphisme

~

EP,EP/LP — ERZP

induit par f.

C.3 Dévissage du log-cristal de la variété de Kuga-Sato sur une carte locale

On a (aprés complétion formelle) :

~

¢*P,Hllogcris(z/)?) = Hllogcris <(EP7§P/LP)/EP7ZP> .

ProOPOSITION C.3.1. 1) Le morphisme de quotient de Mumford

~ ~

Tp: ':P,ip — :RiP/LP

induit un morphisme de log-F-cristaux sur ZEpy, , :

o~

= = Ly =
M (s /L) /sy ) 5 DigalGr sy

ou D* désigne le module de Dieudonné contravariant [Mes72|
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2) Soit U = é?g?;l) U Efp ; c’est un ouvert formel de Efp’zp. La restriction de my a U s’insére
dans une suite exacte courte
1 = T
0— Hom(LP7 OU7CYiS) — Hlogcris ((‘:PEJP/LP)’U/U) = ID):ris(GYP/UT) — 0.
REMARQUE C.3.2. On notera que dans la suite exacte, seul le terme du milieu est & singularités
logarithmiques.

Le schéma formel p-adique Zpy, donne par la construction de Berthelot [dJ95] un espace

A =rig . . __ cSrig . . . )
rigide Zp5, . Pour simplifier, on pose § = Epy, et Slog le schéma logarithmique donné
.. TS . C T = _ Frig Q

par S et son diviseur a l'infini. On pose aussi A = “P,ZP/LP’ G = Epy, XBp Gp, G¥ =

~ __ xrig _ —
(Eggzp xBpGp)/Lp,et G = Eps,- Rappelons quon a G C G et qu’on peut supposer G" c A.
On note 7p la fleche de quotient de Mumford G — A.

LEMME C.3.3. On a une suite exacte de faisceaux localement libres sur S :
0 — Hom(Lp, Os) = Higqr(A/Siog) ~2> Hiogqr (G/S) — 0 (+)

De plus la fléche de restriction p: Hllong(a/S) — HAR(G/S) induite par G C G est un
isomorphisme.

REMARQUE C.3.4. 1) Soit Lp le sous-faisceau du faisceau constant Lp, constructible sur S
donné par les sous-groupes abéliens L, de Lp de rang r’ — r sur une strate Zp, ou le rang
torique de G vaut g—1" (r <r’" < g). Notons encore 7p la fleche de quotient de Mumford
G — G ; On a aussi une suite exacte

0 = Hom(X p, Os) — Hin(G¥/S) 5 H1n(G/S) = 0

[Pour montrer I'exactitude, il suffit de travailler fibre a fibre sur chaque strate ou le rang de
la partie torique de GV est constant.]

2) Concernant l'inclusion G¥ C A, le morphisme 7 n’est pas un isomorphisme : le rang de
Hllong(E /S) est constant égal & 2g tandis que celui de H}z(GY/S) diminue sur les strates
non ouvertes (et vaut g+ r sur la strate fermée). Il s’agit d’un faisceau cohérent qui n’est pas
localement libre.

Démonstration. On sait que Hllong(Z/Slog) est localement libre de rang 2¢ ([FC90, Chap.VI]
et [LS]). Par ailleurs, %}Ong(E/ S) est localement libre de rang fini. En effet, G\G est un divi-
seur & croisements normaux relatif sur S. L’espace S est réunion stricte (infinie) d’ affinoides ;
il suffit donc de vérifier 'assertion pour S affinoide,et méme supposer que S est un schéma
S = Spec B lisse de type fini sur Q. On peut alors étendre les scalaires & C et appliquer
[Del70, Cor.3.14] qui montre que l'inclusion G C G au-dessus de S induit I’isomorphisme
p: Hllong(é/ S) =2 HIR(G/S). Par le théoréeme de Grothendieck relatif [Gro66, Th.2|, on voit
que /H(lle(G /S) est localement libre de rang fini. Comme G est extension de Ap par L} ® Gy,
on trouve que le rang de ’HcllR(G/S) est 2r +¢g—r = g+r. On déduit qu’il en va de méme sur
S = E%gzp.

Par [Mum?70l Chap.I1.5, Cor.2| (ot I'hypothése de propreté n’est pas nécessaire, lorsque la
cohomologie relative est de rang fini constant), il suffit de vérifier 'exactitude de la suite (&)

fibre a fibre.
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Soit & € S et soit K le corps résiduel de x (on peut supposer que c¢’est un corps p-adique).
On procéde comme dans [CI99, 2.1] pour définir un morphisme

Ker (7p) — Hom(Xp, K)

Soit (U;) un recouvrement de A par des ouverts affines ; soit Uij = U; NUj. Un élément s de
Ker (77}2) est une classe de cohomologie dans Hllong(Exlog) (ol 2164 est le point logarithmique
obtenu comme composé de la log-structure de S avec x: Os — K) . On note w! le faisceau
des différentielles logarithmiques pour le morphisme Zx,log — Tog. La classe s est représentée
par un élément ((w;)i, (fij)ij) € B; fewl, ® ®D, ; f+Ou, ; fermé pour la différentielle totale,
et tel quil existe des sections h; (localement sur S) de @, f«Oy, telles que mpw; = dh; et
mp = h; — hj sur U; ;. Pour chaque v € Lp, on définit alors g; = v*h; — h; et on note que
dg; = 0 et g; —g; = 0 sur U; ;. Les fonctions g; fournissent donc localement une fonction sur .S
notée g,. La forme linéaire v — g, est I'image 9(s) de s cherchée. On voit que 1 est injective.
I1 en résulte, en comparant les dimensions, que 75 est surjective et que la suite est exacte. [

de la proposition [C.31. Soit E(G)/S Vextension vectorielle universelle de G/S'; en notant
encore /S le groupe de Barsotti-Tate de G, et G son dual de Cartier, c’est une extension
de G par wep [MesT2l Chap.IV, Cor.1.14]. On sait que le module de Dieudonné covariant de
G/S est défini par D(G/S)"e = Lie(E(G)/S) (par Mazur-Messing, Th.1 qui ne traite que le
cas abélien, mais la démonstration est la méme dans le cas de I'extension de Raynaud G). Par
[CoI98, Th.1.2.2] on a un isomorphisme canonique Hig (G/S) = IDV(Q}E(G)/S)' On a donc un

isomorphisme canonique Hig (G/S) = D*(G/S)"s.
f

Pour étudier l'intégralité de la fleche induite par mp, on se restreint d’abord de =) p
a _%; on observe, par la proprlete d universalité de 'extension vectorielle universelle que le

morphisme mp: G — A défini sur = P induit une suite exacte de schémas en groupes sur _53

0 WD EG)—G——=0
ml l Lm:
0 Wy E(A) —A——0

ceci fournit un morphisme D(G) — D(A) injectif sur les modules de Dieudonné covariants. En
effet, 7p induit un isomorphisme Lie(G) = Lie(A), et on voit facilement par le lemme des cing
que la multiplication par p™ (pour tout n > 1) fournit une suite exacte courte
0— G[p"] = A]p"] = Lp/p"Lp — 0
ce qui fournit par dualité de Cartier la suite exacte courte 0 — (Lp/p"Lp)P — A[p"]P
G[p"]P — 0 qui donne par passage aux différentielles Iinjection
WaD — WyD.

D’ ou, par [MM74, Th.1] un morphisme surjectif induit par 7p :

A/EL) T8y D (Gp /EL) = 0.

CI'IS(

De plus par le lemme [C.3.3] ce morphisme se prolonge a Eggzp (c’est a dire quand on inverse

p). Pour voir qu’il se prolonge en fait a E; sps C'est a dire quil préserve lintégralité, il suffit

de remarquer que l'injection induite par la restriction de E%ZP a EEJ $p
ng — ng
=PSp =Psp
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est de conoyau sans p-torsion, ce qui évident sur les cartes affines explicites pour chaque céne
o € Yp, griace au sous-lemme :

Sous-LEMME C.3.5. Soit A une W[T]-algébre plate, réguliére. Soit L un A-module libre de

rang N. Soit L' un A-module de type fini contenu dans L[p~']. On suppose que L'[p~'] =
Llp~Y et L'[T7Y] = L[T~1]. Alors, L' C L.

Démonstration. Comme L est réflexif, on peut localiser en hauteur 1, et A devient principal.
Si f € L, on sait qu’il existe m1,mo > 0 tels que p™ f € L et T™ f € L. Ceci entraine
felL. O

REMARQUE C.3.6. Par contre, L’ n’est pas nécessairement libre de sorte que 'inclusion peut
étre stricte. Exemple : L' = (p,T) ¢ W|[T].

Pour montrer l'intégralité de la fleche ¥ du lemme [C:3.3] on utilise le relévement de A a
W donné par la construction de Faltings-Chai et on calcule le %llogcris(A /Epyxp) comme la
cohomologie log-de Rham entiére. On obtient ainsi un diagramme

~ ~ ¥ ~
0 — Ker (15) = Hiogeris ((:Png/Lp)/:p,zP> — D4is(Gr/Zpsy)
Avec 1: Ker (77}3) — Hom(Lp, Oép,gpcris)'
Ces morphismes sont clairement des morphismes de log-cristaux (car ils sont compatibles
aux connexions par construction). De plus, ces morphismes sont compatibles avec les Frobe-

nius. Pour cela on rappelle que la formation du Hllogcris ((E ps,/Lp) /)/(\z p,gp) commute au

changement de base, on peut vérifier la compatibilité aux Frobenius en procédant fibre & fibre.
Soit z un point fermé de (E;Zp)red? K(z) son corps résiduel le morphisme 7} se factorise
comme suit

Hllogcris(zx/W(K(x))log) - H%lg(Gg,x) - Hl}ig(GPJ) - D*(GP,GC)

On reprend alors argument de [CI99] 2.(ii)], la premiére fleche est construite comme dans
[Chi99] ; elle est Frobenius équivariante par construction. La seconde est induite par 7p, et est
donc compatible au Frobenius par fonctorialité. La compatibilité avec Frobenius du dernier
isomorphisme se montre séparément pour la partie abélienne (qui résulte des théorémes de
comparaison pour les variétés abéliennes entre coholomogie rigide et cristalline d’'une part et
cohomologie cristalline et module de Dieudonné d’autre part), et pour la partie torique, on se
rameéne a G, et la vérification est immédiate.

Reste a vérifier que ces données fournissent la suite exacte désirée quand on se restreint a
. . R o . =f,ord
I'ouvert U et en fait uniquement & I'ouvert ordinaire. En chaque point = de E Igoép, la fibre de
b

Hllogcris ((EPS:P/LP)/EP,zP) s’identifie au Hllogcris de la fibre. Comme l'image et le noyau de

Tp, sont ordinaires comme F-cristaux. On en déduit que le HllOgcris de la fibre est ordinaire, et

par un calcul facile, on voit que son espace de pente 0 est de dimension g et se surjecte sur la
partie de pente 0 de D*(Gpy). Il en résulte que 7} est surjective et de noyau Hom(Lp, K (z)).
Par Nakayama, on en déduit I’énoncé 2) de la proposition. O
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