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❆♥❛❧②s❡ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡ ❞❡ ♠♦❞è❧❡s
❣é♦❝❤✐♠✐q✉❡s

❘és✉♠é ✿ ❉❛♥s ❝❡ ❞♦❝✉♠❡♥t ❡st ét✉❞✐é ❧❛ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❡t ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞✬✉♥
s②stè♠❡ ❣é♦❝❤✐♠✐q✉❡✳ ❖♥ ✉t✐❧✐s❡ ✉♥❡ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❡s♣è❝❡s✴❝♦♠♣♦s❛♥ts ❞♦♥t
❞é❝♦✉❧❡ ❞❡s ❧♦✐s ❞✬❛❝t✐♦♥ ❞❡ ♠❛ss❡ ❡t ❞❡s ❧♦✐s ❞❡ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠❛ss❡✳ ❖♥
s✬✐♥tér❡ss❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡♠❡♥t ❛✉① ♣❤é♥♦♠è♥❡s ❞❡ ♣ré❝✐♣✐t❛t✐♦♥✲❞✐ss♦❧✉t✐♦♥ q✉✐ s♦♥t
r❡♣rés❡♥tés ❞❛♥s ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ♣❛r ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❝♦♠♣❧é♠❡♥t❛r✐té✳ ❙♦♥t ❡♥s✉✐t❡
❞✐s❝✉té❡s ❞❡✉① ❛♣♣r♦❝❤❡s ✿ ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ✉t✐❧✐s❡ ❧✬❛s♣❡❝t ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❞✉ s②stè♠❡
❡t ❡ss❛②❡ ❞❡ tr♦✉✈❡r ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s ✧❛♥❛❧②t✐q✉❡✧ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❛❧❣é❜r✐q✉❡✱
❡t ❧✬❛✉tr❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ♥✉♠ér✐q✉❡ q✉✐ ✉t✐❧✐s❡ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ r❡❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ♣♦✉r
✉t✐❧✐s❡r ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ◆❡✇t♦♥ s❡♠✐✲❧✐ss❡✳

▼♦ts✲❝❧és ✿ ◆❡✇t♦♥ s❡♠✐✲s♠♦♦t❤ ✲ Pré❝✐♣✐t❛t✐♦♥✲❉✐ss♦❧✉t✐♦♥ ✲ ❙②stè♠❡ ♣♦❧②✲
♥♦♠✐❛❧ ✲ ●é♦❝❤✐♠✐❡ ✲ Pr♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❝♦♠♣❧é♠❡♥t❛r✐té
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■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❈♦♥t❡①t❡

▲✬❡❛✉ ❡st ✉♥ é❧é♠❡♥t ✐♥❞✐s♣❡♥s❛❜❧❡ ♣♦✉r t♦✉s ❧❡s ♦r❣❛♥✐s♠❡s ✈✐✈❛♥ts s✉r ❧❛ ❚❡rr❡✳
P❧✉s ❞❡ ✼✵✪ ❞❡ ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❞❡ ❧❛ ❚❡rr❡ ❡st r❡❝♦✉✈❡rt❡ ❞✬❡❛✉✱ ❝❡❝✐ ❡ss❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t
s♦✉s ❢♦r♠❡ ❧✐q✉✐❞❡ st♦❝❦é❡ ❞❛♥s ❞✐✛ér❡♥ts rés❡r✈♦✐rs ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡♠❡♥t ❧❡s ♦❝é❛♥s✱
❧❡s ❣❧❛❝✐❡rs ❡t ❧❡s ❡❛✉① s♦✉t❡rr❛✐♥❡s✳ ◆é❛♥♠♦✐♥s ❝❡tt❡ ❡❛✉ ❡ss❡♥t✐❡❧❧❡ à ❧❛ ✈✐❡
❡st ♠❡♥❛❝é❡ ♣❛r ❧❛ ♣♦❧❧✉t✐♦♥✱ ❧❡s r❡❥❡ts ✐♥❞✉str✐❡❧s ♦✉ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ♥♦❝✐✈❡ ❞❡
♣❡st✐❝✐❞❡s ❞❛♥s ❧✬❛❣r✐❝✉❧t✉r❡✳

❋✐❣✉r❡ ✶ ✕ ❤tt♣s✿✴✴✐♥t❡rst✐❝❡s✳✐♥❢♦✴r❡ss♦✉r❝❡s✲♥❛t✉r❡❧❧❡s ▼✐❡✉① ❣ér❡r ❧❡s r❡ss♦✉r❝❡s ♥❛t✉r❡❧❧❡s à ❱✐♥❝❡♥t ▲❛♥✲

❞r✐♥ ✭❞✬❛♣rès ◆❛t✉r❛❧ ❘❡s♦✉r❝❡s ❈❛♥❛❞❛✮✳

❈❡tt❡ r❡ss♦✉r❝❡ ét❛♥t ♥é❝❡ss❛✐r❡ à ❧❛ ✈✐❡ ✐❧ ❡st ♥♦r♠❛❧ ❞❡ ✈♦✉❧♦✐r ❧❛ ♣rés❡r✈❡r
❡t ❝✬❡st ✉♥❡ ❞❡s ♣ré♦❝❝✉♣❛t✐♦♥s ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡ ❞❡s s❝✐❡♥❝❡s ❞❡ ❧❛ t❡rr❡✳ ❈❡s ❞❡r♥✐èr❡s
❞é❝❡♥♥✐❡s ❧❡s s❝✐❡♥t✐✜q✉❡s ❞❡ ❧❛ t❡rr❡ ❡t ❧❡s ♠♦❞é❧✐s❛t❡✉rs ♦♥t ❝♦❧❧❛❜♦ré ♣♦✉r
❝ré❡r ❞❡s ♠♦❞è❧❡s ♣❤②s✐q✉❡s ❛✜♥ ❞❡ ré❛❧✐s❡r ❞❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❡t ❝♦♠♣r❡♥❞r❡ ❧❡s
❞✐✛ér❡♥ts r✐sq✉❡s ❧✐és à ❧✬❡❛✉✳ P❛r♠✐ ❝❡s r✐sq✉❡s ♦♥ ♣❡✉t ♠❡♥t✐♦♥♥❡r ❧❡ ❞r❛✐♥❛❣❡
♠✐♥✐❡r ❛❝✐❞❡✳

▲❡ ❞r❛✐♥❛❣❡ ♠✐♥✐❡r ❛❝✐❞❡ ❡st ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❛❝✐❞❡ q✉✐ ❛♣♣❛r❛ît ❞❛♥s ❧❡s ❡❛✉① à
❧❛ s✉✐t❡ ❞❡ ❧✬❡①♣❧♦✐t❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ♠✐♥❡ ♦✉ ❞✉ st♦❝❦❛❣❡ ❞❡ ❞é❝❤❡ts ♠✐♥✐❡rs✳ ▲♦rsq✉❡
❧✬♦♥ ❡①♣❧♦✐t❡ ✉♥❡ ♠✐♥❡✱ ❞❡s ♠✐♥ér❛✉① s♦♥t ❡①♣♦sés à ❧✬❡❛✉ ❡t à ❧✬❛✐r ❝❡ q✉✐
♣r♦✈♦q✉❡ ❞❡s ré❛❝t✐♦♥s ❧❡♥t❡s q✉✐ à t❡r♠❡ ❝ré❡♥t ❞❡ ❧✬❛❝✐❞❡ s✉❧❢✉r✐q✉❡ q✉✐ ✈❛
❝♦♥t❛♠✐♥❡r ❧❡s ❛q✉✐❢èr❡s✳ ❊♥ ❡✛❡t r✐❡♥ q✉❡ ❧✬❛❝✐❞✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡❛✉ ❡st ♠♦rt❡❧❧❡
♣♦✉r ❜✐❡♥ ❞❡s êtr❡s ✈✐✈❛♥ts✱ q✉❛s✐♠❡♥t ♣❛s ❞❡ ✈✐❡ ❡♥ ❞❡ss♦✉s ❞✬✉♥ ♣❤ ❞❡ ✺✳ ❉❡
♣❧✉s ❧❡s ♠ét❛✉① q✉✐ ré❛❣✐ss❡♥t ❛✈❡❝ ❧✬❡❛✉ ♣❡✉✈❡♥t ❞❡✈❡♥✐r ❞❡s ♣♦✐s♦♥s ✈✐♦❧❡♥ts
t❡❧ q✉❡ ❧✬❛rs❡♥✐❝✳ ❯♥❡ ❞❡s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ❞❡ ❧❛ ♣♦❧❧✉t✐♦♥ ♣❛r ❧❡ ❞r❛✐♥❛❣❡ ♠✐♥✐❡r
❛❝✐❞❡ ❡st ❧❡ ❞é♣ôt ❞❡ r♦✉✐❧❧❡ ❞❛♥s ❧✬❡❛✉ q✉✐ ❞♦♥♥❡ ✉♥❡ ❝♦✉❧❡✉r r♦✉❣❡✳
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❋✐❣✉r❡ ✷ ✕ ❇r♦❦❡♥ ❇❛♥❦s✱ ❇✐s❤♦♣ ❆✉❝❦❧❛♥❞✱ ❈♦ ❉✉r❤❛♠✱ ❯❑ ❨♦✉♥❣❡r ✭✶✾✾✺✮ ◗✳ ❏❧✳ ❊♥❣✳ ●❡♦❧✳

✷✽✿ ❙✶✵✶ ✲ ❙✶✶✸

❈❡s ❞❡r♥✐èr❡s ❞é❝❡♥♥✐❡s ❞❡ ❣r❛♥❞ ♣r♦❥❡ts s❝✐❡♥t✐✜q✉❡s ♦♥t été ❧❛♥❝é ♣♦✉r
❧✉tt❡r ❝♦♥tr❡ ❝❡ t②♣❡ ❞❡ ♣♦❧❧✉t✐♦♥✳ ▲✬♦❜❥❡❝t✐❢ ét❛♥t ❞❡ ♣♦✉✈♦✐r ♣ré❞✐r❡ ❡t ✐❞❡♥t✐✜❡r
❧❛ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞✉ ❞r❛✐♥❛❣❡ ♠✐♥✐❡r ❛❝✐❞❡ ❛✐♥s✐ q✉❡ t❡st❡r ❞❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡s ♠ét❤♦❞❡s
♣♦✉r ❧❡ ♥❡✉tr❛❧✐s❡r✳

▼♦t✐✈❛t✐♦♥s

▲❡ tr❛♥s♣♦rt ré❛❝t✐❢ ❡♥ ♠✐❧✐❡✉ ♣♦r❡✉① ❡st ❧✬✉♥ ❞❡ ❝❡s ♣❤é♥♦♠è♥❡s q✉✐ ♦♥t ❛tt✐ré
❧✬❛tt❡♥t✐♦♥ ❞❡s s❝✐❡♥t✐✜q✉❡s✳ ■❧ s✬❛❣✐t ❞✉ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t ❞✬❡s♣è❝❡s ❝❤✐♠✐q✉❡s q✉✐
♣❡✉✈❡♥t ré❛❣✐r ❡♥tr❡ ❡❧❧❡s ❞❛♥s ✉♥ ♠✐❧✐❡✉ ♣♦r❡✉①✳ ▲❡ ♣❤é♥♦♠è♥❡ ❞❡ tr❛♥s♣♦rt ❡st
❛❝❝♦♠♣❛❣♥é ❞✬❛❞✈❡❝t✐♦♥ ❡t ❞❡ ❞✐✛✉s✐♦♥✳ ▲❡ tr❛♥s♣♦rt ré❛❝t✐❢ ❛ ❞é❥à été ✉t✐❧✐sé
❞❛♥s ❧❡ ❝♦♥t❡①t❡ ❞✉ ❞r❛✐♥❛❣❡ ♠✐♥✐❡r ❛❝✐❞❡ ❬✶✾❪ ❡t ❛✉ s❡✐♥ ❞❡ ❧✬éq✉✐♣❡ ❙❆●❊ ❝❡
♣r♦❜❧è♠❡ ❛ été ét✉❞✐é ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡ ❧❛ ❣❡st✐♦♥ ❞❡ ❞é❝❤❡ts r❛❞✐♦❛❝t✐❢s ❬✻✱ ✺✱ ✸✵❪✳
▲❛ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❞✉ tr❛♥s♣♦rt ré❛❝t✐❢ ❡♥ ♠✐❧✐❡✉ ♣♦r❡✉① ❡st ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✐✣❝✐❧❡
❝❛r ❡❧❧❡ r❡♣rés❡♥t❡ ✉♥ ❝♦✉♣❧❛❣❡ ❡♥tr❡ ❧❡ ♣❤é♥♦♠è♥❡ ♣❤②s✐q✉❡ ❞❡ tr❛♥s♣♦rt ❡t ❧❡
♣❤é♥♦♠è♥❡ ❞❡ ❝❤✐♠✐❡✱ ❝❤❛❝✉♥ ♣♦ssé❞❛♥t s❡s ♣r♦♣r❡s ❞✐✣❝✉❧tés✳ ❈❡tt❡ ♠♦❞é❧✐✲
s❛t✐♦♥ ❝♦♥❞✉✐t ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t à ✉♥ s②stè♠❡ ❞✬éq✉❛t✐♦♥s ❛✉① ❞ér✐✈é❡s ♣❛rt✐❡❧❧❡s ❡t
❛❧❣é❜r✐q✉❡s✳ P❧✉s✐❡✉rs ♠ét❤♦❞❡s ❡①✐st❡♥t ♣♦✉r rés♦✉❞r❡ ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡✱ ♣❛r ❡①❡♠✲
♣❧❡ ✿ ♠ét❤♦❞❡ séq✉❡♥t✐❡❧❧❡ ♥♦♥ ✐tér❛t✐✈❡ ✭❙◆■❆✮✱ ♠ét❤♦❞❡ séq✉❡♥t✐❡❧❧❡ ✐tér❛t✐✈❡
✭❙■❆✮✱ ♠ét❤♦❞❡ ❞✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❣❧♦❜❛❧❡ ✭●❉❆❊✮ q✉✐ ❛✈❛✐t été ❝❤♦✐s✐ ♣❛r ❬✸✵❪✳

▲❡ tr❛✈❛✐❧ ❞❡ ❝❡ st❛❣❡ ❛ été ❝♦♥❝❡♥tré ❛✉t♦✉r ❞✉ ♣❤é♥♦♠è♥❡ ❝❤✐♠✐q✉❡✳ ❊♥
❡✛❡t✱ ✐❧ ❡st ♣❛r❢♦✐s ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞✬❛♥❛❧②s❡r ♣❧✉s ✜♥❡♠❡♥t ✉♥❡ ♣❛rt✐❡ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡
♣♦✉r ❡♥ ❞é❞✉✐r❡ ❞❡s ♣r♦♣r✐étés ♥✉♠ér✐q✉❡s ✉t✐❧❡s ♣♦✉r ❧❛ ré❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ s✐♠✉❧❛✲
t✐♦♥s✳ ▲✬♦❜❥❡❝t✐❢ ❡st ❞♦♥❝ ❞❡ ❞✐s❝✉t❡r ❧❛ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❞✉ s②stè♠❡ ❞❡ ❝❤✐♠✐❡ ❛✈❡❝
✉♥ ✐♥térêt ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ♣♦✉r ❧❛ ♣r✐s❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❞❡s ré❛❝t✐♦♥s ❞❡ ♣ré❝✐♣✐t❛t✐♦♥✲

✹



❞✐ss♦❧✉t✐♦♥ q✉✐ ❛♠è♥❡♥t ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❝♦♠♣❧é♠❡♥t❛r✐té ❛✐♥s✐ q✉❡ ❞✬❛♥❛❧②s❡r
❞✐✛ér❡♥t❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ❞❡ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❝❡ ♣❤é♥♦♠è♥❡ ✿ ❞✬✉♥❡ ♣❛rt ✉♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡
❛♥❛❧②t✐q✉❡ q✉✐ ✉t✐❧✐s❡ ❧✬❛s♣❡❝t ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❞✉ s②stè♠❡ ❡t ❞✬❛✉tr❡ ♣❛rt ✉♥❡ ❛♣✲
♣r♦❝❤❡ ♥✉♠ér✐q✉❡ q✉✐ ✉t✐❧✐s❡ ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ◆❡✇t♦♥ s❡♠✐✲❧✐ss❡✳

P❧❛♥

❈❡ r❛♣♣♦rt ❡st ♦r❣❛♥✐sé ❡♥ ✸ ♣❛rt✐❡s✳
▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ ♣❛rt✐❡ ❡st ❝♦♥s❛❝ré❡ à ❧❛ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❞✉ s②stè♠❡ ❞❡ ❝❤✐♠✐❡✳

❉❛♥s ✉♥ ♣r❡♠✐❡r t❡♠♣s ♦♥ r❡♣r❡♥❞ ❧❡s ♥♦t✐♦♥s ❡ss❡♥t✐❡❧❧❡s s✉r ❧❛ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥
❡s♣è❝❡s✴❝♦♠♣♦s❛♥ts ❡t ❧❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ❤②♣♦t❤ès❡s q✉❡ ❧✬♦♥ ❛ ♣♦sé✳ ❊♥s✉✐t❡ ♦♥ ❛
❝❤♦✐s✐ ❞❡ ♠♦❞é❧✐s❡r ❧❡s ♣❤é♥♦♠è♥❡s ❞❡ s♦r♣t✐♦♥ ❡t ❞❡ ♣ré❝✐♣✐t❛t✐♦♥✲❞✐ss♦❧✉t✐♦♥✳
P♦✉r ♦❜t❡♥✐r ❡♥ ✜♥ ❧❡ s②stè♠❡ ❞❡ ❝❤✐♠✐❡ ❝♦♠♣❧❡t ❛✈❡❝ ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ q✉❡ ❧❡s ré❛❝✲
t✐♦♥s s♦♥t à ❧✬éq✉✐❧✐❜r❡✳ P❛r ❧❛ s✉✐t❡ ❞❛♥s ❝❡ r❛♣♣♦rt ♦♥ ♥❡ ❝♦♥s✐❞ér❡r❛ ♣❛s ❧❡s
ré❛❝t✐♦♥s ❞❡ s♦r♣t✐♦♥✳

❊♥ s❡❝♦♥❞❡ ♣❛rt✐❡✱ ♦♥ ♠♦♥tr❡ ✷ ❡①❡♠♣❧❡s ♣♦✉r ❧❡sq✉❡❧s ♦♥ ✉t✐❧✐s❡ ❧✬❛s♣❡❝t
♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❞✉ s②stè♠❡ ❛✜♥ ❞✬❡♥ ♦❜t❡♥✐r ❧❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❡♥ ❛♥❛❧②s❛♥t ✉♥ à ✉♥ ❧❡s
❞✐✛ér❡♥ts ét❛ts ❞✉ s②stè♠❡✱ ✐✳❡ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣rés❡♥❝❡ ♦✉ ♥♦♥ ❞❡s ♠✐♥ér❛✉①✳
❯♥❡ ❢♦✐s ❝❡s ✷ ❡①❡♠♣❧❡s ❛♥❛❧②sés ♦♥ ♣r♦♣♦s❡r❛ ✉♥❡ ❣é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡tt❡ ♠ét❤✲
♦❞❡ s✉✐✈✐ ❞✬✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ à ✉♥ ❡①❡♠♣❧❡ à ✻ ♠✐♥ér❛✉① ✉t✐❧✐sé ❞❛♥s ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡✳

❊♥✜♥ ❧❛ tr♦✐s✐è♠❡ ♣❛rt✐❡ ❡st ❝♦♥❝❡♥tré❡ s✉r ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ♥✉♠ér✐q✉❡ ❞✉ s②s✲
tè♠❡ ❞❡ ❝❤✐♠✐❡✳ P♦✉r ❝❡ ❢❛✐r❡ ♦♥ r❛♣♣❡❧❧❡r❛ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ◆❡✇t♦♥
s❡♠✐✲❧✐ss❡✱ r❛♣♣❡❧ q✉✐ s❡r❛ ♣ré❝é❞é ❞✬✉♥❡ ét✉❞❡ s✉r ❧❡ ❥❛❝♦❜✐❡♥ ❡t ♥♦t❛♠♠❡♥t ❧❛
q✉❡st✐♦♥ ❞❡ s♦♥ ✐♥✈❡rs✐❜✐❧✐té✳ P❛r ❧❛ s✉✐t❡ ♥♦✉s ♠♦♥tr❡r♦♥s ❞❡s ❡①❡♠♣❧❡s ❞❡
♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥s ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ◆❡✇t♦♥ s❡♠✐✲❧✐ss❡ ♣♦✉r ♣r❡♥❞r❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧❛
♣♦s✐t✐✈✐té ❞❡ ❝❡rt❛✐♥❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s✳

❊♥✜♥ ♥♦✉s ✈❡rr♦♥s ❝♦♠♠❡♥t ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❛♥❛❧②t✐q✉❡ ♣❡✉t ♥♦✉s ❛✐❞❡r à ❞é✈❡❧♦♣✲
♣❡r ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ♥✉♠ér✐q✉❡ ❡t ♥♦✉s ❝♦♥❝❧✉r♦♥s s✉r ❝❡ tr❛✈❛✐❧ ❡t ❧❡s ♥♦✉✈❡❧❧❡s ♣❡r✲
s♣❡❝t✐✈❡s✳

✺



❈♦♥t❡♥ts

■ ▼♦❞è❧❡ ❞❡ ❈❤✐♠✐❡ ✽

✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ✽

✷ ❘é❛❝t✐♦♥ à ❧✬éq✉✐❧✐❜r❡ ✾

✸ ❈✐♥ét✐q✉❡ ❝❤✐♠✐q✉❡ ✶✵

✹ ▼♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❡s♣è❝❡s ❡t ❝♦♠♣♦s❛♥ts ✶✵

✺ ▲♦✐s ❞❡ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ✶✶
✺✳✶ ❈♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠❛ss❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶
✺✳✷ ❈♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❤❛r❣❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶

✻ ▼♦❞è❧❡ ❝❤✐♠✐q✉❡ ✶✶
✻✳✶ ❍②♣♦t❤ès❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶
✻✳✷ ❙②stè♠❡ ❝❤✐♠✐q✉❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷

✻✳✷✳✶ ❘é❛❝t✐♦♥s ❛q✉❡✉s❡s ❡t s✉r❢❛❝✐q✉❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷
✻✳✷✳✷ ❘é❛❝t✐♦♥s ❞❡ ♣ré❝✐♣✐t❛t✐♦♥✲❞✐ss♦❧✉t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷
✻✳✷✳✸ ▲♦✐s ❞❡ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠❛ss❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸
✻✳✷✳✹ ❙②stè♠❡ ❝❤✐♠✐q✉❡ ❝♦♠♣❧❡t ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸

■■ ➱t✉❞❡ s❡♠✐✲❛♥❛❧②t✐q✉❡ ✶✹

✼ ❈❤✐♠✐❡ ❛✈❡❝ ✷ s❡❧s ✿ ❈❤❧♦r✉r❡ ❞❡ ❙♦❞✐✉♠ ❡t ❈❤❧♦r✉r❡ ❞❡ P♦t❛s✲
s✐✉♠ ✶✹
✼✳✶ ❱❛r✐❛❜❧❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✺
✼✳✷ ▼✐s❡ ❡♥ éq✉❛t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✺
✼✳✸ ❈❛s ❧✐♠✐t❡ ✿ t♦✉t❡s ❧❡s ✐♥é❣❛❧✐tés s♦♥t ❛❝t✐✈❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✻
✼✳✹ ❙♦❧✉t✐♦♥s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✻
✼✳✺ ●r❛♣❤✐q✉❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✾

✽ ❈❤✐♠✐❡ ❛✈❡❝ ✸ s❡❧s ✿ ❈❤❧♦r✉r❡ ❞❡ ❙♦❞✐✉♠✱ ❈❤❧♦r✉r❡ ❞❡ P♦t❛s✲
s✐✉♠ ❡t ❈❛r♥❛❧❧✐t❡ ✶✾
✽✳✶ ❱❛r✐❛❜❧❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✵
✽✳✷ ▼✐s❡ ❡♥ éq✉❛t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✵
✽✳✸ ❈❛s ❧✐♠✐t❡ ✿ t♦✉t❡s ❧❡s ✐♥é❣❛❧✐tés s♦♥t ❛❝t✐✈❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✶
✽✳✹ ❙♦❧✉t✐♦♥s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✷
✽✳✺ ●r❛♣❤✐q✉❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✷

✻



✾ ●é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❛♥❛❧②t✐q✉❡ ✷✷
✾✳✶ P♦✐♥t ❝r✐t✐q✉❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✸
✾✳✷ ❈♦✉r❜❡s ❝r✐t✐q✉❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✸
✾✳✸ ❘és♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ s②stè♠❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✹
✾✳✹ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♥✉♠ér✐q✉❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✺

✶✵ ❈❤✐♠✐❡ ❛✈❡❝ ✻ s❡❧s ✿ é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❉▼❆ ❡♥ ♣rés❡♥❝❡ ❞❡ ✻ ♠✐♥é✲
r❛✉① ✷✻
✶✵✳✶ ▼❛tr✐❝❡ st÷❝❤✐♦♠étr✐q✉❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✽
✶✵✳✷ ▼✐s❡ ❡♥ éq✉❛t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✽
✶✵✳✸ ❈❛s ❧✐♠✐t❡ ✿ t♦✉t❡s ❧❡s ✐♥é❣❛❧✐tés s♦♥t ❛❝t✐✈❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✾
✶✵✳✹ ❙♦❧✉t✐♦♥s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✾

✶✶ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ✸✶

✶✷ ❆❥♦✉t ❞❡s ré❛❝t✐♦♥s ❞❡ s♦r♣t✐♦♥ ✸✷

■■■ ➱t✉❞❡ ♥✉♠ér✐q✉❡ ✸✸

✶✸ ➱t✉❞❡ ❞✉ ❥❛❝♦❜✐❡♥ ❣é♥ér❛❧✐sé ✸✸

✶✹ ▼ét❤♦❞❡ ❞❡ ◆❡✇t♦♥ s❡♠✐✲❧✐ss❡ ✸✺

✶✺ Pr✐s❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ✸✼
✶✺✳✶ ❑❛♥③♦✇ ❆❝t✐✈❡✲❙❡t ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✼
✶✺✳✷ ▼♦❞✐✜❝❛t✐♦♥ ❞✉ ♣❛s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✶
✶✺✳✸ ◆❡✇t♦♥ ❛✈❡❝ ♣é♥❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♦❜❥❡❝t✐❢ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✷
✶✺✳✹ ❈♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✸

✶✻ ❈❤♦✐① ❞✉ ♣♦✐♥t ✐♥✐t✐❛❧ ✹✺

■❱ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ✹✽

❱ ❆♣♣❡♥❞✐❝❡ ✺✵

❆ ❈❛❧❝✉❧s ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s ✿ ❡①❡♠♣❧❡ ✸ s❡❧s ✺✵

❇ ❇❡♥❝❤♠❛r❦ ▼♦▼❛s ❚r❛♥s♣♦rt ❘é❛❝t✐❢ ✏❊❛s② ❚❡st ❈❛s❡✑ ✺✺

❘é❢ér❡♥❝❡s ✺✼

✼



P❛rt ■

▼♦❞è❧❡ ❞❡ ❈❤✐♠✐❡
❉❛♥s ❝❡tt❡ ♣❛rt✐❡ ❡st ❞é❝r✐t ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡ ✉t✐❧✐sé ♣♦✉r r❡♣rés❡♥t❡r ✉♥
s②stè♠❡ ❞❡ ❝❤✐♠✐❡✳ ❈❡ t②♣❡ ❞❡ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❡st ♥♦t❛♠♠❡♥t ✉t✐❧✐sé ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡
❞✉ tr❛♥s♣♦rt ré❛❝t✐❢✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❞❛♥s ❧❡s t❤ès❡s ❬✶✹❪ ❡t ❬✸✵❪✳

✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ NE ❡s♣è❝❡s ❝❤✐♠✐q✉❡s ♣♦✉r Nr ré❛❝t✐♦♥s q✉✐ ❞♦♥♥❡♥t ❞❡s ré❛❝t✐♦♥s
❝❤✐♠✐q✉❡s ❡①♣r✐♠é❡s s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ ✿

Ne
∑

t=1

νr,tEt ⇋ 0 , r = 1, ..., Nr

❛✈❡❝ νr,t ❧❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ st÷❝❤✐♦♠étr✐q✉❡✳ ❖♥ s✉♣♣♦s❡ ❝❡s ré❛❝t✐♦♥s
❝❤✐♠✐q✉❡s ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s ❀ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❝♦♥tr❛✐r❡ ✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ré❞✉✐r❡ ❧❡
s②stè♠❡ ❞❡ ❢❛ç♦♥ à ❝❡ q✉❡ ❧❡s ré❛❝t✐♦♥s ❞❡✈✐❡♥♥❡♥t ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s✳

❖♥ ♣❡✉t ❝♦♥s✐❞ér❡r ❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❝❡s ré❛❝t✐♦♥s ❝❤✐♠✐q✉❡s ❞❡ ❞❡✉① ❢❛ç♦♥s
❞✐✛ér❡♥t❡s ❬✷✼✱ ✽✱ ✸❪✿

❼ ▲❛ ré❛❝t✐♦♥ ❝❤✐♠✐q✉❡ ❡st r❛♣✐❞❡ ❡t ♦♥ ❛tt❡✐♥t ❧✬éq✉✐❧✐❜r❡ ❧♦❝❛❧ ❛ss❡③ ✈✐t❡✳
▲❛ ré❛❝t✐♦♥ ❡st ré✈❡rs✐❜❧❡✳ ❖♥ ♣❡✉t ❛✐♥s✐ s✉♣♣♦s❡r ❧✬éq✉✐❧✐❜r❡ ♣rés❡♥t à
❝❤❛q✉❡ ✐♥st❛♥t✳ ❖♥ ♦❜t✐❡♥t ❞❡s éq✉❛t✐♦♥s ❛❧❣é❜r✐q✉❡s ♥♦♥✲❧✐♥é❛✐r❡s✱ ♣❧✉s
❢❛❝✐❧❡ à rés♦✉❞r❡ ❡t ❛✈❡❝ ♠♦✐♥s ❞✬✐♥❝♦♥♥✉❡s ❞❛♥s ❧❡ s②stè♠❡✳

❼ ▲❛ ré❛❝t✐♦♥ ❝❤✐♠✐q✉❡ ❡st ❧❡♥t❡ ❡t ❞❛♥s ❝❡ ❝❛s ♦♥ ❞♦✐t t❡♥✐r ❝♦♠♣t❡ ❞❡
❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥ t❡♠♣♦r❡❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ré❛❝t✐♦♥✳ ■❧ ❢❛✉t ✐❝✐ ✉t✐❧✐s❡r ✉♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡
❝✐♥ét✐q✉❡ ♣❛r ❞❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡s ♦r❞✐♥❛✐r❡s✳ ▲❛ ré❛❝t✐♦♥ ❡st ✐r✲
ré✈❡rs✐❜❧❡✳

❬✷✼❪ ♣r♦♣♦s❡ ✉♥❡ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ♣❧✉s ❞ét❛✐❧❧é❡ à ❧✬✐♥tér✐❡✉r ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ❝❛té❣♦r✐❡ ✿

▲✬❛♣♣r♦❝❤❡ ✉t✐❧✐sé❡ ❞é♣❡♥❞ ❞✉ ❝r✐tèr❡ ✉t✐❧✐sé ♣♦✉r ❞ét❡r♠✐♥❡r s✐ ✉♥❡ ré❛❝t✐♦♥
❡st ✏r❛♣✐❞❡✑ ♦✉ ♥♦♥✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝♦♥t❡①t❡ ❞✉ tr❛♥s♣♦rt ré❛❝t✐❢✱ ✉♥❡ ré❛❝t✐♦♥ ❡st
❝♦♥s✐❞éré❡ ❧❡♥t❡ s✐ s❛ ✈✐t❡ss❡ ❞❡ ré❛❝t✐♦♥ ❡st ❞✉ ♠ê♠❡ ♦r❞r❡ ❞❡ ❣r❛♥❞❡✉r ♦✉

✽



♣❧✉s ❧❡♥t❡ q✉❡ ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❞✉ ♣❤é♥♦♠è♥❡ ♣❤②s✐q✉❡ ❞❡ tr❛♥s♣♦rt✳ ▲✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❧❛
♣❧✉s ❝♦✉r❛♠♠❡♥t ✉t✐❧✐sé❡ ❡st ✉♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ♠✐①t❡ ✿ ✉♥❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡s éq✉❛t✐♦♥s
❝♦♥s✐❞éré❡s à ❧✬éq✉✐❧✐❜r❡ ❡t ❧❡s ❛✉tr❡s ❢♦♥t ✐♥t❡r✈❡♥✐r ❧❛ ❝✐♥ét✐q✉❡ ❬✷✽✱ ✶✽✱ ✶✻✱ ✷✾✱
✷✵✱ ✷✺✱ ✶✵❪✳

❉❛♥s ❧❛ ♣r❛t✐q✉❡✱ ❞❡✉① ♠♦❞è❧❡s ❝❤✐♠✐q✉❡s s♦♥t ✉t✐❧✐sés ♣♦✉r r❡♣rés❡♥t❡r ❝❡s
ré❛❝t✐♦♥s ❝❤✐♠✐q✉❡s ✿

❼ ▲♦✐s ❞✬❛❝t✐♦♥ ❞❡ ♠❛ss❡✱ q✉✐ s❡r♦♥t ✉t✐❧✐sé❡s ❞❛♥s ❧❛ s✉✐t❡ ❞❡ ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✳

❼ ▲❛ ♠✐♥✐♠✐s❛t✐♦♥ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❞❡ ❧✬❡♥t❤❛❧♣✐❡ ❧✐❜r❡ ✭❛✉ss✐ ❛♣♣❡❧é❡ é♥❡r❣✐❡ ❞❡
●✐❜❜s✮✳

▲❛ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ét❛♥t ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡♠❡♥t ❧❡ t②♣❡ ❞❡ ♣r♦❜❧è♠❡ q✉✐ ❡♥ ❞é❝♦✉❧❡ ❀ ❞❛♥s ❧❡
♣r❡♠✐❡r ♦♥ ❛ ✉♥ s②stè♠❡ ♥♦♥✲❧✐♥é❛✐r❡ ❡t ❞❛♥s ❧❡ s❡❝♦♥❞ ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥
s♦✉s ❝♦♥tr❛✐♥t❡✳ ❈❡s ❞❡✉① ♠♦❞è❧❡s s♦♥t s✐♠✐❧❛✐r❡s ❝♦♥❝❡♣t✉❡❧❧❡♠❡♥t ❡t ♥✉♠ér✐q✉❡✲
♠❡♥t✱ ✈♦✐r ❬✷✶❪✳

✷ ❘é❛❝t✐♦♥ à ❧✬éq✉✐❧✐❜r❡

❙♦♥t ❝♦♥s✐❞éré❡s ❞❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥ ❞❡s ré❛❝t✐♦♥s ❝❤✐♠✐q✉❡s s✉♣♣♦sé❡s êtr❡ ❞❛♥s
✉♥ éq✉✐❧✐❜r❡ ❧♦❝❛❧✳ ▲♦rsq✉❡ ❧❡s ré❛❝t✐♦♥s ❝❤✐♠✐q✉❡s s♦♥t s✉♣♣♦sé❡s à ❧✬éq✉✐❧✐❜r❡✱
❧❡s ❧♦✐s ❞✬❛❝t✐♦♥ ❞❡ ♠❛ss❡ ❞♦♥♥❡♥t ✿

Kr −
NE
∏

i=1

a
νr,i

i = 0, r = 1, Nr

♦ù ai ❡st ❧✬❛❝t✐✈✐té ❞❡ ❧✬❡s♣è❝❡ Ei ❡t Kr ❧❛ ❝♦♥st❛♥t❡ ❞✬éq✉✐❧✐❜r❡ ❞❡ ❧❛ ré❛❝t✐♦♥ r✳

❆❝t✐✈✐té ❞✬✉♥❡ ❡s♣è❝❡ ❛q✉❡✉s❡ ✿ ▲✬❛❝t✐✈✐té ❞✬✉♥❡ ❡s♣è❝❡ ❛q✉❡✉s❡ Ei ❡st ❢♦♥❝✲
t✐♦♥ ❞❡ s❛ ♠♦❧❛❧✐té mi q✉✐ ❡①♣r✐♠❡ ❧❛ q✉❛♥t✐té ❞❡ ❧✬❡s♣è❝❡ Ei ❡♥ s♦❧✉t✐♦♥
✭♠♦❧❡s✴❦❣ ❞❡ s♦❧✈❛♥t✮ ✿ ai = γi∗mi/m

0
i ✱ ♦ù γi ❡st ❧❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❞✬❛❝t✐✈✐té ❡t

m0
i ❡st ❧❛ ♠♦❧❛❧✐té ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡ ✭é❣❛❧❡ à ✶ ♠♦❧✴❦❣ ❞✬❡❛✉✮✳ P♦✉r ❞❡s ❝♦♥❝❡♥✲

tr❛t✐♦♥s ❢❛✐❜❧❡s ❧❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❞✬❛❝t✐✈✐té ♣❡✉t êtr❡ s✉♣♣♦sé é❣❛❧ à ✶ ❡t ❞♦♥❝
s✐ ❧❡ s♦❧✈❛♥t ❡st ❧✬❡❛✉ ♦♥ ❛ ✿ ai = mi✳ ❈❡tt❡ ❤②♣♦t❤ès❡ ❡st r❛✐s♦♥♥❛❜❧❡ ♣♦✉r
❧❛ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❞✉ s②stè♠❡ ❝❤✐♠✐q✉❡✳ P♦✉r ❞❡s ♠✐❧✐❡✉① ♣❧✉s ❝♦♥❝❡♥trés✱ ✐❧
❢❛✉t ❛♣♣r♦①✐♠❡r ❧❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❞✬❛❝t✐✈✐té✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❧♦✐ ❞❡ ❉❡❜②❡✲❍ü❝❦❡❧✳

❆❝t✐✈✐té ❞❡ ❧✬❡❛✉ ✿ ❙✐ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❡st ❞✐❧✉é❡✱ ❧✬❛❝t✐✈✐té ❞❡ ❧✬❡❛✉ ❡st ✈♦✐s✐♥❡ ❞❡ ✶
❡t ♥✬✐♥t❡r✈✐❡♥t ❞♦♥❝ ♣❛s ❞❛♥s ❧❡s ❧♦✐s ❞✬❛❝t✐♦♥ ❞❡ ♠❛ss❡✱ s✐♥♦♥ ✈♦✐r ❧♦✐ ❞❡
❘❛♦✉❧t✳

❆❝t✐✈✐té ❞✬✉♥❡ ❡s♣è❝❡ ✜①é❡ ✿ ♣❛s ❞❡ ♠♦❞è❧❡ ✉t✐❧✐sé ✉♥✐❢♦r♠é♠❡♥t✳ ❙✐ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥
❡st ✐❞é❛❧❡ ♦♥ ♣❡✉t ✉t✐❧✐s❡r ❝♦♠♠❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛❝t✐✈✐té ❧❛ ❢r❛❝t✐♦♥
♠♦❧❛✐r❡ ❬✾❪ ♦✉ é❣❛❧❡♠❡♥t s✉♣♣♦s❡r q✉❡ ❧✬❛❝t✐✈✐té ❡st é❣❛❧❡ à ❧❛ ♠♦❧❛r✐té
✭♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♠♦❧❡s ❞✬✉♥❡ ❡s♣è❝❡ ♣❛r ❧✐tr❡✮ ❬✶✸❪✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥
♥♦♥✲✐❞é❛❧❡ ✐❧ ❢❛✉t t❡♥✐r ❝♦♠♣t❡ ❞✬✉♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❞✬❛❝t✐✈✐té ❬✼❪✳

❆❝t✐✈✐té ❞✬✉♥❡ ❡s♣è❝❡ ♣ré❝✐♣✐té❡ ✿ ♣♦✉r ✉♥ ♠✐♥ér❛❧ ❧✬❛❝t✐✈✐té ❡st t♦✉❥♦✉rs é❣❛❧❡
à ✶✳

✾



✸ ❈✐♥ét✐q✉❡ ❝❤✐♠✐q✉❡

❙♦♥t ❝♦♥s✐❞éré❡s ❞❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥ ❧❡s ré❛❝t✐♦♥s ❝❤✐♠✐q✉❡s ♦ù ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❝✐♥é✲
t✐q✉❡ ❡st ✉t✐❧✐sé❡✳ ❊♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ t②♣❡ ❞❡ ré❛❝t✐♦♥ ✭❤♦♠♦❣è♥❡✱ ❤étér♦❣è♥❡✮ ♦♥
✉t✐❧✐s❡ ❞❡s ❧♦✐s ❞❡ ✈✐t❡ss❡ ♣♦✉r ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❞❡ ré❛❝t✐♦♥ Rk ❞❡ ❧❛ ré❛❝t✐♦♥
❦✱ ❝❡ q✉✐ ❞♦♥♥❡ ❞❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡s✳ ▲❡ ♠♦❞è❧❡ ✉t✐❧✐sé ❡st ❞ét❛✐❧❧é ❞❛♥s
❬✷✻❪✳ ❉✬❛✉tr❡s ♠♦❞è❧❡s ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ✉t✐❧✐sés ♣♦✉r ♠♦❞é❧✐s❡r ❞❡s ré❛❝t✐♦♥s ❝✐♥é✲
t✐q✉❡s ❝♦♠♠❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ♣❤é♥♦♠è♥❡s ❞❡ ❜✐♦❞é❣r❛❞❛t✐♦♥ ❛✈❡❝ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡
▼♦♥♦❞ ❬✾❪ ❡t s❡s ✈❛r✐❛♥t❡s✳

❉❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡ ♣❤é♥♦♠è♥❡s ❞❡ ♣ré❝✐♣✐t❛t✐♦♥✲❞✐ss♦❧✉t✐♦♥✱ ❝❡ s♦♥t ❞❡s ré❛❝✲
t✐♦♥s ❤étér♦❣è♥❡s q✉✐ s♦♥t ❝♦♥❝❡r♥é❡s✳ ❈❡s ❧♦✐s ❝✐♥ét✐q✉❡s ♥♦✉s ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞❛♥s
✉♥ ♣r❡♠✐❡r t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❡ t❛✉① ❞✬❛✈❛♥❝❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ré❛❝t✐♦♥ ✭❞♦♥♥é ❡♥
♠♦❧✳s−1 ♦✉ ❡♥ ♠♦❧✳②❡❛r−1✮ ♣♦✉r ✉♥ ♣ré❝✐♣✐té pi✱ νpi

✿

vpi
= K+

∏

a
Eij

j

[

1−
(

Q

K

)m]

❼ K+✿ ❝♦♥st❛♥t❡ ❝✐♥ét✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ ré❛❝t✐♦♥

❼ aj ✿ ❛❝t✐✈✐té ❞❡ ❧✬❡s♣è❝❡ ❥

❼ Q✿ ♣r♦❞✉✐t ❞❡s ❛❝t✐✈✐tés ✐♦♥✐q✉❡s ✿ Q =
∏

j [cj ]
sj

∏

j [c̄j ]
rj ❧❡s c̄ s♦♥t ❧❡s ❝♦♠♣♦s❛♥ts

ré❛❝t✐❢s ❡t ❧❡s c ❧❡s ❝♦♠♣♦s❛♥ts ♣r♦❞✉✐ts

❼ K✿ ♣r♦❞✉✐t ❞❡ s♦❧✉❜✐❧✐té ❞✉ ♠✐♥ér❛❧ ✭❝♦♥st❛♥t❡ q✉✐ ❞é♣❡♥❞ ❞❡ ❧❛ t❡♠♣ér❛✲
t✉r❡✮

❼ m✿ s♦✉✈❡♥t é❣❛❧ à ✶

❖♥ r❡♠❛rq✉❡ q✉✬à ❧✬éq✉✐❧✐❜r❡ Q = K ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❞❡ ré❛❝t✐♦♥ ❡st ♥✉❧❧❡✱ ❧❛ ✈✐t❡ss❡
❡st ♣♦s✐t✐✈❡ s✐ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❡st s✉rs❛t✉ré❡ Q > K ❡t ♥é❣❛t✐✈❡ s✐ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❡st
s♦✉s✲s❛t✉ré❡ Q < K✳ ❊♥s✉✐t❡ ♦♥ ✉t✐❧✐s❡ ❝❡ t❛✉① ♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r ❞❡s éq✉❛t✐♦♥s
❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡s✳ ❙♦✐t ν ∈ R

n ❧❡ ✈❡❝t❡✉r ❞❡ ♥ t❛✉① ❞✬❛✈❛♥❝❡♠❡♥t ♣♦✉r ♥ ♠✐♥ér❛✉①✳
P♦✉r ❝❤❛q✉❡ ❡s♣è❝❡ ✭❛q✉❡✉s❡ ♦✉ ♠✐♥ér❛❧❡✮ e✱ ♦♥ ❛ ✿

dei
dt

=

n
∑

j

Eijνj

❊♥ ❛❧❧❛♥t ❞❡ t′ à ✉♥ ♥♦✉✈❡❛✉ ♣♦✐♥t t✱ ❧❡ t❛✉① ✐♥st❛♥t❛♥é ✈❛ é✈♦❧✉é ❛✉ ❢✉r ❡t
à ♠❡s✉r❡ q✉❡ ❧❡ ✢✉✐❞❡ ❝❤✐♠✐q✉❡ é✈♦❧✉❡✳ P❧✉tôt q✉❡ ❞✬✉t✐❧✐s❡r ❧❡ t❛✉① ❛✉ t❡♠♣s
t✬ s✉r t♦✉t❡ ❧✬ét❛♣❡✱ ✐❧ ❡st ♣❧✉s ♣ré❝✐s ❞❡ ♣r❡♥❞r❡ ❧❛ ♠♦②❡♥♥❡ ❞❡s t❛✉① ❛✉ t❡♠♣s
t′ ❡t t✳

✹ ▼♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❡s♣è❝❡s ❡t ❝♦♠♣♦s❛♥ts

▲✬❤②♣♦t❤ès❡ ❞✬✉♥ s②stè♠❡ ❝❤✐♠✐q✉❡ ❛✈❡❝ ❞❡s ré❛❝t✐♦♥s ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s ❡t ❧❡s ❧♦✐s
❞✬❛❝t✐♦♥ ❞❡ ♠❛ss❡ ♣❡r♠❡t ❞✬❡①♣r✐♠❡r ✉♥❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡s ✐♥❝♦♥♥✉❡s ✭❡s♣è❝❡s s❡❝✲
♦♥❞❛✐r❡s✮ ❞✉ s②stè♠❡ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬❛✉tr❡s ✐♥❝♦♥♥✉❡s ✭❝♦♠♣♦s❛♥ts✮✳ ❉❡ ♠ê♠❡

✶✵



q✉❡ ♣♦✉r ❧❛ ❧♦✐ ❞✬❛❝t✐♦♥ ❞❡ ♠❛ss❡✱ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ éq✉❛t✐♦♥ ❝✐♥ét✐q✉❡ ♦♥ ❛ss♦❝✐❡ ✉♥❡
❡s♣è❝❡ ❝✐♥ét✐q✉❡ q✉✐ ♥✬❛♣♣❛r❛✐tr❛ q✉❡ ❞❛♥s ❧❛ ré❛❝t✐♦♥ ❝✐♥ét✐q✉❡ ❡t ❧❡s ré❛❝t✐♦♥s
à ❧✬éq✉✐❧✐❜r❡✳ ❊♥s✉✐t❡ ❧✬❛❝t✐✈✐té ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ❡s♣è❝❡ ♣❡r♠❡t ❞❡ ré♣❛rt✐r ❡s♣è❝❡s
❛q✉❡✉s❡s✱ ❡s♣è❝❡s ✜①é❡s ❡t ❡s♣è❝❡s ♣ré❝✐♣✐té❡s✳ ▲✬❛❝t✐✈✐té ❞❡s ❡s♣è❝❡s ♣ré❝✐♣✐té❡s
♥❡ ❞é♣❡♥❞❛♥t ♣❛s ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♠♦❧❡s ❞✉ ♣ré❝✐♣✐té✱ ♦♥ ♥❡ ♣❡✉t ♣❛s ❧✬❡①♣r✐♠❡r
❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬❛✉tr❡s ✐♥❝♦♥♥✉❡s✳ ❈❡tt❡ ré♣❛rt✐t✐♦♥ ❡s♣è❝❡s✴❝♦♠♣♦s❛♥ts ❡st très
✉t✐❧✐sé❡ ♣❛r ❧❡s ♠♦❞é❧✐s❛t❡✉rs ❣é♦❝❤✐♠✐q✉❡s✱ ✈♦✐r ❬✸✱ ✶✵❪✳ ▲❡s ✐♥❝♦♥♥✉❡s ❞✉ s②s✲
tè♠❡ s♦♥t ❧❡s ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥s ❞❡s ❝♦♠♣♦s❛♥ts ❛q✉❡✉① ✭c✮✱ ✜①és ✭s✮ ❡t ♣ré❝✐♣✐tés
✭p✮✳ ❙♦♥t ♥♦tés α ❡t β ❧❡s ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥s ❞❡s ❡s♣è❝❡s s❡❝♦♥❞❛✐r❡s ❛q✉❡✉s❡s ❡t
✜①é❡s ❡t ♦♥ ♥♦t❡ ✭cine✮ ❧❛ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ❞❡s ❡s♣è❝❡s ❝✐♥ét✐q✉❡s✳

✺ ▲♦✐s ❞❡ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥

✺✳✶ ❈♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠❛ss❡

▲❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞❡ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠❛ss❡ ❡①♣r✐♠❡♥t ❧❛ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠❛ss❡
❡♥ t❡r♠❡ ❞❡ ❝♦♠♣♦s❛♥ts ❡t ❞✬❡s♣è❝❡s ❝✐♥ét✐q✉❡s✳ ❊❧❧❡s ❝♦♥s✐st❡♥t à ❞é✜♥✐r ❧❡s
♠❛ss❡s t♦t❛❧❡s ❡♥ ❝♦♠♣♦s❛♥ts ❡t ❡♥ ❡s♣è❝❡s ❝✐♥ét✐q✉❡s ❝♦♠♠❡ ❧❛ ré♣❛rt✐t✐♦♥ ❞❡ ❧❛
♠❛ss❡ ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❡s♣è❝❡s ❞✉ s②stè♠❡✳ ▲❡s ♠❛ss❡s t♦t❛❧❡s s♦♥t ✐♥✈❛r✐❛♥t❡s
♣❛r ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞✬éq✉✐❧✐❜r❡ ❝❤✐♠✐q✉❡ ♠❛✐s ❞é♣❡♥❞❛♥t ❞❡ ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❞❡ ré❛❝t✐♦♥
❞❡s ré❛❝t✐♦♥s ❝✐♥ét✐q✉❡s✳

✺✳✷ ❈♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❤❛r❣❡

❯♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❛q✉❡✉s❡ ❡st t♦✉❥♦✉rs é❧❡❝tr✐q✉❡♠❡♥t ♥❡✉tr❡✱ ❡❧❧❡ ♣♦ssè❞❡ ❞♦♥❝ ❛✉✲
t❛♥t ❞❡ ❝❤❛r❣❡s ♣♦s✐t✐✈❡s q✉❡ ♥é❣❛t✐✈❡s✳ ❈❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ♥❡✉tr❛❧✐té é❧❡❝tr✐q✉❡
s✬é❝r✐t ✿

∑

i zimi = 0

✻ ▼♦❞è❧❡ ❝❤✐♠✐q✉❡

▲❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❝❤✐♠✐❡ ❞é❝r✐t ✐❝✐ ❡st ✉t✐❧✐sé ❞❛♥s ❧✬éq✉✐♣❡ ❙❆●❊ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞✉
tr❛♥s♣♦rt ré❛❝t✐❢ ❞é✈❡❧♦♣♣é ♣❛r ❬✸✵❪✱ ❬✶✹❪ ♠❛✐s ❛✉ss✐ ❬✻❪ ❡t❬✺❪✳

✻✳✶ ❍②♣♦t❤ès❡s

❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ✉♥ ♠✐❧✐❡✉ s❛t✉ré ❡♥ ❡❛✉✱ ♦♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ ❧❡s ❡s♣è❝❡s ❡♥ s♦❧✉t✐♦♥
s♦♥t s✉✣s❛♠♠❡♥t ❞✐❧✉é❡s ♣♦✉r q✉❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ s♦✐t s✉♣♣♦sé❡ ✐❞é❛❧❡✳ ▲❡s ❡s✲
♣è❝❡s ❝♦♥s✐❞éré❡s s♦♥t ❧❡s ❡s♣è❝❡s ❛q✉❡✉s❡s ❡t s♦❧✐❞❡s✱ ❛✉❝✉♥❡ ❡s♣è❝❡ ❣❛③❡✉s❡
❡t ❝✐♥ét✐q✉❡✳ ▲❡s ♣❤é♥♦♠è♥❡s ♣r✐s ❡♥ ❝♦♠♣t❡ s♦♥t ❧❡s ré❛❝t✐♦♥s ❛q✉❡✉s❡s✱ ❧❡s
ré❛❝t✐♦♥s ❞❡ s♦r♣t✐♦♥✲❞és♦r♣t✐♦♥ q✉✐ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t ❛✉① ré❛❝t✐♦♥s ❞❡ s✉r❢❛❝❡ ❡t
❧❡s ré❛❝t✐♦♥s ❞❡ ♣ré❝✐♣✐t❛t✐♦♥✲❞✐ss♦❧✉t✐♦♥✳ P♦✉r ❧❡s ❡s♣è❝❡s ❛q✉❡✉s❡s ❡t ✜①é❡s✱
❧✬❛❝t✐✈✐té ❡st ❞♦♥❝ ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t r❡♠♣❧❛❝é❡ ♣❛r ❧❛ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ♠♦❧❛✐r❡ ✭♠♦❧❛❧✲
✐té✮✱ ♣❛r ❤②♣♦t❤ès❡ q✉❡ ❧❛ ❞❡♥s✐té ❞✉ ✢✉✐❞❡ ❡st ❝♦♥st❛♥t❡✳ ❉❡ ♣❧✉s ♦♥ s✉♣♣♦s❡
q✉❡ ❧❡s ré❛❝t✐♦♥s s♦♥t à ❧✬éq✉✐❧✐❜r❡ ❝❤✐♠✐q✉❡✳

✶✶



✻✳✷ ❙②stè♠❡ ❝❤✐♠✐q✉❡

✻✳✷✳✶ ❘é❛❝t✐♦♥s ❛q✉❡✉s❡s ❡t s✉r❢❛❝✐q✉❡s

▲❡s ❧♦✐s ❞✬❛❝t✐♦♥ ❞❡ ♠❛ss❡ ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞✬♦❜t❡♥✐r ❧❡ s②stè♠❡ ❞✬éq✉❛t✐♦♥s s✉✐✈❛♥t

{

αi = Kα

∏Nc

l=1 c
Si,l

l i = 1, ..Nα

βj = Kβ

∏Nc

l=1 c
Aj,l

l

∏Ns

m=1 s
Bj,m
m j = 1, ..Nβ

❛✈❡❝ ❧❡ t❛❜❧❡❛✉ ❞❡ ▼♦r❡❧ ❬✶✺❪ s✉✐✈❛♥t





c ∈ R
Nc s ∈ R

Ns

α ∈ R
Nα S 0

β ∈ R
Nβ A B



✳

P❧✉s s♦✉✈❡♥t ✉t✐❧✐sé s♦✉s ✉♥❡ ❢♦r♠❡ ❧♦❣❛r✐t❤♠✐q✉❡ ✿

{

log(αi) = Kα +
∑Nc

l=1 Sij log(cl) = 1, ..Nα

log(βj) = Kβ +
∑Nc

l=1Ajllog(cl) +
∑Ns

m=1Bjmlog(sm) j = 1, ..Nβ

.

▲❡s ✐♥❝♦♥♥✉❡s ❞❡✈✐❡♥♥❡♥t x = log(c) ❡t y = log(s)✱ ❧✬❛✈❛♥t❛❣❡ ❡st ❞❡ ❣❛r❛♥t✐r
❧❛ ♣♦s✐t✐✈✐té str✐❝t❡ ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s✳

P❛r ❡①❡♠♣❧❡ ♣rés❡♥t❡ ❞❛♥s ❬✶✼❪ ♠❛✐s ❛✉ss✐ ❞❛♥s ❬✶✹❪ ❡t ❬✸✵❪ ♦✉ ❬✹❪✳ ❈❡tt❡ ❢♦r♠❡
❧♦❣❛r✐t❤♠✐q✉❡ ❡st ✉t✐❧✐sé❡ ❞❛♥s ♣❧✉s✐❡✉rs ❧♦❣✐❝✐❡❧s ❝♦♠♠❡ ❙P❊❈❨✱ ▼■◆✸P✱ ❘❊✲
❚❘❆❙❖✱ ❘■❈❍❨✱ ♣❛r❝❡ q✉❡ ❝❡tt❡ ❢♦r♠❡ ❛ss✉r❡ ❧❛ ♣♦s✐t✐✈✐té ❞❡s ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥s✳
❉❡ ♣❧✉s✱ ❝❡tt❡ ❢♦r♠❡ ❢❛❝✐❧✐t❡ ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡s ❞ér✐✈é❡s ❝❛r ❡❧❧❡ ❧✐♥é❛r✐s❡ ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s ✿
❛✉ ❧✐❡✉ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❛ ❞ér✐✈é❡ ❞❡s ♣r♦❞✉✐ts ❡t ❞❡s ♣✉✐ss❛♥❝❡s✱ ♦♥ ❝❛❧❝✉❧❡ ❧❛ ❞ér✐✈é❡
❞❡s s♦♠♠❡s✳

❉❛♥s ❬✸✵❪ ♦♥ ❛ ✈✉ q✉❡❧q✉❡s ❞é❢❛✉ts ❞❡ ❝❡tt❡ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ✿ s✐♥❣✉❧❛r✐té ❞❡ ❧❛
❥❛❝♦❜✐❡♥♥❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥ tr❛❝❡✉r ♦✉ ❞❡ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥s ❢❛✐❜❧❡s ❡t ♠❡✐❧❧❡✉r❡s
♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ♥✉♠ér✐q✉❡s s❛♥s ❧❡s ❧♦❣❛r✐t❤♠❡s✳ ❉❡ ♣❧✉s ❧❛ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ s❛♥s ❧♦❣✲
❛r✐t❤♠❡ ♥♦✉s ❞♦♥♥❡ ✉♥ s②stè♠❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ q✉✐ ♥♦✉s ♣❡r♠❡t ❞✬❛✉tr❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s✳

✻✳✷✳✷ ❘é❛❝t✐♦♥s ❞❡ ♣ré❝✐♣✐t❛t✐♦♥✲❞✐ss♦❧✉t✐♦♥

▲❡s ré❛❝t✐♦♥s ❞❡ ♣ré❝✐♣✐t❛t✐♦♥✲❞✐ss♦❧✉t✐♦♥ s♦♥t ❞❡s ré❛❝t✐♦♥s ❤étér♦❣è♥❡s✳ ▲❡s
❡s♣è❝❡s ❛q✉❡✉s❡s ♦♥t ❧❛ ♣♦ss✐❜✐❧✐té à ✉♥ s❡✉✐❧ ❞❡ s❛t✉r❛t✐♦♥ ❞❡ ♣ré❝✐♣✐t❡r ❡t ❛✐♥s✐
❞❡ ❢♦r♠❡r ✉♥ ♠✐♥ér❛❧ ♦✉ ✐♥✈❡rs❡♠❡♥t ✉♥ ♠✐♥ér❛❧ ♣❡✉t s❡ ❞✐ss♦✉❞r❡ ❡♥ ❡s♣è❝❡s
❛q✉❡✉s❡s✳ ■❧ ❡st ❞✐✣❝✐❧❡ ❞❡ ❞✐r❡ ❛ ♣r✐♦r✐ s✐ ✉♥ ♠✐♥ér❛❧ ❡st ♣rés❡♥t ♦✉ ♥♦♥ ❞❛♥s
❧❛ s♦❧✉t✐♦♥✱ ✐❧ ❢❛✉t ❞♦♥❝ ❝♦♥s✐❞ér❡r ✷ ❝❛s ✿

❼ ❧❡ ✢✉✐❞❡ ❡st s❛t✉ré ❡t ✐❧ ② ❛ ♣ré❝✐♣✐t❛t✐♦♥
{

0 = (1−Ki

∏Nc

j=1 c
Ei,j

l )

0 < pi
i = 1 . . . Np

❼ ❧❡ ✢✉✐❞❡ ❡st s♦✉s✲s❛t✉ré ❡t ❧❡ ♠✐♥ér❛❧ ❡st ❡♥t✐èr❡♠❡♥t ❞✐ss♦✉s
{

0 ≤ (1−Ki

∏Nc

j=1 c
Ei,j

l )

0 = pi
i = 1 . . . Np

✶✷



♦ù ♦♥ s✉♣♣♦s❡ q✉✬✐❧ ♥✬② ❛ q✉✬✉♥ s❡✉❧ ♠✐♥ér❛❧ ♣❛r ré❛❝t✐♦♥✱ Ki ❡st ❧❡ ♣r♦❞✉✐t ❞❡
s♦❧✉❜✐❧✐té ❞❡ ❧❛ i✲è♠❡ ré❛❝t✐♦♥ ❡t ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ E ∈ R

Np×Nc ❝♦♥t✐❡♥t ❧❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts
❞❡s ré❛❝t✐♦♥s ❞❡ ♣ré❝✐♣✐t❛t✐♦♥✲❞✐ss♦❧✉t✐♦♥✳

❯♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ré❝❡♥t❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝♦♥t❡①t❡ ❞✉ tr❛♥s♣♦rt ré❛❝t✐❢ ❬✹❪✱ ❬✷✹❪ ♠❛✐s
❜✐❡♥ ❝♦♥♥✉❡ ❡♥ ♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❡st ❞✬❡①♣r✐♠❡r ❝❡ ♣❤é♥♦♠è♥❡ ♣❛r ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡
❝♦♠♣❧é♠❡♥t❛r✐té

(PC) ϕ(a, b) = 0 ⇐⇒ ab = 0 ❡t a ≥ 0 b ≥ 0.

P♦✉r rés♦✉❞r❡ ❝❡ t②♣❡ ❞❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ✉♥❡ ❛st✉❝❡ ❡st ❞✬✉t✐❧✐s❡r ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡
r❡❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ϕmin(a, b) = min(a, b)✳

(PC✮ ⇐⇒ min(a, b) = 0

▲❛ ❢♦r♠✉❧❡ q✉✐ r❡❣r♦✉♣❡ ❧❡s ❞❡✉① ❝❛s ♣♦ss✐❜❧❡s ❡st ❧❛ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

ϕ(Πi(c), pi) =

{

Πi(c) = Ki −
∏Nc

j=1 c
Ei,j

l s✐ Πi(c) ≤ pi

pi s✐ Πi(c) > pi
i = 1 . . . Np

✻✳✷✳✸ ▲♦✐s ❞❡ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠❛ss❡

❖♥ ❡①♣r✐♠❡ ❧❡s ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥s t♦t❛❧❡s ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ❝♦♠♣♦s❛♥t✱ t♦t❛❧ ❛q✉❡✉① Tc
❡t t♦t❛❧ ✜①é Ts s♦♥t ❡①♣r✐♠és t❡❧ q✉❡ ✿

{

Tc(c, s, p) = c+ Stα(c) +Atβ(c, s) + Etp

Ts(c, s) = s+Btβ(c, s)

▲❡s ❧♦✐s ❞❡ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ❞❡ ♠❛ss❡ s♦♥t ❛❧♦rs é❝r✐t❡s s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ ✿

{

T = Tc(c, s, p)

W = Ts(c, s)

♦ù ❚ ❡t ❲ s♦♥t ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥ s②stè♠❡ ❢❡r♠é✳

✻✳✷✳✹ ❙②stè♠❡ ❝❤✐♠✐q✉❡ ❝♦♠♣❧❡t

❆✉ ✜♥❛❧✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❧❡ s②stè♠❡ ❝❤✐♠✐q✉❡ s✉✐✈❛♥t ✿































T − Tc(c, s, p) = 0

W − Ts(c, s) = 0

αi = Kα

∏Nc

l=1 c
Si,l

l i = 1, ..Nα

βj = Kβ

∏Nc

l=1 c
Aj,l

l

∏Ns

m=1 s
Bj,m
m j = 1, ..Nβ

ϕ(Π(c), p) = 0

q✉✐ ❡st ✉♥ s②stè♠❡ ❢❡r♠é ❞❡ (Nc+Ns+Np) ✐♥❝♦♥♥✉❡s ❡t ❛✉t❛♥t ❞✬éq✉❛t✐♦♥s✱
❛✈❡❝ ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞❡ ♣♦s✐t✐✈✐té s✉r ❧❡s ✐♥❝♦♥♥✉❡s c✱ s ❡t p ♣♦✉r ❝♦♥s❡r✈❡r ❧❡
s❡♥s ♣❤②s✐q✉❡ ❞✉ s②stè♠❡✳

✶✸



❉❛♥s ❧❛ s✉✐t❡ ❞❡ ❝❡ r❛♣♣♦rt ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ❝♦♥s✐❞ér❡r ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❝❤✐♠✐q✉❡ ♦ù
❛♣♣❛r❛✐ss❡♥t ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ❧❡s ré❛❝t✐♦♥s ❞❡ ♣ré❝✐♣✐t❛t✐♦♥✲❞✐ss♦❧✉t✐♦♥✳ ❉❛♥s ❧❛
❞❡r♥✐èr❡ s❡❝t✐♦♥ ❡st ❢❛✐t❡ ✉♥ ❧✐❡♥ ❡♥tr❡ ❧✬ét✉❞❡ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ♣ré❝✐♣✐t❛t✐♦♥✲❞✐ss♦❧✉t✐♦♥
❡t ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❣é♥ér❛❧ q✉✐ ✈✐❡♥t ❞✬êtr❡ ✈✉✳

▼♦❞è❧❡ ✉t✐❧✐sé ❖♥ ✈❛ ❝♦♥s✐❞ér❡r ❞❛♥s ❝❡tt❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s q✉✐ ♥❡ ❝♦♥✲
❝❡r♥❡♥t q✉❡ ❧❡s ♣❤é♥♦♠è♥❡s ❞❡ ♣ré❝✐♣✐t❛t✐♦♥ ❡t ❞✐ss♦❧✉t✐♦♥ ♦ù ❡st ❢❛✐t❡ ❧✬❤②♣♦t❤ès❡
q✉✬✉♥ ♠✐♥ér❛❧ ♥✬✐♥t❡r✈✐❡♥t q✉❡ ❞❛♥s ✉♥❡ s❡✉❧❡ ré❛❝t✐♦♥✳ ▲❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❡ ❝❡s
ré❛❝t✐♦♥s s♦♥t r❡❣r♦✉♣és ❞❛♥s ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ st÷❝❤✐♦♠étr✐q✉❡ E ✿

[

concentrations : c
précipités : p E

]

❖♥ ❛♣♣❧✐q✉❡ ❧❛ ❧♦✐ ❞✬❛❝t✐♦♥ ❞❡ ♠❛ss❡ ✭♠✐♥ér❛❧❡✮ q✉✐ ❞♦♥♥❡ ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡
❝♦♠♣❧é♠❡♥t❛r✐té ✿

min(Ki −
Nc
∏

j=1

c
Eij

j , pi) = 0, i = 1 . . . Np

♦ù Np ❡st ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣ré❝✐♣✐tés ❡t Nc ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬❡s♣è❝❡s✳
❉❡ ♣❧✉s✱ ♦♥ ❛ ❧❡s ❧♦✐s ❞❡ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥s q✉✐ ❢♦r♠❡♥t ✉♥ s②stè♠❡ ❞❡ Nc éq✉❛✲

t✐♦♥s✳

T − c− Etp = 0

▲❡ s②stè♠❡ ❞❡ ❝❤✐♠✐❡ ❡st ✉♥ s②stè♠❡ ❢❡r♠é✱ ✐❧ ② ❛ ❧❡ ♠ê♠❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬éq✉❛t✐♦♥s
(Nc +Np) q✉❡ ❞✬✐♥❝♦♥♥✉❡s c ❡t p✳

❖♥ ♣❡✉t ❛❥♦✉t❡r ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❤❛r❣❡s q✉✐ ♥♦✉s ❞♦♥♥❡ ✉♥❡ r❡❧❛t✐♦♥
❡♥tr❡ ❧❡s ❞♦♥♥é❡s T ✱ ❝✬❡st ❧❛ ✏♥❡✉tr❛❧✐té é❧❡❝tr✐q✉❡✑✳ ❖♥ ❛ ❛✐♥s✐ (Nc−1) ❞♦♥♥é❡s✳

P❛rt ■■

➱t✉❞❡ s❡♠✐✲❛♥❛❧②t✐q✉❡
❖♥t été ét✉❞✐és ✸ ❡①❡♠♣❧❡s ❞❡ s②stè♠❡ ❝❤✐♠✐q✉❡ ✿ ❞❡✉① ❡①❡♠♣❧❡s ❛✈❡❝ ✷ s❡❧s ❡t
✸ s❡❧s q✉✐ s♦♥t ❞❡s ❡①❡♠♣❧❡s ❝❧❛ss✐q✉❡s ❞❡ ré❛❝t✐♦♥s ❝❤✐♠✐q✉❡s q✉✐ ✈♦♥t ♥♦✉s ♣❡r✲
♠❡ttr❡ ❞❡ ❣é♥ér❛❧✐s❡r ✉♥❡ ❞é♠❛r❝❤❡ ❞❡ rés♦❧✉t✐♦♥ ❛♥❛❧②t✐q✉❡ q✉❡ ❧✬♦♥ ❛♣♣❧✐q✉❡r❛
❞❛♥s ❧❡ ❞❡r♥✐❡r ❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ ✻ s❡❧s q✉✐ ❡st ✉♥ ❡①❡♠♣❧❡ ♣r♦✈❡♥❛♥t ❞❡ ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡
❞❛♥s ❧❡ ❝♦♥t❡①t❡ ❞✉ ❞r❛✐♥❛❣❡ ♠✐♥✐❡r ❛❝✐❞❡✳

✼ ❈❤✐♠✐❡ ❛✈❡❝ ✷ s❡❧s ✿ ❈❤❧♦r✉r❡ ❞❡ ❙♦❞✐✉♠ ❡t
❈❤❧♦r✉r❡ ❞❡ P♦t❛ss✐✉♠

❖♥ s✬✐♥tér❡ss❡ à ❧❛ ré❛❝t✐♦♥ ❞❡ ✷ ♣ré❝✐♣✐tés ❞❛♥s ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ✿ ❧❡ ❈❤❧♦r✉r❡ ❞❡
❙♦❞✐✉♠ ❡t ❧❡ ❈❤❧♦r✉r❡ ❞❡ P♦t❛ss✐✉♠✳

✶✹



Na+ + Cl− ⇋ NaCl

K+ + Cl− ⇋ KCl

✼✳✶ ❱❛r✐❛❜❧❡s

❙♦✐❡♥t c1, c2 ❡t c3 ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞❡ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥s ❞❡ Na
+✱ Cl− ❡tK+ ❡t p1✱ p2 ❧❡s

✈❛r✐❛❜❧❡s ❞❡ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥s ❞❡s ♣ré❝✐♣✐tés Nacl ❡tKcl✱ ❞❡ ♣❧✉sK1 ❡t K2 s♦♥t ❧❡s
♣r♦❞✉✐ts ❞❡ s♦❧✉❜✐❧✐tés s♣é❝✐✜q✉❡s ❛✉① ré❛❝t✐♦♥s ✭❝♦♥st❛♥t❡s✮✳ P❛r ✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥
♣❤②s✐q✉❡ ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❧❡s c ❡t p s♦♥t ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ♣♦s✐t✐✈❡s✳

✼✳✷ ▼✐s❡ ❡♥ éq✉❛t✐♦♥

▲♦✐s ❞✬❛❝t✐♦♥ ❞❡ ♠❛ss❡ ♠✐♥ér❛❧❡

min(K1 − c1c3, p1) = 0

min(K2 − c2c3, p2) = 0

▲♦✐s ❞❡ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ❞❡ ♠❛ss❡

T1 = c1 + p1

T2 = c2 + p2

T3 = c3 + p1 + p2

◆❡✉tr❛❧✐té é❧❡❝tr✐q✉❡

T3 = T1 + T2

❖♥ é❧✐♠✐♥❡ ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s c1✱ c2 ❡t c3 ♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r ✿

min(K1 − (T1 − p1)(T1 + T2 − p1 − p2), p1) = 0

min(K2 − (T2 − p2)(T1 + T2 − p1 − p2), p2) = 0

❖♥ ♣❡✉t ❛✉ss✐ ❧✬é❝r✐r❡ ❝♦♠♠❡ ✉♥ s②stè♠❡ ❛✈❡❝ ✹ ✐♥é❣❛❧✐tés ✭♦ù ✐❧ ② ❛ t♦✉❥♦✉rs
✷ ❂ ❡t ❡t ✷ ≤✮✿



















K1 − (T1 − p1)(T1 + T2 − p1 − p2) ≥ 0

K2 − (T2 − p2)(T1 + T2 − p1 − p2) ≥ 0

p1 ≥ 0

p2 ≥ 0

✭✶✮

✶✺



P♦✉r r❛♣♣❡❧✱ T1 ❡t T2 s♦♥t ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s✱ K1 ❡t K2 ❞❡s ❝♦♥st❛♥t❡s ❡t ❧❡s
✐♥❝♦♥♥✉❡s s♦♥t p1 ❡t p2✳

❖♥ ❛✉r❛✐t é❣❛❧❡♠❡♥t ♣✉ ❝❤♦✐s✐r ❞✬❡①♣r✐♠❡r ♥♦tr❡ s②stè♠❡ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡s
✈❛r✐❛❜❧❡s c1 ❡t c2✱ ❞❛♥s ❝❡ ❝❛s ♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡r❛✐t ❧❡ s②stè♠❡ s✉✐✈❛♥t ✿

min(K1 − c1(c1 + c2), T1 − c1) = 0

min(K2 − c2(c1 + c2), T2 − c2) = 0

✼✳✸ ❈❛s ❧✐♠✐t❡ ✿ t♦✉t❡s ❧❡s ✐♥é❣❛❧✐tés s♦♥t ❛❝t✐✈❡s

❖♥ ❝❤❡r❝❤❡ s✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❛✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ♦ù t♦✉t❡s ❧❡s ✐♥é❣❛❧✐tés ❞✉ s②s✲
tè♠❡ s♦♥t ❞❡s é❣❛❧✐tés✱ ♦♥ ❛ ❛❧♦rs ✿



















K1 − (T1 − p1)(T1 + T2 − p1 − p2) = 0

K2 − (T2 − p2)(T1 + T2 − p1 − p2) = 0

p1 = 0

p2 = 0

■❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ✉♥✐q✉❡ s♦❧✉t✐♦♥ à ❝❡ s②stè♠❡ q✉✐ ✈ér✐✜❡ ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞❡ ♣♦s✐✲
t✐✈✐té ♣♦✉r ♣ ✿

p1 = 0 ✱ p2 = 0 ❡t T p
1 = K1√

K1+K2
✱ T p

2 = K2√
K1+K2

✼✳✹ ❙♦❧✉t✐♦♥s

■❧ ② ❛ 2Np = 22 = 4 ❢❛ç♦♥s ❞❡ ❝❤♦✐s✐r ✉♥❡ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ❞❡ ✷ é❣❛❧✐tés ❡t ✷ ✐♥é❣❛❧✐tés
❞❛♥s ❧❡ s②stè♠❡ ✭✶✮✱ ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡s ❝❡s ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥s ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ✉♥❡ s✐t✉❛t✐♦♥
❞❛♥s ❧❡q✉❡❧ s❡ tr♦✉✈❡ ❧❡ s②stè♠❡✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❧❡s ✷ ♣ré❝✐♣✐tés s♦♥t ♣rés❡♥ts ♦✉
✐❧s s♦♥t ❞✐ss♦✉s ♦✉ ✉♥ s❡✉❧ ❞❡s ❞❡✉① ❡st ♣rés❡♥t✱ ❡t❝✳ ❖♥ ét✉❞✐❡ ❝❤❛❝✉♥ ❞❡s
❝❛s ❡t à ❝❤❛q✉❡ ❢♦✐s ❧❡s ✷ é❣❛❧✐tés ♥♦✉s ❞♦♥♥❡♥t ❧❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ c1 ❡t
c2 ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡s ❝♦♥st❛♥t❡s ❡t ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s✳ ❊♥s✉✐t❡✱ ❧❡s ✷ ✐♥é❣❛❧✐tés ♥♦✉s
❞♦♥♥❡♥t ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s s✉r ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ T1 ❡t T2 q✉✬✐❧ ❢❛✉t r❡s♣❡❝t❡r ♣♦✉r êtr❡
❞❛♥s ❝❡ ❝❛s✳

❈❛s ✶ ✿ ✷ s❡❧s p1 > 0 ❡t p2 > 0 ▲❡ s②stè♠❡ ❞❡✈✐❡♥t ✿



















K1 − (T1 − p1)(T1 + T2 − p1 − p2) = 0

K2 − (T2 − p2)(T1 + T2 − p1 − p2) = 0

p1 > 0

p2 > 0

❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡s ❡①♣r❡ss✐♦♥s ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ c1 ❡t c2 ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ✿

✶✻





















c1(c1 + c2) = K1

c2(c1 + c2) = K2

c1 < T1

c2 < T2

▲❡s s♦❧✉t✐♦♥s s♦♥t c1 = K1√
K1+K2

= T p
1 ✱ c2 = K2√

K1+K2
= T p

2 ❡t ❞♦♥❝ p1 =

T1 − T p
1 ✱ p2 = T2 − T p

2 s♦✉s ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ✿

{

T1 > T p
1

T2 > T p
2

❈❛s ✷ ✿✵ s❡❧ p1 = 0 ❡t p2 = 0 ▲❡ s②stè♠❡ ❞❡✈✐❡♥t ✿



















K1 − (T1 − p1)(T1 + T2 − p1 − p2) > 0

K2 − (T2 − p2)(T1 + T2 − p1 − p2) > 0

p1 = 0

p2 = 0

▲❡s s♦❧✉t✐♦♥s s♦♥t p1 = 0 ❡t p2 = 0✱ à ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞❡ ✈ér✐✜❡r ❧❡s ✐♥é❣❛❧✐tés ✿

{

T1(T1 + T2) < K1

T2(T1 + T2) < K2

❘❡♠❛rq✉❡ ✶ ✿ ❖♥ ♣❡✉t ❛✉ss✐ é❝r✐r❡ T1(T1 + T2) < K1 ❡t T2(T1 + T2) < K2

s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ x2+xTi−Kj < 0 ❧❡s r❛❝✐♥❡s s♦♥t ✿ x1 = 1
2 (−Ti+

√

T 2
i + 4Kj) > 0

❡t x2 = 1
2 (−Ti −

√

T 2
i + 4Kj) < 0 ✳ ▲❡ ♣♦❧②♥ô♠❡ ❡st ♥é❣❛t✐❢ ❡♥tr❡ ❧❡s r❛❝✐♥❡s✳

❈❛s ✸ ✿✶ s❡❧ ✭♣✶✮ p1 > 0 ❡t p2 = 0 ▲❡ s②stè♠❡ ❞❡✈✐❡♥t ✿



















K1 − (T1 − p1)(T1 + T2 − p1 − p2) = 0

K2 − (T2 − p2)(T1 + T2 − p1 − p2) > 0

p1 > 0

p2 = 0

❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡s ❡①♣r❡ss✐♦♥s ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ c1 ❡t c2 ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ✿



















c1(c1 + c2) = K1

c2(c1 + c2) < K2

c1 < T1

c2 = T2

❖♥ ❛ ❧❡ ♣♦❧②♥ô♠❡ ❞❡ ❞❡❣ré ✷ ❝♦♥s✐❞éré ❞❛♥s ❧❛ ❘❡♠❛rq✉❡ ✶ ❡♥ c1✿ c1(c1 +
T2)−K1 = 0 q✉✐ ❞✬❛♣rès ❧❛ r❡♠❛rq✉❡ ♣ré❝é❞❡♥t❡ ❡t ❧❛ ♣♦s✐t✐✈✐té ❞❡ c1 ❞♦♥♥❡♥t
c1 = 1

2 (−T2 +
√

T 2
2 + 4K1) ❡t c2 = T2✱ à ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞❡ ✈ér✐✜❡r ❧❡s ✐♥é❣❛❧✐tés ✿

✶✼



{

c1 < T1(1)

T2(c1 + T2) < K2(2)

❉❡ c1(c1 + T2) = K1✱ ♦♥ tr♦✉✈❡ T2 =
K1−c21

c1
✱ ❡t ❡♥ r❡♠♣❧❛ç❛♥t ❞❛♥s ✭✷✮✱ ♦♥

♦❜t✐❡♥t P (c1) < 0✱ ♦ù P (c1) = −c21(K1 +K2) +K2
1 ❡st ✉♥ ♣♦❧②♥ô♠❡ ❞❡ ❞❡❣ré ✷

❡♥ c1✱ ❧❡s r❛❝✐♥❡s ❞❡ P (c1) s♦♥t T p
1 ❡t −T p

1 ✳ ❉❡ ♣❧✉s ❝♦♠♠❡ ❧❡ t❡r♠❡ ❞❡ s❡❝♦♥❞
❞❡❣ré ❞❡ P ❡st ♥é❣❛t✐❢✱ ♦♥ ❛ ✿ T1 > T p

1 ✳

❊♥✜♥ ❡♥ ✐♥❥❡❝t❛♥t ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ♣♦s✐t✐✈❡ c1 = 1
2 (−T2 +

√

T 2
2 + 4K1) ❞❛♥s ✭✶✮✱

♦♥ tr♦✉✈❡ ✿ 1
2 (−T2 +

√

T 2
2 + 4K1) < T1 ✱ ❝❡ q✉✐ ❡st éq✉✐✈❛❧❡♥t à ❞✐r❡ q✉❡ ✿

T 2
1 + T1T2 −K1 > 0✳
P♦✉r rés✉♠❡r✱ ✐❧ ② ❛ ❧❛ ♣rés❡♥❝❡ ❞✬✉♥ s❡❧ ♣✶✱ ♣♦✉r ✿

{

T1 > T p
1

T 2
1 + T1T2 −K1 > 0

❈❛s ✹ ✿✶ s❡❧ ✭♣✷✮ => p2 > 0 ❡t p1 = 0 ▲❡ s②stè♠❡ ❞❡✈✐❡♥t ✿



















K1 − (T1 − p1)(T1 + T2 − p1 − p2) > 0

K2 − (T2 − p2)(T1 + T2 − p1 − p2) = 0

p1 = 0

p2 > 0

❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡s ❡①♣r❡ss✐♦♥s ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ c1 ❡t c2✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ✿



















c1(c1 + c2) < K1

c2(c1 + c2) = K2

c1 = T1

c2 < T2

❖♥ ❛ ✉♥ ♣♦❧②♥ô♠❡ ❞❡ ❞❡❣ré ✷ ❡♥ c2✿ c2(c2+T1)−K2 = 0 q✉✐ ❞✬❛♣rès ❧❛ r❡♠❛r✲
q✉❡ ♣ré❝é❞❡♥t❡ ❞♦♥♥❡ c2✳ ❉♦♥❝✱ ❧❡s s♦❧✉t✐♦♥s s♦♥t c2 = 1

2 (−T1 +
√

T 2
1 + 4K2)

❡t c1 = T1✱ é ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞❡ ✈ér✐✜❡r ❧❡s ✐♥é❣❛❧✐tés ✿

{

c2 < T2(1)

T1(c2 + T1) < K1(2)

❉❡ c2(c2 + T1) = K2✱ ♦♥ tr♦✉✈❡ T1 =
K2−c22

c2
✱ ❡t ❡♥ r❡♠♣❧❛ç❛♥t ❞❛♥s ✭✷✮✱ ♦♥

♦❜t✐❡♥t P (c2) < 0✱ ♦ù P (c2) = −c22(K1 + K2) + K2
2 ✱ ❧❡s r❛❝✐♥❡s ❞❡ P (c2) s♦♥t

T p
2 ❡t −T p

2 ✳ ❉❡ ♣❧✉s ❝♦♠♠❡ ❧❡ t❡r♠❡ ❞❡ s❡❝♦♥❞ ❞❡❣ré ❞❡ P ❡st ♥é❣❛t✐❢ ✱ ♦♥ ❛ ✿
T2 > T p

2 ✳

❊♥✜♥ ❡♥ ✐♥❥❡❝t❛♥t ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ♣♦s✐t✐✈❡ c2 = 1
2 (−T1 +

√

T 2
1 + 4K2) ❞❛♥s ✭✶✮✱

♦♥ tr♦✉✈❡ ✿ 1
2 (−T1 +

√

T 2
1 + 4K2) < T2 ✱ ❝❡ q✉✐ ❡st éq✉✐✈❛❧❡♥t à ❞✐r❡ q✉❡ ✿

T 2
2 + T1T2 −K2 > 0✳

✶✽



P♦✉r rés✉♠❡r✱ ✐❧ ② ❛ ❧❛ ♣rés❡♥❝❡ ❞✬✉♥ s❡❧ ♣✷✱ ♣♦✉r ✿

{

T2 > T p
2

T 2
2 + T1T2 −K1 > 0

✼✳✺ ●r❛♣❤✐q✉❡

❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✉ NaCl ❡t ❞✉ KCl✱ ♦♥ ✉t✐❧✐s❡ ❧❡s ❝♦♥st❛♥t❡s s✉✐✈❛♥t❡s✱ K1❂
✸✼✳✺✽✸✼❀ K2❂✼✳✻✷✵✽✳ ●râ❝❡ à ❧✬ét✉❞❡ ❢❛✐t❡ ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t ♦♥ ♣❡✉t tr❛❝❡r ❧❡
❣r❛♣❤❡ ❞❡ ❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ♣ré❝✐♣✐té ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡s q✉❛♥t✐tés ✐♥✐t✐❛❧❡s T1 ❡t T2✳

✽ ❈❤✐♠✐❡ ❛✈❡❝ ✸ s❡❧s ✿ ❈❤❧♦r✉r❡ ❞❡ ❙♦❞✐✉♠✱ ❈❤❧♦r✉r❡
❞❡ P♦t❛ss✐✉♠ ❡t ❈❛r♥❛❧❧✐t❡

❖♥ s✬✐♥tér❡ss❡ à ❧❛ ré❛❝t✐♦♥ ❞❡ ✸ ♣ré❝✐♣✐tés ❞❛♥s ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥✱ ❧❡ ❈❤❧♦r✉r❡ ❞❡
❙♦❞✐✉♠ ✭NaCl✮✱ ❧❡ ❈❤❧♦r✉r❡ ❞❡ P♦t❛ss✐✉♠ ✭KCl✮ ❡t ❧❡ ❈❛r♥❛❧❧✐t❡ ✭KMgCl3, 6H2o✮

Na✰ + Cl− ⇋ Nacl

K✰ + Cl− ⇋ Kcl

Mg✰✰ +K✰ + 3Cl− ⇋ KMgCl3, 6H2o

✶✾



✽✳✶ ❱❛r✐❛❜❧❡s

❙♦✐❡♥t c1✱ c2✱ c3 ❡t c4 ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞❡ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥s ❞❡ Na+, Cl−✱ K+ ❡t
Mg++ ❡t p1✱ p2✱ p3 ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞❡ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥s ❞❡s ♣ré❝✐♣✐tés Nacl✱ Kcl
❡t KMgCl3, 6H2o ❞❡ ♣❧✉s K1✱ K2 ❡t K3 s♦♥t ❧❡s ♣r♦❞✉✐ts ❞❡ s♦❧✉❜✐❧✐tés s♣é❝✐✲
✜q✉❡s ❛✉① ré❛❝t✐♦♥s ✭❝♦♥st❛♥t❡s✮✳ P❛r ✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ♣❤②s✐q✉❡ ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞✉
♣r♦❜❧è♠❡ ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s c ❡t p s♦♥t ♣♦s✐t✐✈❡s✳

✽✳✷ ▼✐s❡ ❡♥ éq✉❛t✐♦♥

▲♦✐s ❞✬❛❝t✐♦♥ ❞❡ ♠❛ss❡ ♠✐♥ér❛❧❡

min(K1 − c1c4, p1) = 0

min(K2 − c2c4, p2) = 0

min(K3 − c2c3c
3
4, p3) = 0

▲♦✐s ❞❡ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ❞❡ ♠❛ss❡

T1 = c1 + p1

T2 = c2 + p2 + p3

T3 = c3 + p3

T4 = c4 + p1 + p2 + 3p3

◆❡✉tr❛❧✐té é❧❡❝tr✐q✉❡

T4 = T1 + T2 + 2T3

❖♥ é❧✐♠✐♥❡ ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s c3✱ p1 ❡t p2 ♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r ✿

min(K1 − c1c4, T1 − c1) = 0

min(K2 − c2c4, T2 − c2 − T3 + c3) = 0

min(K3 − c2c3c
3
4, T3 − c3) = 0

❖♥ ♣❡✉t ❛✉ss✐ ❧✬é❝r✐r❡ ❝♦♠♠❡ ✉♥ s②stè♠❡ ❛✈❡❝ ✻ ✐♥é❣❛❧✐tés✱ ♦ù ✐❧ ② ❛ t♦✉❥♦✉rs
✸ é❣❛❧✐tés ❡t ✸ ✐♥é❣❛❧✐tés✿







































c1 ≤ T1

c2 ≤ T2 − T3 + c3

c3 ≤ T3

c1c4 ≤ K1

c2c4 ≤ K2

c2c3c
3
4 ≤ K3

✭✷✮

❛✈❡❝ c4 = c1 + c2 + 2c3✳

✷✵



✽✳✸ ❈❛s ❧✐♠✐t❡ ✿ t♦✉t❡s ❧❡s ✐♥é❣❛❧✐tés s♦♥t ❛❝t✐✈❡s

❖♥ ❝❤❡r❝❤❡ ❧❡s é✈❡♥t✉❡❧❧❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❛✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ♦ù t♦✉t❡s ❧❡s ✐♥é❣❛❧✐tés ❞✉
s②stè♠❡ s♦♥t ❛❝t✐✈❡s✱ ❧❡ s②stè♠❡ ❞❡✈✐❡♥t ✿







































c1 = T1

c2 = T2 − T3 + c3

c3 = T3

c1c4 = K1

c2c4 = K2

c2c3c
3
4 = K3

❖♥ ♣❡✉t ❧❡ s✐♠♣❧✐✜❡r ✿











T1T4 = K1

T2T4 = K2

T2T3T4
3 = K3

❉✬❛♣rès ❧❛ ♥❡✉tr❛❧✐té é❧❡❝tr✐q✉❡✱ ♦♥ ❛ ✿
T4 − T1 − T2 − 2T3 = 0
⇐⇒ T4 − K1

T4
− K2

T4
− 2 K3

T2T 3
4
= 0

⇐⇒ T 3
4 − T4(K1 +K2)− 2K3

K2
= 0

❖♥ ♦❜t✐❡♥t ✉♥ ♣♦❧②♥ô♠❡ ❞❡ ❞❡❣ré ✸✳ ❖♥ ❝❛❧❝✉❧❡ ✉♥ ❞✐s❝r✐♠✐♥❛♥t D =
K2

3

K2
2
+

1
27 (−K1 −K2)

3✱ ♦♥ ❛ ❞❡✉① ❝❛s ✿

❼ D > 0 ✱ ❛❧♦rs ✐❧ ② ❛ ✉♥❡ r❛❝✐♥❡ ré❡❧❧❡ ❡t ✷ r❛❝✐♥❡s ❝♦♠♣❧❡①❡s ❡t ❧❛ r❛❝✐♥❡
ré❡❧❧❡ ❡st ✿ T p

4 = (K3

K2
+
√
D)1/3 + (K3

K2
−

√
D)1/3✳

❼ D < 0 ✱ ❛❧♦rs ✐❧ ② ❛ tr♦✐s r❛❝✐♥❡s ré❡❧❧❡s ❞✐st✐♥❝t❡s ✿

T p
4 = 2

3

√
3K1 + 3K2cos(

1
3arccos(

3K3

√

−3

(−K1−K2)3

K2
)+kπ

3 )✱ ❛✈❡❝ k = 0 ♦✉ 2 ♦✉ 4✳

❖♥ s❛✐t q✉❡ 2
3

√
3K1 + 3K2 > 0✱ ❞❡ ♣❧✉s D < 0✱ ❞✬♦ù

0 < 3K3

K2

√

−3
(−K1−K2)3

< 1 ❡t ❞♦♥❝ 1 < arccos(3K3

K2

√

−3
(−K1−K2)3

) < 1.5✱ ❡♥

✉t✐❧✐s❛♥t ❝❡tt❡ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ ❞❛♥s ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ cos( 13arccos(3
K3

K2

√

−3
(−K1−K2)3

)+

kπ
3 )✱ ♦♥ ✈♦✐t q✉❡ ❧❡ s❡✉❧ k q✉✐ r❡♥❞ T p

4 ♣♦s✐t✐❢ ❡st k = 0✳ ❉✬♦ù✱ T p
4 =

2
3

√
3K1 + 3K2cos(

1
3arccos(3

K3

K2

√

−3
(−K1−K2)3

))✳

♦♥ ❛ ❛✐♥s✐ ✿

T p
1 =

K1

T p
4

, T p
2 =

K2

T p
4

❡t T p
3 =

K3

T p
2 (T

p
4 )

3
=

K3

K2(T
p
4 )

2

❉❛♥s ❝❡ ❝❛s ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❛ ✉♥❡ s❡✉❧❡ s♦❧✉t✐♦♥ q✉✐ ré♣♦♥❞ ❛✉① ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞❡
♣♦s✐t✐✈✐té✱ c1 = T p

1 ✱ c2 = T p
2 ✱ c3 = T p

3 ❡t c4 = T p
4 ✳

✷✶



✽✳✹ ❙♦❧✉t✐♦♥s

■❧ ② ❛ ✽ ❢❛ç♦♥s ❞❡ ❝❤♦✐s✐r ✉♥❡ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ❞❡ ✸ é❣❛❧✐tés ❡t ✸ ✐♥é❣❛❧✐tés ❞❛♥s ❧❡
s②stè♠❡ ✭✷✮✱ ♦♥ ♣r♦❝è❞❡ ❞❡ ❢❛ç♦♥ ❛♥❛❧♦❣✉❡ à ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ♣ré❝é❞❡♥t✳ ▲❡ ❞ét❛✐❧ ❞✉
❝❛❧❝✉❧ ❡st ♣rés❡♥té ❡♥ ❛♥♥❡①❡✳

✽✳✺ ●r❛♣❤✐q✉❡

❖♥ tr❛❝❡ ❧❡s ❢r♦♥t✐èr❡s ❡♥tr❡ ❧❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ♣❤❛s❡s ❡♥ ✸ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ❛✈❡❝ ❝♦♠♠❡
✈❛r✐❛❜❧❡ T1✱ T2 ❡t T3✱ ♦♥ ✉t✐❧✐s❡ ❧❡s ❝♦♥st❛♥t❡s s✉✐✈❛♥t❡s✱K1❂ ✸✼✳✺✽✸✼✱K2❂✼✳✻✷✵✽
❡t K3❂✷✳✶✸✽✵❡✰✵✹✳

❙✉r ❝❡ ❣r❛♣❤✐q✉❡ ♦♥ ❞✐st✐♥❣✉❡ q✉❡ ❝❤❛q✉❡ ❝❛s ❞❛♥s ❧❡q✉❡❧ s❡ tr♦✉✈❡ ❧❡ s②stè♠❡
❡st ❞é❧✐♠✐té ♣❛r ✸ ❤②♣❡r♣❧❛♥s ❡t ❞✬❛✉tr❡ ♣❛rt q✉❡ t♦✉s ❧❡s ❝❛s s❡ r❡❥♦✐❣♥❡♥t ❡♥
✉♥ ♣♦✐♥t ❝✬❡st ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ ❝❛s ❧✐♠✐t❡✳

✾ ●é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❛♥❛❧②t✐q✉❡

▲✬ét✉❞❡ ❞❡s ✷ ❡①❡♠♣❧❡s ♣ré❝é❞❡♥ts ♥♦✉s ♣❡r♠❡t ❞❡ ♠✐❡✉① ❝♦♠♣r❡♥❞r❡ ❧❛ ❣é♥ér❛❧✲
✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❛♥❛❧②t✐q✉❡✳ ❈❡❧❛ r❡st❡ ✉♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❝♦♠❜✐♥❛t♦✐r❡ ❞♦♥❝
❧✐♠✐té❡ à ❞❡s ❝❛s ❛✈❡❝ ♣❡✉ ❞❡ ♠✐♥ér❛✉①✱ ❝❡ q✉✐ r❡st❡ ❢réq✉❡♥t ❞❛♥s ❧❛ ♣r❛t✐q✉❡✳

❈♦♠♠❡ ❞❛♥s ❧❡s ❡①❡♠♣❧❡s ♣ré❝é❞❡♥ts ♦♥ ✉t✐❧✐s❡ ❧❡s ❧♦✐s ❞❡ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥s ❡t
❞✬❛❝t✐♦♥ ❞❡ ♠❛ss❡ ♠✐♥ér❛❧❡ ♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r ✉♥ s②stè♠❡ ❞✬éq✉❛t✐♦♥s✴✐♥éq✉❛t✐♦♥s✳

❖♥ ❝❤♦✐s✐t ❞✬é❧✐♠✐♥❡r ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ci ❡t ❞♦♥❝ ❞✬❛✈♦✐r ✉♥ s②stè♠❡ ❞é♣❡♥❞❛♥t
✉♥✐q✉❡♠❡♥t ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s pi✳ P♦✉r ❝❡ ❢❛✐r❡ ♦♥ ✉t✐❧✐s❡ ❧❡s ❧♦✐s ❞❡ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥s ✿

✷✷



c = T − Etp

❖♥ ♦❜t✐❡♥t ❛✐♥s✐ ✉♥ s②stè♠❡ ❞❡ 2Np ❡①♣r❡ss✐♦♥s ❛✈❡❝ Np é❣❛❧✐tés ❡t Np

✐♥é❣❛❧✐tés

{

Ki −
∏Nc

j=1 cj(p, T )
Eij ≥ 0

p ≥ 0
, i = 1, . . . Np ✭✸✮

♦ù ❧❡ s②stè♠❡ ✭✸✮ ♣♦ssè❞❡ Np ✐♥❝♦♥♥✉❡s ♣ ❡t ❧❡s Nc − 1 ♣❛r❛♠ètr❡s ❚✳

✾✳✶ P♦✐♥t ❝r✐t✐q✉❡

❖♥ ♣❡✉t ét✉❞✐❡r ❧❡ ❝❛s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ♦ù t♦✉t❡s ❧❡s é❣❛❧✐tés s♦♥t ❛❝t✐✈❡s

{

Ki −
∏Nc

j=1 cj(p, T )
Eij = 0

p = 0
, i = 1, . . . Np ✭✹✮

▲❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❝❡ s②stè♠❡ ❡st ✉♥ ♣♦✐♥t ❝♦♠♠✉♥ à t♦✉s ❧❡s ❝❛s ❞✉ s②stè♠❡ ❞❡
❝❤✐♠✐❡✱ ❝✬❡st ❧❡ ♣♦✐♥t ❝r✐t✐q✉❡✳ ❖♥ ❛ Np é❣❛❧✐tés q✉✐ ♥♦✉s ❞♦♥♥❡♥t ❞❡s ✈❛❧❡✉rs
♣♦✉r p✱ ❡♥ ❢❛✐t p = 0✳ ❊♥s✉✐t❡ ❡♥ r❡♠♣❧❛ç❛♥t ❞❛♥s ❧❡ ❧❡ s②stè♠❡ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t
Np é❣❛❧✐tés q✉✐ ❞é♣❡♥❞❡♥t ❞❡ T ❡t K ❝❡ q✉✐ ✈❛ ♥♦✉s ♣❡r♠❡ttr❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡r Np

❝♦♠♣♦s❛♥t❡s ❞❡ T ✳ ❖♥ ♣♦✉rr❛ é❣❛❧❡♠❡♥t ✉t✐❧✐s❡r ❧❛ ♥❡✉tr❛❧✐té é❧❡❝tr✐q✉❡ ♣♦✉r
é❧✐♠✐♥❡r ✉♥ Ti✳ ▲❡ ♣♦✐♥t ❝r✐t✐q✉❡ ❞✉ s②stè♠❡ ❞é♣❡♥❞ ❛✐♥s✐ ❞❡s ❝♦♥st❛♥t❡s ❡t ❞❡
Nc −Np − 1 ♣❛r❛♠ètr❡s T ✳

❙✐ ❝❡ s②stè♠❡ ♥✬❛❞♠❡t ♣❛s ❞❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❛❧♦rs ❝✬❡st q✉❡ t♦✉s ❧❡s ♠✐♥ér❛✉① ♥❡
♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ♣rés❡♥t ❡♥ ♠ê♠❡ t❡♠♣s✳ ❖♥ ♣❡✉t ❞❛♥s ❝❡ ❝❛s ❧à ❝❤❡r❝❤❡r ❞❡s
s♦✉s✲♣♦✐♥ts ❝r✐t✐q✉❡s✱ ❝✬❡st à ❞✐r❡ ❧❡s Np ♣♦✐♥t ♦ù Np − 1 ♣ré❝✐♣✐tés ré❛❣✐ss❡♥t
s✐♠✉❧t❛♥é♠❡♥t✳

✾✳✷ ❈♦✉r❜❡s ❝r✐t✐q✉❡s

P♦✉r ❝❤❛q✉❡ ré❛❝t✐♦♥ ✐❧ ② ❛ ❞❡✉① ❝❛s ♣♦ss✐❜❧❡s ✿ s♦✐t ❧❡ ♠✐♥ér❛❧ ❡st ♣rés❡♥t ♦✉
♥♦♥✳ ❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ Np ré❛❝t✐♦♥s✱ ✐❧ ② ❛ ❞♦♥❝ 2Np ❝❛s ♣♦ss✐❜❧❡s✳

❖♥ ✈❛ ét✉❞✐❡r t♦✉s ❧❡s ❝❛s ❡t ❞❛♥s ❝❤❛❝✉♥ tr♦✉✈❡r ❧❡s s♦❧✉t✐♦♥s✱ ✐✳❡ ❞❡s ✈❛❧❡✉rs
♣♦✉r p ❡t c ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ T ❡t K✱ ❡t tr♦✉✈❡r ❞❡s ✐♥é❣❛❧✐tés q✉✐ ♥❡ ❞é♣❡♥❞❡♥t
q✉❡ ❞❡ T ❡t K✳ ❈❡s ✐♥é❣❛❧✐tés r❡♣rés❡♥t❡♥t ❧❡s s✉r❢❛❝❡s q✉✐ ❞é❧✐♠✐t❡♥t ❧❡ ❝❛s
❞❛♥s ❧❡q✉❡❧ ♦♥ s❡ tr♦✉✈❡✱ ❝❡ s♦♥t ❧❡s ❝♦✉r❜❡s ❝r✐t✐q✉❡s✳ ❯♥❡ ❢♦✐s ❝❡s ❝♦✉r❜❡s
❝r✐t✐q✉❡s tr♦✉✈é❡s✱ ❧♦rs ❞❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♥✉♠ér✐q✉❡ ❡❧❧❡s ✈♦♥t ♥♦✉s ♣❡r♠❡ttr❡ ❞❡
tr♦✉✈❡r ❞❛♥s q✉❡❧❧❡ s✐t✉❛t✐♦♥ s❡ tr♦✉✈❡ ❧❡ s②stè♠❡ ❞❡ ❝❤✐♠✐❡✱ ✐✳❡ q✉❡❧s ♠✐♥ér❛✉①
s♦♥t ♣rés❡♥ts ❡t ❡♥ q✉❡❧❧❡ q✉❛♥t✐té✳

P♦✉r ❝❤❛q✉❡ ❝❛s✱ ♦♥ ♣❡✉t ❞é✜♥✐r ❞❡✉① ❡♥s❡♠❜❧❡s I ❡t K t❡❧s q✉❡ I ❂ {i ∈
{1, . . . , Np}| pi = 0} ❡t K ❂ ④✶, . . . , Np⑥❭I✳ ▲❡ s②stè♠❡ ❞❡✈✐❡♥t

(Seq) :

{

Ki −
∏Nc

j=1 cj(p, T )
Eij = 0 pour i ∈ K

pi = 0 pour i ∈ I

✷✸



(Sineq) :

{

Ki −
∏Nc

j=1 cj(p, T )
Eij ≥ 0 pour i ∈ I

pi ≥ 0 pour i ∈ K

❊♥s✉✐t❡ ♦♥ ✉t✐❧✐s❡ ❧❛ ❞é♠❛r❝❤❡ ❞é❝r✐t❡ ❞❛♥s ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ s✉✐✈❛♥t

❆❧❣♦r✐t❤♠ ✶ ❊t✉❞❡ ❞✬✉♥ ❝❛s

❙♦✐❡♥t ✭❙❡q✮ ❡t ✭❙✐♥❡q✮

✶✳ rés♦✉❞r❡ s②stè♠❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ✭❙❡q✮ ❂❃ ∀i ∈ {1..Np}✱ pi = g(T )

✷✳ é✈❛❧✉❡r ✭❙✐♥❡q✮ ❡♥ pi = g(T )

✸✳ ✭❙✐♥❡q✮ ❛ Np ✐♥é❣❛❧✐tés ❞é♣❡♥❞❛♥t❡s ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ❞❡ T❂❃ ❝♦✉r❜❡s ❝r✐t✐q✉❡s
q✉✐ ❞é❧✐♠✐t❡ ❧❡ ❝❛s✳

✾✳✸ ❘és♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ s②stè♠❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧

▲❛ ❞✐✣❝✉❧té ❞❡ ❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ❡st ❞❛♥s ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ s②stè♠❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ à Np

éq✉❛t✐♦♥s✱ ❝✬❡st ❧❛ ♣❛rt✐❡ q✉✐ ❞❡♠❛♥❞❡ ❧❡ ♣❧✉s ❞❡ t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❡t ❞❡ ♠é♠♦✐r❡✳
❖♥ r❡♠❛rq✉❡ q✉❡ ❞❛♥s ❧❛ ♣❧✉♣❛rt ❞❡s ❝❛s ❝❡ s②stè♠❡ ❡st ❢♦rt❡♠❡♥t s✐♠♣❧✐✜é ♣❛r
❧❡ ❢❛✐t q✉✬✉♥❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡s éq✉❛t✐♦♥s ❡st tr✐✈✐❛❧❡✳ ❖♥ ♥❡ rés♦✉t ❞♦♥❝ q✉✬✉♥❡ s❡✉❧❡
❢♦✐s ✉♥ s②stè♠❡ ❞❡ Np éq✉❛t✐♦♥s✳

❉❛♥s ❧❡ ❝♦♥t❡①t❡ ❞✬ét✉❞❡ ❞✬✉♥ s②stè♠❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧✱ ✏rés♦✉❞r❡✑ s✐❣♥✐✜❡ ❞❛♥s
✉♥ ♣r❡♠✐❡r t❡♠♣s s❛✈♦✐r ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ s♦❧✉t✐♦♥s ❞✉ s②stè♠❡✳ ❊♥ ❡✛❡t s✐ ❧❡
s②stè♠❡ ❡st ❞✐t ✏③ér♦✲❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧✑ ❛❧♦rs ✐❧ ♣♦ssè❞❡ ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ✜♥✐ ❞❡ s♦❧✉t✐♦♥s✱
s✐ ❧❡ s②stè♠❡ ❡st ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ♣♦s✐t✐✈❡ ❛❧♦rs ✐❧ ❛❞♠❡t ✉♥❡ ✐♥✜♥✐té ❞❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❡t
❡♥✜♥ ✐❧ ♣❡✉t êtr❡ ✐♥❝♦♥s✐st❛♥t ❝✬❡st à ❞✐r❡ q✉✬✐❧ ♥✬❛❞♠❡t ♣❛s ❞❡ s♦❧✉t✐♦♥✳ ❆✜♥ ❞❡
ré♣♦♥❞r❡ à ❝❡s q✉❡st✐♦♥s ✉♥ ♦✉t✐❧ très ✉t✐❧✐sé ❡st ❧❡s ❜❛s❡s ❞❡ ●rö❜♥❡r✳

❆❧❣♦r✐t❤♠ ✷ ❈❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ❞✬✉♥ s②stè♠❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧

✭❙✳✵✮ ❈❛❧❝✉❧❡r ❧❛ ❜❛s❡ ❞❡ ●rö❜♥❡r ❞✉ s②stè♠❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ♣♦✉r ✉♥ ♦r❞r❡ ❧❡①✐✲
❝♦❣r❛♣❤✐q✉❡ ✭❡♥ ❣é♥ér❛❧ ❣r❡✈❧❡①✮
✭❙✳✶✮ ❊st✲❝❡ q✉❡ ❧❛ ❜❛s❡ ❡st ré❞✉✐t❡ à ✶ ❄

❼ ❖✉✐✱ ❧❡ s②stè♠❡ ♥✬❛ ♣❛s ❞❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❛♥s C ✭s②stè♠❡ ✐♥❝♦♥s✐st❛♥t✮

❼ ◆♦♥✱ ♦♥ ❝♦♥t✐♥✉❡

✭❙✳✷✮ ❊st✲❝❡ q✉❡ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ✐❧ ② ❛ ✉♥ ♠ô♥♦♠❡ ❞❡ ♣❧✉s ❤❛✉t ❞❡❣ré ❞❛♥s
✉♥ é❧é♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ❜❛s❡ t❡❧ q✉✬✐❧ s♦✐t ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t ❞❡s ❛✉tr❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❄

❼ ❖✉✐✱ ❧❡ s②stè♠❡ ❡st ③ér♦✲❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧ ❡t ♣♦ssè❞❡ ❞♦♥❝ ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ✜♥✐ ❞❡
s♦❧✉t✐♦♥s

❼ ◆♦♥✱ ❧❡ s②stè♠❡ ♣♦ssè❞❡ ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ✐♥✜♥✐ ❞❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❛♥s C

✷✹



❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥ s②stè♠❡ ③ér♦✲❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧ ♦♥ ♣❡✉t ❝❛❧❝✉❧❡r t♦✉t❡s ❧❡s s♦❧✉✲
t✐♦♥s✳ ❇✐❡♥ s♦✉✈❡♥t ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡s ❝❡s s♦❧✉t✐♦♥s ♣❛ss❡ ♣❛r ✉♥❡ ✏tr✐❛♥❣✉❧❛r✐s❛t✐♦♥✑
❞✉ s②stè♠❡✱ ✐✳❡ tr❛♥s❢♦r♠é ❧❡ s②stè♠❡ ❡♥ ✉♥ s②stè♠❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ✿























P1(x1, . . . xn) = 0
✳✳✳

✳✳✳

Pn−1(x1, x2)

Pn(x1) = 0

▲❛ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ tr✐❛♥❣✉❧❛✐r❡ ♣❡✉t ❛✉ss✐ êtr❡ ré❛❧✐sé❡ ♣♦✉r ❞❡s s②stè♠❡s à
❞✐♠❡♥s✐♦♥s ♣♦s✐t✐✈❡s✳

❆✈❡❝ ❝❡ t②♣❡ ❞❡ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❧❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❞é♣❡♥❞❡♥t très s♦✉✈❡♥t ❞❡ ♥♦♠❜r❡s
❛❧❣é❜r✐q✉❡s✱ ✐✳❡ ❞❡s ♥♦♠❜r❡s q✉✐ s♦♥t r❡♣rés❡♥tés ❝♦♠♠❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ éq✉❛t✐♦♥
❛❧❣é❜r✐q✉❡✳ ❈❡tt❡ r❡♠❛rq✉❡ ❛ ❞❡✉① ❝♦♥séq✉❡♥❝❡s s✉r ❧✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♥✉♠ér✐q✉❡ ❞❡s
s♦❧✉t✐♦♥s ❝❛❧❝✉❧é❡s ✿

✶✳ ❈❡❧❛ ❛✉❣♠❡♥t❡ ❧✬❛s♣❡❝t ❝♦♠❜✐♥❛t♦✐r❡ ❞❡ ❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡✱ ♣✉✐sq✉❡ ❡♥ ♣❧✉s
❞❡ ❞❡✈♦✐r ét✉❞✐❡r t♦✉s ❧❡s ❝❛s ♣♦ss✐❜❧❡s ✐❧ ❢❛✉t é❣❛❧❡♠❡♥t ❝♦♥s✐❞ér❡r t♦✉t❡s
❧❡s ✈❛❧❡✉rs ♥✉♠ér✐q✉❡s ré❡❧❧❡s ♣♦ss✐❜❧❡s ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ♥♦♠❜r❡ ❛❧❣é❜r✐q✉❡✳

✷✳ ❉❛♥s ❝❡ t②♣❡ ❞❡ ♠ét❤♦❞❡ ❧❛ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❞❡s ❡rr❡✉rs ❞✬❛rr♦♥❞✐ ❛ ✉♥ ✐♠♣❛❝t
♥♦♥✲♥é❣❧✐❣❡❛❜❧❡ s✉r ❧❡ rés✉❧t❛t✳ ■❧ ❡st ❞♦♥❝ ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❡s ✈❛❧❡✉rs
♥✉♠ér✐q✉❡s ❞❡s ♥♦♠❜r❡s ❛❧❣é❜r✐q✉❡s ❛✈❡❝ ✉♥❡ ♠❡✐❧❧❡✉r❡ ♣ré❝✐s✐♦♥ q✉❡ ❧❛
s✐♠♣❧❡ ♦✉ ❞♦✉❜❧❡ ♣ré❝✐s✐♦♥✳ P❧✉s✐❡✉rs ❧♦❣✐❝✐❡❧s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❢♦r♠❡❧ ♣r♦♣♦s❡♥t
❝❡ t②♣❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ à ♣ré❝✐s✐♦♥ ❛r❜✐tr❛✐r❡✱ ♦♥ ♣❡✉t é❣❛❧❡♠❡♥t ♠❡♥t✐♦♥♥❡r ❧❛
❜✐❜❧✐♦t❤èq✉❡ ●▼P ✭●◆❯ ▼✉❧t✐♣❧❡ Pr❡❝✐s✐♦♥ ❆r✐t❤♠❡t✐❝ ▲✐❜r❛r②✮✳

❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥❡ rés♦❧✉t✐♦♥ ♥✉♠ér✐q✉❡✱ ❞✬❛✉tr❡s ♠ét❤♦❞❡s s♦♥t ❛❝❝❡ss✐❜❧❡s✳
▲❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ◆❡✇t♦♥ ♣❡✉t êtr❡ ✉t✐❧✐sé ❡t ♦♥ tr♦✉✈❡ ♣❧✉s ❞❡ ❞ét❛✐❧s s✉r ❝❡tt❡
♠ét❤♦❞❡ ❞❛♥s ❧❛ ♣❛rt✐❡ ♥✉♠ér✐q✉❡ ❞❡ ❝❡ r❛♣♣♦rt✳ ▲♦rsq✉❡ ❧❡ s②stè♠❡ ♣♦ssè❞❡
❛✉t❛♥t ❞✬éq✉❛t✐♦♥s q✉❡ ❞✬✐♥❝♦♥♥✉❡s ♦♥ ♣❡✉t ✉t✐❧✐s❡r ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞✬❤♦♠♦t♦♣✐❡✳

❆❧❣♦r✐t❤♠ ✸ ▼ét❤♦❞❡ ❞✬❤♦♠♦t♦♣✐❡ ♣♦✉r rés♦✉❞r❡ ✉♥ s②stè♠❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧

❙♦✐t f1 = 0, . . . fn = 0 ❧❡ s②stè♠❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ q✉❡ ❧✬♦♥ s♦✉❤❛✐t❡ rés♦✉❞r❡✳
✭❙✳✶✮ ❖♥ ❝❛❧❝✉❧ ✉♥❡ ❜♦r♥❡ s✉♣ ✭❇❙✮ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ s♦❧✉t✐♦♥s ✭♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ✿
❧❡♠♠❡ ❞❡ ❇é③♦✉t✮
✭❙✳✷✮ ❙♦✐t g1 = 0, . . . gn = 0 ✉♥ s②stè♠❡ q✉✐ ♣♦ssè❞❡ ❇❙ s♦❧✉t✐♦♥s✳
✭❙✳✸✮ ❍♦♠♦t♦♣✐❡ ❡♥tr❡ ❧❡s ✷ s②stè♠❡s✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ✿
♦♥ ❢❛✐t ✈❛r✐❡r t ❞❡ ✵ à ✶ ♣♦✉r

(1− t)g1 + tf1 = 0, . . . , (1− t)gn + tfn = 0

✾✳✹ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♥✉♠ér✐q✉❡

❖♥ ❛ ♦❜t❡♥✉ ❞❛♥s ❧❡s ♣❛rt✐❡s ♣ré❝é❞❡♥t❡s ❧❡ ♣♦✐♥t ❝r✐t✐q✉❡ ❞✉ s②stè♠❡ ❡t ❧❡s
❝♦✉r❜❡s ❝r✐t✐q✉❡s ❞é❧✐♠✐t❛♥t ❝❤❛q✉❡ ❝❛s✳ ❖♥ s✬✐♥tér❡ss❡ ♠❛✐♥t❡♥❛♥t à ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥

✷✺



♥✉♠ér✐q✉❡✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❝♦♠♠❡♥t ♦❜t❡♥✐r ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ♥✉♠ér✐q✉❡ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡
❧♦rsq✉❡ ❧✬♦♥ ❞♦♥♥❡ ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ♣♦✉r ❚✳

❆❧❣♦r✐t❤♠ ✹ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♥✉♠ér✐q✉❡

P♦✉r ❝❤❛q✉❡ ❝❛s ♣♦ss✐❜❧❡ ❢❛✐r❡ ✿

✶✳ ❞♦♥♥❡r ✉♥❡ ✈❛❧❡✉r ♥✉♠ér✐q✉❡ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ♥♦♠❜r❡ ❛❧❣é❜r✐q✉❡

✷✳ ❙✐ ✉♥❡ ❞❡s ❝♦♠♣♦s❛♥ts ❞❡ p ♦✉ c ❡st ♥é❣❛t✐✈❡ ♣♦✉r ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞✉ ♥♦♠❜r❡
❛❧❣é❜r✐q✉❡

✭❛✮ ❆❧♦rs ❙✐ ✐❧ ② ❛ ❞✬❛✉tr❡s ✈❛❧❡✉rs ♣♦ss✐❜❧❡s ♣♦✉r ❧❡s ♥♦♠❜r❡s ❛❧❣é❜r✐q✉❡
❆❧♦rs ♦♥ ❡ss❛②❡ ✉♥❡ ❛✉tr❡ ❡t r❡t♦✉r ❡♥ ✭✷✮

✭❜✮ ❙✐♥♦♥ ♦♥ ♣❛ss❡ ❛✉ ❝❛s s✉✐✈❛♥t

✸✳ ❙✐♥♦♥ ♦♥ é✈❛❧✉❡ ✭❙✐♥❡q✮

✹✳ ❙✐ ❧❡s ✐♥é❣❛❧✐tés ❞❡ ✭❙✐♥❡q✮ s♦♥t t♦✉t❡s ✈ér✐✜é❡s

✭❛✮ ❆❧♦rs ✭❙❡q✮ ❞♦♥♥❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❡t ♦♥ ❛ ✜♥✐ ✭❋■◆✮✳

✭❜✮ ❙✐♥♦♥ ♦♥ ♣❛ss❡ ❛✉ ❝❛s s✉✐✈❛♥t

❋✐♥P♦✉r

P♦✉r rés✉♠❡r ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥✱ ❧♦rsq✉❡ ❧✬♦♥ s♦✉❤❛✐t❡ ét✉❞✐❡r ✉♥ s②stè♠❡ ❞❡
❝❤✐♠✐❡ ♥❡ ❝♦♥t❡♥❛♥t q✉❡ ❞❡s ré❛❝t✐♦♥s ❞❡ ♣ré❝✐♣✐t❛t✐♦♥✲❞✐ss♦❧✉t✐♦♥ ♦♥ s✉✐t ❧❡s
ét❛♣❡s s✉✐✈❛♥t❡s ✿

✶✳ ❖♥ é❝r✐t ❧❡ s②stè♠❡ ❝♦♠♠❡ ✉♥ s②stè♠❡ à Np éq✉❛t✐♦♥s ❡t Np ✐♥éq✉❛t✐♦♥s

✷✳ ❖♥ ❝❤❡r❝❤❡ ♣♦✉r t♦✉s ❧❡s ❝❛s ♣♦ss✐❜❧❡s ❧❡s ❝♦✉r❜❡s ❝r✐t✐q✉❡s ✭♣♦✉r ❝❡ ❢❛✐r❡
♦♥ ❛ ❞✉ ❝❛❧❝✉❧❡r ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ c ❡t p ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ T ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ❝❛s✮

✸✳ ❊♥✜♥ ❧♦rsq✉❡ ❧✬♦♥ s♦✉❤❛✐t❡ ♦❜t❡♥✐r ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ♣♦✉r ✉♥❡ ✈❛❧❡✉r ♥✉♠ér✐q✉❡
❞✉ ✈❡❝t❡✉r T ✿ ♦♥ ❝❤❡r❝❤❡ ♣❛r♠✐ t♦✉s ❧❡s ❝❛s ❞❛♥s ❧❡q✉❡❧ ♦♥ s❡ tr♦✉✈❡ ❡♥
✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡s ❝♦✉r❜❡s ❝r✐t✐q✉❡s✳

❖♥ ✈❛ ❞♦♥❝ ✉t✐❧✐s❡r ❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ♣♦✉r ✉♥ ❝❛s ❝♦♠♣♦rt❛♥t ✻ ♠✐♥ér❛✉①✳

✶✵ ❈❤✐♠✐❡ ❛✈❡❝ ✻ s❡❧s ✿ é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❉▼❆ ❡♥
♣rés❡♥❝❡ ❞❡ ✻ ♠✐♥ér❛✉①

❖♥ ❞♦♥♥❡ ✉♥ ❡①❡♠♣❧❡ ✉t✐❧✐sé ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞✉ tr❛♥s♣♦rt ré❛❝t✐❢ ❞❛♥s ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡
❞❛♥s ❧❡ ❝♦♥t❡①t❡ ❞✉ ❉▼❆ ❬✶✾❪✳ ❯♥ ❞r❛✐♥❛❣❡ ♠✐♥✐❡r ❛❝✐❞❡ ✭❉▼❆✮ ❡st ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥
♠✐♥ér❛❧❡ ❛❝✐❞❡ q✉✐ ❛♣♣❛r❛ît ❞❛♥s ❝❡rt❛✐♥s t②♣❡s ❞❡ ♠✐♥❡s ♦✉ ❞❛♥s ❧❡ ❝♦♥t❡①t❡
❞✉ st♦❝❦❛❣❡ ❞❡ ❞é❝❤❡ts ♠✐♥✐❡rs✳ ▲❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞✉ ❉▼❆ s♦♥t ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡♠❡♥t
❧✬❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛❝✐❞✐té ❞❡ ❧✬❡❛✉ ✭q✉❛s✐♠❡♥t ❛✉❝✉♥❡ ❡s♣è❝❡ ✈✐✈❛♥t❡ ♥❡ ✈✐t
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s♦✉s ✉♥ ♣❍ ❞❡ ✺✮ ❡t ❧❛ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞✬❛❝✐❞❡ s✉❧❢✉r✐q✉❡ ✭H2SO4✮✳ ❉❛♥s ❝❡t ❡①❡♠♣❧❡
♦♥ ♦❜s❡r✈❡ ❧✬✐♥✜❧tr❛t✐♦♥ ❞✉ ❉▼❆ ❞❛♥s ✉♥ ♠✐❧✐❡✉ ♣♦r❡✉① ❢r❛❝t✉ré✳ ▲❛ ♣r❡♠✐èr❡
✜❣✉r❡ ✭❚❛❜❧❡ ✶✮ ❞♦♥♥❡ ❧❡s ❝♦♠♣♦s❛♥ts q✉✐ s♦♥t ♣rés❡♥ts ❞❛♥s ❧❡s s♦✉r❝❡s ❞✬❡❛✉①
❞❡ ❉▼❆ ❡t ❞❛♥s ❧❡s ❡❛✉① ❞✉ ♠✐❧✐❡✉ ♣♦r❡✉① ✐♥✐t✐❛❧✳ ❊♥ ❞❡❤♦rs ❞❡ ❧❛ s♦✉r❝❡ s♦♥t
é❣❛❧❡♠❡♥t ❝♦♥s✐❞éré❡s ❞❡s ❡❛✉① ❞❡ ♣❧✉✐❡s q✉✐ ❛❣✐ss❡♥t ❝♦♠♠❡ r❡❝❤❛r❣❡✳

❖♥ s✬✐♥tér❡ss❡ ❛✉① ré❛❝t✐♦♥s ❞❡ ♣ré❝✐♣✐t❛t✐♦♥✲❞✐ss♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ t❛❜❧❡❛✉ ✷✱ ❧❡s
❝♦♥st❛♥t❡s ❞✬éq✉✐❧✐❜r❡s ✈✐❡♥♥❡♥t ❞❡ ❧❛ ❜❛s❡ ❞❡ ▼■◆❚❊◗✴❆✷✳

❙✐ ♦♥ ♥❡ s✬✐♥tér❡ss❡ q✉✬❛✉① ♣❤é♥♦♠è♥❡s ❞❡ ♣ré❝✐♣✐t❛t✐♦♥✲❞✐ss♦❧✉t✐♦♥✱ ♦♥ ♦❜✲
t✐❡♥t ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ✻ ♠✐♥ér❛✉① ❛✈❡❝ ✽ ❝♦♠♣♦s❛♥ts ✭❧✬❡❛✉ ét❛♥t s✉♣♣♦sé❡ ❡♥
s✉✣s❛♠♠❡♥t ❣r❛♥❞❡ q✉❛♥t✐té✮ ✳ ❖♥ ♣❡✉t é❣❛❧❡♠❡♥t r❡♠❛rq✉❡r q✉❡ ❧✬♦♥ ♣♦✉rr❛✐t
sé♣❛r❡r ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❡♥ ✸ s♦✉s✲♣r♦❜❧è♠❡s ❝❛r ❧❡s ❝♦♠♣♦s❛♥ts ✐♥t❡r✈❡♥❛♥t ❞❛♥s
❧❡s ré❛❝t✐♦♥s ✸ ❡t ✺ ♥✬✐♥t❡r✈✐❡♥♥❡♥t ♣❛s ❞❛♥s ❧❡s ❛✉tr❡s✳ ▲❛ s♦❧✉t✐♦♥ ♣♦✉r ❧✐❡r ❝❡s
✸ ♣r♦❜❧è♠❡s ♥é❝❡ss✐t❡r❛✐t ❞❡ ❝♦♥s✐❞ér❡r ❞❡s ré❛❝t✐♦♥s ❞❡ s♦r♣t✐♦♥✳

❉❛♥s ❧❡s ❝❛❧❝✉❧s ré❛❧✐sés ❝❡tt❡ ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥ ♥✬❛ ♣❛s été ♣r✐s❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡✱ ❝❡ q✉✐
❛ ♣♦✉r ❝♦♥séq✉❡♥❝❡ ❞❡ r❡♥❞r❡ ❧❡s s②stè♠❡s ♣♦❧②♥♦♠✐❛✉① ♣❧✉s s✐♠♣❧❡ à rés♦✉❞r❡
♠❛✐s ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❣❛r❞❡ s♦♥ ❛s♣❡❝t ❝♦♠❜✐♥❛t♦✐r❡✳

✷✼



✶✵✳✶ ▼❛tr✐❝❡ st÷❝❤✐♦♠étr✐q✉❡

❉✬❛♣rès ❧❡s t❛❜❧❡s ♣ré❝é❞❡♥t❡s✱ ♦♥ ❛ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts st÷❝❤✐♦♠étr✐q✉❡s
s✉✐✈❛♥t❡ ✿





















E c1(H4SiO4) c2(H
+) c3(Fe3+) c4(Al3+) c5(Ca2+) c6(SO

2−

4 ) c7(Fe2+) c8(CO2−

3 )
p6(Quartz) 3 0 0 0 0 0 0 0
p3(Gibbsite) 0 −3 0 1 0 0 0 0

p5(Ferrihydrite) 0 −3 1 0 0 0 0 0
p1(Calcite) 0 0 0 0 1 0 0 1
p2(Siderite) 0 0 0 0 0 0 1 1
p4(Gypsum) 0 0 0 0 1 1 0 0





















✶✵✳✷ ▼✐s❡ ❡♥ éq✉❛t✐♦♥

▲♦✐s ❞✬❛❝t✐♦♥ ❞❡ ♠❛ss❡ ♠✐♥ér❛❧❡

min(K6 − c31, p6) = 0

min(K3 −
c6
c32
, p3) = 0

min(K5 −
c3
c32
, p5) = 0

min(K1 − c5c8, p1) = 0

min(K2 − c7c8, p2) = 0

min(K4 − c4c5, p4) = 0

▲♦✐s ❞❡ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ❞❡ ♠❛ss❡

T1 = c1 + 3p6

T2 = c2 − 3p3 − 3p5

T3 = c3 + p5

T4 = c4 + p4

T5 = c5 + p1 + p4

T6 = c6 + p3

T7 = c7 + p2

T8 = c8 + p1 + p2

▲❛ s♦❧✉t✐♦♥ ét❛♥t ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t é❧❡❝tr✐q✉❡♠❡♥t ♥❡✉tr❡ ♦♥ ❛ ❛✉ss✐ ❧❛ ♥❡✉✲
tr❛❧✐té é❧❡❝tr✐q✉❡ q✉✐ ❞♦♥♥❡ ✉♥❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❡♥tr❡ ❧❡s Ti✳ ❖♥ ✉t✐❧✐s❡ ❧❡s ❧♦✐s ❞❡
❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ❞❡ ♠❛ss❡ ♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r ❧❡s ❧♦✐s ❞✬❛❝t✐♦♥ ❞❡ ♠❛ss❡ ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ❡♥
❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡s ♣ré❝✐♣✐tés✳ ❊t ♦♥ r❡❢♦r♠✉❧❡ ❝♦♠♠❡ ❧❡ s②stè♠❡ à ✻ éq✉❛t✐♦♥s✴✻
✐♥éq✉❛t✐♦♥s✳

✷✽



✶✵✳✸ ❈❛s ❧✐♠✐t❡ ✿ t♦✉t❡s ❧❡s ✐♥é❣❛❧✐tés s♦♥t ❛❝t✐✈❡s

❙♦✐t ❧❡ s②stè♠❡ ✿



































































































K1 − (T5 + p1 + p4)(T8 + p1 + p2) = 0

K2 − (T7 + p2)(T8 + p1 + p2) = 0

K3 − T6+p3

(T2−3p3−3p5)3
= 0

K4 − (T4 + p4)(T5 + p1 + p4) = 0

K5 − T3+p5

(T2−3p3−3p5)3
= 0

K6 − (T1 + 3p6)
3 = 0

p1 = 0

p2 = 0

p3 = 0

p4 = 0

p5 = 0

p6 = 0

▲❛ s♦❧✉t✐♦♥ à ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❡st pi = 0 ∀i ✱ ❡♥s✉✐t❡ ♦♥ r❡♠♣❧❛❝❡ ❞❛♥s ❧❡s ✻
♣r❡♠✐èr❡s é❣❛❧✐tés ✿







































K1 − T5T8 = 0

K2 − T7T8 = 0

K3 − T6

(T2)3
= 0

K4 − T4T5 = 0

K5 − T3

(T2)3
= 0

K6 − (T1)
3 = 0

❖♥ tr♦✉✈❡ ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ♣♦✉r ❚✱ q✉❡ ❧✬♦♥ ❡①♣r✐♠❡ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ T2 ❡t T7







































T1 = K
1/3
6

T3 = T 3
2

T4 = K4K2

T7K1

T5 = T7K1

K2

T6 = T 3
2K3

T8 = K2

T7

❆✈❡❝ ❧❛ ♥❡✉tr❛❧✐té é❧❡❝tr✐q✉❡ ♦♥ ♣♦✉rr❛✐t é❧✐♠✐♥❡r T2 ♦✉ T7 ❡t ♦❜t❡♥✐r ❧❡ ♣♦✐♥t
❝r✐t✐q✉❡ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ s❡✉❧❡ ✈❛r✐❛❜❧❡✳

✶✵✳✹ ❙♦❧✉t✐♦♥s

P❛rt✐❡ ❢♦r♠❡❧❧❡ ✿ ❖♥ ✉t✐❧✐s❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ♣rés❡♥té❡ ❞❛♥s ❧❛ ♣❛rt✐❡ ♣ré❝é✲
❞❡♥t❡ ♣♦✉r ❣é♥ér❡r ❛✉t♦♠❛t✐q✉❡♠❡♥t t♦✉t❡s ❧❡s ❝❛s ♣♦ss✐❜❧❡s ❡t ♦❜t❡♥✐r ♣♦✉r

✷✾



❝❤❛❝✉♥ ✿ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥✱ ✐✳❡ ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ ✭c✱ p✮ ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉① T ❡t K ❡t ❧❡s
❝♦♥tr❛✐♥t❡s s✉r T q✉✐ ❞é❧✐♠✐t❡♥t ❝❡ ❝❛s✳ ■❧ ② ❛ ✻ ♠✐♥ér❛✉① ❞♦♥❝ ✷6❂✻✹ ❝❛s
❞✐✛ér❡♥ts✳

P♦✉r ❝❡tt❡ ❡①❡♠♣❧❡ ❛✈❡❝ ❧❡ ❧♦❣✐❝✐❡❧ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❢♦r♠❡❧ ▼❆P▲❊✱ ♦♥ ❛ ✿

ét❛♣❡ t❡♠♣s ✭❡♥ s✮ ♠é♠♦✐r❡ ✭❡♥ ▼❇✮

❈❤❛r❣❡♠❡♥t ❜✐❜❧✐♦t❤èq✉❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s ✵✳✾✻ ✸✸✳✾✸
●é♥ér❛t✐♦♥ s②stè♠❡ ❞❡ ❈❤✐♠✐❡ ❁✶ ❁✶
❈❛❧❝✉❧ ❞❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ♣❤❛s❡s ✷✳✶✹ ✶✻✳✵✵

❚♦t❛❧ ✿ ✸✳✶✽ ✹✾✳✾✸

▲❡s ❞♦♥♥é❡s ❞❡ ❝❤❛r❣❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ❜✐❜❧✐♦t❤èq✉❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞✬♦❜t❡♥✐r
✉♥ ♦r❞r❡ ❞❡ ❣r❛♥❞❡✉r ❡♥ t❡♠♣s ❡t ❡♥ ♠é♠♦✐r❡✳ ▲✬ét❛♣❡ ❞❡ ❣é♥ér❛t✐♦♥ ❞✉ s②s✲
tè♠❡ ❞❡ ❝❤✐♠✐❡ ❡st ❛ss❡③ s✐♠♣❧❡ ❡t r❡❧è✈❡ ❡ss❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ r❡❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥✱
❡❧❧❡ ❡st ❞♦♥❝ r❛♣✐❞❡✳ ❈✬❡st ❧❛ ❞❡r♥✐èr❡ ét❛♣❡ q✉✐ s✉♣♣♦rt❡ ❧❛ ♣❛rt✐❡ ❝♦♠❜✐♥❛t♦✐r❡
❞❡ ❧✬ét✉❞❡ ✐❧ ❡st ❞♦♥❝ ❧♦❣✐q✉❡ q✉❡ ❝❡❧❛ s♦✐t ❧❛ ♣❧✉s ❝♦ût❡✉s❡ ❡♥ t❡♠♣s ❡t ❡♥ ♠é✲
♠♦✐r❡✳ ❖♥t ❛✐♥s✐ été ❝❛❧❝✉❧é❡s ❧❡s s♦❧✉t✐♦♥s ♣♦✉r t♦✉t❡s ❧❡s ♣❤❛s❡s ❞✉ s②stè♠❡
❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡s ♥♦♠❜r❡s ❛❧❣é❜r✐q✉❡s✳

❖♥ r❡♠❛rq✉❡ q✉❡ ♣♦✉r ❝❡ ❝❛s à ✻ s❡❧s✱ ❧❛ ❞✐✣❝✉❧té ❝♦♠❜✐♥❛t♦✐r❡ ♥✬❡st ♣❛s s✐
♣r♦❜❧é♠❛t✐q✉❡✳

P❛rt✐❡ ♥✉♠ér✐q✉❡ ✿ ❉❛♥s ✉♥ ❞❡✉①✐è♠❡ t❡♠♣s ♦♥ s♦✉❤❛✐t❡ é✈❛❧✉❡r ❝❡s
s♦❧✉t✐♦♥s ♣♦✉r ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ♥✉♠ér✐q✉❡s ❞❡s ❝♦♥st❛♥t❡s ❡t ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s✳ ▲❛
❞✐✣❝✉❧té ❞❛♥s ❝❡tt❡ ♣❛rt✐❡ ❡st ❧✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞❡s ♥♦♠❜r❡s ❛❧❣é❜r✐q✉❡s✳ P♦✉r ❝❡ ❢❛✐r❡
♦♥ ♣❡✉t ✉t✐❧✐s❡r ❧❡ ❧♦❣✐❝✐❡❧ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❢♦r♠❡❧ ▼❆P▲❊ q✉✐ ♣r♦♣♦s❡ ✉♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥
❞❡ ❧❛ ❞♦✉❜❧❡ ♣ré❝✐s✐♦♥✳ P♦✉r ✉♥ T ❞♦♥♥é✱ ♦♥ tr❛❝❡ ❧❛ ❝♦✉r❜❡ ❡♥tr❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡
❞✐❣✐ts ✉t✐❧✐sés s✉r ▼❆P▲❊ ❡t ❧❛ ♣ré❝✐s✐♦♥ ❞✉ rés✉❧t❛t ✿

✸✵



❖♥ ✈♦✐t q✉❡ ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❡st ❧✐♥é❛✐r❡ ❡♥tr❡ ❧❛ ♣ré❝✐s✐♦♥ ❞✉ ❝❛❧❝✉❧ ❡t ❧❛ ♣ré❝✐s✐♦♥
❞✉ rés✉❧t❛t✳

✶✶ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

◆♦✉s ❛✈♦♥s ✈✉ ❞❛♥s ❝❡tt❡ ♣❛rt✐❡ ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ♦r✐❣✐♥❛❧❡ q✉✐ r❡♣♦s❡ s✉r ✉♥❡ ❛♣✲
♣r♦❝❤❡ ❝♦♠❜✐♥❛t♦✐r❡ ❡t ✉t✐❧✐s❡ ❧❛ str✉❝t✉r❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧❡ ❞✉ s②stè♠❡✳ ▲✬✐♥térêt
♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❞❡ ❝❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❡st ❞❡ ❢♦✉r♥✐r ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❢❛ç♦♥
❡①❛❝t❡✱ ❡♥ é❝❤❛♥❣❡ ❞❡ q✉♦✐ ❝❡tt❡ ❞é♠❛r❝❤❡ ♥é❝❡ss✐t❡ ❞❡ ❝♦♥s✐❞ér❡r t♦✉s ❧❡s ❝❛s
❞✉ s②stè♠❡s ❡t à ❝❤❛q✉❡ ❢♦✐s ❞❡ rés♦✉❞r❡ ✉♥ s②stè♠❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧✳

▲✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ s✉r ❧❡ ❝❛s ✻ s❡❧s ♣❡r♠❡t ❞❡ t✐r❡r ❞❡s ♣r❡♠✐èr❡s
❝♦♥❝❧✉s✐♦♥s s✉r ❝❡s ❞✐✣❝✉❧tés✳ ❉✬✉♥❡ ♣❛rt✱ ♦♥ ❛ ✈ér✐✜é q✉❡ ❧❡s rés✉❧t❛ts ét❛✐❡♥t
♣ré❝✐s ❞❛♥s ❧❛ ♠❡s✉r❡ ♦ù ♦♥ ♣❡✉t ✉t✐❧✐s❡r ✉♥❡ ♣ré❝✐s✐♦♥ ét❡♥❞✉❡✳ ❉✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱
♦♥ ❛ ✈✉ q✉❡ ❧❛ ❝♦♠❜✐♥❛t♦✐r❡ ♥✬❡st ♣❛s s✐ ♣r♦❜❧é♠❛t✐q✉❡ ❡♥ t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❡t
❡♥ ♠é♠♦✐r❡✱ ❡♥ ❡✛❡t ❧❡ ♣❧✉s ❣r♦s ❞✉ tr❛✈❛✐❧ q✉✐ ❝♦♥s✐st❡ à tr♦✉✈❡r ❧❡s ❝♦✉r❜❡s
❝r✐t✐q✉❡s ét❛♥t ré❛❧✐sé ✉♥❡ s❡✉❧❡ ❢♦✐s ✐♥❞é♣❡♥❞❛♠♠❡♥t ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥
♥✉♠ér✐q✉❡✳ ❊♥✜♥ ❝♦♥❝❡r♥❛♥t ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞❡s s②stè♠❡s ♣♦❧②♥♦♠✐❛✉①✱ ❧✬❡①❡♠♣❧❡
ét❛✐t s✉✣s❛♠♠❡♥t s✐♠♣❧❡ ♦♥ ❛ ♣✉ ✉t✐❧✐s❡r ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ✏s♦❧✈❡✑ ❞❡ ▼❆P▲❊ ❝♦♠♠❡
✉♥❡ ❜♦✐t❡ ♥♦✐r❡✱ ❝✬❡st ✉♥ ♣♦✐♥t q✉✬✐❧ ❢❛✉❞r❛ s✉r✈❡✐❧❧❡r ♣♦✉r ❧✬ét✉❞❡ ❞✬❡①❡♠♣❧❡s
♣❧✉s ❝♦♠♣❧❡①❡s✳

▼❛✐♥t❡♥❛♥t ♦♥ ♣❡✉t s❡ ❞❡♠❛♥❞❡r ❧❡s ❝❤❛♥❣❡♠❡♥ts q✉✐ s♦♥t ♥é❝❡ss❛✐r❡s ♣♦✉r
❧✬✐♥té❣r❛t✐♦♥ ❞❡s ré❛❝t✐♦♥s ❞❡ s♦r♣t✐♦♥✳
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✶✷ ❆❥♦✉t ❞❡s ré❛❝t✐♦♥s ❞❡ s♦r♣t✐♦♥

❖♥ s✬✐♥tér❡ss❡ ❞❛♥s ❝❡tt❡ ♣❛rt✐❡ à ❧✬✐♥té❣r❛t✐♦♥ ❞❡s ré❛❝t✐♦♥s s✉r❢❛❝✐q✉❡s ❛✉ ♠♦❞✲
è❧❡ ♦ù ❧✬♦♥ ❛ ❝♦♥s✐❞éré q✉❡ ❧❡s ré❛❝t✐♦♥s ❞❡ ♣ré❝✐♣✐t❛t✐♦♥✲❞✐ss♦❧✉t✐♦♥✳

❉❛♥s ❧✬ét✉❞❡ ❛♥❛❧②t✐q✉❡ ré❛❧✐sé❡ ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t ♦♥ ❛✈❛✐t ✿

{

T − c− Etp = 0

ϕ(Π(c), p) = 0

❉✬❛♣rès ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞é✜♥✐ ❡♥ ♣r❡♠✐èr❡ ♣❛rt✐❡ ♦♥ s♦✉❤❛✐t❡ rés♦✉❞r❡ ❧❡ s②stè♠❡
❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ✿































T − Tc(c, s, p) = 0

W − Ts(c, s) = 0

αi = Kα

∏Nc

l=1 c
Si,l

l i = 1, ..Nα

βj = Kβ

∏Nc

l=1 c
Aj,l

l

∏Ns

m=1 s
Bj,m
m j = 1, ..Nβ

ϕ(Π(c), p) = 0

♦ù

{

Tc(c, s, p) = c+ Stα(c) +Atβ(c, s) + Etp

Ts(c, s) = s+Btβ(c, s)

❉❛♥s ❧✬ét✉❞❡ ❛♥❛❧②t✐q✉❡ q✉❡ ❧✬♦♥ ❛ ré❛❧✐sé ♦♥ ❡①♣r✐♠❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ϕ(Π(c), p) = 0
❝♦♠♠❡ ✉♥ s②stè♠❡ à Np éq✉❛t✐♦♥s ❡t Np ✐♥éq✉❛t✐♦♥s q✉❡ ❧✬♦♥ ❡①♣r✐♠❛✐t ❡♥ ❢♦♥❝✲
t✐♦♥ ❞❡ Np ✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ❖♥ ❝❤♦✐s✐ss❛✐t ❞✬❡①♣r✐♠❡r ❝❡s ❡①♣r❡ss✐♦♥s ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡s
✈❛r✐❛❜❧❡s p ❝❛r ♦♥ ❛✈❛✐t ✉♥❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❞✐r❡❝t ❡♥tr❡ c ❡t p✳

c = T − Etp

❖r ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❛✈❡❝ ❧❡s ré❛❝t✐♦♥s ❞❡ s♦r♣t✐♦♥ ❝❡tt❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❡♥tr❡ ❧❡s c ❡t ❧❡s
p ♥✬❡st ♣❧✉s ❛✉ss✐ s✐♠♣❧❡✳

{

T = c+ Stα(c) +Atβ(c, s) + Etp

W = s+Btβ(c, s)

❖♥ ♦❜t✐❡♥t ✉♥ s②stè♠❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❞❡ Nc +Ns éq✉❛t✐♦♥s q✉✬✐❧ ❢❛✉t rés♦✉❞r❡
s✐ ♦♥ s♦✉❤❛✐t❡ ♦❜t❡♥✐r ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ c ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ p✳

❊♥ ♣r❛t✐q✉❡ ✐❧ ❢❛✉t ❝❤♦✐s✐r ❧❡s Np ✈❛r✐❛❜❧❡s ✭♣❛s ♦❜❧✐❣❛t♦✐r❡♠❡♥t ❧❡s p✮ ❞❡
❢❛ç♦♥ à ❝❡ q✉❡ ❝❡ s②stè♠❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ s♦✐t ❧❡ ♣❧✉s s✐♠♣❧❡ ♣♦ss✐❜❧❡✳ ❖♥ ♣❡✉t ❞é❥à
♦❜t❡♥✐r ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ♣♦✉r p ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ c ❡t s ❡♥ rés♦❧✈❛♥t ✉♥ s②stè♠❡ ❧✐♥é❛✐r❡

Etp = b(c, s)

■❧ ❢❛✉❞r❛ à ❧✬❛✈❡♥✐r ❝♦♥s✐❞ér❡r ❞❡s ❡①❡♠♣❧❡s ♣♦✉r ✈♦✐r s✐ ❡♥ ♣r❛t✐q✉❡ ✐❧ ❡st
❞✐✣❝✐❧❡ ❞❡ tr♦✉✈❡r Np ✈❛r✐❛❜❧❡s q✉✐ r❡♥❞❡♥t ❧❡ s②stè♠❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ s✐♠♣❧❡ à
rés♦✉❞r❡✳
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P❛rt ■■■

➱t✉❞❡ ♥✉♠ér✐q✉❡
❯♥❡ ❞❡s ❞✐✣❝✉❧tés ❞✉ s②stè♠❡ ❞❡ ❝❤✐♠✐❡ ❡st ❧❛ ♣rés❡♥❝❡ ❞✬✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❝♦♠✲
♣❧é♠❡♥t❛r✐té✳ ❉❛♥s ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❝❤✐♠✐❡ ♦♥ ❛ ♣❛r❧é ❞✬✉♥ ✭P❈✮ s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ ✿

(PC) ϕ(a, b) = 0 ⇐⇒ ab = 0 et a ≥ 0 b ≥ 0

▼❛t❤é♠❛t✐q✉❡♠❡♥t✱ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❝♦♠♣❧é♠❡♥t❛r✐té ❝♦♥s✐st❡ à tr♦✉✈❡r ✉♥
✈❡❝t❡✉r p ≥ 0 t❡❧ q✉❡ F (p) ≥ 0 ❡t pTF (p) = 0✱ ❛✉ss✐ é❝r✐t s♦✉s ❢♦r♠❡ ❝♦♥tr❛❝té
✿

0 ≤ p ⊥ F (p) ≥ 0

❖♥ ❧✬❛♣♣❡❧❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❝♦♠♣❧é♠❡♥t❛r✐té ❧✐♥é❛✐r❡ s✐ ♦♥ ♣❡✉t é❝r✐r❡ F (p)
❝♦♠♠❡ Mp + q✱ ♦ù M ❡st ✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ ré❡❧ ❡t q ✉♥ ✈❡❝t❡✉r ré❡❧✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s
❝♦♥tr❛✐r❡ ♦♥ ❛ ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❝♦♠♣❧é♠❡♥t❛r✐té ♥♦♥✲❧✐♥é❛✐r❡✱ ❝❡ q✉✐ ❡st ❧❡ ❝❛s
❞✉ s②stè♠❡ ❞❡ ❝❤✐♠✐❡ q✉❡ ❧✬♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❞❛♥s ❝❡ r❛♣♣♦rt✳

P♦✉r rés♦✉❞r❡ ❝❡ t②♣❡ ❞❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ très ✉t✐❧✐sé❡ ❡st ❞❡ r❡❢♦r♠✉❧❡r
❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❣râ❝❡ à ✉♥❡ ❈✲❢♦♥❝t✐♦♥✳ ❖♥ ❛ ❞é❥à ✈✉ ❞❛♥s ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ♣❛rt✐❡✱ q✉❡
❧✬♦♥ ♣❡✉t ✉t✐❧✐s❡r ❧❛ ❈✲❢♦♥❝t✐♦♥ ♠✐♥ ✭q✉✐ ♣r❡♥❞ ❧❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡ ♣❛r
❝♦♠♣♦s❛♥t❡✮ ϕmin(a, b) = min(a, b)✳

(PC✮ ⇐⇒ min(a, b) = 0

●râ❝❡ à ❝❡tt❡ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❞❡ r❡❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥✱ ♦♥ ❛ ✉♥ s②stè♠❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ✿

G(c, p) = 0

■❧ ❡st ❝❧❛✐r q✉❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ min(a, b) ♥✬❡st ♣❛s ❝♦♥t✐♥û♠❡♥t ❞✐✛ér❡♥t✐❛❜❧❡✱ ♣❛r
❝♦♥tr❡ ❡❧❧❡ ❡st ❣❧♦❜❛❧❡♠❡♥t ❝♦♥t✐♥û♠❡♥t ❧✐♣s❝❤✐t③✐❡♥♥❡ ❡t ❝♦♥t✐♥û♠❡♥t ❞✐✛ér❡♥✲
t✐❛❜❧❡ ♣♦✉r a 6= b✳ ❖♥ ♣❡✉t ♠ê♠❡ ♠♦♥tr❡r q✉✬❡❧❧❡ ❡st ❢♦rt❡♠❡♥t s❡♠✐✲❧✐ss❡✱ ✈♦✐r
❬✹❪ ❧❡s ❞é✜♥✐t✐♦♥s ❡t ❧❛ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❉❡ ♣❧✉s ❞❛♥s ❬✹❪✱ ♦♥ ❛ ❛✉ss✐ ❧❡s ♣r♦♣r✐étés
q✉✐ ❢♦♥t q✉❡ ❧❡ s②stè♠❡ G(c, p) ❡st ❢♦rt❡♠❡♥t s❡♠✐✲❧✐ss❡✱ ❝✬❡st ❞♦♥❝ ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡
❞❡ ◆❡✇t♦♥ s❡♠✐✲❧✐ss❡ q✉✐ ✈❛ êtr❡ ✉t✐❧✐sé❡✳

❯♥❡ ❛✉tr❡ ❞✐✣❝✉❧té ❡st ❞✬❛❥♦✉t❡r ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞❡ ♣♦s✐t✐✈✐té ❛✉① ✈❛r✐❛❜❧❡s
ci✳ ❊♥ ❡✛❡t ❝♦♠♠❡ ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ci ♥❡ s♦♥t ♣❧✉s ❡①♣r✐♠é❡s ♣❛r ❞❡s ❧♦❣ ❡❧❧❡s
♣❡✉✈❡♥t ❞❡✈❡♥✐r ♥é❣❛t✐✈❡s✱ ✐❧ ❢❛✉t ❞♦♥❝ ❢♦r❝❡r ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ci à r❡st❡r ♣♦s✐t✐✈❡✳
◆♦✉s ✈❡rr♦♥s ♣❛r ❧❛ s✉✐t❡ ❝♦♠♠❡♥t ♣r❡♥❞r❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❝❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞❛♥s ✉♥❡
♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ◆❡✇t♦♥✳

✶✸ ➱t✉❞❡ ❞✉ ❥❛❝♦❜✐❡♥ ❣é♥ér❛❧✐sé

❙♦✐t ❧❡ s②stè♠❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡
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G(c, p) =

{

T − c− Etp = 0,

min(Ki −
∏Nc

j=1 c
Eij

j , pi ) = 0, i = 1, ..., Np

❈❡ s②stè♠❡ ♥✬❡st ♣❛s ❝♦♥t✐♥û♠❡♥t ❞✐✛ér❡♥t✐❛❜❧❡ ♣❛r ❝♦♥tr❡ ✐❧ ❡st ❢♦rt❡♠❡♥t s❡♠✐✲
❧✐ss❡ ❡t ♦♥ ♣❡✉t ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❡ ❥❛❝♦❜✐❡♥ ❣é♥ér❛❧✐sé✳ ❆✜♥ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❛ ❞ér✐✈é❡ ❞❡
❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♠✐♥ ♦♥ ✉t✐❧✐s❡ ✉♥❡ str❛té❣✐❡ ❞✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❛❝t✐❢✴✐♥❛❝t✐❢✳ ❙♦✐t A = {i ∈
{1, ..., Np} | Ki −

∏Nc

j=1 c
Eij

j ≥ pi} ❡t I = {1, . . . , Np}✴❆✱ ♦♥ ❛ ❞♦♥❝ ❧❡ s②stè♠❡ ✿











T − c− Etp = 0

Ki −
∏Nc

j=1 c
Eij

j = 0 i ∈ A

pi = 0 i ∈ I

▲❛ ♠❛tr✐❝❡ ❥❛❝♦❜✐❡♥♥❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉① ✈❛r✐❛❜❧❡s ✭c✱ p✮ ❞✉ s②stè♠❡ ❡st ❛✐♥s✐
❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ✿

J(c, p) =





−INc −Et
A −Et

I

X1 0 0
0 0 INI





♦ù ♦♥t été ♣❡r♠✉té❡s ❞❡s ❧✐❣♥❡s ♣♦✉r ❛✈♦✐r ❧❡s t❡r♠❡s ❛❝t✐❢s ❡t ✐♥❛❝t✐❢s ❞❛♥s
❧❡s ♠ê♠❡s ❜❧♦❝s✳ ❆ ❝❤❛q✉❡ ✐tér❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ◆❡✇t♦♥ ✐❧ ❢❛✉t rés♦✉❞r❡
✉♥ s②stè♠❡ ❧✐♥é❛✐r❡✳ P♦✉r êtr❡ sûr q✉❡ ❝❡ s②stè♠❡ ❛ t♦✉❥♦✉rs ✉♥❡ ✉♥✐q✉❡ s♦❧✉t✐♦♥
✐❧ ❢❛✉t ♠♦♥tr❡r q✉❡ ❧❡ ❞ét❡r♠✐♥❛♥t ❞❡ ❧❛ ❥❛❝♦❜✐❡♥♥❡ ❡st ♥♦♥ ♥✉❧ q✉❡❧s q✉❡ s♦✐❡♥t
c ❡t p✱ ✐✳❡ det( J(c, p)) 6= 0✳

❖♥ ♣❡✉t ❞é❝♦♠♣♦s❡r ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❥❛❝♦❜✐❡♥♥❡ ❝♦♠♠❡ ❧❡ ♣r♦❞✉✐t ❞✬✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡
tr✐❛♥❣✉❧❛✐r❡ ✐♥❢ér✐❡✉r❡ à ❞✐❛❣♦♥❛❧❡ ❝♦♠♣♦sé❡ ❞❡ ♠❛tr✐❝❡ ✐❞❡♥t✐té ❡t ❞✬✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡
tr✐❛♥❣✉❧❛✐r❡ s✉♣ér✐❡✉r❡✱ ♦♥ ❛ ✿

J = LU





−INc −Et
A −Et

I

X1 0 0
0 0 INI



 =





INc 0 0
−X1 INA

0
0 0 INI









−INc −Et
A −Et

I

0 −X1E
t
A −X1E

t
I

0 0 INI





❊♥ ♣❛ss❛♥t ❛✉ ❞ét❡r♠✐♥❛♥t ✿

det(J) = det(LU) = det(L)det(U) = det(X1E
t
A)

❈♦♥s✐❞ér♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❧❡ ❜❧♦❝ X1✱ ♦♥ ❛ ✿

X1 =
∂

∂c
(Ki −

Nc
∏

j=1

c
Eij

j )i∈A

❙♦✐t ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ H1 := {c > 0}✱ s♦✉s ❝❡tt❡ ❤②♣♦t❤ès❡ X1 ❞❡✈✐❡♥t ✿

✸✹



X1 = (
EA,ij

cj

∏

c
EA,il

l )i∈A 1≤j≤Nc = diag( (
∏

c
EA,il

l )i∈A)E diag(
1

c
)

♦ù ❞✐❛❣ ❡st ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞✐❛❣♦♥❛❧❡✱ ❡t 1
c = [ 1

c1
, ..., 1

cNc
]✳ ▲❡ ❞ét❡r♠✐♥❛♥t ❞❡✈✐❡♥t ✿

det(X1E
t
A) = det( diag( (

∏

c
EA,il

l )i∈A)EA diag(
1

c
)Et

A)

= det( diag( (
∏

c
EA,il

l )i∈A)) det(EAdiag(
1

c
)Et

A)

=
∏

i

∏

j

c
EA,il

l det(EAdiag(
1

c
)Et

A)

❖r ❞✬❛♣rès H1 ♦♥ ✈♦✐t q✉❡
∏

i

∏

j c
EA,il

l 6= 0✳

det(EAdiag((
1

c
))Et

A) =?

❉❛♥s ✉♥ ♣r❡♠✐❡r t❡♠♣s ♦♥ r❡♠❛rq✉❡ q✉❡ ✿

M = EAdiag((
1

c
))Et

A = (EAdiag((
1

c
))Et

A)
t

❉❡ ♣❧✉s ♦♥ ♣❡✉t é❝r✐r❡ ▼ ❝♦♠♠❡ ✿

M = EAdiag(
1√
c
)diag(

1√
c
)Et

A = (EAdiag(
1√
c
))(EAdiag(

1√
c
))t

❊♥s✉✐t❡ EA ❡st ✐♥✈❡rs✐❜❧❡ ♣❛r ❤②♣♦t❤ès❡ s✉r ❧✬✐♥❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ ❞❡s ❧✐❣♥❡s ❞❛♥s ❧❡
s②stè♠❡ ❝❤✐♠✐q✉❡✱ ❡t diag( 1c ) ❡st ✐♥✈❡rs✐❜❧❡ ❛✉ss✐ ❞✬♦ù EAdiag(

1√
c
) ❡st ✐♥✈❡rs✐❜❧❡✳

❖♥ ❡♥ ❝♦♥❝❧✉t q✉❡ M ❡st s②♠étr✐q✉❡ ❞é✜♥✐❡ ♣♦s✐t✐✈❡✱ ❡t ❛✐♥s✐ ✿

det(EAdiag((
1

c
))Et

A) 6= 0

❊♥✜♥ ❡♥ r❡♠♦♥t❛♥t ♥♦tr❡ r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t s♦✉s ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ H1✱ ♦♥ ❛
det(J(c, p)) 6= 0 ❡t ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❥❛❝♦❜✐❡♥♥❡ ❡st ♥♦♥✲s✐♥❣✉❧✐èr❡✳

❘❡♠❛rq✉❡ ✿ ▲✬❤②♣♦t❤ès❡ H1 ♥✬❡st ♣❛s ✐♥❥✉st✐✜é❡✱ ❡♥ ❡✛❡t ❧❡s ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥s
♥❡ ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ♥é❣❛t✐✈❡s ❝❛r ❧❡ s②stè♠❡ ❝❤✐♠✐q✉❡ ♥✬❛✉r❛✐t ♣❛s ❞❡ s❡♥s ♣❤②s✐q✉❡✳
P❛r ❝♦♥tr❡ ✐❧ ❢❛✉t ét✉❞✐❡r ❧❡ ❞ét❡r♠✐♥❛♥t ❞❡ X1E

t
A ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù ❧❡s ❝♦♥❝❡♥tr❛✲

t✐♦♥s s♦♥t ♥✉❧❧❡s✳

❘❡♠❛rq✉❡ ✷ ✿ ❊st✲✐❧ ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ❣é♥ér❛❧✐s❡r ❝❡tt❡ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ à ❧❛ ♣rés❡♥❝❡
❞❡s ré❛❝t✐♦♥s ❞❡ s♦r♣t✐♦♥ ❄

✸✺



✶✹ ▼ét❤♦❞❡ ❞❡ ◆❡✇t♦♥ s❡♠✐✲❧✐ss❡

❉❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s r❛♣♣❡❧❡r ❧❡s é❧é♠❡♥ts ❡ss❡♥t✐❡❧s à ❧✬ét✉❞❡ ♥✉♠ér✐q✉❡
❞✉ s②stè♠❡ ❞❡ ❝❤✐♠✐❡ ❝♦♥❝❡r♥❛♥t ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ◆❡✇t♦♥ s❡♠✐✲❧✐ss❡ ❡t ❧❡s ♠ét❤✲
♦❞❡s ❞❡ ❣❧♦❜❛❧✐s❛t✐♦♥✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✉ s②stè♠❡ ❞❡ ❝❤✐♠✐❡ G q✉❡ ❧✬♦♥ ét✉❞✐❡

n = Nc +Np ❡t ❧❡ ✈❡❝t❡✉r x ∈ R
Nc+Np =

(

c
p

)

✳

▲❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ◆❡✇t♦♥ ♣❡r♠❡t ❞❡ rés♦✉❞r❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ♥♦♥✲❧✐♥é❛✐r❡
G(x) = 0✱ G : Rn → R

n ❞❡ n éq✉❛t✐♦♥s à n ✐♥❝♦♥♥✉❡s✳ ❙♦✐t G′(xk) ❧❡ ❥❛❝♦❜✐❡♥
❞❡ G ❛✉ ♣♦✐♥t xk✳ ❖♥ ❛ ❞✬❛❜♦r❞ ❧❡ rés✉❧t❛t ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❝❧❛ss✐q✉❡ s✉✐✈❛♥t ✿

❚❤é♦rè♠❡ ✭❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❧♦❝❛❧❡✮ ✿ ❙✬✐❧ ❡①✐st❡ x∗ ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ G(x) = 0 ✱
G′ : Ω → R

n×n ❡st ❝♦♥t✐♥û♠❡♥t ❧✐♣s❝❤✐t③✐❡♥ ❛✉t♦✉r ❞❡ x∗ ❡t G′(x∗) ❡st
✐♥✈❡rs✐❜❧❡ ❛❧♦rs s✐ x0 ❡st s✉✣s❛♠♠❡♥t ♣r♦❝❤❡ ❞❡ x∗ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ séq✉❡♥❝❡
❞❡ ◆❡✇t♦♥ ✭✐✳❡ G′(xn) ♥♦♥✲s✐♥❣✉❧✐èr❡ ∀n > 0✮ q✉✐ ❝♦♥✈❡r❣❡ ✈❡rs x∗✱ ❞❡
♣❧✉s ✐❧ ❡①✐st❡ K > 0 t❡❧ q✉❡ ♣♦✉r ♥ s✉✣s❛♠♠❡♥t ❧❛r❣❡ ✿ ||en+1|| ≤ K||en||2
✭❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ q✲q✉❛❞r❛t✐q✉❡✮

❖♥ r❛♣♣❡❧❧❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✉t✐❧✐sé ♣♦✉r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ◆❡✇t♦♥ ✿

❆❧❣♦r✐t❤♠ ✺ ▼ét❤♦❞❡ ◆❡✇t♦♥ s❡♠✐✲❧✐ss❡

✭❙✳✵✮ ■♥✐t✐❛❧✐s❛t✐♦♥
❙♦✐t x0 ❧✬✐téré❡ ✐♥✐t✐❛❧❡ ❡t τ ❧❛ ♣ré❝✐s✐♦♥
✭❙✳✶✮ ❈r✐tèr❡ ❞✬❛rrêt
⑤|G(xk)|| < τ
✭❙✳✷✮ ❉✐r❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❞❡s❝❡♥t❡
❚r♦✉✈❡r ❞ t❡❧ q✉❡ G′(xk)d = −G(xk)
✭❙✳✸✮ ▼✐s❡ à ❥♦✉r
−xk+1 = xk + d
r❡t♦✉r ❡♥ ✭❙✳✶✮

❈♦♠♠❡ ♦♥ ❧❡ ✈♦✐t ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ◆❡✇t♦♥ ❡st ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❧♦❝❛❧❡ ♦r ❛✈♦✐r
✉♥ ❜♦♥ ♣♦✐♥t ✐♥✐t✐❛❧ ♥✬❡st ❡♥ ♣r❛t✐q✉❡ ♣❛s t♦✉❥♦✉rs ré❛❧✐s❛❜❧❡✳ ◆é❛♥♠♦✐♥s✱ ♦♥
♣❡✉t ✉t✐❧✐s❡r ❞❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s ❞❡ ❣❧♦❜❛❧✐s❛t✐♦♥✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ q✉✬✐❧ ♥✬② ❛✉r❛ ♣❛s ❞❡
❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ q✉❛❞r❛t✐q✉❡ ❣❧♦❜❛❧❡ ♠❛✐s q✉❡ q✉❡❧ q✉❡ s♦✐t ❧❡ ♣♦✐♥t ✐♥✐t✐❛❧ ❝❤♦✐s✐
♦♥ ✈❛ ❝♦♥✈❡r❣❡r ✈❡rs ✉♥ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ❞❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ♦ù ✐❧ ② ❛✉r❛ ✉♥❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡
q✉❛❞r❛t✐q✉❡✳ ■❧ ❡①✐st❡ ❡ss❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t ✷ ❝❧❛ss❡s ❞❡ ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ❣❧♦❜❛❧✐s❛t✐♦♥ ✿
❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❡♥ ❧✐❣♥❡ ✭❧✐♥❡ s❡❛r❝❤✮ ❡t ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ré❣✐♦♥ ❞❡
❝♦♥✜❛♥❝❡ ✭tr✉st✲r❡❣✐♦♥✮✳ ❉❛♥s ❝❤❛❝✉♥ ❞❡s ❝❛s ♦♥ ❛ ❜❡s♦✐♥ ❞✬✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♦❜❥❡❝t✐❢
q✉❡ ❧✬♦♥ ✈❛ ❝❤❡r❝❤❡r à ♠✐♥✐♠✐s❡r✳ ❊♥ ❣é♥ér❛❧ ❝✬❡st ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

ψ(x) = ||G(x)||22

▲✐♥❡ s❡❛r❝❤ ✭❘❡❝❤❡r❝❤❡ ❡♥ ❧✐❣♥❡✮ P❧✉tôt q✉❡ ❞❡ ❝♦♥s✐❞ér❡r ❧❛ s✐♠♣❧❡ ❞✐✲
r❡❝t✐♦♥ ❞❡ ◆❡✇t♦♥ ❝♦♠♠❡ ❛✈❛♥t✱ ♦♥ ✈❛ ♥♦♠♠❡r ❞ ❧❛ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❞❡ ◆❡✇t♦♥ ❡t λ
❧❡ ♣❛s ❞❡ ❧❛ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❞❡ ◆❡✇t♦♥✱ ❛✐♥s✐ s♦✐t d = −G′(xn)−1G(xn) ❡t ✿

✸✻



xk+1 = xk + λd

❈❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ s✬❛♣♣❡❧❧❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❡♥ ❧✐❣♥❡ ❝❛r ♦♥ ❝❤❡r❝❤❡ ✉♥❡ ❜❛✐ss❡ ❞❡ ψ(x)
❧❡ ❧♦♥❣ ❞✉ s❡❣♠❡♥t [xn, xn + d]✳

■❧ ❡①✐st❡ ♣❧✉s✐❡✉rs t❡❝❤♥✐q✉❡s ♣♦✉r ❞ét❡r♠✐♥❡r ❧❡ ♣❛s✳ ❯♥❡ ♣r❡♠✐èr❡ ❡st ❞❡
❝❤♦✐s✐r λ = 2−m✱ ♦ù m ❡st ❧❡ ♣❧✉s ♣❡t✐t ❡♥t✐❡r ♣♦s✐t✐❢ t❡❧ q✉❡ ✿

||G(xn + 2−ms)|| < (1− α2−m)||G(xn)||
❛✈❡❝ α ∈ [0, 1]✳ ❈✬❡st ❧❛ rè❣❧❡ ❞✬❆r♠✐❥♦✳
❈❡rt❛✐♥s ❝❛s ré❛❣✐ss❡♥t ❜✐❡♥ à ❧❛ ré❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ rè❣❧❡ ❞✬❆r♠✐❥♦✱ ♣♦✉r ❞✬❛✉tr❡s

❝❛s ✐❧ ❢❛✉❞r❛✐t ❜❡❛✉❝♦✉♣ ❞❡ ré❞✉❝t✐♦♥s ❞❡ ❝❡ t②♣❡✳ P♦✉r ♣❛❧❧✐❡r à ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡
♦♥ ✉t✐❧✐s❡ ✉♥ ♠♦❞è❧❡ q✉❛❞r❛t✐q✉❡ ❜❛sé s✉r ❧❡s tr♦✐s ♣❧✉s ré❝❡♥t❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ λ
q✉✐ ✐♥t❡r✈✐❡♥t s✐ ❛♣rès ✷ ré❞✉❝t✐♦♥s ✐❧ ♥✬② ❛ ♣❛s ❡✉ ❞❡ ❜❛✐ss❡ s✉✣s❛♥t❡ ❞❡

Φ(λ) = ||G(xn + λd)||2

▲❡ λ s✉✐✈❛♥t ❡st ❧❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ q✉❛❞r❛t✐q✉❡ ❛✈❡❝ ❝♦♠♠❡ ✈ér✐✜✲
❝❛t✐♦♥ q✉❡ ❧❛ ré❞✉❝t✐♦♥ ❡♥ λ ❡st ❞✬❛✉ ♠♦✐♥s ✉♥ ❢❛❝t❡✉r ✷ ❡t ❛✉ ♣❧✉s ✉♥ ❢❛❝✲
t❡✉r ✶✵✳ ❆✐♥s✐ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❣é♥èr❡ ✉♥❡ séq✉❡♥❝❡ ❞❡ ❝❛♥❞✐❞❛ts λm ❛✈❡❝ λ0❂✶ ❡t
1

10
≤ λm+1/λm ≤ 1

2
✳ ▲❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❡♥ ❧✐❣♥❡ s❡ t❡r♠✐♥❡ ❛✈❡❝ ❧❡ ♣❧✉s ♣❡t✐t m ≥ 0

t❡❧ q✉❡ ✿

||G(xn + λmd)|| < (1− αλm)||G(xn)||
❈✬❡st ❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ q✉✐ ❡st ✐♠♣❧é♠❡♥té❡ ❞❛♥s ❧❡s ❝♦❞❡s ❞❡ ❬✶✷✱ ✶✶❪✳

❚r✉st✲ré❣✐♦♥ ▲❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ré❣✐♦♥ ❞❡ ❝♦♥✜❛♥❝❡ ❡st ❞✉❛❧❡ à ❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❡♥
❧✐❣♥❡✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❧❛ ré❣✐♦♥ ❞❡ ❝♦♥✜❛♥❝❡✱ ❞✬❛❜♦r❞ ❡st ❝❤♦✐s✐❡ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡ ❧❛
ré❣✐♦♥ ♣✉✐s ❧❛ ❞✐r❡❝t✐♦♥ t❛♥❞✐s q✉❡ ❞❛♥s ❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❡♥ ❧✐❣♥❡ ❞✬❛❜♦r❞ ♦♥ ❛ ❧❛
❞✐r❡❝t✐♦♥ ❡♥s✉✐t❡ ❧❡ ♣❛s✳ P♦✉r ❡♥ s❛✈♦✐r ♣❧✉s✱ ✈♦✐r ❬✸✶❪✳

✶✺ Pr✐s❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s

❉❛♥s ❝❡tt❡ ♣❛rt✐❡ ♣❧✉s✐❡✉rs ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ♣r✐s❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞❡
♣♦s✐t✐✈✐té ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s s✉r ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ◆❡✇t♦♥ ♦♥t été ❡ss❛②é❡s✳ ❚♦✉t
❞✬❛❜♦r❞ ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❛❝t✐✈❡✴s❡t ♣r♦♣♦sé❡ ❞❛♥s ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡✱ ♣✉✐s ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡
❞❡ ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡ ♣❛s ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ♣rés❡♥t❡ ❞❛♥s ❧❡ s♦❧✈❡✉r ❑■◆❙❖▲ ❡t ❡♥✜♥
✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ♣é♥❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♦❜❥❡❝t✐❢✳

✶✺✳✶ ❑❛♥③♦✇ ❆❝t✐✈❡✲❙❡t

P♦✉r r❡s♣❡❝t❡r ❧❡ s❡♥s ♣❤②s✐q✉❡ ❞✉ s②stè♠❡ ❞❡ ❝❤✐♠✐❡ à ❝❤❛q✉❡ ✐tér❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛
♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ◆❡✇t♦♥ s❡♠✐✲❧✐ss❡ ♦♥ ✉t✐❧✐s❡ ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❤②❜r✐❞❡ q✉✐ ❣é♥èr❡ ✉♥✐q✉❡✲
♠❡♥t ❞❡s ✐téré❡s ré❛❧✐s❛❜❧❡s✳ ❉❛♥s ♥♦tr❡ ❝❛s ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ét❛♥t ✉♥✐q✉❡♠❡♥t
❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞❡ ♣♦s✐t✐✈✐té✱ ♦♥ ❡st ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❞❡s ✏❜♦① ❝♦♥str❛✐♥❡❞✑✳

✸✼



❯♥ ♣r❡♠✐❡r ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ r❡s♣❡❝t❛♥t ❝❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❡st ❝❡❧✉✐ ❞é✈❡❧♦♣♣é ❞❛♥s ❬✷✷❪
❡t ❬✷✸❪✳

F (x) = 0, x ∈ [l, u]

❖♥ ✉t✐❧✐s❡ ❝♦♠♠❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❞❡s❝❡♥t❡ ✿

min f(x) =
1

2
||F (x)||2 tel que x ∈ [l, u]

❖♥ ♣rés❡♥t❡ ✐❝✐ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❢❛ç♦♥ ❣é♥ér❛❧❡ ♣♦✉r ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞✉ t②♣❡
x ∈ [l, u]✱ ♣♦✉r ❧❡ ❝❛s ❞✉ s②stè♠❡ ❞❡ ❝❤✐♠✐❡ ♦♥ ❛ ✉♥ ❝❛s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❞❡ ❝❡ ❣❡♥r❡
❞❡ ♣r♦❜❧è♠❡✱ ✐✳❡ ✿

G(c, p) = 0, (c, p) ∈ [0,+∞[

❡t ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❞❡s❝❡♥t❡ ✿

min g(x) =
1

2
||G(x)||2 tel que (c, p) ∈ [0,+∞[

✸✽



❆❧❣♦r✐t❤♠ ✻ ❆❝t✐✈❡ ❙❡t t②♣❡ ◆❡✇t♦♥ ▼❡t❤♦❞

✭❙✳✵✮ ✭■♥✐t✐❛❧✐s❛t✐♦♥✮
❙♦✐t x0 ∈ [l, u]✱ β ∈ (0, 1)✱ γ ∈ (0, 1)✱ s❃✵✱ δ > 0✱ ❤❃✵✱ ❡t ❦✿❂✵
✭❙✳✶✮ ✭❈r✐tèr❡ ❞✬❛rrêt✮
❙✐ xk ❡st ✉♥ ♣♦✐♥t st❛t✐♦♥♥❛✐r❡ ✿ ❙❚❖P
✭❙✳✷✮ ✭❆❝t✐✈❡ ❙❡t ❙tr❛t❡❣②✮
❙♦✐t δk := min(δ, h

√

||F (xk)||)
❡t
Ak := {i|xki − li ≤ δk ou ui − xki ≤ δk}✱
Ik := {1, ..., n}\Ak

✭❙✳✸✮ ✭❉✐r❡❝t✐♦♥ ❞❡ ◆❡✇t♦♥✮
❙♦✐t ❋✬✭①✮ ❧❛ ❥❛❝♦❜✐❡♥♥❡ ❞❡ ❋✭①✮
P♦✉r i ∈ Ak✱ ❛❧♦rs

dki :=

{

li − xki si xki − li ≤ δk

ui − xki si ui − xki ≤ δk
♣✉✐s ♦♥ rés♦✉t ❧❡ s②stè♠❡ ❧✐♥é❛✐r❡✱ ♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r ❧❡s ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s ❞❡ dk ♣♦✉r
i ∈ Ik
F ′
IkIk

(xk)dIk
= −F (xk)− F ′

IkAk
(xk)dkAk

✭❙✳✹✮ ✭❋❡❛s✐❜✐❧✐t② Pr❡s❡r✈✐♥❣ ❙❛❢❡❣✉❛r❞✮
τk := sup{τ > 0 xki + τdki ∈ [li, ui] ∀i ∈ Ik}
τk := min{1, τk}
✭❙✳✺✮ ✭❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ ◆❡✇ ■t❡r❛t❡✮
❙✐ dk ❛ ♣✉ êtr❡ ❝❛❧❝✉❧é ❡t s❛t✐s❢❛✐t ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ f(xk + τkd

k) ≤ γf(xk)
❛❧♦rs xk+1 := xk + τkd

k

❙✐♥♦♥ ♦♥ ✉t✐❧✐s❡ ✉♥❡ ét❛♣❡ ❞❡ ❣r❛❞✐❡♥t ♣r♦❥❡té✱ s♦✐t ✿
xk+1 := xk(tk)♦é x

k(t) := [xk − t∇f(xk)]+ ❡t tk = max{sβl, l = 0, 1, 2...} t❡❧
q✉❡
f(xk(tk)) ≤ f(xk)− σ∇f(xk)T (xk − xk(tk))
✭❙✳✻✮ ✭❯♣❞❛t❡✮
❦✿❂❦✰✶

❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ▼❛✐♥t❡♥❛♥t q✉❡❧q✉❡s r❡♠❛rq✉❡s s✉r ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❡t s♦♥ ✐♠✲
♣❧é♠❡♥t❛t✐♦♥✳

❈♦♠♠❡ ❝r✐tèr❡ ❞✬❛rrêt s♦♥t ✉t✐❧✐sés tr♦✐s ❝r✐tèr❡s ✿ ❡♥ ♣r❡♠✐❡r ❧✐❡✉ s✐ ❧❡ rés✐❞✉
❡st ✐♥❢ér✐❡✉r à ❧❛ ♣ré❝✐s✐♦♥ ❞❡♠❛♥❞é❡ ♦♥ ❛rrêt❡ ❡t ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❛ ré✉ss✐✱ ❡♥s✉✐t❡
s✐ ❧❛ ❞✐✛ér❡♥❝❡ r❡❧❛t✐✈❡ ❞✉ rés✐❞✉ ❡♥tr❡ ❧❡s ✷ ❞❡r♥✐èr❡s ✐tér❛t✐♦♥s ♦♥ ❛rrêt❡ ❡t
❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ st❛❣♥❡ ❡♥✜♥ ♦♥ ♣❧❛❝❡ ✉♥ ❝r✐tèr❡ ❞✬✐tér❛t✐♦♥ ♠❛①✐♠✉♠✳

▲❡ δ ❞♦✐t êtr❡ s✉✣s❛♠♠❡♥t ♣❡t✐t ♣♦✉r ♥❡ ♣❛s êtr❡ ✈ér✐✜é ♣❛r ❧❡s ❞❡✉① ✏❜♦r❞s✑
s✐♠✉❧t❛♥é♠❡♥t✱ ❞♦♥❝ ✿

δ <
1

2
mini=1,...n|ui − li|

❉❛♥s ✭❙✳✹✮✱ ♦♥ ❝❤♦✐s✐t ❧❡ ♣❛s ♠❛①✐♠✉♠ q✉✐ ♥❡ s♦rt ♣❛s ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s✱ ✉♥❡

✸✾



✈❡rs✐♦♥ s✐♠♣❧✐✜é❡ ❞❡ ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ✉t✐❧✐sé❡ ❡st ✿

τk := min

{

min{i∈Ik|dk
i <0}

li − xki
dki

,min{i∈Ik|dk
i >0}

ui − xki
dki

}

et τk = min{1, τk]

❉❛♥s ✭❙✳✺✮✱ ♦♥ ❝❤❡r❝❤❡ à ❛❝❝❡♣t❡r ❧❡ ♥♦✉✈❡❧ ✐téré ❝❛❧❝✉❧é ♣❛r ❧❛ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❞❡
◆❡✇t♦♥✳ ❊♥ ♣r❛t✐q✉❡✱ ♦♥ ✉t✐❧✐s❡ ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❆r♠✐❥♦ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❡♥ ❧✐❣♥❡ ♣♦✉r
❛✈♦✐r ♣❧✉s ❞❡ ❝❤❛♥❝❡ ❞✬❛❝❝❡♣t❡r ❝❡t ✐téré✳

❙✐ ❧✬✐téré ♥✬❡st ♣❛s ❛❝❝❡♣té✱ ♦♥ ✉t✐❧✐s❡ ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❣r❛❞✐❡♥t ♣r♦❥❡té✳ ❖♥
♣❡✉t ♥♦t❡r q✉❡ ❧❛ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❞✉ ❣r❛❞✐❡♥t ❛ ✉♥❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ s✐♠♣❧❡ ✐❝✐✱ ❡♥ ❡✛❡t ✿

∇f(xk) := (F ′(xk))T f(xk)

❉✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱ ❧❛ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ s✉r ✉♥❡ ❜♦① ❬❧✱✉❪ ❡st ❛✉ss✐ très s✐♠♣❧❡✱ ❡♥ ❡✛❡t ∀z
♦♥ ♣r❡♥❞ ✿

z+ := max(l,min(x, u))

❘és✉❧t❛ts ♥✉♠ér✐q✉❡s ✿ ❖♥ ♣rés❡♥t❡ ❞❛♥s ✉♥ ♣r❡♠✐❡r t❡♠♣s ✷ ❡①❡♠♣❧❡s
s✐♠♣❧❡s ♣♦✉r ♠♦♥tr❡r q✉❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❝♦♥s❡r✈❡ ❧❡s q✉❛❧✐tés ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞✬✉♥❡
♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ◆❡✇t♦♥✳ P✉✐s s♦♥t ♠♦♥trés ❞❡✉① ❡①❡♠♣❧❡s ❞❛♥s ♥♦tr❡ ❝♦♥t❡①t❡ ❧❡
❝❛s t❡st ✏❊❛s② ❚❡st ❈❛s❡✑ ❞✉ ❜❡♥❝❤♠❛r❦ ▼♦▼❛s✳

❊①❡♠♣❧❡ ✶ ✿ F (x) = arctan(x)
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▲❛ ♠ét❤♦❞❡ ❛ ✉♥❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞✬♦r❞r❡ ✸ q✉✐ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❧✬♦r❞r❡ ♦❜t❡♥✉ s✐
♦♥ ✉t✐❧✐s❡ ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ◆❡✇t♦♥ ❛✈❡❝ ❧✐♥❡ s❡❛r❝❤✳

❊①❡♠♣❧❡ ✷ ✿ F (x) =

{

x2 + y2 − 2

x2 − y2 − 1
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▲❛ ♠ét❤♦❞❡ ❛ ✉♥❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞✬♦r❞r❡ ✷ q✉✐ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❧✬♦r❞r❡ ♦❜t❡♥✉ s✐
♦♥ ✉t✐❧✐s❡ ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ◆❡✇t♦♥ ❛✈❡❝ ❧✐♥❡ s❡❛r❝❤✳

❊①❡♠♣❧❡ ✸ ✿ ▼♦▼❛s ❇❡♥❝❤♠❛r❦ ✏❊❛s②❚❡st❈❛s❡✑ ✭✈♦✐r ❆♥♥❡①❡ ✷✮✱ ♦ù ♦♥ ❛
ré❞✉✐t ❧✬é❝❛rt ❡♥tr❡ ❧❡s ❝♦♥st❛♥t❡s ♣♦✉r r❡♥❞r❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❧é❣èr❡♠❡♥t ♠♦✐♥s
r❛✐❞❡ ✭❑✺❂✶✵ ❛✉ ❧✐❡✉ ❞❡ ❑✺❂✶❡✸✺✮
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❖♥ ✈♦✐t q✉❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❢❛✐t ❞❡s ♣r♦❣rès r❛♣✐❞❡ ♠❛✐s ❡♥s✉✐t❡ ❞❡✈✐❡♥t ✏❧❡♥t❡✑✳
❉❛♥s ❧❡s ❢❛✐ts ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ très ❢réq✉❡♥t❡ ❞✉ ❣r❛❞✐❡♥t ❝♦♠♠❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❞❡✲
s❝❡♥t❡ r❛❧❡♥t✐ ❧✬♦r❞r❡ ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡✳

❊①❡♠♣❧❡ ✹ ✿ ❝❛s ✸ s❡❧s
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Cas 3 sels : T=[20.3571 32.5242 5.1115 63.1043]
methode box contraintes

❖♥ ♦❜s❡r✈❡ ✉♥❡ ❞❡s❝❡♥t❡ r❛♣✐❞❡ s✉r ❧❡s ✶✵ ♣r❡♠✐èr❡s ✐tér❛t✐♦♥s✱ ♣✉✐s ✉♥❡
❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❧✐♥é❛✐r❡✱ ♣♦✉r ❛tt❡✐♥❞r❡ ❧❛ ♣ré❝✐s✐♦♥ ❞❡♠❛♥❞é❡✳

❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ✿ ❈❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ♥❡ s❡♠❜❧❡ ♣❛s êtr❡ ré❡❧❧❡♠❡♥t ❛❞❛♣té❡ ❛✉
♣r♦❜❧è♠❡ ❛✈❡❝ ✉♥ ♠✐♥✱ ❡♥ ❡✛❡t ❞❛♥s ❧❡s ❝❛s ♣r❛t✐q✉❡ ❞❡ ❧✬ét✉❞❡ ❝❤✐♠✐q✉❡ ✐❧ ❢❛✉t
❜❡❛✉❝♦✉♣ ❞✬✐tér❛t✐♦♥s✱ ❡ss❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t ❝❛✉sé❡s ♣❛r ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ tr♦♣ ❢réq✉❡♥t❡ ❞❡
❧❛ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❣r❛❞✐❡♥t ❝♦♠♠❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❞❡s❝❡♥t❡✳

✶✺✳✷ ▼♦❞✐✜❝❛t✐♦♥ ❞✉ ♣❛s

▲❡ s♦❧✈❡✉r ❑■◆❙❖▲ ❞❡ ❧❛ s✉✐t❡ ❙❯◆❉■❆▲❙ ❬✷❪ ♣r♦♣♦s❡ ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ◆❡✇t♦♥
❛✈❡❝ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❞❡ ❣❧♦❜❛❧✐s❛t✐♦♥ ❧✐♥❡ s❡❛r❝❤ ♣♦✉r rés♦✉❞r❡ ❧❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ♥♦♥✲
❧✐♥é❛✐r❡s✳ ❉✬❛✉tr❡ ♣❛rt ✐❧ ♣r♦♣♦s❡r ❧❛ ♣r✐s❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s s✉♣♣❧é♠❡♥✲
t❛✐r❡s ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ui ≥ 0 ♦✉ ui ≤ 0 ♦ù u ❡st ❧❡ ✈❡❝t❡✉r s♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡✳
❑■◆❙❖▲ ✈❛ ré❞✉✐r❡ ❧❡ ♣❛s ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ♣♦✉r êtr❡ ❝❡rt❛✐♥ q✉✬❛✉❝✉♥❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡
♥❡ s♦✐t ✈✐♦❧é❡✳ ❙✐ ✉♥ ✐téré❡ ❞❡ ◆❡✇t♦♥ ♥❡ r❡s♣❡❝t❡ ♣❛s ✉♥❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡✱ ❧❡ ♣❛s
♠❛①✐♠✉♠ ❧❡ ❧♦♥❣ ❞❡ ❧❛ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❞❡ ◆❡✇t♦♥ q✉✐ s❛t✐s❢❛✐t t♦✉t❡s ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s
❡st tr♦✉✈é✳ ❊t ❞❛♥s ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❧✐♥❡ s❡❛r❝❤ ♦♥ ♥❡ ❝❤❡r❝❤❡ ♣❧✉s ✉♥ ♣❛s ❡♥tr❡
[0, 1] ♠❛✐s ❡♥tr❡ [0, λmax]✳ ❖♥ ✈❛ ✉t✐❧✐s❡r ❝❡tt❡ t❡❝❤♥✐q✉❡ ♣♦✉r ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞❡
♣♦s✐t✐✈✐té s✉r ❝✳

❆✉tr❡♠❡♥t ❞✐t✱ s✐ ❞ ❡st ❧❛ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❞❡ ◆❡✇t♦♥ ❡t λ ❧❡ ♣❛s ❞❡ ❧❛ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❞❡
◆❡✇t♦♥✱ ❛✐♥s✐ s♦✐t d = −G′(xn)−1G(xn) ❡t ✿

xk+1 = xk + λd

❖♥ ❝❤❡r❝❤❡ ✉♥❡ ❜❛✐ss❡ ❞❡ ψ(x) = ||G(x)||22 ❧❡ ❧♦♥❣ ❞✉ s❡❣♠❡♥t [xn, xn +
λmaxd]✳

✹✷



✶✺✳✸ ◆❡✇t♦♥ ❛✈❡❝ ♣é♥❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♦❜❥❡❝t✐❢

❉❛♥s ❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ♦♥ ✉t✐❧✐s❡ ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ◆❡✇t♦♥ ❛✈❡❝ ❧✐♥❡ s❡❛r❝❤ ♦ù ❝✬❡st
❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♦❜❥❡❝t✐❢ q✉✐ ✈❛ êtr❡ ♣é♥❛❧✐sé❡ ♣♦✉r r❡s♣❡❝t❡r ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s✳ ▲❛
❢♦♥❝t✐♦♥ ♦❜❥❡❝t✐❢ q✉❡ ❧✬♦♥ s♦✉❤❛✐t❡ ♠✐♥✐♠✐s❡r ❞❡✈✐❡♥t

ψ(x) = ||G(x)||22 +
1

N2
c

(e exp(−c/r))

♦ù ❡ ❡st ❧❡ ✈❡❝t❡✉r ❞❡ (RNc)T q✉✐ ♥❡ ❝♦♥t✐❡♥t q✉❡ ❞❡s ✶ ❡t r ❡st ✉♥ ♣❛r❛♠ètr❡
q✉✐ t❡♥❞ ✈❡rs ✵✳ ❖❜s❡r✈♦♥s ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞✉ t❡r♠❡ exp(−ci

r ) ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡
ci ✿

❼ ci > 0 ❀ ❛❧♦rs ❝♦♠♠❡ r→ 0 ✱ −ci
r → −∞ ❡t ❞♦♥❝ exp(−ci

r ) → 0

❼ ci = 0 ❀ exp(−ci
r ) = 1

❼ ci < 0 ❀ ❛❧♦rs ❝♦♠♠❡ r→ 0 ✱ −ci
r → +∞ ❡t ❞♦♥❝ exp(−ci

r ) → +∞

❊♥s✉✐t❡ ♦♥ ✉t✐❧✐s❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ◆❡✇t♦♥ s❡♠✐✲❧✐ss❡ ❡t ❞❛♥s ❧❛ ♣r♦❝é❞✉r❡ ❞❡
❣❧♦❜❛❧✐s❛t✐♦♥ ❧✐♥❡ s❡❛r❝❤ ♦♥ ✉t✐❧✐s❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♦❜❥❡❝t✐❢ ♠♦❞✐✜é❡✳ ▲❡ ❝❤♦✐① ❞❡ r
❞é♣❡♥❞ ❞❡ ❧❛ ❞✐✣❝✉❧té ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡✱ ✐❧ ❢❛✉t ❢❛✐r❡ ♣❧✉s✐❡✉rs ❡ss❛✐s ♣♦✉r tr♦✉✈❡r
❧❛ ❜♦♥♥❡ ✈❛❧❡✉r ❡t ❝❤♦✐s✐r ✉♥ r s✉✣s❛♠♠❡♥t ♣❡t✐t t❡❧ q✉✬✐❧ ♥✬② ❛✐t ♣❛s ❞✬✐téré❡
♥é❣❛t✐❢✳

❘és✉❧t❛ts ♥✉♠ér✐q✉❡s é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞✉ rés✐❞✉ ❡♥ ♥♦r♠❡ ✐♥✜♥✐❡
❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ r ✿
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Cas 6 sels : T=[1 −1 1 1 1 1 1 1]
methode de penalisation fonction de merite

Evolution du residu par rapport au parametre r

▲❛ ❜❛✐ss❡ ❞✉ ♣❛r❛♠ètr❡ r ❢❛✐t ❞❡ ♣r♦❣rès ❥✉sq✉✬à ✉♥ ♣❧❛t❡❛✉✳ P♦✉r ❝❤❛q✉❡
t②♣❡ ❞❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ✐❧ ❢❛✉t ❢❛✐r❡ ✉♥❡ ♣r♦❝é❞✉r❡ ❞✬❡ss❛✐ ♣♦✉r tr♦✉✈❡r ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ r
❛❞éq✉❛t❡✱ ❞❛♥s ❝❡ ❝❛s ✻ s❡❧s ❝✬❡st r = 1e− 8✳
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✶✺✳✹ ❈♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s

❖♥ r❡♣r❡♥❞ ❧❡s ❡①❡♠♣❧❡s ✸ s❡❧s ❡t ✻ s❡❧s ♣ré❝é❞❡♥ts ♣♦✉r ❝♦♠♣❛r❡r ❧❡s ✷ ♠ét❤♦❞❡s
❞❡ ♣r✐s❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s q✉❡ ❧✬♦♥ ❛ sé❧❡❝t✐♦♥♥é✳ ❖♥ ❝❤♦✐s✐t ❝♦♠♠❡
♣♦✐♥t ✐♥✐t✐❛❧ ❧❡ ✈❡❝t❡✉r ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✐♥✐t✐❛❧❡s✱ ✐✳❡ c0 = T ❡t p0 = 0

❈♦♠♣❛r❛✐s♦♥ r❛♣✐❞✐té ❡t ♣ré❝✐s✐♦♥ ✿ ❈❛s ✸ s❡❧s ❚❂❬✷✵✳✸✺✼✶ ✸✷✳✺✷✹✷ ✺✳✶✶✶✺
✻✸✳✶✵✹✸❪

❉❛♥s ❧❡s ❞❡✉① ❝❛s ♦♥ ♦❜s❡r✈❡ ❧❡ ♠ê♠❡ ♣❤é♥♦♠è♥❡ ❡♥ ✸ ♣❤❛s❡s✳ ❊♥ ♣r❡✲
♠✐❡r ❧❡ rés✐❞✉ ❞✐♠✐♥✉❡ r❛♣✐❞❡♠❡♥t✱ ♣✉✐s ✐❧ ② ❛ ✉♥ ♣❤é♥♦♠è♥❡ ❞❡ ♣❛❧✐❡r ❡t ❡♥✜♥
✉♥❡ ❜❛✐ss❡ r❛♣✐❞❡✳ ❖♥ ✈♦✐t q✉❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ à ♣❛s ❝♦♥tr❛✐♥t ❧❡s
✐tér❛t✐♦♥s s✬❛rrêt❡♥t✱ ❡♥ ❡✛❡t ❛✈❡❝ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❧✐♥❡ s❡❛r❝❤ ♦♥ s✬❛rrêt❡ s✐ ❧❡ ❧♦♥❣
❞❡ ❧❛ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❞❡s❝❡♥t❡ ❝❛❧❝✉❧é❡ ♦♥ ♥❡ ♣❡✉t ♣❧✉s ❛♠é❧✐♦r❡r ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♦❜❥❡❝t✐❢✳

❈❛s ✻ s❡❧s ❚❂❬✶ ✲✶ ✶ ✶ ✶ ✶ ✶ ✶❪
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❆ ♥♦✉✈❡❛✉ ♦♥ ♦❜s❡r✈❡ ❧❡ ♠ê♠❡ ♣❤é♥♦♠è♥❡ ❞❡ ♣❛❧✐❡r q✉❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ✸ s❡❧s✱
♠❛✐s ❝❡tt❡ ❢♦✐s s✐ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ à ♣❛s ❝♦♥tr❛✐♥t à été ❜❡❛✉❝♦✉♣ ♣❧✉s r❛♣✐❞❡✳

❆✉ ✈✉ ❞❡ ❝❡s rés✉❧t❛ts ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ à ♣❛s ❝♦♥tr❛✐♥t s❡♠❜❧❡ ♣❧✉s r❛♣✐❞❡✱ ✐❧ r❡st❡
à ✈♦✐r s✐ ❡❧❧❡ t❡r♠✐♥❡ s♦✉✈❡♥t s✉r ✉♥ é❝❤❡❝ ❝❡ q✉✐ ❛ ♣♦✉r ❝♦♥séq✉❡♥❝❡ ❞❡ ♣❡r❞r❡
❡♥ r♦❜✉st❡ss❡ ❡t ❡♥ ♣ré❝✐s✐♦♥✳

P♦✉r❝❡♥t❛❣❡ ❞✬é❝❤❡❝ ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ✿ ❖♥ ❝❛❧❝✉❧ ✉♥ ♣♦✉r❝❡♥t❛❣❡ ♦ù ❧❛
♠ét❤♦❞❡ é❝❤♦✉❡✱ ✐✳❡ ♣♦✉r ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❧✐♥❡ s❡❛r❝❤ ♦♥ ❛ ✉♥❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❞❡s❝❡♥t❡
♠❛✐s ♦♥ ♥✬❛rr✐✈❡ ♣❛s à ❜❛✐ss❡r ❧❡ rés✐❞✉ ❧❡ ❧♦♥❣ ❞❡ ❝❡tt❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥✳ ❖♥ ré❛❧✐s❡
✶✵ ✵✵✵ t✐r❛❣❡s ❛❧é❛t♦✐r❡s ❞❡ ✈❛❧❡✉r ❞❡ ❚ ♣♦✉r ❧❡ ❝❛s ✸ s❡❧s✳ P♦✉r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡
♣é♥❛❧✐s❛t✐♦♥ ♦♥ ❛ ✷✳✺✪ ❞✬é❝❤❡❝ ❡t ♣♦✉r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ à ♣❛s ❝♦♥tr❛✐♥t ✹✵✪✳

❊♥ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ ✐❧ s❡♠❜❧❡ q✉❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❛✈❡❝ ♣é♥❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥
♦❜❥❡❝t✐❢ s♦✐t ♣ré❢ér❛❜❧❡ ❝❛r ♠ê♠❡ s✐ ❡❧❧❡ ❡st ♣❧✉s ❧❡♥t❡ ❡❧❧❡ é❝❤♦✉❡ ♠♦✐♥s s♦✉✈❡♥t
❡t ❛✐♥s✐ ❡♥ ♠♦②❡♥♥❡ ♦✛r❡ ✉♥❡ ♠❡✐❧❧❡✉r❡ ♣ré❝✐s✐♦♥✳

❊♥✜♥ ❝♦♥❝❡r♥❛♥t ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❡♥ ✸ ♣❤❛s❡s ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡✱ ✉♥❡ ✐♥t❡r✲
♣rét❛t✐♦♥ ♣♦ss✐❜❧❡ ❡st ❞❡ ❞✐r❡ q✉❡ ❧✬♦♥ ♣❛rt ❞✬✉♥ ♣♦✐♥t ✐♥✐t✐❛❧ q✉❡ ❧✬♦♥ ♣❡✉t
r❛♣✐❞❡♠❡♥t ❛♠é❧✐♦r❡r ❥✉sq✉✬à ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ ♣❛❧✐❡r ❡♥s✉✐t❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ✈❛ ❞❡ ❝❛s ❡♥
❝❛s ♣♦✉r tr♦✉✈❡r ❧❛ ❜♦♥♥❡ ③♦♥❡ ❡t ❛✐♥s✐ ❧❡ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ❞❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ q✉✐ ❛ss✉r❡ ✉♥❡
❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ r❛♣✐❞❡ ♣♦✉r t❡r♠✐♥❡r✳ ❖♥ ♣❡✉t s✉♣♣♦s❡r q✉✬❡♥ ❛♠é❧✐♦r❛♥t ❧❡ ♣♦✐♥t
✐♥✐t✐❛❧✱ ♦♥ ♣♦✉rr❛✐t é✈✐t❡r ❝❡ ♣❤é♥♦♠è♥❡ ❞❡ ♣❛❧✐❡r ❡t ❣❛❣♥❡r ❞✉ t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧✳

✶✻ ❈❤♦✐① ❞✉ ♣♦✐♥t ✐♥✐t✐❛❧

❖♥ ❡ss❛②❡ ❞❡ tr♦✉✈❡r ✉♥ ✏❜♦♥✑ ♣♦✐♥t ✐♥✐t✐❛❧ ♣♦✉r é✈✐t❡r ✉♥ ♣❤é♥♦♠è♥❡ ❞❡ ♣❛❧✐❡r✳
❖♥ ♣❡✉t ✉t✐❧✐s❡r ♥♦tr❡ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ ❞✉ s②stè♠❡ ❝❤✐♠✐q✉❡ ❛❝q✉✐s❡ ❞❛♥s ❧❛ ♣❛rt✐❡
❛♥❛❧②t✐q✉❡ ♣♦✉r ♥♦✉s ❛✐❞❡r✳ ❖♥ ❛ ✈✉ q✉❡ ❝❤❛q✉❡ ❝❛s ❡st ❞é❧✐♠✐té ♣❛r ❞❡s s✉r✲
❢❛❝❡s ❡t ♦♥t t♦✉t❡s ❡♥ ❝♦♠♠✉♥ ❧❡ ♣♦✐♥t ❝r✐t✐q✉❡✳ ❯♥❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡tt❡
♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ s❡r❛✐t ❞❡ ❞✐r❡ q✉❡ ❝❤❛q✉❡ ❝❛s ❡st ❞é❧✐♠✐té ♣❛r ❞❡s ♣❧❛♥s✱ ♦♥ ❛ ❛✐♥s✐
❧❡s ❝♦✉r❜❡s ❝r✐t✐q✉❡s ❡t ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ ❚ ♦♥ ♣❡✉t ❞✐r❡ s✐ ✉♥ ♠✐♥ér❛❧
❡st ♣rés❡♥t ♦✉ ♥♦♥✳ ❆✐♥s✐ ♦♥ ♣❡✉t ❡ss❛②❡r ❞❡ tr♦✉✈❡r ✉♥ ♣♦✐♥t ✐♥✐t✐❛❧ q✉✐ ❡st
❞❛♥s ❧❡ ❜♦♥ ❝❛s✳
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P❛r ❡①❡♠♣❧❡ ♣♦✉r ❧❡ ❝❛s ✷ s❡❧s✱ ♦♥ ❝❛❧❝✉❧ ❧❡ ♣♦✐♥t ❝r✐t✐q✉❡✳ ❊♥s✉✐t❡ ♦♥ ré❛❧✐s❡
✉♥❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❡s ❝♦✉r❜❡s ❝r✐t✐q✉❡s ♣❛r ❞❡s ❞r♦✐t❡s✳ ▲❡s ✹ ❝♦✉r❜❡s ❝r✐t✐q✉❡s
♦❜t❡♥✉❡s ❛✐♥s✐ s♦♥t ❧❡s ✷ ❡♥ ♣♦✐♥t✐❧❧és ❡t ❧❡s ✷ q✉✐ ❞é❧✐♠✐t❡♥t ❧❡ ❝❛s ♦ù ❧❡s ✷ s❡❧s
s♦♥t ♣rés❡♥ts✳ ❯♥❡ ❢♦✐s q✉❡ ❧✬♦♥ ❛ ✐❞❡♥t✐✜é ❧❡ ❝❛s ❞❛♥s ❧❡q✉❡❧ ♦♥ s❡ tr♦✉✈❡✱ ♦♥
♣❡✉t ❝❤♦✐s✐r ✉♥ ♣♦✐♥t ✐♥✐t✐❛❧ ❞❛♥s ❝❡ ❝❛s✳

❘és✉❧t❛ts ♥✉♠ér✐q✉❡s ❛✈❡❝ ❝❡ ♣♦✐♥t ✐♥✐t✐❛❧ ✿

❼ ❖♥ ❝❛❧❝✉❧ ❧❡ ♣♦✉r❝❡♥t❛❣❡ ❞✬é❝❤❡❝ ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ♣♦✉r ❧❡s ❞✐✛ér❡♥ts ♣♦✐♥ts
✐♥✐t✐❛✉① ✭t✐r❛❣❡ ❛❧é❛t♦✐r❡ ❞❡ ✹✵✵✵ ✈❛❧❡✉rs ❞❡ ❚✮

❖♥ ✈♦✐t q✉❡ ❧❡ ♥♦✉✈❡❛✉ ♣♦✐♥t ❝r✐t✐q✉❡ ❛✉❣♠❡♥t❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬é❝❤❡❝ ❛✈❡❝ ❧❛
♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ♣é♥❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♦❜❥❡❝t✐❢✳ ❯♥❡ ❡①♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♣♦✉r ❝❡❧❛ ❡st
q✉❡ ❞❛♥s ❝❡rt❛✐♥s ❝❛s ❧❡ ♣♦✐♥t ✐♥✐t✐❛❧ ❡st ❞❛♥s ❧❡ ❜♦♥ ❝❛s ♠❛✐s ❞♦♥♥❡ ✉♥❡ ✈❛❧❡✉r
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é❧❡✈é❡ ❞✉ rés✐❞✉ ❡t ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❡st ❞♦♥❝ t❡♥té❡ ❞❡ ❝❤❛♥❣❡r ❞❡ ❝❛s ♣♦✉r ❜❛✐ss❡r
❧❡ rés✐❞✉ ❡t ♦♥ ❛✐♥s✐ ♦♥ ♣❡r❞ ❧✬❛✈❛♥t❛❣❡ q✉❡ ❧✬♦♥ ❛✈❛✐t✳ ❯♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♣♦✉r ré❣❧❡r
❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡ s❡r❛✐t ❞❡ ré❛❧✐s❡r q✉❡❧q✉❡s ✐tér❛t✐♦♥s ❡♥ ❢♦rç❛♥t ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ à r❡st❡r
❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ✜①é ♣❛r ❧❛ ♣♦✐♥t ✐♥✐t✐❛❧✳

❼ ❊♥s✉✐t❡ ♦♥ ❝♦♠♣❛r❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬✐tér❛t✐♦♥s ♠♦②❡♥♥❡ ✭✉♥ t✐r❛❣❡ ❛❧é❛t♦✐r❡
❞❡ ✹✵✵✵ ✈❛❧❡✉rs ❞❡ ❚✮ ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ◆❡✇t♦♥✳

❖♥ ✈♦✐t q✉✬❛✈❡❝ ❧❡ ♥♦✉✈❡❛✉ ♣♦✐♥t ✐♥✐t✐❛❧ ♦♥ ré❛❧✐s❡ ✸ ❢♦✐s ♠♦✐♥s ❞✬✐tér❛t✐♦♥s✳

❼ ❖♥ ❝♦♠♣❛r❡ ❧❛ ♣r♦❣r❡ss✐♦♥ ❞✉ ❝❛s ✸ s❡❧s ❝♦♥s✐❞éré ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t ❛✈❡❝ ❧❡
♥♦✉✈❡❛✉ ♣♦✐♥t ✐♥✐t✐❛❧

❖♥ ✈♦✐t q✉❡ ❧❡ ♣❤é♥♦♠è♥❡ ❞❡ ♣❛❧✐❡r à été é❧✐♠✐♥é ❝❡ q✉✐ ❝♦♥✜r♠❡ ❧❡ ❢❛✐t q✉❡
❧✬♦♥ ❞✐♠✐♥✉❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬✐tér❛t✐♦♥ à ❡✛❡❝t✉❡r✳
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P❛rt ■❱

❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

▲❡ tr❛✈❛✐❧ ❞❡ ❝❡ st❛❣❡ ét❛✐t ❝❡♥tré s✉r ❧✬ét✉❞❡ ❞✉ s②stè♠❡ ❞❡ ❝❤✐♠✐❡ ✉t✐❧✐sé ♥♦✲
t❛♠♠❡♥t ❞❛♥s ❧❡ ❝♦♥t❡①t❡ ❞✉ tr❛♥s♣♦rt ré❛❝t✐❢✳

◆♦✉s ❛✈♦♥s ✈✉ ❞❛♥s ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ♣❛rt✐❡ ❝♦♠♠❡♥t ❝❤♦✐s✐r ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞✉ ♣r♦❜✲
❧è♠❡ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞✬❛❝t✐♦♥ ❞❡ ♠❛ss❡ q✉✐ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t ❛✉① ré❛❝t✐♦♥s
❞❡ s♦r♣t✐♦♥ ❡t ❞❡ ♣ré❝✐♣✐t❛t✐♦♥✲❞✐ss♦❧✉t✐♦♥ s♦✉s ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ q✉❡ ❧❡s ré❛❝t✐♦♥s
s♦♥t t♦✉❥♦✉rs à ❧✬éq✉✐❧✐❜r❡✳ ❈✬❡st ❝❡tt❡ ❤②♣♦t❤ès❡ q✉✐ ♣❡r♠❡t ❛✉ s②stè♠❡ ❞❡
❝❤✐♠✐❡ ❞✬❛✈♦✐r ✉♥❡ str✉❝t✉r❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧❡✳ P♦✉r ❧❡s ré❛❝t✐♦♥s ❞❡ ♣ré❝✐♣✐t❛t✐♦♥✲
❞✐ss♦❧✉t✐♦♥ ❝♦♠♠❡ ♦♥ ❛ ✉♥ ♣❤é♥♦♠è♥❡ ❞❡ s❛t✉r❛t✐♦♥ ❧❡ s②stè♠❡ ❝♦♥t✐❡♥t ✉♥
♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❝♦♠♣❧é♠❡♥t❛r✐té q✉❡ ❧✬♦♥ ❝❤♦✐s✐t ❞❡ r❡❢♦r♠✉❧❡r ❣râ❝❡ à ❧❛ ❈✲❢♦♥❝t✐♦♥
♠✐♥✳

❊♥s✉✐t❡ ❞❛♥s ❧❛ s❡❝♦♥❞❡ ♣❛rt✐❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♣r♦♣♦sé ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❛♥❛❧②✲
t✐q✉❡ ♣♦✉r ❛♥❛❧②s❡r ❧❡ s②stè♠❡ ❞❡ ❝❤✐♠✐❡ q✉✐ ♥❡ ❝♦♥❝❡r♥❡ q✉❡ ❧❡s ré❛❝t✐♦♥s ❞❡
♣ré❝✐♣✐t❛t✐♦♥✲❞✐ss♦❧✉t✐♦♥✳ ❈❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ❛♥❛❧②t✐q✉❡ ♣♦ssè❞❡ ❧✬❛✈❛♥t❛❣❡ ❞❡ ❞♦♥✲
♥❡r ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❡①❛❝t❡s✳ ▲❛ ❝♦♥tr❡♣❛rt✐❡ ❞❡ ❝❡tt❡ ♣ré❝✐s✐♦♥ ❡st q✉❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡
r❡♣♦s❡ s✉r ✉♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❝♦♠❜✐♥❛t♦✐r❡ ❡t s✉r ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ s②stè♠❡s ♣♦❧②♥♦✲
♠✐❛✉①✳ ▲✬ét✉❞❡ ❞✉ ❝❛s à ✻ s❡❧s ♥♦✉s ❛ ♣❡r♠✐s ❞❡ ✈♦✐r q✉✬à ♣r✐♦r✐ ❧❛ ❝♦♠❜✐♥❛t♦✐r❡
♥✬❡st ♣❛s ✉♥ s✐ ❣r♦s ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ♣❧✉s ❞❛♥s ❧❛ ♣r❛t✐q✉❡ ♦♥ ❛ ❞❡s r❛✐s♦♥s ❞❡ ♣❡♥s❡r
q✉✬✐❧ ♥✬② ❛ ♣❛s ❜❡❛✉❝♦✉♣ ❞❡ ♠✐♥ér❛✉① ✐♥t❡r✈❡♥❛♥t ❞❛♥s ❧❛ ❝❤✐♠✐❡✳ ■❧ s❡♠❜❧❡ q✉❡
❧❡ ❢❛❝t❡✉r ❧✐♠✐t❛♥t ❞❡ ❝❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❡st ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ s②stè♠❡s ♣♦❧②♥♦♠✐❛✉①
❝❡ q✉✐ ♥é❝❡ss✐t❡r❛ ❞❡ ♥♦✉✈❡❛✉① t❡sts ♣❧✉s ❝♦♠♣❧❡①❡s✳

❊♥✜♥ ❞❛♥s ❧❛ ❞❡r♥✐èr❡ ♣❛rt✐❡ s✉r ❧✬ét✉❞❡ ♥✉♠ér✐q✉❡✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ✈✉ ❝♦♠♠❡♥t
r❡❢♦r♠✉❧❡r ❡t ♣r❡♥❞r❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧❡s ❞✐✣❝✉❧tés s♣é❝✐✜q✉❡s ❞✉ s②stè♠❡ ❞❡ ❝❤✐♠✐❡
♣♦✉r ✉t✐❧✐s❡r ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ◆❡✇t♦♥ s❡♠✐✲❧✐ss❡✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ♥♦✉s ❛✈♦♥s
sé❧❡❝t✐♦♥♥é ❞❡✉① ♠ét❤♦❞❡s ♣♦✉r ♣r❡♥❞r❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞❡ ♣♦s✐t✐✈✐té
s✉r c✳ ▲❛ ♠ét❤♦❞❡ à ♣❛s ❝♦♥tr❛✐♥t ❜✐❡♥ q✉❡ ♣❧✉s r❛♣✐❞❡ s❡♠❜❧❡ é❝❤♦✉❡r tr♦♣
s♦✉✈❡♥t ♣♦✉r êtr❡ ✜❛❜❧❡✳ ❊♥ é❝❤❛♥❣❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ à ♣é♥❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥
♦❜❥❡❝t✐❢ ❡st ♣❧✉s ❧❡♥t❡ ♠❛✐s ♣❧✉s ✜❛❜❧❡✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ♣✉ r❡♠❛rq✉❡r q✉❡ ♣♦✉r ❝❡s
✷ ♠ét❤♦❞❡s ✐❧ ② ❛✈❛✐t ✉♥ ♣❤é♥♦♠è♥❡ ❞❡ ♣❛❧✐❡r q✉✐ r❛❧❡♥t✐ ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡✳ ❈❡
♣❤é♥♦♠è♥❡ ❞❡ ♣❛❧✐❡r ❡st ❝❛✉sé ♣❛r ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❛ ❜❡s♦✐♥ ❞❡ t❡♠♣s ♣♦✉r
s❡ tr♦✉✈❡r ❞❛♥s ❧❡ ❜♦♥ ❝❛s ❛✈❛♥t ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡r ✈❡rs ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥✳ ▲❛ ❞❡r♥✐èr❡ s❡❝t✐♦♥
❞❡ ❝❡tt❡ ♣❛rt✐❡ ❛ ♠♦♥tré q✉✬❡♥ ❝❤♦✐s✐ss❛♥t ✉♥ ♥♦✉✈❡❛✉ ♣♦✐♥t ✐♥✐t✐❛❧ ❞❛♥s ❧❡ ❜♦♥
❝❛s ♦♥ ❛♠é❧✐♦r❛✐t ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ à ♣é♥❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥
♦❜❥❡❝t✐❢✳ ❈❡ ♥♦✉✈❡❛✉ ♣♦✐♥t ✐♥✐t✐❛❧ ét❛♥t ♦❜t❡♥✉ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡ ♣♦✐♥t ❝r✐t✐q✉❡
❝❛❧❝✉❧é ❞❛♥s ❧❛ ♣❛rt✐❡ ❛♥❛❧②t✐q✉❡ ❡t ❡♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛♥t ❧❡s ❝♦✉r❜❡s ❝r✐t✐q✉❡s✳
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❖✉✈❡rt✉r❡

◆♦✉s ❛✈♦♥s ♣✉ ❛✉ ❝♦✉rs ❞❡ ❝❡ tr❛✈❛✐❧ ♦❜s❡r✈❡r ♣❧✉s✐❡✉rs ❛♣♣r♦❝❤❡s ♣♦✉r ❧❛ ré✲
s♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ s②stè♠❡ ❞❡ ❝❤✐♠✐❡✳ ❈❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ét❛✐❡♥t ❝♦♥❝❡♥tré❡s s✉r ❧❛ ❝❤✐♠✐❡
♦ù s❡✉❧❡s ❛♣♣❛r❛✐ss❡♥t ❞❡s ré❛❝t✐♦♥s ❞❡ ♣ré❝✐♣✐t❛t✐♦♥✲❞✐ss♦❧✉t✐♦♥✱ ❧❛ q✉❡st✐♦♥ s❡
♣♦s❡ ❞♦♥❝ ❞❡s ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥s à ❛♣♣♦rt❡r s✐ ♦♥ ❣é♥ér❛❧✐s❡ ❝❡ s②stè♠❡ ❡♥ ② ❛❥♦✉t❛♥t
❧❡s ré❛❝t✐♦♥s ❞❡ s♦r♣t✐♦♥✳ ❈❡s é✈❡♥t✉❡❧❧❡s ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥s ♦♥t été r❛♣✐❞❡♠❡♥t ❞✐s✲
❝✉té❡s ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✶✷ ❡t ♥é❝❡ss✐t❡r♦♥t ❧✬ét✉❞❡ ❞✬❡①❡♠♣❧❡s ♣♦✉r ❡st✐♠❡r s❛
❞✐✣❝✉❧té✳

▲✬❛❥♦✉t ❞❡ ❝❡s ré❛❝t✐♦♥s ❞❡ s♦r♣t✐♦♥ ♥❡ ❞❡✈r❛✐t ♣❛s ❛❧tér❡r ❧❡s rés✉❧t❛ts
♦❜t❡♥✉s ❞❛♥s ❧✬ét✉❞❡ ♥✉♠ér✐q✉❡ ét❛♥t ❞♦♥♥é q✉✬❡❧❧❡s ♥❡ ♣rés❡♥t❡♥t ♣❛s ✉♥❡ ❞✐❢✲
✜❝✉❧té s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡✳

❖♥ ❛ ✈✉ ❡♥ ✜♥ q✉❡ ❧✬ét✉❞❡ ❛♥❛❧②t✐q✉❡ ♥♦✉s ♣❡r♠❡tt❛✐t ❞✬♦❜t❡♥✐r ✉♥ ✑❜♦♥✑
♣♦✐♥t ✐♥✐t✐❛❧✳ ❆ ♥♦✉✈❡❛✉ ✐❧ ❢❛✉❞r❛✐t ét✉❞✐❡r ❞❡ ♥♦✉✈❡❛✉① ❡①❡♠♣❧❡s ♣♦✉r ❝♦♥✜r♠❡r
q✉❡ ❧✬❤❡✉r✐st✐q✉❡ ✉t✐❧✐sé❡ ♣♦✉r ❞ét❡r♠✐♥❡r ❧❡ ♣♦✐♥t ✐♥✐t✐❛❧ ❡st ✜❛❜❧❡✳

❉❛♥s ❧✬ét✉❞❡ ♥✉♠ér✐q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♦❜s❡r✈é q✉❡ ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ét✉❞✐é❡s ❛✈❛✐❡♥t
✉♥ ♣♦✉r❝❡♥t❛❣❡ ♥♦♥✲♥é❣❧✐❣❡❛❜❧❡ ❞✬é❝❤❡❝s✳ ❉❛♥s ❝❡ tr❛✈❛✐❧ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❝❤♦✐s✐
❞✬✉t✐❧✐s❡r ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❧✐♥❡ s❡❛r❝❤ ♣❛r s❛ s✐♠♣❧✐❝✐té ❞❡ ♠✐s❡ ❡♥ ❄✉✈r❡ ♠❛✐s
✉t✐❧✐s❡r à ❧❛ ♣❧❛❝❡ ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ré❣✐♦♥ ❞❡ ❝♦♥✜❛♥❝❡ ré♣✉té❡ ♣❧✉s r♦❜✉st❡
❞❡✈r❛✐t ♣❡r♠❡ttr❡ ❞❡ ré❞✉✐r❡ ❢♦rt❡♠❡♥t ❝❡ t❛✉① ❞✬é❝❤❡❝s✳ ❈❡❧❛ ♥✬❡✛❛❝❡r❛✐t ♣❛s
❧❡s tr❛✈❛✉① ré❛❧✐sés ❝❛r ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ♣r♦♣♦sé❡s ♣♦✉r ♣r❡♥❞r❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧❡s
❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞❡ ♣♦s✐t✐✈✐té ♣❡✉✈❡♥t très ❜✐❡♥ s✬❛❞❛♣t❡r ❛✉ ❝❛s ❞❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ré❣✐♦♥
❞❡ ❝♦♥✜❛♥❝❡✳

❊♥✜♥ ❝❡tt❡ ét✉❞❡ s✉r ❧❡ s②stè♠❡ ❞❡ ❝❤✐♠✐❡ ♣♦✉rr❛✐t êtr❡ ✐♥té❣ré ❞❛♥s ✉♥ ❝♦❞❡
❞❡ tr❛♥s♣♦rt ré❛❝t✐❢ ♣♦✉r êtr❡ ❝♦♠♣❛ré à ❞✬❛✉tr❡s ♠ét❤♦❞❡s ❡①✐st❛♥t❡s✳
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P❛rt ❱

❆♣♣❡♥❞✐❝❡

❆ ❈❛❧❝✉❧s ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s ✿ ❡①❡♠♣❧❡ ✸ s❡❧s

P♦✉r ré❛❧✐s❡r ❧❡s ❝❛❧❝✉❧s ❡t ♦❜t❡♥✐r ❧❡s ❝♦✉r❜❡s ❝r✐t✐q✉❡s ♦♥ s❡ r❛♠è♥❡ à ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥
❞✉ s②stè♠❡ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ci✳

❈❛s ✶ ✿ ✵ s❡❧ ❂❃ p1 = p2 = p3 = 0 ▲❡ s②stè♠❡ ❞❡✈✐❡♥t ✿







































c1 = T1

c2 = T2

c3 = T3

c1c4 < K1

c2c4 < K2

c2c3c
3
4 < K3

▲❡s s♦❧✉t✐♦♥s s♦♥t c1 = T1✱ c2 = T2 ✱ c3 = T3 ❡t c4 = T4✱ à ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞❡
✈ér✐✜❡r ❧❡s ✐♥é❣❛❧✐tés ✿











T1T4 < K1

T2T4 < K2

T2T3T
3
4 < K3

❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ ♥❡✉tr❛❧✐té é❧❡❝tr✐q✉❡✱ ♦♥ ❛ ✿











T 2
1 + T1(T2 + 2T3)−K1 < 0

T 2
2 + T2(T1 + 2T3)−K2 < 0

T2T3(T1 + T2 + 2T3)
3 −K3 < 0

❘❡♠❛rq✉❡ ✷ ✿ ❙♦✐t ✉♥ ♣♦❧②♥ô♠❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ x2+x(Ti+2T3)−Kj ✱ ❝❡ ♣♦❧②♥ô♠❡

♣♦ssè❞❡ ❞❡✉① r❛❝✐♥❡s xij = − 1
2Ti−T3 +

−
1
2

√

T 2
i + 4TiT3 + 4T 2

3 + 4Kj ✱ ❧❡ ♣♦❧②♥ô♠❡

❡st ♥é❣❛t✐❢ ❡♥tr❡ ❧❡s r❛❝✐♥❡s✳ ❙✐ ♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ ❚ ♣♦s✐t✐✈❡s✱ ❛❧♦rs ✐❧
② ❛ ✉♥❡ s❡✉❧❡ r❛❝✐♥❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ✿ xij = − 1

2Ti − T3 +
1
2

√

T 2
i + 4TiT3 + 4T 2

3 + 4Kj ✳

❘❡♠❛rq✉❡ ✸ ✿ ❖♥ ❛ ❞❡s ❢♦r♠✉❧❡s ♣♦✉r ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❡s r❛❝✐♥❡s ❞✉ ♣♦❧②♥ô♠❡
T2T3(T1 + T2 + 2T3)

3 −K3 = 0 ♠❛✐s ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❡st ❝♦♠♣❧✐q✉é❡✳

❈❛s ✷ ✿ ✸ s❡❧s ❂❃ p1 > 0✱ p2 > 0✱ p3 > 0 ▲❡ s②stè♠❡ ❞❡✈✐❡♥t ✿

✺✵









































c1 < T1

c2 < T2 − T3 + c3

c3 < T3

c1c4 = K1

c2c4 = K2

c2c3c
3
4 = K3

❖♥ ✉t✐❧✐s❡ ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ c4 = c1+ c2+2c3 ♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r ✉♥ ♣♦❧②♥ô♠❡ ❞❡ ❞❡❣ré
✸ ❡♥ c4✿

c34 − c4(K1 +K2)− 2K3

K2
✱ ♦r ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ✉♥✐q✉❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♣♦s✐t✐✈❡ q✉❡ ❧✬♦♥ ❛

❞é❥à ✈✉❡ c4 = T p
4 ✳ ▲❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❞✉ s②stè♠❡ s♦♥t c1 = T p

1 ✱ c2 = T p
2 ✱ c3 = T p

3 ❡t
c4 = T p

4 ✱ s♦✉s ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ✿











T p
1 < T1

T p
2 − T p

3 + T3 < T2

T p
3 < T3

❈❛s ✸ ✿ ✶ s❡❧ ✭♣✶✮ ❂❃ p1 > 0✱ p2 = 0✱ p3 = 0 ▲❡ s②stè♠❡ ❞❡✈✐❡♥t ✿







































c1 < T1

c2 = T2

c3 = T3

c1c4 = K1

c2c4 < K2

c2c3c
3
4 < K3

❖♥ ✉t✐❧✐s❡ ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ c4 = c1 + c2 + 2c3✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ✉♥ ♣♦❧②♥ô♠❡ ❞❡ ❞❡❣ré
✷ ❡♥ c1❀ c

2
1 + c1(c2 + 2c3) −K1 = c21 + c1(T2 + 2T3) −K1✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ✉♥✐q✉❡

r❛❝✐♥❡ ♣♦s✐t✐✈❡ c̄1 ♣♦✉r ❚ ♣♦s✐t✐❢ q✉❡ ❧✬♦♥ ❛ r❡♥❝♦♥tré ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ✶ ❡t q✉✐ ❞é♣❡♥❞
❞❡ T2 ❡t T3✳ ▲❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❞❡ ❝❡ s②stè♠❡ s♦♥t c1 = c̄1✱ c2 = T2✱ c3 = T3❡t
c4 = c̄1 + T2 + 2T3✱ à ❝♦♥❞✐t✐♦♥ q✉❡ ✿



















c̄1 < T1

c̄1c4 = K1

T2c4 < K2

T2T3c
3
4 < K3

❖♥ ♣❡✉t é❧✐♠✐♥❡r c4✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ✿











c̄1 < T1
K2

K1
c̄1 − T2 > 0

K3

T2K3
1
c̄1

3 − T3 > 0

✺✶



❖♥ ♣❡✉t ♥♦t❡r q✉❡ K2

T3+
√

T 2
3 +K1+K2

❡st ❧✬✉♥✐q✉❡ r❛❝✐♥❡ ré❡❧❧❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ❞❡

K2

K1
c̄1 − T2

❈❛s ✹ ✿ ✶ s❡❧ ✭♣✷✮ ❂❃ p1 = 0✱ p2 > 0✱ p3 = 0 ▲❡ s②stè♠❡ ❞❡✈✐❡♥t ✿







































c1 = T1

c2 < T2

c3 = T3

c1c4 < K1

c2c4 = K2

c2c3c
3
4 < K3

❖♥ ✉t✐❧✐s❡ ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ c4 = c1 + c2 + 2c3✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ✉♥ ♣♦❧②♥ô♠❡ ❞❡ ❞❡❣ré
✷ ❡♥ c2❀ c

2
2 + c2(c1 + 2c3) −K2 = c22 + c2(T1 + 2T3) −K2✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ✉♥✐q✉❡

r❛❝✐♥❡ ♣♦s✐t✐✈❡ c̄2 ♣♦✉r ❚ ♣♦s✐t✐❢ q✉❡ ❧✬♦♥ ❛ r❡♥❝♦♥tré ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ✶ ❡t q✉✐ ❞é♣❡♥❞
❞❡ T1 ❡t T3✳ ▲❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❞❡ ❝❡ s②stè♠❡ s♦♥t c2 = c̄2✱ c1 = T1✱ c3 = T3❡t
c4 = c̄2 + T1 + 2T3✱ à ❝♦♥❞✐t✐♦♥ q✉❡ ✿



















c̄2 < T2

c̄2c4 = K2

T1c4 < K1

c̄2T3c
3
4 < K3

❖♥ ♣❡✉t é❧✐♠✐♥❡r c4✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ✿











T1 − K1

K2
c̄2 < 0

c̄2 < T2

T3 − K3

K3
2
c̄2

2 < 0

❖♥ ♣❡✉t ♥♦t❡r q✉❡ K1

T3+
√

T 2
3 +K1+K2

❡st ❧✬✉♥✐q✉❡ r❛❝✐♥❡ ré❡❧❧❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ❞❡

K1

K2
c̄2 − T1

❈❛s ✺ ✿ ✶ s❡❧ ✭♣✸✮ ❂❃ p1 = 0✱ p2 = 0✱ p3 > 0 ▲❡ s②stè♠❡ ❞❡✈✐❡♥t ✿







































c1 = T1

c2 = T2 − T3 + c3

c3 < T3

c1c4 < K1

c2c4 < K2

c2c3c
3
4 = K3

❖♥ ♦❜t✐❡♥t ✉♥ ♣♦❧②♥ô♠❡ ❞❡ ❞❡❣ré ✺ ❡♥ c3✿ K3 − (T2 − T3 + c3)c3(T1 + T2 −
T3 + 3c3)

3✳ ❙♦✐t ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ ♣♦❧②♥ô♠❡ ❞❡ ❞❡❣ré ✺ ❡♥ c3✿ f(T1, T2, T3)✳ ❆❧♦rs
❧❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❞✉ s②stè♠❡s s♦♥t c3 = f(T1, T2, T3)✱ c2 = T2 − T3 + f(T1, T2, T3) ❡t
c1 = T1✱ s♦✉s ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✿

✺✷













f(T1, T2, T3) < T3

T1(T1 + T2 − T3 + 3f(T1, T2, T3))−K1 < 0

(T2 − T3 + f(T1, T2, T3))(T1 + T2 − T3 + 3f(T1, T2, T3))−K2 < 0

❈❛s ✻ ✿ ✷ s❡❧s ✭♣✶✮ ❡t ✭♣✷✮ ❂❃ p1 > 0✱ p2 > 0✱ p3 = 0 ▲❡ s②stè♠❡ ❞❡✈✐❡♥t
✿







































c1 < T1

c2 < T2

c3 = T3

c1c4 = K1

c2c4 = K2

c2c3c
3
4 < K3

❖♥ ✉t✐❧✐s❡ ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ c4 = c1 + c2 + 2c3✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ✉♥ ♣♦❧②♥ô♠❡ ❞❡
❞❡❣ré ✷ ❡♥ c4 ✿ c24 − 2c4c3 − K1 − K2✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ✉♥✐q✉❡ r❛❝✐♥❡ ♣♦s✐t✐✈❡
c4 = c3 +

√

c23 +K1 +K2✳ ▲❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❞✉ s②stè♠❡ s♦♥t c3 = T3✱ c4 =

T3 +
√

T 2
3 +K1 +K2✱ c1 = K1

c4
❡t c2 = K2

c4
✱ s♦✉s ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ✿











c1 < T1

c2 < T2

K2c3c
2
4 < K3(∗)

❖♥ ✐♥❥❡❝t❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ c4 = T3 +
√

T 2
3 +K1 +K2✳ ❞❛♥s ✭✯✮✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ✿

K3−K2T3(T3+
√

T 2
3 +K1 +K2)

2 > 0 ✱ ♦♥ r❡♠❛rq✉❡ q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ✉♥✐q✉❡

r❛❝✐♥❡ ré❡❧❧❡ ❛✉ ♣♦❧②♥ô♠❡ K3 −K2T3( T3 +
√

T 2
3 +K1 +K2)

2 ❡t ❞❡ ♣❧✉s ❝❡tt❡
r❛❝✐♥❡ ❡st T p

3 ✳ ▲❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞❡✈✐❡♥♥❡♥t ✿











c1 < T1

c2 < T2

T p
3 > T3

❈❛s ✼ ✿ ✷ s❡❧s ✭♣✶✮ ❡t ✭♣✸✮ ❂❃ p1 > 0✱ p3 > 0✱ p2 = 0 ▲❡ s②stè♠❡ ❞❡✈✐❡♥t
✿







































c1 < T1

c2 = T2 − T3 + c3

c3 < T3

c1c4 = K1

c2c4 < K2

c2c3c
3
4 = K3

✺✸



❖♥ ✉t✐❧✐s❡ ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ c4 = c1 + c2 + 2c3 = K1

c4
+ T2 − T3 + 3c3✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t

✉♥ ♣♦❧②♥ô♠❡ ❞❡ ❞❡❣ré ✷ ❡♥ c4✿ c
2
4+c4(T3−T2−3c3)−K1 q✉✐ ♣♦ssè❞❡ ✉♥❡ ✉♥✐q✉❡

r❛❝✐♥❡ ré❡❧❧❡ ♣♦s✐t✐✈❡✱ c̄4 = 1
2 (−T3+T2+3c3+

√

9c23 + 6c3T2 − 6c3T3 + T 2
2 − 2T2T3 + T 2

3 + 4K1)✳
❖♥ ✉t✐❧✐s❡ ❝❡tt❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❞❡ c4 ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ c3♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r ✉♥ ♣♦❧②♥ô♠❡

❞❡ ❞❡❣ré ✺ ❡♥ c3✿ (T2−T3+ c3)c3(c̄4)3−K3✳ ❖♥ s✉♣♣♦s❡ q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ✉♥✐q✉❡
r❛❝✐♥❡ ré❡❧❧❡ ♣♦s✐t✐✈❡ à ❝❡ ♣♦❧②♥ô♠❡ ❡t ♦♥ ♥♦t❡ c3 = g(T2, T3)✳ ▲❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❞✉
s②stè♠❡ s♦♥t ✿ c3 = g(T2, T3)✱ c4 = c∗4(g(T2, T3))✱c2 = T2 − T3 + g(T2, T3) ❡t
c1 = K1

c4
✱ s♦✉s ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✿











c1 < T1

c3 < T3

c2c4 < K2

❈❛s ✽ ✿ ✷ s❡❧s ✭♣✷✮ ❡t ✭♣✸✮ ❂❃ p1 = 0✱ p2 > 0✱ p3 > 0 ▲❡ s②stè♠❡ ❞❡✈✐❡♥t
✿







































c1 = T1

c2 < T2 − T3 + c3

c3 < T3

c1c4 < K1

c2c4 = K2

c2c3c
3
4 = K3

❖♥ ✉t✐❧✐s❡ ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ c4 = c1 + c2 + 2c3 = T1 +
K2

c4
+ 2 K3

K2c24
✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ✉♥

♣♦❧②♥ô♠❡ ❞❡ ❞❡❣ré ✸ ❡♥ c4✿ c
3
4 − c24T1 − c4K2 + 2K3

K2
✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ✉♥✐q✉❡ r❛❝✐♥❡

ré❡❧❧❡ ♣♦s✐t✐✈❡ à ❝❡ ♣♦❧②♥ô♠❡ q✉❡ ❧✬♦♥ ♥♦♠♠❡ c∗4(T1)✳ ▲❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❞✉ s②stè♠❡
s♦♥t c4 = c∗4(T1)✱ c1 = T1✱c2 = K2

c∗4
❡t c3 = K3

K2(c∗4)
2 ✱ s♦✉s ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✿











c2 < T2 − T3 + c3

c3 < T3

c1c4 < K1

✺✹



❇ ❇❡♥❝❤♠❛r❦ ▼♦▼❛s ❚r❛♥s♣♦rt ❘é❛❝t✐❢ ✏❊❛s②
❚❡st ❈❛s❡✑

❖♥ ♣❡✉t ♥♦t❛♠♠❡♥t s❡ s❡r✈✐r ❝♦♠♠❡ ❡①❡♠♣❧❡ ❞✉ ❝❛s t❡st ✏❊❛s② t❡st ❝❛s❡✑ ♣r♦✲
♣♦sé ♣❛r ❧❡ ❣r♦✉♣❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ▼♦▼❛s ❞❛♥s ❧❡ ❝♦♥t❡①t❡ ❞✉ tr❛♥s♣♦rt ré❛❝t✐❢
❬✶❪✱ q✉✐ ♣r♦♣♦s❡ ♣❧✉s✐❡✉rs ❞✐✣❝✉❧tés ❞✬✉♥❡ ♣❛rt ♣♦✉r ❧❛ ❣r❛♥❞❡ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ❞❡
♠❛❣♥✐t✉❞❡ ❡♥tr❡ ❧❡s ❝♦♥st❛♥t❡s ❡t ❞✬❛✉tr❡ ♣❛rt ❧❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡s
st÷❝❤✐♦♠étr✐q✉❡ s♦♥t ✐♠♣♦rt❛♥ts é❣❛❧❡♠❡♥t✳

◗✉✐ ♥♦✉s ❞♦♥♥❡ ✉♥ s②stè♠❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ✿































































































α1 = K1c
−1
2

α2 = K2c2c3

α3 = K3c
−1
2 c4

α4 = K4c
−4
2 c3c4

α5 = K5c
4
2c

3
3c4

β1 = K6c
3
2c3s

β2 = K7c
−3
2 c4s

2

T1 = c1

T2 = c2 − α1 + α2 − α3 − 4α4 + 4α5 + 3β1 − 3β2

T3 = c3 + α2 + α4 + 3α5 + β1

T4 = c4 + α3 + 3α4 + α5 + β2

T5 = s+ β1 + 2β2

▲✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❢♦r♠❡❧ ❞❡ ❝❡ ❝❛❧❝✉❧ ♣❛r ❞❡s ❜❛s❡s ❞❡ ●rö❜♥❡r ❛ été ♠❡♥t✐♦♥♥é

✺✺



❞❛♥s ❬✶✼❪✳
❖♥ r❡♠♣❧❛❝❡ ❧❡s α ❡t ❧❡s β ❞❛♥s ❧❡s ❧♦✐s ❞❡ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥s✳ ▲✬éq✉❛t✐♦♥ T1 = c1

ét❛♥t tr✐✈✐❛❧ ♦♥ ♣❡✉t ❧❛ ♠❡ttr❡ ❞❡ ❝ôté✳ ❖♥ ♦❜t✐❡♥t ✉♥ s②stè♠❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❞❡
q✉❛tr❡ éq✉❛t✐♦♥s à ✹ ✐♥❝♦♥♥✉❡s ✭c2✱ c3✱ c4 ❡t s✮✳



















−4K5c
3
3c4c2

8 − 3K6c3sc
7
2 + (−c3K2 − 1)c52 + T2c

4
2 + (c4K2 +K1)c

3
2 + 3K7c4s

2c2 + 4K4c3c
3
4 = 0

−3K5c
3
3c4c

8
2 −K6c3sc

7
2 −K2c3c

5
2 + (T3 − c3) ∗ c42 −K4c3c

3
4 = 0

−K5c
3
3c4c

8
2 + (T4 − c4)c

4
2 −K2c4c

3
2 −K7c4s

2c2 − 3K4c3c
3
4 = 0

−K6c3sc
6
2 + (Ts − s)c32 − 2K7c4s

2 = 0
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