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RØsumØ � L’amØlioration de l’ef�cacitØ ØnergØtique des turbomachines aØronautiques s’organise selon
des axes de recherche distincts, l’un d’entre eux concerne la rØduction des jeux entre parties tournantes
et le carter environnant a�n d’augmenter les taux de compression. La rØduction des jeux a notamment
pour effet de favoriser l’apparition de contacts structuraux qui sont dorØnavant considØrØs comme des
ØvØnements normaux, bien qu’indØsirables, pouvant se produire au cours du fonctionnement de la turbo-
machine. Longtemps vus comme une solution robuste pour empŒcher l’apparition de hauts niveaux de
vibration lors de contacts structuraux, les matØriaux abradables n’Øvitent toutefois pas certains scenarii
d’interaction prØjudiciables pour l’intØgritØ du moteur. Un examen qualitatif de ces phØnomŁnes d’inter-
action est rØalisØ par l’intermØdiaire d’une analyse de stabilitØ d’un systŁme dØcrit à l’aide d’Øquations
diffØrentielles à retard. Les bases thØoriques sont briŁvement exposØes puis les rØsultats sont comparØs
à ceux obtenus avec des approches plus classiques telles que des simulations temporelles. Les rØsultats
prØsentØs mettent en Øvidence le caractŁre prØdictif de l’analyse de stabilitØ.

Mots clØs � interaction rotor/stator, matØriau abradable, Øquations diffØrentielles à retard, analyse de
stabilitØ

1 Introduction

Les Øquations diffØrentielles à retard (EDR) se distinguent des Øquations diffØrentielles ordinaires en
ce sens que l’Øvolution du systŁme à un instant t dØpend de l’histoire du systŁme à t � � . Les termes de
retard � sont gØnØralement des constantes positives ou des variables dØpendant continßment du temps
ou de l’Øtat du systŁme [1]. Dans le cadre de cette Øtude, seul un retard constant en dØplacement est
considØrØ :

dz
dt
.t/ D Pz.t/ D g.t; z.t/; z.t � �// (1)

Ce type d’Øquations nØcessite des fonctions dØ�nies sur l’intervalle ��� I 0� comme conditions initiales.
Elles sont couramment utilisØes en ØpidØmiologie [2] ou dans le domaine de l’usinage [3] oø elles
permettent la modØlisation des procØdØs de coupe a�n d’optimiser les taux d’enlŁvement de matiŁre
sans atteindre des zones d’instabilitØ vibratoire. Dans le cadre de notre Øtude, les EDR sont envisagØes
pour modØliser l’enlŁvement de matØriau abradable lors de contacts aube/carter dans des turbomachines
aØronautiques. Ces revŒtements abradables sont usuellement disposØs sur le carter a�n de minimiser le jeu
de fonctionnement avec les sommets d’aubes tout en rØduisant les efforts de contact en cas d’interaction.
Ces matØriaux doivent satisfaire un compromis mØcanique : Œtre suf�samment souples pour ne pas
endommager les aubes lors de contacts mais Øgalement suf�samment rØsistants à leur environnement
hostile (haute tempØrature, corrosion...). Longtemps entrevus comme une solution robuste pour empŒcher
l’apparition de hauts niveaux de vibrations, les matØriaux abradables n’Øliminent toutefois pas certains
scØnarii indØsirables. Des travaux de natures expØrimentale [4] et numØrique [5] ont notamment mis en
Øvidence des phØnomŁnes d’interaction de type aube/abradable pouvant conduire à une rupture d’aube. Les
premiŁres Øtudes numØriques envisagØes ont favorisØ des stratØgies d’intØgration temporelle explicite [6].
Toutefois les temps de calcul ØlevØs motivent la mise en �uvre d’analyses purement qualitatives pour
espØrer une comprØhension approfondie de ces phØnomŁnes d’interaction.
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Sous certaines conditions dØtaillØes dans la section 3 une analogie entre ce phØnomŁne d’enlŁvement
de matiŁre et le fraisage est envisageable comme succinctement illustrØ sur la �gure 1. Il s’agit notamment
de supposer qu’une seule aube entre en contact avec l’abradable et qu’aucune sØparation n’est possible.
Le cadre mathØmatique des EDR utilisØ dans le contexte du fraisage et du tournage est alors disponible et
facilement exploitable pour explorer la dynamique de l’interaction envisagØe. L’axe de rotation de l’arbre
est parfaitement rigide et le contact est la consØquence de la vibration des aubes ou de la dØformation du
carter uniquement et l’Øquation du mouvement s’Øcrit :

M Ru.t/C C Pu.t/CKu.t/ D f.t; u.t/; u.t � �// (2)

oø M, C et K sont respectivement les matrices masse, amortissement et raideur de l’aube ØtudiØe, et f est
le vecteur des efforts extØrieurs dØpendant de l’Øtat du systŁme aux temps t et t � � . Ce terme de retard
provient de la rotation de l’aube et du fait que sa pØnØtration dans l’abradable à un temps t dØpend du
mŒme ØvØnement au tour prØcØdent.

abradable

�

carter roue aubagØe piŁce

matiŁre
à enlever

outil

�

EV

Figure 1 � Analogie entre l’enlŁvement d’abradable et le fraisage

2 Équations diffØrentielles à retard

2.1 Contexte thØorique

Les EDR sont utiles pour la modØlisation de systŁmes comprenant des retards tels que l’Øquation (1).
Dans le cas particulier des systŁmes mØcaniques, ce couplage est souvent pris en compte dans le terme
d’effort f de l’Øquation (2) de la maniŁre suivante :

f.t/ D �.t/.u.t � �/ � u.t// (3)

oø �.t/ est la matrice des efforts extØrieurs. L’introduction du vecteur d’Øtat de dimension 2n zT.t/ D
.uT.t/ PuT.t// permet de se ramener à une EDR du premier ordre :

Pz.t/ D A.t/z.t/C B.t/z.t � �/
z.t/ D ’.t/; t 2 ��� I 0�

(4)

avec :
A.t/ D

�
0n In

�M�1.KC �.t// �M�1C

�
et B.t/ D

�
0n 0n

M�1�.t/ 0n

�
(5)

oø A.t/ and B.t/ sont des matrices 2n�2n dØpendantes des paramŁtres du systŁme et des efforts extØrieurs,
et ’ est la fonction des conditions initiales dØ�nie sur l’intervalle ��� I 0�. In et 0n sont respectivement la
matrice identitØ et la matrice nulle de dimension n�n.

Deux cas sont d’un intØrŒt particulier : (1) les EDR à coef�cients constants oø A.t/ D A et B.t/ D B,
et (2) les EDR à coef�cients pØriodiques de pØriode T oø A.t C T / D A.t/ et B.t C T / D B.t/ 1.
Lorsque l’une de ces conditions est satisfaite, le systŁme d’Øquations (4) et (5) se prŒte à rØaliser des
Øtudes de stabilitØ de la solution d’Øquilibre z D 0.

1. Dans ce papier les deux cas sont considØrØs et les dØveloppements thØoriques se limitent au cas oø T D � .
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2.2 Analyse de stabilitØ

Un premier type d’analyse pour des matrices A et B constantes est basØ sur la rØsolution d’un problŁme
aux valeurs propres non linØaire, en considØrant une solution exponentielle � du type z.t/ D Z exp.�t/
� a�n d’obtenir l’Øquation caractØristique :

.I2n� �A � B exp.���//Z D 0 (6)

associØe au systŁme (4). Le retard introduit un terme exponentiel dans cette Øquation rendant le problŁme
de dimension in�nie [7]. Les mØthodes de rØsolution sont gØnØralement basØes sur des approximations
rationnelles ou polynomiales de cette Øquation, telles que la discrØtisation de l’opØrateur solution (SOD)
et la discrØtisation du gØnØrateur in�nitØsimal (IGD). L’ensemble in�ni dØnombrable des � solutions de
cette Øquation dØterminent la stabilitØ de la solution d’Øquilibre z.t/ D 0.

Un deuxiŁme type d’analyse, qui s’Øtend aux matrices pØriodiques, suppose une discrØtisation �ne
du temps sur l’intervalle ���; �� et repose sur la construction de la matrice de monodromie �, reliant
l’Øtat du systŁme au temps ti à celui de l’instant ti � � , i.e. z.ti / D �z.ti � �/. Cette matrice est une
approximation �nie de l’opØrateur de monodromie qui agit sur l’espace des fonctions continues et qui est
donc thØoriquement de dimension in�nie. DiffØrentes mØthodes existent au sein de cette famille, telles
que les techniques de collocation, la mØthode de semi-discrØtisation (SDM), utilisØe dans ce papier et
dØtaillØe dans l’annexe A, ou encore des analyses ØlØments �nis en temps. Selon la thØorie de Floquet, la
stabilitØ de la solution z.t/ D 0 est alors dØterminØe en calculant les valeurs propres de � [1].

Ces deux types d’analyse permettent la construction de diagrammes de stabilitØ dØpendant de para-
mŁtres d’intØrŒt et comprenant des zones de fonctionnement connues sous le nom de lobes de stabilitØ,
reprØsentant la limite entre les zones stables et instables de la solution d’Øquilibre. Dans notre Øtude, ces
deux paramŁtres sont la vitesse de rotation et le coef�cient d’effort contenu dans �.t/. Dans ce type de
stratØgie, aucune intØgration temporelle avec condition initiale n’est utile.

3 ModØlisation

3.1 Aube

L’aube ØtudiØe appartient au dernier Øtage du compresseur basse pression d’un moteur d’avion. Le
maillage ØlØments �nis contient 11 339 ØlØments (tØtraŁdres quadratiques) totalisant 22 898 n�uds.

Le contact entre le sommet d’aube et le carter est gØrØ au bord d’attaque ou au bord de fuite uniquement.
La trŁs grande taille du modŁle ØlØments �nis ne permet pas d’envisager des temps de calculs raisonnables,
il est donc rØduit par une mØthode de synthŁse modale inspirØe de la mØthode de Craig-Bampton et
permettant de prendre en compte les effets centrifuges [8]. L’Øquation du mouvement est projetØe dans
l’espace rØduit :

u D
�

ub
ui

�
D
�

I 0
�s.0/ �c

��
ub
q

�
(7)

Le modŁle rØduit est construit de façon à traiter le contact directement dans l’espace rØduit sur les
n�uds frontiŁres ub . Les dØplacements intØrieurs ui sont rØduits à des participations modales q de modes
encastrØs �c calculØs à diffØrentes vitesses de rotation [9].

3.2 Loi de coupe en fraisage

Lors du fraisage, sous rØserve que les vibrations entre l’outil et la piŁce usinØe sont nØgligeables,
l’Øvolution de l’Øpaisseur du copeau h est pØriodique et dØpend de l’angle de coupe � ainsi que de la
profondeur de passe par dent ft. L’effort de coupe F est usuellement considØrØ proportionnel à l’Øpaisseur
du copeau et est donc Øgalement pØriodique en temps :

F.t/ D Keh.t/ avec h.t/ D ft sin.�.t// (8)

oø Ke est le coef�cient d’effort spØci�que et dØpend du matØriau de la piŁce usinØe et de la profondeur de
passe [10].

3



�

EV

�.t/

ft
ur .t � �/

ur .t/
h.t/

ft sin.�/

(a) fraisage

�

ub.t � �/

ub.t/

h.t/

trajectoire nominale
de l’aube

(b) enlŁvement d’abradable

Figure 2 � Analogie entre le fraisage et l’enlŁvement d’abradable dans une turbomachine

Lorsque du broutement se produit (du fait d’un couplage modal ou d’un Øtat de surface ondulØ)
l’Øpaisseur du copeau varie en fonction de la position de l’outil par rapport à la piŁce. La variation de
l’effort de coupe qui en dØcoule entraîne des vibrations auto induites [10]. La relation entre l’Øpaisseur du
copeau h et la position radiale de l’outil ur s’Øcrit alors :

h.t/ D ft sin.�.t//C ur.t � �/ � ur.t/ (9)

ce qui est illustrØ par la �gure 2(a).
La prise en compte des vibrations autour de la trajectoire nominale de la dent de l’outil se traduit par

un systŁme d’EDR couplØes. Usuellement, l’espace d’Øtat utilisØ pour le fraisage ressemble à celui de
l’Øquation (4) et associe un modŁle à un ou deux degrØs de libertØ (ddl) de l’outil et/ou de la piŁce usinØe.
L’Øtude de stabilitØ des solutions à ces Øquations est faite pour estimer le taux d’enlŁvement de matiŁre
maximum possible [11].

3.3 EDR et enlŁvement de matØriau abradable

Dans cette section, seuls les dØplacements radiaux des n�uds frontiŁres sont pris en compte dans le
vecteur ub .

De mŒme que pour le fraisage, un effort de coupe proportionnel à la pØnØtration de l’aube dans
l’abradable est supposØ pour reprØsenter l’effort de contact en sommet d’aube. Cette pØnØtration est
dØterminØe par l’Øvolution du dØplacement du sommet d’aube entre deux tours consØcutifs, comme le
montre la �gure 2(b), en supposant qu’il n’y ait jamais de sØparation entre l’aube et le matØriau abradable
(hypothŁse de contact permanent). L’effort de contact radial s’Øcrit alors :

f.h.t// D Keh.t/ D Ke�ub.t � �/ � ub.t/� (10)

oø l’Øpaisseur de matØriau abradable enlevØ est conservØe en mØmoire dans le vecteur h qui dØpend du
dØplacement des n�uds frontiŁres ub d’un tour à l’autre et de la con�guration de contact.

Les Øquations du mouvement sont similaires aux Øquations (2) et (3) oø �.t/ D � est constante (du
fait de l’hypothŁse de contact permanent) et contient le coef�cient de coupe Ke appliquØ sur les n�uds
frontiŁres sØlectionnØs. La gestion du contact est donc rØalisØe via une loi linØaire de type pØnalitØ, sensØe
reprØsenter de façon trŁs simpli�Øe les efforts de contact calculØs dans [5] à l’aide des multiplicateurs de
Lagrange.

Une utilisation judicieuse des coordonnØes modales u D Vx permet de projeter les Øquations (2)
et (3) :

Rx.t/C 2��Px.t/C�2x.t/ D VT�V�x.t � �/ � x.t/� (11)

Ce systŁme linØaire est remaniØ dans l’espace d’Øtat pour obtenir une Øquation similaire à l’Øquation (4)
oø A et B sont des matrices constantes :

A D
�

0n In
��2 �VT�V �2��

�
et B D

�
0n 0n

VT�V 0n

�
(12)
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3.4 Prise en compte du dØcollement

On prØsente briŁvement une extension de la modØlisation de l’enlŁvement d’abradable par EDR avec
prise en compte du dØcollement entre l’aube et le revŒtement. L’hypothŁse de contact permanent prØsentØe
dans la section prØcØdente est une des limitations inhØrente à l’utilisation des EDR linØaires mais est
cependant obligatoire pour mener une Øtude de stabilitØ.

En effet, si on suppose que l’aube peut se sØparer du revŒtement abradable, l’Øventuelle pØnØtration
de l’aube dans l’abradable à l’instant t ne peut plus Œtre dØduite de la diffØrence x.t � �/ � x.t/. Une
variable auxiliaire �.t/ est introduite a�n d’enregistrer le pro�l de la couche d’abradable et de tester à
chaque instant si l’aube est en contact ou pas. Ainsi, il convient de distinguer deux Øtats :

� l’interaction pendant laquelle l’aube pØnŁtre dans le revŒtement abradable, l’effort de coupe
devenant fonction de �.t � �/ et conduisant à l’Øquation :

Rx.t/C 2��Px.t/C�2x.t/ D VT�V��.t � �/ � x.t/� (13)

� le dØcollement au cours duquel le jeu aube/revŒtement abradable est strictement positif et
l’EDR (13) devient une Øquation diffØrentielle classique sans terme de retard :

Rx.t/C 2��Px.t/C�2x.t/ D 0 (14)

Le problŁme devient non-linØaire et dØpendant des conditions initiales. Toute analyse de stabilitØ comme
Øtablie prØcØdemment devient caduque et les seules prØdictions envisageables sont des intØgrations
temporelles au cours desquelles il est nØcessaire d’alterner entre solveurs pour EDR et solveurs pour
Øquations diffØrentielles classiques. Ce cadre est un domaine à explorer mais dans ce travail, toutes les
simulations supposent un contact permanent entre l’aube et le revŒtement abradable, et emploient la
mØthode de semi-discrØtisation prØsentØe dans l’annexe A.

4 RØsultats prØliminaires

L’Øtude de stabilitØ par rapport au paramŁtre Ke introduit dans l’Øquation (10), est conduite sur
l’intervalle Ke 2 �0 I 2; 5� � 104 N/m de telle sorte que les efforts de contact sont cohØrents avec les
valeurs rapportØes dans [5]. Toutes les frØquences donnØes dans cette section sont normØes par rapport à
la premiŁre frØquence propre de l’aube. La plage de vitesse de rotation considØrØe est � 2 �0 I 0; 45�.

Les rØsultats sont prØsentØs sous forme de lobes de stabilitØ, sØparant les zones de fonctionnement oø
la solution z D 0 est stable, des zones oø elle est instable. Pour rappel, la solution z D 0 correspond à une
con�guration dans laquelle l’aube tourne dans le carter avec un jeu aube/abradable nul sans vibrer.

4.1 Convergence en temps et en espace

Les lobes illustrØs dans les �gures 3 et 4 reprØsentent la stabilitØ oø les zones grises correspondent à
des combinaisons �IKe conduisant à des comportements divergents. A�n de s’assurer de la validitØ de
ces lobes, deux types de convergence doivent Œtre vØri�Øs. D’une part la convergence en temps, liØe à la
discrØtisation de la pØriode de rØvolution de l’aube, et d’autre part, la convergence en espace, associØe au
nombre de modes retenus. Dans un premier temps, les effets centrifuges sont nØgligØs et le contact est
uniquement gØrØ au bord d’attaque. Le retard � D 1=� dØpend de la vitesse de rotation � et est discrØtisØ
en N pas de temps �t : � D N�t . La convergence des simulations est vØri�Øe sur toute la plage de
vitesse en augmentant N .

Les lobes sur la �gure 3 mettent en Øvidence que pour des vitesses de rotation ØlevØes .� > 0;25/,
N D 40 est suf�sant pour obtenir des rØsultats convergØs. En revanche, pour de plus faibles vitesses, la
convergence est atteinte uniquement pour N > 60. Par consØquent, la valeur N D 60 est utilisØe dans
toutes les simulations prØsentØes. De maniŁre similaire, la convergence en espace est vØri�Øe suivant le
nombre de modes retenus dans l’Øquation (11). Les deux premiers modes de l’aube (�exion 1F et torsion
1T) sont suf�sants.
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Figure 3 � Convergence en temps : N D 40 ( ) ;
N D 60 ( ) et N D 80 ( )
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Figure 4 � Lobes d’instabilitØ avec ( ) et sans ( ) effets
centrifuges

4.2 Effets centrifuges
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Figure 5 � Lobes d’instabilitØ : �exion ( ) et torsion ( )

Les frØquences propres de l’aube sont modi-
�Øes du fait du raidissement centrifuge ce qui a
un effet sur les lobes d’instabilitØ dessinØs sur la
�gure 4. Il est remarquable que la prise en compte
des effets centrifuges augmente le domaine de sta-
bilitØ à haute vitesse. Les effets centrifuges sont
pris en compte dans toutes les simulations sui-
vantes.

5 RØsultats

Dans cette section, l’Øtude de stabilitØ est me-
nØe à bien en ne conservant qu’une seule contribu-
tion modale. Deux ensembles de lobes sont super-
posØs sur la �gure 5, oø il est visible que les lobes d’instabilitØ associØs à la �exion sont plus larges et
plus critiques (car se produisant pour de plus faibles valeurs de Ke et pour des vitesses de rotation plus
faibles) que ceux associØs à la torsion.

La �gure 6 contient le spectre du dØplacement radial du bord d’attaque des simulations temporelles
effectuØes pour chaque vitesse de rotation en suivant la stratØgie prØsentØe dans [9]. Ces simulations
temporelles sont rØalisØes en prenant en compte le contact uniquement au bord d’attaque, le reste des
n�uds en sommet d’aube pouvant vibrer librement. Deux sØries de pics sont visibles autour de chacune
des deux premiŁres frØquences propres de l’aube.

Le long de la ligne en pointillØs bleus sur la �gure 6, la position des pics est en accord avec les lobes
d’instabilitØ associØs au mode de �exion. Cette observation est Øgalement valable pour le premier mode
de torsion et met en valeur la cohØrence entre les rØsultats obtenus par simulations temporelles et par
analyses de stabilitØ.

Les rØsultats obtenus avec les EDR rØvŁlent que l’aube est plus sensible à l’instabilitØ en �exion qu’en
torsion. Ces rØsultats sont con�rmØs par les plus grands pics observØs autour de la premiŁre frØquence
propre sur les spectres des simulations temporelles et sont en accord avec des travaux prØcØdents [5] oø le
rôle essentiel du premier mode de �exion est mis en avant.

Les pics prØdits par les simulations temporelles sont en accord avec les lobes d’instabilitØ des EDR
malgrØ les hypothŁses contraignantes, notamment le contact permanent aube/abradable. Le fait que deux
modes suf�sent à prØdire les zones d’instabilitØ est Øgalement en accord avec les rØsultats temporels
puisque les spectres obtenus ne prØsentent pas de pics signi�catifs pour de hautes frØquences f > 5 non
reprØsentØes sur la �gure 6.
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Figure 6 � Spectre des simulations temporelles : premier mode de torsion ( ) et premier mode de �exion ( ) ; les lobes
d’instabilitØ de la �gure 5 sont superposØs.

En�n, il semble intØressant de remarquer que les pics d’amplitude dØtectØs pour de faibles vitesses de
rotation, dont l’existence Øtait supposØe liØe au contact unilatØral [5, 6], sont prØdits par une EDR sans
terme non linØaire. Ces rØsultats indiquent que l’amplitude de ces pics est probablement autant dØpendante
de la nature regØnØrative du phØnomŁne d’enlŁvement de matiŁre qu’à la non linØaritØ induite par le
contact unilatØral.

6 Conclusion

L’enlŁvement de revŒtement abradable par les aubes dans un moteur d’avion reprØsente un problŁme
complexe, jusqu’à prØsent uniquement traitØ par des techniques d’intØgration temporelle. Dans le cadre de
ce travail, il est mis en Øvidence que l’utilisation d’Equations DiffØrentielles à Retard (EDR) linØaires
permet de mener des analyses de stabilitØ directes issues d’un problŁme aux valeurs propres. Les rØsultats
con�rment la pertinence de cette stratØgie puisqu’ils con�rment l’approche temporelle existante.

Les premiers rØsultats illustrent la convergence de la mØthode et la prØcision des lobes d’instabilitØ
et ce, en ne conservant qu’un faible nombre de modes d’aube. La comparaison avec les simulations
temporelles souligne la cohØrence des deux approches. Les EDR permettent de prØdire prØcisØment les
pics de rØponse de l’aube. Qui plus est, l’analyse de stabilitØ rØduit signi�cativement les temps de calculs.
Elle pourrait Œtre incorporØe au processus d’optimisation du pro�l d’une aube dŁs la phase de conception
pour maximiser le domaine de stabilitØ au sein d’une plage de vitesse donnØe. Les concepteurs pourraient
bØnØ�cier de cette procØdure pour Øliminer les pro�ls d’aube peu robustes aux interactions aube/abradable.

Parmi les futurs dØveloppements envisageables, des travaux sont en cours pour Øvaluer (1) l’importance
du frottement dans le phØnomŁne d’interaction, (2) les effets de la sØparation aube/revŒtement abradable
et (3) le couplage avec les dØplacements tangentiels en sommet d’aube. En�n, l’implØmentation d’un
carter �exible nØcessitant des EDR couplØes est Øgalement en cours de dØveloppement.

A MØthode de Semi-DiscrØtisation

La mØthode de semi-discrØtisation (SDM) a rØcemment ØtØ dØveloppØe pour l’analyse de stabilitØ
des EDR linØaires pØriodiques en temps. Elle repose sur le calcul des valeurs propres de l’opØrateur de
monodromie. La thØorie de Floquet est ensuite utilisØe pour l’analyse de stabilitØ. La SDM a notamment
ØtØ utilisØe pour l’Øtude du tournage [12].

Pour une EDR pØriodique en temps de dimension 2n telle que l’Øquation (4), la SDM repose sur
la discrØtisation du terme de retard z.t � �/ en une fonction constante par morceaux sur une pØriode
� D N�t alors que tous les autres termes dØpendant du temps restent inchangØs. Pour �t suf�samment
petit (ou N suf�samment grand), on a �t D �ti I tiC1�, avec ti 2 �0 I �� et i D 0; 1 : : : .N � 1/. Ainsi,
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8t 2 �ti I tiC1�, l’Øquation (4) est Øquivalente à :

Pz.t/ D A.t/z.t/C B.t/z�;i (15)

oø z�;i est une combinaison linØaire pondØrØe des vecteurs retardØs z.ti�N / et z.ti�NC1/ :

z�;i D
1
2

zi�NC1 C
1
2

zi�N ’ z.t � �/ (16)

Le terme retardØ est ainsi supposØ constant sur l’intervalle �ti I tiC1� permettant ainsi une approximation
de l’Øquation (4) par une Øquation diffØrentielle classique de dimension �nie pour laquelle une solution
analytique existe :

z.t/ D exp.Ai .t � ti //.zi CA�1i Biz�;i / �A�1i Biz�;i (17)

oø z.ti / D zi est une condition initiale dØterminØe, et les coef�cients linØaires discrets sont approchØs par
leur valeur moyenne sur l’intervalle choisi :

Ai D
1
�t

Z ti C 1

ti
A.t/dt et Bi D

1
�t

Z ti C 1

ti
B.t/dt (18)

La combinaison des Øquations (16) et (17) pour t D tiC1 entraîne :

ziC1 D Pizi C
1
2

Rizi�NC1 C
1
2

Rizi�N (19)

avec Pi D exp.Ai�t/ et Ri D .exp.Ai�t/ � I2n/A�1i Bi . Une carte discrŁte peut ensuite Œtre crØØe
pour dØ�nir un vecteur d’Øtat colonne yi de dimension n.N C 1/ :

yi D
�
ui Pui ui�1 ui�2 � � � ui�N

�T et yiC1 D Diyi (20)

avec :

Di D

2

6666666
4

Pi;1Wn Pi;nC1W2n 0n � � � 0n 1
2Ri;1Wn 1

2Ri;1Wn
In 0n 0n � � � 0n 0n
0n 0n In 0n 0n
::: : : : :::

0n 0n In 0n 0n
0n 0n � � � 0n In 0n

3

7777777
5

(21)

oø Pi;1Wn reprØsente les colonnes 1 à n de la matrice Pi . Comme le retard s’applique uniquement aux
dØplacements, seules les n premiŁres colonnes de la matrice Ri sont prises en compte et les termes
retardØs en vitesse ne sont pas inclus. Une approximation de l’opØrateur de monodromie � peut ensuite
Œtre construite :

yN D �y0 avec � D DN�1DN�2 � � �D1D0 (22)

Le nombre de multiplications requises pour construire � dØpend uniquement du paramŁtre N alors que
la taille du systŁme dØpend à la fois de la discrØtisation spatiale et temporelle. Finalement, l’Øtude de
stabilitØ se concentre sur l’Øtude du module des valeurs propres de �.

RØfØrences

[1] B. Balachandran, T. Kalmar-Nagy, and D. Gilsinn. Delay differential equations: Recent advances
and new directions. Springer Verlag, 2009.

[2] K. Cooke, P. Van den Driessche, and X. Zou. Interaction of maturation delay and nonlinear birth in
population and epidemic models. Journal of Mathematical biology, 39:332�352, 1999.

[3] G. Quintana and J. Ciurana. Chatter in machining processes: A review. International Journal of
Machine Tools and Manufacture, 51:363�376, 2011.

8



[4] A. Millecamps, J.-F. Brunel, P. DufrØnoy, F. Garcin, and M. Nucci. In�uence of thermal effects during
blade-casing contact experiments. In ASME Conference Proceedings: 22nd Biennial Conference on
Mechanical Vibration and Noise, number 48982, pages 855�862, San Diego, USA, 2009.

[5] A. Batailly, M. Legrand, A. Millecamps, and F. Garcin. Numerical-experimental comparison in
the simulation of rotor/stator interaction through blade-tip/abradable coating contact. Journal of
Engineering for Gas Turbines and Power, 134(8), 2012.

[6] M. Legrand, A. Batailly, B. Magnain, P. Cartraud, and C. Pierre. Full three dimensional investigation
of structural contact interactions in turbomachines. Journal of Sound and Vibration, 331:2578�2601,
2012.

[7] E. Jarlebring. The spectrum of delay-differential equations: numerical methods, stability and
perturbation. PhD thesis, Technische Universität Carolo-Wilhelmina zu Braunschweig, Vännäs,
Schweden, 2008.

[8] A. Sternchüss and E. BalmŁs. On the reduction of quasi-cyclic disks with variable rotation speeds.
Proceedings of the International Conference on Advanced Acoustics and Vibration Engineering
(ISMA), pages 3925�3939, 2006.

[9] M. Legrand, A. Batailly, and C. Pierre. Numerical investigation of abradable coating removal through
plastic constitutive law in aircraft engine. Journal of Computational and Nonlinear Dynamics, 7,
2012.

[10] J. Tlusty. Manufacturing processes and equipment. Prentice Hall, 2000.

[11] G. StØpÆn, R. Szalai, B. Mann, P. Bayly, T. Insperger, J. Gradisek, and E. Govekar. Nonlinear
dynamics of high-speed milling�analyses, numerics, and experiments. Journal of Vibration and
Acoustics, 127(2):197�203, 2005.

[12] T. Insperger and G. StØpÆn. Semi-discretization for time-delay systems: stability and engineering
applications. Springer Science, 2011.

9


	Introduction
	Équations différentielles à retard
	Contexte théorique
	Analyse de stabilité

	Modélisation

