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Résumé - Soit m: X — D un pinceau réel en courbes de genre 2. L’objectif
de cet article est de donner une classification partielle des fibres singuliéres
possibles ; nous donnons les types de configurations réelles des fibres singu-
liéres et nous déterminons la topologie des fibres voisines.

Abstract - Let m: X — D be a real pencil of curves of genus two. The
goal of this paper is to give a partial classification of possible singular fibers ;
we give the types of real configurations of singular fibers and we determine
the topology of neighbors fibers.

Introduction

L’objectif de cet article est d’apporter une contribution a la classifica-
tion des surfaces algébriques réelles et plus particuliérement aux surfaces
admettant une fibration en courbes de genre donné. Un pinceau en courbes
de genre g est la donnée dune application holomorphe surjective et propre
m: X — D d’une surface complexe non singuliére vers un disque D C C
dont la fibre générale est une courbe non singuliére de genre g. Un tel pin-
ceau est réel si X est munie d’une involution anti-holomorphe o telle que
VP € X,700(P) = n(P). Dans toute la suite, on supposera que la seule
fibre singuliére de 7 est la fibre X au-dessus de 0.

Cette définition se généralise aisément au-dessus d’une courbe B non sin-
guliére : m: X — B. On dira dans ce cas que 7 est une fibration en courbes
de genre g. Etant donné une telle fibration réelle, I'espace total X est une
variété différentielle de dimension 4 et si la partie réelle X (R) (c’est-a-dire
l’ensemble des points fixes de 'involution o) est non vide, c’est une va-
riété différentielle de dimension 2 [22] 1.1.14]. L’étude de la topologie de ces
deux variétés est une question naturelle qui fait I’objet de recherches actives.
La question principale traitée dans cet article est la classification des fibres
singuliéres et la détermination de la topologie des fibres voisines pour les
pinceaux en courbes de genre 2 (Théoréme et Théoréme .
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Lorsque g = 0 (resp. g = 1), X est une surface réglée (resp. une surface

elliptique). En 1963, Kodaira a classifié les fibres singuliéres possibles d’une
fibration elliptique complexe [13]. Pour le cas du genre 2 en complexe de nom-
breux auteurs se sont intéressés au sujet. Nous citons les travaux que nous
connaissons. Rappelons que 'une des approches proposée est de voir une fi-
bration de genre 2 comme un revétement double d’une surface réglée ramifié
le long d’une courbe sextigonale B. Un des travaux les plus anciens adoptant
ce point de vue est celui de Bolza [5], en 1888. En suivant cette approche,
Horikawa [10] a classifié les singularités possibles de la courbe sextigonale de
branchement B et a déterminé les diagrammes de Dynkin possibles des fibres
singuliéres selon le type des singularités de la courbe B (vo
ir aussi [27]). De leur coté, Ogg [20] et Itaka [II] ont proposé une classifica-
tion numérique des fibres singuliéres des pinceaux en courbes de genre 2. Puis
en 1973, Namikawa et Ueno ont défini un triplet d’invariants géométriques
(M,z,n) € Sp(4,Z) x &5 x N, (détaillé au paragraphe 1), qui détermine
d’une maniére unique le type de configuration complexe da la fibre singu-
liére Xg. De plus, ils ont donné la liste compléte des fibres singuliéres incluant
certains types manquant dans la liste de Ogg.
En 1976, Vieweg [25] a donné une version algébrique sur un corps algébri-
quement clos d’une partie des travaux de Namikawa et Ueno [19]. En se
basant sur les travaux de Vieweg, Qing Liu |14, [16] a achevé la classification
sur un corps algébriquement clos quelconque et a retrouvé la liste compléte
de Namikawa et Ueno. Dans une autre direction, Xio Gang et Persson ont
étudié la question géographique pour de telles surfaces fibrées; c’est-a-dire
I’existence d’une surface fibrée ayant des invariants numériques donnés, voir
[27] et [21].

La classification locale des surfaces elliptiques réelles a été réalisée en 1984
par Robert Silhol [22]. Pour des avancées plus récentes a propos de la clas-
sification réelle globale, voir [2], [3], [4] et [7]. C’est dans la direction des
travaux de Silhol que s’inscrit le présent article pour le cas du genre 2.

k
Soit 7': X’ — D un pinceau réel en courbes de genre g, Xy = E n;D; et
i=1
k/
Xy = E m;D; les diviseurs associés respectivement aux deux fibres singu-
i=1

liéres de 7 et 7' aux dessus de 0.
On dit que Xg et X, ont méme configuration compleze si k = k" et il existe
une permutation 7 de {1,...,k} telle que :

(1) M"= 'NMN et n; = m.
ot M = (D;,Dj)1<ij<k et M' = (DQ,DQ)@Jgk sont les matrices
d’intersections des diviseurs Xy et X, et N = (Sir(j) 1<t <k

(2) Pour tout i € {1,...,k}, D; et D’T(i) ont le méme genre arithmétique et
le méme nombre des points singuliers.

(3) Pour tout 4,5 € {1,...,k}, le nombre des points d’intersection de D;
et D; et le méme que pour D’T(i) et D’T(j).
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Nous utilisons la terminologie "configuration complexe" plutot que "classi-
fication numérique", qui est en réalité la méme, pour introduire dans le cas
réel la terminologie "type de configuration réel".

On se restreint maintenant au cas ot g = 2. Lorsque 7 est réelle et (o) =
Gal(C/R). On appelle type de configuration réel de Xy une décomposition

k
=1 1 J
tel que o(D;) =D; Vi€l o(D;) #DiVieJetk=#HI+2#J.

On suppose que 7 et 7’ sont réelles pour o et o’

On dit que X et X, ont le méme type de configuration réelle ils ont la
méme configuration complexe et s’il existe une permutation 7 de {1,...,k}
vérifiant 1., 2. et 3. telle que :

k
> miDi=3 mei Dy + (1+0) Y me Dy
i—1 I J

On dit que Xo et X{, sont de méme type complere sils correspondent au
méme triplet d’invariants (M, z,n) € Sp(4,7Z) x &% x N.

Remarquons que si les diviseurs Xy et X{) sont de méme type complexe alors
ils ont la méme configuration complexe. Mais la réciproque est fausse, par
exemple les deux types [2Ip-m| et [II}_,| (notation Namikawa et Ueno) pos-
sédent la méme configuration complexe mais ils correspondent & deux triplets
d’invariants distincts.

On dit que Xy et X{, sont de méme type réel si de plus, pour tout i € {1, ..., k},
D;(R) et Dy (;)(R) sont homéomorphes.

Nous distinguons ici entre "type de configuration réel" et "type réel" contrai-
rement au cas du genre 1 o les deux terminologies coincident (équivaut a
"structure géométrique de X" selon la terminologie de Silhol [22]). Dans
le cas de genre 1, les composantes irréductibles d’une fibre singuliére sont
seulement des courbes rationnelles contrairement au cas de genre 2 ol une
fibre peut avoir des courbes elliptiques comme composantes irréductibles.
Par suite, deux fibres qui ont le méme type de configuration réel peuvent
avoir deux types réels différents.

Soit m: X — D une pinceau réel en courbes de genre 2 et (M, z,n) €
Sp(4,Z) x &% x N le triplet d’invariant associé¢ a la fibre singuliere. Si M
est d’ordre fini alors la fibre singuliére X est dite de type elliptiqgue. Dans
ce cas le point z correspond, dans l'espace de modules des courbes stables
de genre 2, a une courbe projective lisse de genre 2 ou bien & deux courbes
elliptiques lisses s’intersectant transversalement en un point. La fibre singu-
liére du pinceau stable associé & 7 est donc : soit une courbe projective lisse
de genre 2, et dans ce cas X est dite de type elliptique 1, soit deux courbes
elliptiques lisses s’intersectant transversalement en un point et dans ce cas
X est dite de type elliptique 2. Dans le cas ot M est d’ordre infini la fibre
singuliére Xy est dite de type parabolique.



4 MOUADH AKRICHE, SAMIR MOULAHI

Résultats - Les variétés que nous considérons dans cet article sont défi-
nies sur le corps R et un pinceau 7: X — D est toujours supposé réel.
Nous décomposons I’article en deux parties :

Dans la premiére partie, nous donnons une classification compléte des pin-
ceaux réels (lisses ou singuliers) en courbes stables de genre 2 : nous donnons
une liste compléte des types réels ainsi que des exemples pour chacun des
cas et nous déterminons la topologie des fibres voisines de la fibre singuliére,
Théoréme

Dans la deuxiéme partie, nous donnons une liste des différents types de
configurations réels pour les fibres singuliéres de types elliptiques (1) et (2).
Le cas parabolique est laissé pour un travail ultérieur; la liste des fibres
singuliéres est déja volumineuse pour les cas elliptiques 1 et 2, de plus les
techniques utilisées ne sont pas les mémes dans le cas parabolique.

Dans un second article en préparation [I] nous déterminerons des inva-
riants réels pour les pinceaux en courbes de genre 2. Un des intéréts du
résultat principal de [I] est de nous permettre de déduire la topologie des
fibres voisines de la fibre singuliére d’un pinceau en courbes de genre 2 &
partir de celle du pinceau stable associé.
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1. INVARIANTS GEOMETRIQUES D’UN PINCEAU EN COURBES DE GENRE 2

Soit m: X — D un pinceau en courbes de genre 2. On suppose que 7 est
minimale ; ¢’est-a-dire qu’aucune fibre de 7 ne contient de (—1)-courbe.
Pour tout t € D, X, désigne la fibre 71 (t).

On note par D' = D—{0}, 7’ : X' — D’ la restriction de m & D" et Qx//py
le faisceau des germes des 1-formes holomorphes relatives sur X’ le long de
7.

Lemme 1.1. , [24, lem. 1], Pour tout t € D', il existe un voisinage U de t,
deuz sections wy et we dans HO(Wlfl(U), Qx1/pr) et quatre 1-cycles a1, g,
1 et By dans w'il(U) tels que pour tout t' € U :

1) Les restrictions (wy)y et (w2)y des wy et we a la fibre Xy forment une
base de HO(Xt/,QXt,).

2) Les restrictions (a1)y, (a2)y, (B1)y et (B2)y de a1, ag, 1 et B2 a la fibre
Xy forment une base de Hy(Xy,7Z).
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On suppose que les nombres d’intersections dans Xy sont donnés comme
suit :
3i) ((aq)e, (Bj)v) est égal & 1sii=j et est égal a 0 sinon.
311) ((Oéi)t/, (aj)t/): ((B’L')t’a (ﬁj)t')zo pour tout Za]
Considérons l'espace de Siegel G2 = {7 € My(C) / 'r=7et Im T >0} et
le groupe symplectique Sp(4,7Z) défini par :

t 0 I _ 0 I
{NEGL4t€lque N(—Ig 0 N = I, 0

On rappelle que le groupe Sp(4,Z) opére discontinument sur Ss, et cette
action est donnée par :

N(Z) = (AZ + B)(CZ + D)~ ! pour (Z,N) € &3 x Sp(4,7). (%)

N (A B
ouN—<C D>

On vient alors de définir une application multivaluée T: D' — G,. En effet,
pour tout t € D’ on utilise les objets définis en 1), 2), 3i) et 3ii) pour définir
T au voisinage de t par :

T = ( /( .

pour i, j, k.l € {1,2}. Lapplication T est multivaluée a cause du choix des
1-cycles.

Deux applications 11, Ty : D' — &5 holomorphes sont dites équivalentes s’il
existe une matrice M € Sp(4,Z) telle que Ty (t)=M (T%(t)) pour tout t € D’
(la matrice M (T5(t)) est celle obtenue par 'action de Sp(4,Z) sur 'espace
de Siegel G3). Une valeur de T' désigne une classe d’isomorphisme complexe
de Xy . En fait toutes les branches de T" sont équivalentes, on en choisit une
et on la note 7.

(w)e) ( /(Bk) (wn)er) "

t/ t/

Définition 1.2. L’application holomorphe T est appelée application carac-
téristique du morphisme .

Monodromie. On se donne un lacet - dans D’ entourant 1’origine et & point
base t € D’. Alors v induit un automorphisme de Hi(Xy,Z), donc d’aprés
la définition de T7 il existe une matrice M, dans Sp(4,Z) vérifiant Ty (yt)=
My (Tx (1))

La classe de conjugaison de M, dans Sp(4,7Z) ne dépend que de 7 et est
appelée monodromie de 7 (voir [18, §2|).

Définition 1.3. Soit Xy = 7 *(0). On dit que Xy est de type elliptique si la
monodromie M, est d’ordre fini. Dans le cas infini est dit de type parabolique.

On note par &3 l'espace quotient S,/Sp(4,Z) et p: G — &3 la surjec-
tion canonique.
Le quotient &35 est un espace analytique complexe de dimension 3 et corres-
pond & I’espace complexe des modules des variétés abéliennes principalement
polarisées [I8, Th. 1.1].
Une surface abélienne principalement polarisée complexe est, soit un produit
de deux courbes elliptiques, soit la jacobienne d’une courbe projective lisse
de genre 2 (|18 §I]. On note alors :
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1) M™* I’ensemble des points de &5 correspondant aux jacobiennes de courbes
de genre 2 et M = p~H(M™).

2) N* le complémentaire de M* dans &3 et N’ = p~'(N*). Un point de N'*
correspond donc au produit de deux courbes elliptiques E7 et Es.

Module de la fibre singuliére d’un pinceau en courbes de genre 2.
Soit &% le compactifié de &5 = M* UN*. Alors &3 n’est autre que 'espace
des modules des courbes stable de genre 2. C’est une variété algébrique pro-
jective de dimension 3 |26, Th. 6.8].

L’ensemble des points de &3 \ &} est stratifié comme suit :

— L’espace B, dont les points correspondent aux classes des isomor-
phismes des courbes de type 3a (Notation des types complexes du
deuxiéme paragraphe).

— L’espace Bj, correspond aux classes des isomorphismes des courbes de
type 3b.

— L’espace C, correspond aux classes des isomorphismes des courbes de
type 4a.

— L’espace C;, correspond aux classes des isomorphismes des courbes de
type 4b.

— L’espace D* correspond aux classes des isomorphismes des courbes de
type 5.

Proposition 1.4. [19] Les sous espaces N* = N*UB;UC}; et Y = D*UB*UC*
sont deur diviseurs irréductbles de 673

OuB* =B:UB} et C*=CiUC;.

Soit Ty : D' — 673 la composée de T avec ’application naturelle Gy —>
&5. L’application T; se prolonge en une fonction holomorphe sur D qu’on
note aussi T [12].

Définition 1.5. Le point 2z, = T;(0) € &% est appelé module de la fibre
singuliére de 7.

Définition 1.6. Soient w: X — D un pinceau en courbes de genre 2 et z;
le module de la fibre singuliére de w. alors :

— Xo est dit de type elliptique 1 si zp € M*.

— Xy est dit de type elliptique 2 si z, € N*.

— Xy est dit de type parabolique 3 si z; € B*.

— Xy est dit de type parabolique 4 si z € C*.

— Xy est dit de type parabolique 5 si z; € D*.

Degré d’un pinceau en courbes de genre 2. D’aprés [18, Rem. 3.3] &5
est une partie de ’espace 673 et zp € G5 si et seulement si M, est d’ordre
fini.

On suppose dans ce sous-paragraphe que la monodromie M, est d’ordre n
fini. Soit E = {s € C;|s| < e%} et Soit d,: E — D envoyant s sur s".
L’application holomorphe S. = Ty 0§, définie sur E' = E — {0} se prolonge
en une application holomorphe unique Sy sur E (|18 §3]). Soit p: &3 — &5
la surjection canonique. On définit le degré de 7 de la maniére suivante :

Il vaut 0 si z; € M*. Si 2z, € N* on considére un représentant 7 de z, et on
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pose pour tout s € E :

_ [ Si(s) Ss(s) _ (7 0 _
Sr(s) = ( Ss(s) Sa(s) tel que Sy(0) = 0 m )7
dans ce cas on définit degm comme étant I'ordre de multiplicité de 0 comme
racine de S3(s).

Remarque 1.7. On peut généraliser la définition de degré de m méme pour
le cas ou la monodromie M, n’est pas d’ordre fini.

Soient w: X — D un pinceau en courbes de genre 2 et z; le module de
la fibre singuliére Xy de 7 au dessus de 0.
Alors z; est dans I'un des diviseurs de Cartier A™* et Y. Donc au voisinage
de z; ce diviseur est défini par une équation f = 0.
Soit maintenant T,,*f: V — C le tiré en arriére (pull back) de f par T
sur un voisinage V' de centre du disque.
On définit alors le degré de @ comme étant 'ordre de multiplicité de zéro
comme racine de T, * f.

Proposition 1.8. [I9, Th 3| La fibre singuliére au dessus de s = 0 est
déterminée uniquement par trois invariants :
La monodromie M, le module z, et deg.

Remarque 1.9. Les courbes singuliéres le plus simples dans la stratifica-
tion de l’espace des modules des courbes de genre 2 réelles sont les courbes
stables. On commence alors par 'étude des pinceaux réels en courbes stables
de genre 2.

2. CLASSIFICATION REELLE DES FIBRES SINGULIERES : PINCEAUX EN
COURBES STABLES DE GENRE 2

Pinceaux réels en courbes stables de genre 2.

Définition 2.1. On appelle pinceau en courbes stables de genre g > 2 la
donnée d’une surface complere X (éventuellement singuliére) et d’un mor-
phisme m: X — E au dessus d’un disque vérifiant :

(1) 7 est surjective et propre de fibres réduites et connexes.

(2) Les seules singularités de X, = w1 (s) sont des points doubles ordi-
naires.

(8) Si T est une composante irréductible rationnelle lisse de X, alors T'
rencontre le reste de la fibre en au moins deux points.

(4) dim H'(X,, Ox,) = g, pour toute fibre non singuli¢re X,.

Une courbe stable est une courbe réduite et connexe qui vérifie[3 et[3

Pour g = 2, nous suivons les notations de [18]. Les types complexes de
courbes stables sont donnés par la liste suivante :
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&= = e

1. Courbe projective lisse de 2. Deux courbes elliptiques s'intersectant  3a- Courbe eliiptique avec un
genre 2. transversalement en un point point double
b c
a b
3b. Une courbe elliptique lisse et une 4a. Courbe rationnelle avec 4b. Deux courbes rationnelles lisses
courbe rationnelle lisse s'intersectant deux point double s'intersectant transversalement
transversalement en un point en un point.

=

5. Deux courbes rationnelles lisses
s'intersectant transversalement
en treis points

Description locale d’une famille réelle de courbes stables de genre
2. Le langage utilisé dans [14] est celui de la géométrie algébrique sur un
corps abstrait et en particulier la topologie est la topologie de Zariski. Lorsque
le corps de base est le corps des nombres réels, nous rappelons briéve-
ment comment interpréter les résultats de [I4] en géométrie analytique com-
plexe avec structure réelle. Soit p: J — A une surface algébrique pro-
jective fibrée en courbes de genre 2 définie sur R. Soient B = A xgr C,
pe = p xidc: Y xr C — B et P un point spécial lisse de A(R). On
note par R l'anneau local de B au point P (c’est un anneau de valuation
discréte). Le corps des fractions K de R n’est que le corps des fonctions de
la courbe B.
Comme P est un point lisse alors il existe une fonction réguliére ¢, définie sur
un voisinage affine U, qui s’annule en P telle que toute fonction rationnelle
v, qui s’annule en p, s’écrit v = t"w ou w(P) # 0, i.e. la fonction ¢ est un
paramétre local de B au point P.
D’apreés le théoréme d’inversion locale analytique, il existe un voisinage U
de P pour la topologie analytique sur B, invariant par la structure réelle
sur B(C), sur lequel la restriction de ¢ vue comme fonction sur U est une
coordonnée holomorphe qu’on note aussi t.
Comme P est lisse la fonction ¢ peut étre choisie réelle (i.e. VP € U,
too(P)=t(P) ou o est la structure réelle induite sur B(C)).
On peut choisir U de maniére que la restriction de ¢ soit un isomorphisme
de U sur un disque E centré en 0 et on note X = pal(U) et m= Pc|pct (U):
On est donc ramené au cas ol m: X — FE est un pinceau réel en courbes
de genre 2 au dessus d'un disque E et dont Xo = 7~ *(0) est la seule fibre
singuliére.
En suivant la démarche de la preuve de [14, Théoréme 1, partie A| on obtient
les résultats suivants sur les pinceaux stables avec une seule fibre singuliére :
Soit 7: X — F un pinceau réel en courbes de genre 2 dont la seule fibre
singuliére X est stable.

Proposition 2.2. Si X est de type complexe 1, 3a, 4a ou 5, alors il existe
un voisinage saturé de Xg dans X qui est analytiquement isomorphe a la
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surface affine définie dans C? x E par léquation :
y? =as(t)x® + ... +ao(t), (x,y,t) cC*x E
ou les a; sont des fonctions réelles telles que as(0) # 0.

Proposition 2.3. Si Xy est de type complexe 2, 3b ou 4b alors :

(1) X est un revétement double d’un fibré en coniques II: F — E, au
dessus d’un disque E, défini dans C* x E par Uéquation zv = t>™ et
ramifié le long d’une courbe sextigonale B plus un point {a} (le point
d’intersection des deuz droites Dy = {x = 0} et Dy = {v = 0} de la
fibre au dessus de 0).

(2) les composantes irréductibles de la fibre Xo sont les complétés projectifs
respectifs de deux courbes affines définies par :

=P +ar+x et 22=03+b?+o.

Démonstration. Soit II: F — FE un pinceau en coniques, au dessus d’un
disque E, définie par I’équation zv = t*™ dans C? x E.
On désigne par B une courbe plongée dans F définie par I’équation affine :

st rat)z® + 22+ )P+t =0

Vue qu’elle est plongée dans F, la courbe B peut aussi étre définie par I’équa-
tion affine 22 + a(t)x + 1 + b(t)v + v* = 0.

Soient I'; et I'y deux sections de F — E contenues dans le lieu non singulier
de F — FE telles que BN (I'1 UT9) =0, Ty N Dy ={v1}, TaNDy = {z1} et
I'iNDy=T9N Dy ={0}, ot Dy = {z =0} et Dy = {v = 0} désignent les
deux composantes de la fibre Fy au dessus de 0.

Si t = 0, 'intersection de la courbe B avec la fibre Fq est donnée par I’équa-
tion :

222 +a(0)z+1) =0

On peut aussi la définir par 'équation v?(v? + b(0)v + 1) = 0. On déduit
alors que B coupe D; (resp. D2) en deux points ve et v (resp. x2 et z3).
Soit X le revétement double de F ramifié le long de la courbe B, les deux
sections I'jet T'y et le point {a}.

Le morphisme 7: X — FE est un pinceau en courbes stables de genre 2 dont
la fibre Xy posséde deux composantes irréductibles qui sont les complétés
projectifs respectifs des deux courbes affines définies par :

y? =23 +a(0)2® +2 et 22 =03 +b(0)0* +v.

Voir Figure
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xv=t? x=0 v=0
section |
Vi
L
I V5
D o 1
T
Xz
section Il
Y
=0
FIGURE 1.

Si vy # w3 et xo # x5 alors X est de type 2.
Si vy # v3 et w9 = x3 alors X est de type 3b.
Si vy = w3 et xo = x3 alors X est de type 4b.
O

Lemme 2.4. Les notations sont celles de la preuve précédente. Soit Ay =
a(t)> —4, si Ag #0 (i.e. x1 # x3) alors les deus branches de B passant par
x1 et xo sont réelles (resp. conjugués) si Ag > 0 (resp. Ay < 0).

Proposition 2.5. Si Ag = 0 alors pour t assez proche de 0 les deux points
d’intersection des deux branches de B, passant par r1 = xo, avec la fibre Fy
sont réels (resp. conjugués) si Ay >0 (resp.Ay < 0).

Démonstration. On considére le pinceau
Bu: 2?4 a(t,u)z + 1+ b(t)v+ 02 =0

tel que B, soit une perturbation de la courbe B: z?4a(t)z+1+b(t)v+v? =0
sur | — ¢,0[, a(t,0) = a(t) pour t < 0 et Ag, = a(0,u)? —4 # 0.

Alors, pour u fixé, les deux branches de la courbe B, coupent Dy en deux
points distincts. Donc d’aprés le lemme précédent, la topologie des ces deux
branches suit le signe de discriminant de I’équation

22 +a(t,u)z+1=0

Comme B, est une déformation de B sur | — ¢,0[, donc pour u fixé B, et B
ont méme topologie sur | —¢,0[.

On conclut que les deux branches de la courbe B: z?+a(t)z+1+b(t)v+v? =0
passant par le point z; ont méme topologie que celles de la courbes définie
par I'équation 2® + a(t)z + 1 = 0 sur | — €,0[ et donc suivent le signe du
discriminant A;. Méme raisonnement sur |0, €. U

Définition 2.6. On appelle chaine de n ovales la réunion non disjointe des
n ovales O; telle que pour tout i € {1,....,n—1} O; et O;11 s’intersectent en
un seul point et O; N Qi1 =0 si i — j| > 1.

Théoréme 2.7. Soient X une surface non singuliere et m: X — E un
pinceau réel en courbes stables de genre 2. Alors la structure géométrique, la
topologie de la fibre Xo au dessus de 0 et la partie réelle des fibres voisines
de Xy sont données par le tableau suivant :
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quées

Type Type de configuration réel | X, (R) Fibres voisines
complexe
Na-Uel[I§]
1 I' réelle 0 0
un ovale (1,1)
deuz ovales (2,2)
trois ovales (3,3)
0
O 0
0 —Q—
— 0
2 I'1 et Ty sont complexes conju- | un point isolé (1,0)

: v.--q--' ~":;'J’ \'x’,"'
. . LA " D Q
I'y et T'g sont réelles une  chaine de| (2,1)

deuz ovales

8

une chaine de
deuzr ovales et un
ovale

0

0

(3,2)
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3a I' est réelle un point isolé (1,0)
==
a
un point isolé et deuz | (3,2)
ovales
0 S —
0 0
un point isolé et un | (1,2)
ovale
4 —
0 T
une chaine de deuz | (2,1)
ovales
une chaine de deuz | (3,2)
ovales et un ovale
0 [ | E—
3b I'y et I'y sont réelles un point isolé et une | (3,1)

chaine de deux ovales

ou(2,2)

un point isolé, un
ovale et une chaine
de deux ovales

0O

0

-

(3,3)
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une chaine de trois | (3,1)
ovales

ou(2,2)
un ovale et wune| (3,3)

chaine de trois
ovales

:

0

4a

I’ est réelle

& =

r

0 0

un ovale (1,1)

deur points isolés | (2,0)
S
[
ou(1,1)

S

P

deuz points isolés et | (3,1)

un ovale

O e

HUU

ou(2,2)

il
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une chaine de deux
ovales et un point
isolé

(3,1)

ou(2,2)

une chaine de trois
ovales

(3,1)

ou(2,2)

4b

I'1 et I'y sont réelles

A ; A
>

une chaine de quatre
ovales

(3,2)

une chaine de deur

ovales et deux points —
ol =
P —
x —
t ou >
un point isolé et une | (3,2)
chaine de trois ovales — \
—_—
[

ou N
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I'y et I'y sont complexes | un point isolé (1,0)
conjuguées
h@‘.__b { <:_:I;a D Q
5 'y et Ty sont complexes | un point isolé (1,0)
conjuguées
B A I
{_ R ) :
’- o T
trois points isolés (5,0)
S
___ >
)
ks
W
»
o ou(2,1)
_____ >
I
____ >
I’y et 'y sont réelles
o A
(T 75
L une chaine de deuzr | (2,1)
ovales
TABLE 2.1.

On désigne, dans la colonne 4, par un couple de type (p, q) le nombre des
composantes connexes des fibres voisines & droite et a gauche de Xj.
Avant de passer a la preuve, nous rappelons le lemme suivant :

Lemme 2.8. |22, Ch. VII, p. 147] Soit (C, o) une courbe réelle et a un point
réel lisse de C. Alors il existe une composante conneze de C(R) non réduite
a un point et contenant le point a.

Démonstration du théoremel271. On admet sur X et E deux involutions
anti-holomorphes o x et o respectivement, tel que le morphisme 7 soit réel :
l.e Toox = og o w. commute.
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Si s € E est un point réel alors la fibre au dessus de s est réelle. Et I'invo-
lution ox transforme une composante irréductible d’une fibre réelle en une
autre de méme type.

Pour chaque type complexe de pinceau stable en genre 2 (Voir liste au début
du paragraphe), nous allons traiter les différents cas possibles pour le type
réel de la fibre singuliére (dans la troisiéme colonne) en se basant particu-
lierement sur des raisons topologiques (topologie de Zariski). Puis, pour la
réalisation, nous allons construire des exemples en se basant sur les proposi-
tion et 2.3

Soit I' une composante irréductible d’une fibre singuliére réelle. Si la condi-
tion suivante est vérifiée

(1)

a est un point réel lisse dans I';
I’y est réelle

Alors il existe une composante connexe R de I'(R) contenue dans le lieu réel
de I'; et contient le point a.

Commengons tout d’abord par les types complexes numérotés dans la Pro-
position ot chaccune de ces courbes stables est donnée par une équation
hyperelliptique.

Type complexe 1 : La fibre singuliére est une courbe projective lisse de genre
2.

On utilise le fait que si C' est une courbe réelle lisse de genre g alors (Théo-
réme de Harnack)

0 < #IH(C(R)) < g+1

Type complexe 3a : La fibre singuliére est une courbe elliptique I" avec un
point double a.

La courbe I' est la seule composante irréductible de la fibre, donc elle est
réelle. Le point a est le seul point singulier donc réel.

Si a est un point isolé dans la partie réelle de I' alors en appliquant le
théoréme de Harnack aux fibres voisines, nous montrons qu’il existe aux
plus deux composantes connexes lisses contenues dans le lieu réel de I' et ne
contenant pas a. DoncT'(R) = {a}, T'(R) = {a}UR; ou'(R) = {a}URURy,
ou les R; sont des ovales.

Si a est un point double avec deux tangentes réelles alors en appliquant le
théoréme de Harnack aux fibres voisines, nous montrons qu’il existe au plus
une composante connexe lisse contenue dans le lieu réel de I' et ne contenant
pas a. Nous avons donc seulement deux types.

Les exemple ci-dessous réalisent les 5 cas possibles pour le type complexe 3a.
Exemples :

1) I'(R) = {a} :

y? = —(2? + 1) (2> + 1) (2* + 2)
Sit=0 on a bien I'(R) = {a}.
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FIGURE 2.

17

Pour ¢ > 0 (resp. t < 0) , la partie réelle de la fibre au dessus de ¢ est vide

(resp. est une composante lisse) d’ou le type (1,0).
2)T(R)={a}UR; :

Y= —(2® 4+ t)(x — 2)(z — 1) (2> + 2)
Sit=0on abien I'R) = {a} U R;.

FIGURE 3.

Pour ¢ > 0 (resp. t < 0), la partie réelle de la fibre au dessus de ¢ est une
seule ovale (resp. est la réunion disjointe des deux ovales) d’ou le type (2, 1).

3) F(R) = {CL} UR1 URQ :
y? = (2 +t)(z — 1)(z — 2)(z — 3)
Sit=0onabien '(R) ={a} UR1 URy

=) B @ @ /(;‘):__

FIGURE 4.

Pour t > 0 (resp. t < 0), la partie réelle est la réunion disjointe des deux

ovales (resp. trois ovales d’ou le type (3,2).

4)
y? = (m2 + t)(x2 +1)(z+1)
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Si t = 0 alors la partie réelle de la fibre singuliére est une chaine de deux
ovales.

Sit >0 (resp. t < 0) alors la partie réelle de la fibre au dessus de ¢ est une
seule ovale (resp. deux ovales) d’ou le type (2,1).

5)

y? = (2 +t)(z—1)(z—2)(z+1)
Si t = 0 alors la partie réelle de la fibre singuliére est la réunion disjointe
d’une ovale et d’'une une chaine de deux ovales.
Sit > 0 (resp. t < 0) alors la partie réelle de la fibre au dessus de ¢ est la
réunion disjointe de deux ovales (resp. trois ovales) d’ou le type (3,2).

Type complexe 4a : La fibre singuliére est une courbe rationnelle I' avec deux
points doubles a et b.

La courbe I' est la seule composante irréductible, donc elle est réelle.

Et 'ensemble des points réels

I'R)={x eT(R) / xlisse} U{x € T(R) / x singulier}

donc :
Si a et b sont conjugués, alors {z € I'(R) / = singulier} = () et donc il existe
au plus une composante connexe R contenue dans le lieu réel de I' , ainsi
I'R)=0ouT'(R)=R.
Si a et b sont deux points réels isolés, alors il existe au plus une composante
connexe lisse contenue dans le lieu réel de I'.
Si a est réel isolé et b est un point double avec deux tangentes réelles alors
I'(R) = RU{a} ou R est une composante connexe contenant le point b.
Si a et b sont deux points doubles avec deux tangentes réelles, alors I'(R)
est formé par une seule composante connexe contenant a et b.
Exemples :
)

y? = —[(#* + 1)% — £*)(2* + 2)
La partie réelle de la fibre singuliére est vide ainsi que celles de ses fibres
voisines.

2)

v =@ +1)? = *)(z +2)
La partie réelle de la fibre singuliére est une seule composante lisse ainsi que
celles de ses fibres voisines d’ou le type (1,1).

3)

v =~z +1)? —t[(z - 1) —t](2* +2)
Dans cet exemple la partie réelle de la fibre singuliére est constituée par deux
points isolés. Et si ¢ > 0 (resp. ¢ < 0) alors la partie réelle de la fibre au
dessus de ¢ est la réunion disjointe de deux ovales (resp. est vide) d’ou le

type (0,2).

4)
y? =~z +1)* +1[(z - 1)* — t](z* +2)
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Dans cet exemple la partie réelle de la fibre singuliére est aussi constituée
par deux points isolés. Mais nous avons le type (1,1).

5)

v =l +1)? — (e - 1)° —t](z +2)
La partie réelle de la fibre voisine est la réunion d’une ovale et deux points
isolés et au voisinage nous avons le type (1, 3).

6)

v = [+ 1)* = t)[(z - 1)> = t)(z + 2)
La fibre singuliére est de méme type que 'exemple précédent, et au voisinage
on a le type (2,2).

7)

y? = [2? +t][(z — 2)* + t](z — 1)
La partie réelle de la fibre singuliére est la réunion d’une chaine de deux
ovales et un point isolé. Et au voisinage nous avons le type (3,1).

8)

v = [ —[(z - 2)* + t)(z — 1)
La partie réelle de la fibre singuliére est la réunion d’une chaine de deux
ovales et d’un point isolé. Et au voisinage nous avons le type (2,2).

9)

=[xz — 12 +1[(x —2)* +t](z + 1)
La partie réelle de la fibre singuliére est une chaine de deux ovales et au
voisinage nous avons le type (3,1).

10)
v =[e—1)° —d[(z - 2)° + ] (x + 1)
La partie réelle de la fibre singuliére est une chaine de deux ovales et au

voisinage nous avons un type (2,2).
Comme ¢a nous avons réalisé tout les cas possibles pour le type complexe 4a .

Type complexe 5 : Deux courbes rationnelles lisses I'; et 'y s’intersectent
transversalement en trois points a, b et c.

Si Iy et I's sont conjuguées alors la partie réelle est soit les trois points
singuliers a, b et ¢, soit 'un des points singuliers a, b et c.

SiI'y et I'g sont réelles, alors on a ou bien a, b et ¢ sont des points réels, et
dans ce cas il existe une composante connexe R; (resp. Rg) contenue dans
le lieu réel de I'y (resp. de I'y) qui contient les points a, b et ¢, ou bien I'un
des trois points singuliers est réel et les deux autres sont conjugués et dans
ce cas il existe une composante connexe R; (resp. R2) contenue dans le lieu
réel de I'y (resp. de I'2) qui contient le seul point singulier réel de la fibre, et
dans les deux cas, la partie réelle de la fibre est R; U Ro.

Dans le cas ot la partie réelle est constituée de deux ovales s’intersectant en
trois points la surface X ne peut pas étre lisse. Voir Table pour ce cas.
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Exemples :
1) (Fl + Fg)(R) = {CL, b, C} :

= —(@2+t)((z—1)2+)((z —2)2 +1)

Sit >0 (resp. t < 0) alors la partie réelle de la fibre au dessus de ¢ est vide
(resp. trois ovales) d’ou le type (3,0).

2) (Fl + Fg)(R) = {(l, b, C} :
y'= (@ +)((z = 1)* =) ((z — 2)* — 1)

Sit > 0 (resp. t < 0) alors la partie réelle de la fibre au dessus de t est la
réunion disjointe des deux ovales (resp. un ovale) d’ou le type (1,2).

3) (01 + ) (R) = {a,} :
y? = —(@ + 1) ((2* +1)° + 1)

Sit >0 (resp. t < 0) alors la partie réelle de la fibre au dessus de t est vide
(resp. un ovale) d’ou le type (1,0).

4) (Fl + FQ)(R) =RiURy:
y' = (@ =)z +i)* +)((x — i) + 1)

Sit >0 (resp. t < 0) alors la partie réelle de la fibre au dessus de ¢ est un
ovale (resp. deux ovales) d’ou le type (1,2).

Type complexe 2 : La fibre singuliére est la réunion de deux courbes ellip-
tiques lisses I'1 et I'y s’intersectant transversalement en un point a.

La fibre stable est constituée par deux composantes irréductibles I'y et I'y
qui s’intersectent au point réel a (a € ox (I'1t NT2)={a}). Si ox(I'1) = T2
alors a est le seul point réel de la fibre.

Si ox(I'1) = T'; alors T’y est aussi réelle et on a d’aprés , p- il existe
une composante connexe lisse Ry de I'1 (R) contenue dans le lieu réel de I'
et contenant le point a.

En utilisant ’argument , p- il existe une composante connexe lisse
Ry de T'2(R) contenue dans le lieu réel de I'y et contenant le point a. S'il
existe un point réel b ¢ R U Ry alors b est contenue dans une composante
connexe R3 contenu dans le lieu réel de la fibre, donc la partie réelle de la
fibre est R1 U Ro U R3. Si non R; U Ry est la partie réelle. Et ce sont les seuls
cas possibles d’aprés le Théoréme de Harnack appliqué au fibre voisine de la
fibre singuliére.

Exemples :

Dans la suite les deux composantes irréductibles de la fibres singuliéres sont
les complétés projectifs des deux courbes affines :

=23 +a(0)2®+z et 22=03+b0)0 + 0.

o a(t) et b(t) sont des fonctions holomorphes.

1) O'X(Fl) =I5 et R(Fl + FQ) = {a}

Y=o +ita®+x et 22

=03 — it + .
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la partie réelle est un points isolé et au voisinage on a le type (1,0).

2)
=3+ 1+t)?+z et 22=0>4+1—-t)®+o.

la partie réelle est une chaine de deux ovales et au voisinage on a le type (2, 1).

3)
Y=o+ 1+’ +z et 2=+ B+t 0.
la partie réelle est la réunion d’une chaine de deux ovales et un ovale, et au

voisinage on a le type (3,2).

Type complexe 3b : Une courbe elliptique lisse I'; et une courbe rationnelle
I'y avec un point double a, s’intersectant en un point b transversalement.
Les courbes I'; et I's sont réelles, aussi a et b sont deux points réels.

En utilisant ’argument , p. il existe une composante connexe R; (resp.
R3) contenue dans le lieu réel de I'y (resp. I'2) et contenant le point b. Si a
est un point isolé, alors Ry est la seule composante connexe de I's(R) autre
que a. Sinon le point a appartient & Ry et I'1(R) contient au plus une com-
posante connexe autre que R, et ne contenant pas b.

Exemples :
1)
Y=o+ 1 +t)*+z et 2=+ 2+t +0.

la partie réelle est la réunion d’une chaine de deux ovales et un point isolé,
et au voisinage on a le type (3,1).

2)
Y=+ (1+t)+z et 2=+ (2t +o.

la partie réelle est la réunion d’une chaine de deux ovales et un point isolé,
et au voisinage on a le type (2,2).

3)
Y=+ B+t 4z et =03+ 2+t)0*+0.

la partie réelle est la réunion d’une chaine de deux ovales, un ovale et un
point isolé, et au voisinage on a le type (3, 3).

4)
=22+ 1+t et 22 =034 (—2+t)+o.

la partie réelle est une chaine de trois ovales, et au voisinage on a le type
(2,2).

5)
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Y=+ B+’ +z et =0 4+ (2t o

la partie réelle est la réunion d’une chaine de trois ovales et un ovale, et au
voisinage on a le type (3, 3).

Type complexe 4b : Deux courbes rationnelles I'; et 'y (avec un point double)
s’intersectant transversalement en un point c

Les courbes I'; et I'y sont les seules composantes irréductibles de la fibre. Le
point ¢ est réel.

Si I'1 et I'y sont conjugués alors le seul point réel est c.

Si I'y et 'y sont réels, alors a et b sont réels et d’aprés , p. il existe
une composante connexe R (resp. Ry) formés par des point réels contenue
dans I'; (resp. dans I'y) et qui contient le point c. Si a et b sont isolés alors la
partie réelle de la fibre est Ry URoU{a,b}. Si a est réel isolé et b est un point
double avec deux tangentes réelles alors b € Ry et la partie réelle de la fibre
est Ry U Ry U {a}. Si a et b sont deux points doubles avec deux tangentes
réelles alors a € Ry et b € Ry et la partie réelle de la fibre est Ry U Rs.
Exemples :

1)

V=3 +2+it)x?+z et 22=0v 4 (2—it)® 4.
la partie réelle est un point isolé, et au voisinage on a le type (0, 1).
2)

Y=+ 2+t +z et 2= 42—t +u.

la partie réelle est la réunion d’une chaine de deux ovales et deux points
isolés, et au voisinage on a le type (2,2).

3)
Y=+ 2-t)*+z et 22=0 42+t +0.

la partie réelle est la réunion d’une chaine de deux ovales et deux points
isolés, et au voisinage on a le type (3,2).

4)
V=34 (=242 +z et 2=+ (2t +0.

la partie réelle est la réunion d’une chaine de trois ovales et un point isolé,
et au voisinage on a le type (2, 3).

5)
Y=o+ (2402 +z et 2= 4 (-2—-1t)® +u.
la partie réelle est la réunion d’une chaine de quatre ovales, et au voisinage

on a le type (3,2).
(]
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Proposition 2.9. Soit 7: X — E un pinceau réel en courbes stables de
genre 2 avec une unique fibre singuliére au dessus de 0. Alors l’espace total
X peut avoir seulement des singularités aux points doubles de l'unique fibre
singuliere au dessus de 0. Et ces singularités sont de type A,.

Démonstration. Voir [18], § 4] O

Remarque 2.10. Dans le théoréme précédent nous avons traités le cas des
pinceaur en courbes stables de genre 2 dont l’espace total X est une surface
lisse. Mais en général la surface X peut étre singuliére.

Dans le cas général d’une fibration stable de genre 2, on obtient la méme
liste pour les 8 premiéres colonnes du tableau, en revanche on a de nouvelles
possibilités pour la colonne 4 concernant le type des fibres voisines.

Remarque 2.11. Une fibration stable de type 1 est toujours lisse.

Nous donnons dans les tables et les types supplémentaires.

Partie réelle Fibres Exemples
Voisines
un point isolé (1,1) ' = —(2% —tH)(2? + 1) (2* + 2)
\‘,l‘:«ff
(0,0) y? = —(2® + 1) (a? + 1) (2* + 2)
un point isolé et un | (1,1) ' = —(2% —tH)(x — 2)(z* +2)
ovale
O (2,2) v = — (2 + ) (z - 2)(a* + 2)
un point isolé et deux | (3,3) v’ = (2% —tH)(x — 1)(z — 2)(z — 3)
ovales
X
0
0 22) | =@+ ) D -2 -3
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une chaine de 2 ovales

8

(2,2)

v =2 —tH@+ D) (z+1)

une chaine de 2 ovales et | (3,3)

un ovale

8

0O

v’ = (2 —t)(x + 1) (z+2)(z +3)

TABLE 2.2. Type complexe 3a

Partie réelle Fibres | Exemples
Voi-
sines
deux points isolés | (2,2) v = —[(z+1)2 —?)[(x — 1)* = t*)(2* + 2)
X
o
ou(2,1) | y? = —[(z +1)? = t][(z — 1)* — t] (2> + 2)
deux points isolés et | (3,3) v’ =—[(z+1)?* =Yz - 1)* -t} (z 4+ 2)
un ovale
X
.
ou(3,2) | y* = ~[(z +1)° = *][(z — 1)* — t](z +2)
une chaine de 2| (3,3) y? =22 = tY[(z — 2)% — t*)(z — 1)
ovales et un point
isolé
>
ou(3,2) | y* = [a? — 1?)[(z = 2)* — t)(x — 1)
une chaine de 3| (3,3) v =[(z —1)? = ?[(x —2)* =t} (z + 1)

ovales

;

TABLE 2.3. Type complexe 4a
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un point isolé (1,1) y? = — (22 —tH((2® +1)% +1)

trois points isolés (3,3) v = — (22—t ((x—1)>=t*)((x—2)% - t?)

¥

Deux ovales s’inter- | (3,
sectent en 3 points | (2,
3

S

une chaine de 2|(2,2) Y = (352 - tQ)((CU + i)z +1t)((x — i)Q +1)
ovales

TABLE 2.4. Type complexe 5

3. PINCEAUX REELS EN COURBES DE GENRE 2 : TYPE ELLIPTIQUE

Dans ce paragraphe on se propose d’étudier les pinceaux réels en courbes
de genre 2 dont les fibres singuliéres sont de type elliptique. Dans le cas
complexe, Namikawa et Ueno [I8] ont donné une méthode analytique permet
de construire les fibres singuliéres de type elliptique. Nous allons suivre leur
construction pour traiter le cas réel pour le type elliptique 1, par contre pour
le cas elliptique 2 nous utilisons les travaux de Q. Liu [16] en s’inspirant des
travaux de Silhol dans le cas des fibrations elliptiques |22, Ch. 7].

Fibres singuliéres de type elliptique 1.

Construction des fibres singuliéres de type elliptique 1. On se donne un un
pinceau en courbes de genre 2, 7 : X — D = D(0,¢€). On suppose de plus
que X est minimale.

Nous avons rappelé dans le paragraphe 1 la construction de triplet d’inva-
riants de Namikawa et Ueno (M, z,n) et que si M est d’ordre fini, n = 0 et
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z € M* la fibre singuliére est dit de type elliptique 1.

Inversement, on se donne un couple (M, Z) € Sp(4,Z) x M*. Soient 7 € M
un représentant de Z et C' une courbe projective lisse de genre 2 associée a
7 alors M est la représentation d’un automorphisme holomorphe gy de C' (
décrit explicitement dans [I§]).

Soit E ={s € C; [s|< e%} avec n = ord(M).

On pose ® = E x C, et on note par & le groupe cyclique d’ordre n engendré
par 'automorphisme ¢ : (s,p) — (en(s), go(p)) de D, ol e, = exp(%%).
Soit 5, le modéle minimal lisse du quotient © /®alors © —» D est un pin-
ceau en courbes de genre 2. La fibre singuliére au dessus de s = 0 est la fibre
désirée.

Classification réelle des fibres singuliéres de type elliptique 1. Soit m: X —>
D un pinceau en courbes de genre 2 réelle, dont la fibre singuliére est de

type elliptique 1. On désigne par Xg = an‘Di le diviseur associé la fibre
i=1
singuliére de 7 au dessus de 0. De fagon schématique on peut représenter
le type de configuration réel de Xy comme dans le tableau du théoréme
suivant ol on a noté par — les composantes irréductibles réelles et par
SRREEELLE - les composantes irréductibles non réelles.

Théoréme 3.1. Soit m: X — E un pinceau réel en courbes de genre 2 dont
la fibre singuliére est de type elliptique 1. Le tableau ci-dessous donne pour
chaque type compleze les types de configurations réels possibles. (voir [18| pour
le cas complexe) :

Type complexe | Monodromie | Type de configuration réel

Io—0-0 I1

réguliére

P
w i
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2D,

4D

47

Q&
w:._
9.4
&
—F

—1—=

3D,

11 1b

IT 2d

II 3¢

11

VI

I
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3D. ; :
: I W
D, D,
m,
D, D
N
3D E .
: ; p | 7
D, D,
A% Il 4c
m, W, W,
D | | |
R —
m, D, I 4D,
D | ;
| Pl 4—m
VI IV Ic
o |
5D, i ‘n:'ul D, 6m,
2D,
D, 5 4,
”’i_ql_?%
VII 1V 1d
D‘
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v* IV 2a

4D |3 a“n

Vv IV 2b

L TV PP

TABLE 3.5.

Dans les colonnes 1 et 2 nous utilisons les notations de Namikawa et Ueno
[19] et Ueno [24] respectivement.

Démonstration. Nous nous donnons dans chaque type un couple (M, Z) €
Sp(4,Z) x M*. On note par C une courbe projective lisse de genre 2 de
matrice des périodes (I, 7) ol T est un représentant de Z et par g ’automor-
phisme sur © défini dans le paragraphe précédent. Soient {p;...px } ensemble
des points de © fixés par g. Les points singuliers de ©/® sont les points p;
classes des points p;. Donc le modéle lisse X du quotient ©/®& est obtenu
par résolution canonique des singularités de ce dernier et le type complexe
de la fibre singuliére au dessus de s = 0 est donnée par (|18 § 7]).

Type [ Ip—0-0 | :
La fibre a l'origine est une courbe projective lisse de genre 2 qui est réelle
car c¢’est I'unique composante irréductible de la fibre.

Type [ I§_g_¢ | :
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La courbe C' est un modéle projectif lisse d’'une courbe affine donnée par :

6
y? = H(m —a;)

=1

L’automorphisme g est donné par g(s,z,y) = (—s,z,—y), et posséde six
points fixes {p;= (0, a;,0)}. Les points singuliers de ©/& sont les points p;
classes des points p;.

La fibre singuliére au dessus de 1'origine s’écrit :

6
Xy =2D + ZDi
=1

ot D (courbe rationnelle lisse) est la transformée stricte de Cx{0}/& et pour
tout 7, la composante D; est la droite projective correspondant au point p;
dans la résolution des singularités.

Soit o la structure réelle usuelle sur © définie par o(s,z,y) = (5,Z,7). On a
oog =goo, donc 'involution ¢ induit une structure réelle sur © /& et comme
o laisse globalement invariant ’ensemble des points singuliers de ©/®, alors
on a ou bien o(p;) = p; et dans ce cas D; est réelle comme composante irré-
ductible de X, ou bien o(p;) = p; ot i # j, et dans ce cas 0(D;) =D; . On a
alors 4 possibilités pour le choix des a; (deux a deux conjugués, deux réels et
les autres complexes conjugués deux a deux , quatre réels et deux complexes
conjugués ou les six sont réels) et donc finalement nous avons quatre types
réels.

Type [ II] :
La courbe C est un modéle projectif lisse d’une courbe affine donnée par :

y? =2+ azt + g2t +1

L’automorphisme g est donné par g(s,z,y) = (—s, —x,y), et posséde deux
points fixes p1 = (0,0,1) et p2 = (0,0, —1). Ainsi ®/& a deux point singu-
liers p1 et po correspondant respectivement aux deux points fixes p; et po.
La fibre singuliére au dessus de 0 est :

Xo=2D+ Dy +Ds

ot la courbe elliptique lisse D est la transformée stricte de C'x{0}/&, D; et
Dy sont deux courbes rationnelles lisses correspondant aux résolutions des
points singuliers p; et po.

On considére la structure réelle usuelle o sur © définie par o(s,z,y) =
(5,7,7). On a 0 0 g = g oo, donc l'involution ¢ induit une structure réelle
sur © /G et o(p;) = p;. Par suite Dy et Dy sont réelles.

La structure réelle définie par oi(s,z,y) = (5, T, —7), envoie D; sur Ds.

D’ot les deux possibilités décrites dans le tableau.

Type [ VI | :
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La courbe C' est un modéle projectif lisse d’'une courbe affine donnée par :

y? = z(2* + az? 4+ 1)

L’automorphisme g est donné par g(s,z,y) = (is, —x,iy), et posséde deux
points fixes p; = (0,0,0) et p2 = (0, pso)-

L’automorphisme g2 : (s,z,y) — (—s,z, —y) posséde deux points fixes

—a+ Va2 -4 0

5 ) et

autres que p; et pe donnés par p3 = (0,
—a—+Va?—4
pa = (0, 9

pa, 3 et py classes des points p1, p2, p3 et py respectivement.
La fibre singuliére au dessus de l'origine s’écrit :

,0). Ainsi ©/® posséde quatre points singuliers pq,

XO:4D+D1+3D2+2D3+D4+2D5+2D6

ot D est la transformée stricte de C'x{0}/® et D; correspondant au point
singulier p,. Les droites projectives Dy, D3 et D, correspondant au point
singulier p,. Et D5, Dg correspondant respectivement aux points ps et py.
On consideére 'action de Galois induite par une structure réelle sur les com-
posantes irréductibles de la fibre singuliére. Une composante irréductible de
X est réelle ou la conjuguée d’une autre composante de méme type et méme
multiplicité, on a donc D, Dy, Do, D3 et Dy sont réelles, ainsi on a exacte-
ment deux types réelles. Considérons la structure réelle usuelle o qui envoie
Ds sur Dg pour o = 0. Et qui laisse fixe globalement D5 et Dg si a # 0.

Type [ IIT | :
La courbe C' est un modéle projectif lisse d'une courbe affine donnée par :

y? =2%+az® +1

L’automorphisme g est donné par g(s, x,y) = (ess, esz,y), et posséde quatre
pOintS fixes p1 = (0707 ]-)7 b2 = (0505 *1)7 p3 = (Oapoo) et py = (07q<>o) dont
les deux derniers correspondant au point & 'infini aprés résolution de singu-
larité . Ainsi ©/® a quatre points singuliers pi, pa, p3 et py correspondant
respectivement aux points pi1, p2, p3 et ps. La fibre singuliére au dessus de
Iorigine s’écrit :

Xo=3D+ D1+ Dy +2D3+ Dy + 2Ds5 + Dy

ot D est une courbe rationnelle et ¢’est le modéle lisse d'une courbe C'x{0}/&.
Et les deux courbes lisses D1 et Dy correspondant aux deux points singuliers
p1 et pa. Les courbes rationnelles lisses D3 et Dy (resp. D5 et Dg) correspon-
dant au point singulier ps (resp. pg).

Soit C la courbe projective singuliére plane donnée par 1’équation affine :

y2 =25 +ax®+1
) R z1 2z
En coordonnées homogénes : on pose x = —, y = — et on a :
20 20

zézg = z? + ozzg’z% + zg
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La courbe C' a comme point singulier I'unique point a I'infini p = (0: 0: 1)

€ {22 # 0}. On pose X = @, Y = i, I’équation affine dans {z9 # 0} est :
z9 Z9

X4 = X0+ ax3y3+v6

La courbe affine S donnée par cette équation posséde un seul point singulier

(0,0).
On considére le bimeromorphisme F de C? défini par :
X vy3
F(X)Y)= =(=,—
(X,Y) = (1,0) = (5 57)

I'application F induit une application holomorphe de C? — {XY = 0} dans

C? — {uv = 0}. Et la clotfire de Zariski de F(S — (0,0)) est une courbe affine
S donnée par I'équation :

u=v*(1+au® +u?)

On en déduit que S est un modéle lisse de S et les deux points p = (0,1)
et ¢oo = (0, —1) correspondent au point (0,0).
Et enfin C = C — p U S est un modéle non singulier de C.
Si on considére la structure réelle usuelle o sur & définie par o(s,z,y) =
(5,%,7) alors p; et py sont deux points réels. L’involution o induit sur la
carte {2z # 0} l'involution (X,Y) — (X,Y), qui induit encore la structure
réelle sur .S définie par :

(u,v) — (u,v)
et on a alors p3 et pg sont deux points réels et dans ce cas toutes les compo-
santes irréductibles de la fibre singuliére sont réelles.
Soit o7 la structure réelle définie sur © par o1(s,z,y) = (5,7, —y), on a
o1(p1) = p2, donc D; et Dy sont conjuguées. L'involution o induit sur la
carte {22 # 0} I'involution (X,Y) — (=X, —Y), qui induit encore la struc-
ture réelle sur D définie par :

(u,v) — (u, —0)

et on a alors que p3 et py sont deux points conjugués et dans ce cas on a le
type de configuration réel suivant :

Xo=3D+ (1 +0'1)D1 +2(1 +01)D3 + (1 +O’1)D4

Type [ IV | :
La courbe C' est un mode¢le projectif lisse d’'une courbe affine donnée par :
y2 =28 +az®+1

L’automorphisme ¢ est donné par g(s,z,y) = (egs,esx,—y), et ne pos-
séde aucun point fixe. L’automorphisme ¢%(s,z,y) = (e2s,e3x,y) posséde
quatre points fixes équivalents a p; = (0,0,1), p2 = (0, poo). Bt ¢°(s,z,y) =
—a+ Va2 — 4) 0)

2 )

=

(eds, x, —y) posséde six points fixes équivalents a p3 = (0, (

—a—Va?—4

5 )3,0).

et py = (07(
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Ainsi ©/® a quatre points singuliers py, p2, ps et py correspondant respecti-
vement aux pi, p2, ps et pg. La fibre singuliére au dessus de 'origine s’écrit :

Xo=6D +4D1 + 2D3 + 2D3 4 3D4 + 3Ds

ou D est la transformée stricte de C'x{0}/®. Les deux droites projectives D
et Dy correspondant au point singulier p,. Et D3, Dy et Dy correspondant
respectivement aux points p,, p3 et p4.

Les composantes Dy, Ds et D3 sont réelles. Les deux composantes Dy et Ds
sont conjuguées par la structure réelle usuelle si « = 0. Et elles sont réelles
sinon. On a donc deux types de configuration réels.

Type | VIT* | :
C' est un modéle projectif lisse d’une courbe affine donnée par :

y? =z(zt +1)

L’automorphisme ¢ est donné par g(s,z,y) = (ess, iz, egy), et posséde deux
points fixes p; = (0,0,0), po = (0, poo) ainsi que g2 et g3. Et ¢*(s,z,y)
= (—s,x,—y) posséde quatre points fixes equivalents a p3 = (O,e%,O),
Py = (0,6521_[,0). Ainsi ©/® posséde quatre points singuliers pi, pa2, p3 et
p4 correspond respectivement aux points p1, pe, p3 et ps. La fibre singuliére
au dessus de l'origine s’écrit :

Xo =8D+5D 142D+ D3+ T7Dy~+6D5+5Dg+4D7+3Dg+2Dg+D1o+4D11

Une involution sur X, transforme une composante irréductible de la fibre
en une autre de méme multiplicité et de méme type. Et deux composantes
irréductibles conjuguées coupent une méme composante réelle ou deux com-
posantes conjuguées. Donc toutes les composantes irréductibles de la fibre
sont réelles . Ainsi on a un seul type de configuration réel.

Type | VIT* | :

La courbe C' est un modéle projective lisse d'une courbe affine donnée par :
y? = x(zt +1)

La fibre singuliére & l'origine est formée d’une courbe cuspidale et d’une

courbe rationnelle lisse donc on a seulement un type de configuration réel.

Type [ V* ] :

La courbe C' est un mode¢le projectif lisse d’'une courbe affine donnée par :
y?=a%+1

L’automorphisme g est donné par g(s,x,y) = (ess, €5, —y), et posséde deux

points fixes p1 = (0, ¢so), P2 = (0, poo) correspondant au point a l'infini aprés

résolution de singularités, ainsi que ¢°. L’automorphisme ¢? a aussi deux

points fixes équivalent & (0,0,1). Ainsi ©/® posséde trois points singuliers

p1, P2, et ps correspondant respectivement aux points pi, ps et p3. La fibre

singuliére au dessus de l'origine s’écrit :

Xo =6D+5D1+4Dy+3D3+2D4s+ D5+ 5Dg+4D7+3Ds+2Dg+D1g+2D11

ou D est la transformée stricte de C'x{0}/®. les composantes D1, D, D3,
D, et Dy correspondent au point singulier p,. Et les composantes Dg, Dy,
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Ds, Dy et Dyo_correspondant au point singulier p,. Diy correspondant au
point p3. Soit C' la courbe projective singuliére plane donnée par ’equation

affine :
y? =25 11
Z1 Z9
—,y=—etona:
20

En coordonnées homogeénes : on pose x =

4.2 6, 6
Zpg2y = 21 + %

La courbe C a uniquement comme point singulier le point a U'infini p = (0 :
0:1) € {z2 #0}. On pose X = @, Y = ﬂ, I'equation affine dans {2z # 0}
est : = &

X' =X04Y"
La courbe affine S donnée par cette équation a un seul point singulier (0, 0).
On considére le biméromorphisme F de C? défini par :

X Y3

v x2)

application F' induite une application holomorphe de C2 — {XY =0} dans
C? — {uv = 0}. Et la clottire de Zariski de (S — (0,0)) est une courbe affine
S donnée par ’équation :

F(X,Y) = (u,v) = (

u =031 +u?)
On a alors S est un modéle lisse de S et les deux points po = (0,1) et
dso = (0,—1) correspond au point (0,0).
Et enfin C = C — p U S est un modéle non singulier de C.
On considére la structure réelle usuelle o sur & définie par o(s,z,y) =
(5,7,79) . L'involution o induit sur la carte {z2 # 0} linvolution (X,Y)
— (X,Y), qui induit encore la structure réelle sur S définie par :

(u,v) — (u, )

et on alors p; et p; sont deux points réels et dans ce cas tout les composantes
irréductible de la fibre singuliére sont réelles.

Soit o1 la structure réelle définie sur © par o1(s,z,y) = (5,7, —7). L’involu-
tion oy induit sur la carte {29 # 0} l'involution (X,Y) +— (=X, -Y), qui
induit encore la structure réelle sur S définie par :

(u,v) — (u, —v)

et on alors py et pg sont deux points conjuguées et dans ce cas on le type de
configuration réel suivant :

5
Xo=6D+Di1+(1 +01)ZDz'
i=1
Type [ V] :
La courbe C' est un modéle projectif lisse d’'une courbe affine donnée par :

y? =25 +1
L’automorphisme ¢ est donné par g(s,z,y) = (egs,eq,y), et posséde deux
points fixes p; = (0,0,1) et py = (0,0, —1). L’automorphisme g* posséde
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deux points fixes, autres que p; et pa, équivalents a p3 = (0, pso) 00 Poo) €St
le point & I'infini de la courbe C. Et enfin ¢ ne posséde pas de points fixes
autres que p1= (0,0,1) et po = (0,0,—1). Donc le quotient © /& posséde
trois points singuliers p1, po, et p3 correspondant respectivement aux points
1, p2 et ps. Soit X3 la surface obtenue aprés la résolution canonique des
singularités. La fibre singuliére de X3 au dessus de 'origine s’écrit :

X0:6D+D1+D2+4D3+2D4

ol D est une courbe rationnelle lisse. C’ est la transformée stricte de C' x
{0}/®. Les courbes D; et Dy correspondent aux points singuliers p, et p,
respectivement. Les droites projectives Dsy, D3 correspondent au point sin-
gulier p,. Les composantes irréductible D, D3 et Dy sont réelles, Dy et Do
sont complexes conjuguées ou toutes les deux réelles.

Mais on a D? = —1, c’est donc une (—1)-courbe, alors il existe une surface
lisse X2 et une application holomorphe p : X3 — Xy tel que u(D) est
un point lisse ¢ [18, §7] . On pose D} = u(D;) pour i € {1,2,3,4}, on a D}
est une (—1)-courbe donc il existe une surface lisse X; et une application
holomorphe p' : X7 — Xj tel que pu(Dj) est un point lisse ¢’. On pose
DY = u(Dr;) pour i € {1,2,4}, on contracte de nouveau la (—1)-courbe D}
et enfin on obtient le modéle minimal non singulier X de ©/& dont la fibre
singuliére a l'origine est la réunion de deux courbes rationnelles lisses qui
s’'intersectent en un point double ordinaire. On a donc deux types réels. [J

Remarque 3.2. Les Types [IV —i| et [VIII —i], i =1,...,3,4, se traitent
de la méme maniére.

Fibres singuliéres de type elliptique 2. Les notations sont celles du
paragraphe 2.

Proposition 3.3. [l existe un voisinage saturé V de Xy dans X tel que
7 Y x(V)\ {0}) est analytiquement isomorphe & la surface affine définie
dans C? x D\ {0} par Uéquation :

y = a(t) (ao(t)wG +ay(t)z® + ... + as(t)) = a(t)Pi(z)

ol a est une fonction méromorphe réelle et les a; sont des fonctions holo-
morphes réelles.

Proposition 3.4. Si la fibre singuliere Xo du pinceau m: X — D est de
type elliptique 2, alors il existe un pinceau en courbes de genre 2, 7: Y — D
définie par une équation :

y* = a(t) Py(x)

tel que la fibre singuliére, du modéle minimal Y de Y est de méme type de
configuration compleze que Xo, et Py(x) a une racine de multiplicité 3 ou 6.

Notation 3.5.  (1): Soit a une fonction méromorphe au voisinage de 0,
il existe un unique o € Z et une unique fonction holomorphe b tels que
a =t et b(0) # 0. L’entier a est noté v(a), on vient alors de définir
une valuation discréte v sur le corps des fonctions méromorphes au
voisinage de 0.
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(2): Soit Q(x) = ao(t)x® + a1 (t)x® + ... + ag(t).
Pour 0 < 3 <3, on note

0;(Q) :mm{’;(_az’; tel que j+1<i< 6}

Pour toute fonction méromorphe a, on note

5(@):{ 0 si 2|v(a)

1 sinon

Remarque 3.6. Avec les notations de la proposition précédente, si Py(x) a
une racine de multiplicité 3 alors Yy est de type [K1-Ka-m[ ot K et Ko sont

des symboles de Kodaira. Et si Py(x) a une racine de multiplicité 6 alors Yy
est de type [2K1-m] [15].

Cas ot Py admet une racine triple.

Lemme 3.7. Si Py admet une racine triple alors Y admet une équation
de type 2% = a(t)t> Sy(u) relative o cette racine telle que Sy(u) € Clul,
deg(So(u)) =3, 0 < 03(Sy) < 1 et So(u) n'est pas un cube si 63(Sy) = 0.

Démonstration. Supposons que Py admet une racine triple e. Il existe r € N
relatifs a e tel que si on pose z = t"u + e, alors on trouve une équation z? =
a(t)t"Sy(u) satisfaisant les conditions du lemme. L’entier r est déterminé
comme suit :

Soit Qt(:z:) = Pt({l/‘ + 6).

Si 63(Q:) < 1 on prend r = 0.

Sinon on pose 71 = [A3(Q;)] et Q; (z1) = Q¢(t" x1), on a une équation :

22 = a(t)tTQ% (1)

avec deg(Q1) =3 et 0 < 63(Q}) < 1.

Si 03(Q}) # 0 ou Q) n’est pas un cube, on prend 7 = 7.

Si 03(Q}) = 0 et Q) est un cube, on note ey la racine triple de Q} et on
pose Q?(x2) = Qi (x2+e1) et on continue avec équation 2% = a(t)t" QL (1),
ce processus s’arréte aprés un nombre fini de fois. On trouve alors une suite
finie r1, 79, ..., 7. Finalement on pose r = r1 + ... + 7. O

Définition 3.8. On suppose donnés S; et r. On définit T; et s de la facon
suivante

— 81 Py a une autre racine triple, on détermine s et T; comme r et Sy
relativement o [’autre racine triple.

— Si deg(Py(x)) = 3 on remplace x par " et z par z3z. Alors 0 sera
racine triple de So. On cherche r et T; relativement a cette racine
comme précédemment.

— Si Sp a une seule racine triple 1(0) et deg(So(u)) > 3 on prend s =0
et T =a5P(u™ + 21(1))

On peut alors reconnaitre le type de la fibre singuliére 170 en utilisant
l'algorithme suivant [I5] :
— SiS) est a racines simples alors K= Iy si 2|v(a(t)t") et sinon K;=Ij.

1
— Si65(S;) = 3 alors K;= III si 2|v(a(t)t") et sinon K;=III*.
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1
— Si65(S;) = 3 alors K;= II si 2|v(a(t)t") et sinon K;=IV*.

2
— Si 03(S;) = 3 alors Ki= IV si 2|v(a(t)t") et sinon K;=IT".
De méme, relativement & s et T}, on détermine Ko. Et I’entier m est égale &

(r—0o(a(t)t") +s—d(a(t)t®))/2.

Remarque 3.9. Le cas ot Sy admet une racine double est exlu car il nous
donne Ki= I ou Ki=I avec k > 0, et donc la fibre singuliére Yy n'est
jamais de type ellitique 2.

On se donne une courbe I', alors on note par K(I') une courbe de type
K (symbole de Kodaira pour les modéles minimaux de courbes elliptiques)
dont on a remplacé une de ses composantes irreductibles de multiplicité 1
par I
La configuration d’une fibre de type [K;-Ka-m| est comme suit :

- LY
m-1

Ki(l}) : )

FIGURE 5.

On suppose maintenant que 7 est réelle. Donc la fibre singuliére Xy au des-
sus de 0 est globalement réelle. On s’interesse tout d’abord au cas ou X
est de type [K;-Kj-m]. Dans ce cas si I'1 et 'y sont de méme type (au sens
que (T - Kx) = (Ty - Kx), IT? = I'2 et p(T'1) = p(I'2) ot Kx désigne le
diviseur canonique de X et p le genre arithmétique ), alors par action de
Galois sur X on a ou bien Kj(I'y) et K;(I'2) sont conjugués ou bien ils sont
globalement réelles.

K,(T'1) et K1(I'2) sont conjugués : On commence par construire des exemples
ou K1(I'1) et K1(I'2) sont conjugués, avec K1 € {Ip, Iy, II, III, IV, IT*, IIT*,
IV*}. Dans ce cas Py admet deux racines triples conjuguées et si Ey et Ea
désignent les deux composantes irréductibles de la fibre singuliére du pinceau
stable associé a 7 alors E; et Fy sont deux courbe elliptiques conjuguées.

Et plus que ¢a, si on note (73, s) et (S¢,r) les couples définis précédamment
relativement aux deux racines triples de Py alors

{ r=s
Si(u) = Ty(u)
Proposition 3.10. Sile pinceau 7: Y — D est défini par une équation de
l'un des types suivants :
(1) 2 =t((x — )3 + ™ (x — i) — it> ™) ((x + )3 + @t*™(x + 1) + it>™)
(2) 2 = t((x — )3 —it> L (z — i) ((x +9)3 + it> T (z +19))
(3) y2 _ te((x _ i)3 o it3m+l)((x + i)3 + it3m+1)
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(4) 3/2 — te((x o i>3 o it3m+2)(($ + i)3 + it3m+2)

ou e € {0,1}. Alors Yo a une configuration de type décrit par la ﬁgure@ dont
K(T'1) et K1(T'2) sont conjugués.

Dans les tableaux ¢i-dessous nous donnons les différents types de configu-
ration réels possibles avec des exemples définis par des équations hyperellip-

tiques

y? = t°Re(x)Q¢(x)

et sous la forme de I'un des types donnés dans la proposition précédente.

Type de | type de configuration réel | exemple
config.
com-
plexe
[To-Io-m], Ri(x) = (x +14)% — it™™(x + 1) + it>™
m pair Qi(x) = (x —i)® + it>™(x — i) — it>™"
‘.‘E.u 1.4 v.‘ Rl ., 1 "“g
B "
Ay m-1 EAZ
' e=0
_ \3 -12m ; -1 3m
[Io-To-m], Ri(z) = (x —di)° +it"™(x — 1) — it
m impair Qi(x) = (x +1)® — it>™(x + i) + it>™"
.:: {:' 1, E 1 ¢ ,
. L e ] E
Aq Az}
le=1
[II-1I-m), Ri(z) = (x + 1) + it H et
m pair Qi(z) = (z — i) —it3™T!
‘":r 1 . 1'~,":é:
H : m-1 )\<'-
P ' e=1
[[I-TT-m), Ri(x) = (x + 1) + it H et
m impair Qi(z) = (z —i)% — i3 T!
“ e
< m T Wt $
H ‘ m-1 H
t A, AZ':
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[TTI-TTI- Ri(z) = (x — i) + it” (z — i)
m|, m Qi(x) = (x +1i)® —it>™ T (z + 1)
pair

£ E,/‘ [ BE/"
‘:‘ m-1 .i‘
:‘\* : - 6 pu— 0
[TII-ITI- Ri(z) = (z — i) + "z — 4)
m], m Qi(x) = (x +i)® —it*™ T (z + 1)
impair
i“ m-1 g é”
i“-\ ?“\A e=1
IV-IV- Ri(z) = (x +19)® + it*"T? et
[
m|, m Qu(z) = (z — i)® — §t3m+2
pair
e e
f;,‘ m-1 ‘\EE,'
x, A
o T e=0
IV-IV- Ri(z) = (x — )% — > T2 et
[
m|, m Qi(x) = (x4 1)% 4 it>™ T2
impair
,BE . : m-1 ~, EB;
N A
+ : A * ; A 6 — 1
I-15-m Ri(z) = (x4 14)° — it*™ (x4 1) + it>™
[0 0 ) t
m pair Qi(z) = (v —i)® +it>™(x — i) — it*™
b il
le=1
I5-15-m Ri(z) = (x — ) +it” (xz — ) — it""
[0 0 )
m impair Qi(x) = (x +1)® — it>™(x + i) + it>™
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[II*-1I"-m|, Ri(z) = (z +)> + it> ™2 et
m pair Qi(x) = (z —i)3 — at3m+?
A PRI A
Foog- cped ’ ;
51 13 5 .3
Li8lpaad srpedend
ik . e=1
[II*_H*_mL Rt(SU) — (33 Z>3 j43mT2 ot
m impair Qi) = (z +1)% + > 2
" *‘A’.\ h
ot
-3;- - - 1.-;: ----- .
Raie opeod - :
5: :3 5 : :;.
- E..E.-..;.
35 3 e=0
[ITT*-I1T*-m], Ri(x) = (z —i)> + >z — i)
m pair Qi(z) = (z +1)% —it* Tz +9)

[IIT*-IIT*-m)],
m impair

(96+

— i)+ it ()
S — it (2 4 1)

i)

[IV*-IV*-m],

m pair Qt(ﬂf) (ac _ i)3 j43m+2
.E"'--J 1 ——, ! e ‘;'1
BE I : BE )
R mAd Ll N
io s
-:;-E-EJE-- .I -:;-i-. E
__!__5__:_ ) . E"i":-
' I e=1
[IV*-IV*-m], Ri(z) = (v — i) — "™+
m impair Qt(fb‘) _ (x + i)3 + j3mt+1
ad 1. 1 1,05
"“'~, [ et :
H B
lii...zl.g. m-1 ..:...2..2.
A il
.123.;- t .12.:. !
H i

TABLE 3.6.
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K,(T'1) et K(T'2) sont globalement réelles : On garde toujours les mémes

notations. Si Py admet une racine triple réelle alors K (I';) et K3(I'2) sont
globalement réelles. Il reste a déterminer 'action de Galois sur les compo-
santes irreductibles de K1(I'1) et celles de Ko(I'g).

Lemme 3.11. Si K (resp. Ka) est de type Iy, 11, 111, IT* ou III* alors les
composantes irréductibles de K1(I'1) (resp. Ko(I'2)) sont réelles par action
de Galois.

Si Py admet une racine triple réelle et si la fibre singuliére est 'une des
types figurés dans le tableau suivant alors toutes ses composantes irréduc-
tibles sont réelles.

Mo-lo-m] | [-1-m] | [-II-m | [IT-10-m] | [IT-11-m]
[Mo-1lm] | [To-l-m | [o-Il-m] | [To-IIT-m] | [I-I-m
[T -m] | (-0 -m] | -1 -m] | [T -m] | 17110 -m)]

Lemme 3.12. Si K (resp. K2) est de type I, IV ou VI* alors on a exacte-
ment deuz types de configuration réels réalisables de K1(I'1) (resp. Ko(T'2)).

Démonstration. Cas ou K = I :

On considére 'équation y? = (2® + at™™ 2z + 5"\ Ry(z) = Py(z) ou
R, est unitaire, de degré 1, 2 ou 3 et Rp(0) # 0. Si K est le symbole de
Kodaira relative a 0 comme racine triple de P;. Alors K = Ij et si o« = 1
alors le discriminant A de Péquation x3 + otz + t3 = 0 est négatif donc
les composantes irréductibles de K (I') sont réels. Si @ = —2 alors A > 0 et
K(T') a deux composantes conjugués et les autres sont réelles.

Casou K =1V :

On considére I'équation y* = (23 +at™ )Ry (z) = Py(x) ott Ry est unitaire,
de degré 1, 2 ou 3 et Ry(0) # 0. Soit K le symbole de Kodaira relative a
0 comme racine triple de P; et o = £1. Alors K = IV et si a = —1, les
composantes irréductibles de K (I') sont réels. Si a = 1 alors K(I') a deux
composantes conjugués et une composantes réelle qui est I'.

Casou K =1V :

léquation y? = (23 + at?)R(x) = Pi(z) ot Ry est unitaire, de degré 1, 2 ou
3 et Ry(0) # 0. Soit K est le symbole de Kodaira relative & 0 comme racine
triple de P;. Alors K = VI* et on a, par action de Galois sur les composantes
irréductibles de K (I'), deux formes possibles de configuration réel. Et tous
les deux sont réalisable et dépendent de la nature des solutions de I’équation
X% + o =0 (réelles ou complexes conjugués). O

Cas de racine de multiplicité 6. 1'équation y*> = aP;(x) est celle définie dans
la Proposition

Lemme 3.13. Si Py admet une racine de multiplicité 6 alors Y admet une
équation de type z* = a(t)t% Sy(u) relative a cette racine telle que Si(u) €

Clu], des(So(u)) = 6 et fo(S,) = 3.

3 1 1
On pose z = t2a2b32z; et w = t2u;. On obtient une équation

22 = Hy(u)
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tel que H; € C[t%] et Ho(uqp) est le cube d’un polyndéme séparable de degré
2.

On désigne par X’ le modéle minimal du pinceau défini par 'équation 2% =
Hi(u). On refait le méme démarche de le paragraphe précédent. Finalement
la fibre singuliére de X’ est de type |Ki-Ki-2m] et ayant la configuration
complexe suivante :

Ki) - )

FIGURE 6.

On a par construction, une involution sur la fibre singuliére laissant glo-
balement invariant la (—2)-courbe E,, et échange les reste des composantes
irréductibles de la fibre. Cette involution fixe les deux points 0 et oo de la
composante rationnelle F,,. Le quotient par cette involution a deux points
singuliéres de type A1 qui donne, aprés résolution, deux courbes rationnelles
d’auto-intersection (—2), [23, p. 80].

o A

FIGURE 7.

1 1
On considére le corps de fraction C(t2) de C[t2]. Il lui correspond une
surface de Riemann qui n’est autre que 'uniformisation de la racine carrée.

Descente sur R :

On a besoin de considérer deux cartes pour 'uniformisation de la racine
carrée, il y on a deux possibilités & isomorphisme prés de descente sur R.
Une d’eux est telle que sa partie réelle est non vide. On utilise cette derniére
comme une structure réelle de la base de la fibration.

Rappelons que si m: X — D est un pinceau en courbes de genre 2, alors il
existe un P!-fibré P et une application rationnelle ¢: X — P au dessus de
D, qui est un revétement double ramifié le long d’une courbe sextigonale B
ayant seulement des singularités de types ((0), (Ix), (IIx), (Illx), (IVk),(V))
[10].

Si P — P est léclatement des points singuliers de B, alors on a le
diagramme commutatif suivant :
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X2 p
p (0

x-Lp

Tel que gz~5 soit un revétement double sur f’, X une surface lisse et p est un
morphisme birationnel.

Dans le cas ou la courbe B admet une singularité de type (IIx) ou (I1I;) dans
une fibre F' (qui est notre cas) et si F est la transformée stricte de F par v,
alors la composante Ej, dans la figure |§| est 'image réciproque de F par le
revétement double ¢ car on a un nombre impair de (—2)courbes, pour plus
de détails voir [27].

P est muni d’une structure réelle, et cette derniére induit, & isomorphisme
prés, deux structures réelle sur E,,. L’'une des deux fixe 0 et oo et I'autre
envoie 0 sur co. Les deux structures passent aux quotients, et les deux (—2)-
courbes qui apparaissent aprés résolutions des deux points singuliers du quo-
tients sont réelles ou conjuguées. Finalement, on obtient les deux possibilités
de type de configuration réel, de la fibre singuliére de X, suivantes : La partie

2Kq(") 2Kq(")

FIGURE 8.

K1 (T') de la fibre est globalement invariante, et 'action de Galois sur cette
partie se déduit du paragraphe [3]

Remarque 3.14. [0, §.4.3.1] Si on désigne par S* la sphére de Riemann

et 5: 8% — §2 , z+—> ——=. Alors si C — S2 est un revétement double

z
ramifié en 2g + 2 points, o ne se reléve pas en une involution sur C pour g
pair.
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