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Résuḿe
Nous proposons dans cette communication une méthode de calcul de la normale, robuste et rapide qui
s’applique aux donńees discr̀etes issues de numérisation 3D par capteur optiquèa triangulation. Cette
méthode s’appuie sur le lancé d’une sph̀ere sur le nuage de points et consisteà poser la sph̀ere sur
le nuage et d’en extraire le point de contact et le centre sphère. La particularit́e de notre application
est qu’elle porte sur des formes complexes, numérisées par plusieurs orientations et par balayage, ce
qui conduit en ǵeńeral à un nuage de points bruité, h́et́erog̀ene et non filtŕe. Apr̀es avoir expośe les
approches d́evelopṕees dans la litt́erature nous pŕesenterons notre approche. Nousévaluerons ensuite
les param̀etres influents ainsi que les performances de la méthode sur divers exemples.

Mots-clés :Nuage de points, estimation de la normale, Taguchi, Copiage direct

1 Introduction

Dans le cadre de l’usinage d’un nuage de points issus d’une numérisation 3D par capteur laser, les
problèmes majeurs résident dans le positionnement de l’outil et la gestion des collisions. L’estimation
de la normale à partir des données discrètes est alors une étape essentielle et indispensable pour mener à
bien la génération de trajectoires d’usinage. Dans le contexte du calcul de la normale à partir de données
discrètes, denses et bruités, nous pouvons regrouper les différentes méthodes issues de la littérature en
trois grandes familles. La première famille regroupe les méthodes qui associent des plans des moindres
carrés à des groupes de points avant d’en extraire la normale. Dans Mitra et al, [1] par exemple, le
plan des moindres carrés ainsi que la normale sont évalués en chaque point du nuage à partir d’un
voisinage de points déterminé par l’écart maximum au plan et le respect de la courbure locale. La
méthode est appliquée à un nuage homogène, sans recouvrement et le bruit est artificiel. Dans [2], après
voxelisation du nuage de points, un plan des moindres carrés est associé au sous ensemble de points
contenus dans chaque voxel. La normale du plan définit la normale locale. Une normale moyenne est
ensuite estimée à l’aide du diagramme de Voronoi construit sur les 26 voxels voisins. Ces méthodes
ne sont cependant pas bien adaptées aux formes complexes car la normale du plan des moindres carrés
n’exprime pas la normale réelle pour les zones complexes où la courbure est assez forte. De plus ces
méthodes n’assurent pas l’orientation correcte (extérieur ou intérieur matière). La deuxième famille
regroupe les méthodes qui associent soit des courbes [3] soit des quadriques locales [4] à des groupes
de points avant d’en extraire la normale. Ces approches ne fonctionnent pas bien quand le nuage est non
homogène et bruité. De même que précédemment, elles ont des difficultés pour définir correctement
l’orientation de la normale. La troisième famille regroupe les méthodes qui associent un polyèdre soit
directement à partir du nuage de points après le filtrage soit en appliquant la méthode des marching
cubes. Dans [5], l’espace est discrétisé par voxels, et une triangulation locale est effectuée pour chaque
groupe de huit voxels (une cube) selon la méthode des marching cubes. La normale est alors calculée
pour chaque facette de la triangulation. Le calcul de la normale selon cette méthode semble complexe
et coùteux en temps de calcul. De plus, la précision de la normale calculée en direction est assez faible
dù à l’approximation lors de la création de facettes : chaque facette est cr´eée en utilisant les sommets
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du cube considéré. Dans cet article, nous proposons une méthode de calcul de la normale sur données
discrètes obtenues par numérisation 3D rapide et facile à mettre en oeuvre. Elle permet en particulier
d’estimer la direction et l’orientation de la normale locale sans approximation locale de surface ou ni
filtrage des données. Cette méthode s’appuie sur les concepts classiques de positionnement d’un outil
de forme hémisphérique sur une surface.

2 Estimation de la normale

2.1 Concept ǵenéral de la méthode propośee

Soit une surface continue S, suffisamment régulière pour laquelle on cherche à estimer en tout point sa
normale. ConsidéronsZ une direction quelconque de l’espace, et imaginons de faire glisser une sphère
de rayonR non nul, le long deZ, jusqu’à ce qu’elle entre en contact avec la surfaceSenCC (figure 1).
Le contact sphère/surface est ponctuel et la normale à la surface enCC passe par le centre de la sphère
CL. Ainsi, pour déterminer la normale en tout point de la surface, il suffit de définir un ensemble de
droitesZ parallèles, chacune représentant une direction de guidage ou de lancer de sphère. Ce concept
simple défini à partir d’une surface continue peut être étendu à un ensemble discret de points.

FIG. 1 – Point de contact sphère surface

2.2 Méthodologie sur donńees discr̀etes

Considérons un nuage de points et une directionZ donnée (figure 2). A partir du plan(x,y) perpen-
diculaire àZ, on construit une grille de droites pour laquelle les noeuds correspondent aux positions
enx et y des sphères à lancer le long deZ. SoitR, le rayon des sphères, pour chaque noeud de la grille
Ndi(xdi ,ydi) nous ne considérons que les points du nuage qui participent au positionnement de la sphère,
c’est-à-dire ceux inclus dans un cylindre, d’axeZ passant parNdi et de rayonR. Nous cherchons alors
les intersections entre les sphères centrées sur chacun des points du nuage et l’axeZ considéré. L’inter-
section dont l’altitude est maximale donne l’altitudezi de la sphère définie par son centreCl i(xdi ,ydi ,zi)
et on repère la positionCci(x,y,z) du point de contact. A partir du point précédemment déterminé, nous
considérons la normale au point de contact définie par :

−→ni =
−−−→
CciCli (1)

On peut noter que la normale est toujours bien orientée vers l’extérieur matière, car de par son mode
d’estimation, elle est orientée vers le centre de la sphère de test qui touche, a priori, le nuage de
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FIG. 2 – Point de contact sphère nuage de points

l’extérieur. Notons également que les paramètres de la grille doivent être choisis en fonction de la
géométrie de surface (la complexité de la surface et la densité du nuage), et de la résolution souhaitée
(nombre de points pour lesquels la normale est estimée).

La méthode proposée est simple à mettre en oeuvre. Elle a déjà fait ses preuves en génération de trajec-
toires d’usinage sur des formes complexes usinées avec un outil hémisphérique. C’est ce qu’on appelle
le posage de l’outil. De plus la méthode n’introduit pas d’approximation puisqu’il s’agit simplement
d’effectuer des intersections entre des droites et des sphères. La méthode a été implémentée sous Mat-
lab. Nous allons étudier maintenant le comportement de la méthode sur une sphère étalon afin d’avoir
un premier aperçu des résultats. Ensuite nous étudierons l’influence des caractéristiques du nuage sur
l’estimation de la normale, d’un point de vue qualitatif puis quantitatif.

2.2.1 Nuḿerisation d’une portion de sph̀ere étalon

Afin de valider formellement notre approche, nous proposons de numériser des formes simples afin de
comparer les normales calculées par notre approche avec celles du modèle paramétrique. A l’aide du
système de mesure par capteur laser monté sur MMT dont nous disposons [6], nous avons numérisé une
sphère de diamtre = 76.5 mm selon une seule orientation capteur. A partir du nuage de points obtenu
(237925 points), nous calculons une sphère des moindres carrés par la méthode détaillée dans [7].

Nous appliquons la méthode de lancer de sphères avec les paramètres suivants : taille de grille de 1mm
x 1mm ; rayon de sphère, R = 10 mm. Pour estimer la performance de la méthode du lancer de sphères,
nous calculons l’angle entre la normale calculée grce `a la méthode des moindres carrées et la normale
calculée par notre approche au point considéré. Nous présentons les résultats sur la sphère des moindres
carrés en fonction de l’angle d’erreur calculé entre les deux vecteurs. Le nuage de points, la carte des
écarts et l’histogramme sont représentés figure 3. On note que la plupart des écarts se situent entre 1 et
4 degrés.

D’un point du vu qualitatif, cette application sur la sphère nous montre que la densité et le bruit de
numérisation sont des paramètres importants. En effet, les écarts maximum sont situés à l’interface
entre les différentes bandes de numérisation (effet du bruit) et là ou il y a une variation brusque de la
densité du nuage. Enfin, même si l’erreur d’estimation de la direction de la normale parat faible, nous la
confronterons avec une autre méthode dans un exemple ci-après.
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FIG. 3 – Simulation des écarts sur une sphère

3 Etude des param̀etres influents sur la ḿethode

3.1 Approche par la méthode des plans d’exṕeriences

Sur un plan continu, la normale passe par le point de contact et le centre de la sphère. Dans le cas d’un
plan discontinu, le point de contact est soumis à plusieurs facteurs (figure 4), comme la densité locale
du nuage de points numériséρ, le bruit du nuage en Zδ ou le diamètre de la sphèreφ. Donc, en utilisant
la méthode des plans d’expérience de TAGUCHI, nous espérons trouver un modèle qui nous permettrait
d’estimer l’influence de ces trois paramètres sur l’erreur moyenne entre la normale réelle et celle estimée
par notre approche. Nous avons choisi la table L8, en considérant trois paramètres à deux niveaux :
– le diamètreφ de la sphère de test (mm) :[5;20]
– la densitéρ du nuage de points : (pts/mm) :[2;8]
– le bruit du nuageδ selonZ (mm) : [0;±0.1]

N N

N

N

Contact idéal La densité locale
est faible

Influence du
bruit en Z

Le diamètre de la
sphère est grand

FIG. 4 – les paramètres influents sur la direction de la normale

Le pas de lancement est de 1 mm, le nuage de points du plan est généré mathématiquement. Un bruit
est ajouté dans le planXY pour chaque point de fac¸on aléatoire de valeur égal à(±δ/2) selonX etY.
Le modèle résultant est le suivant :

θmoy= 2.758+[1.518−1.518][φ]+ [0.957−0.957][ρ]+ [1.024−1.024][δ] (2)

Selon ce modèle nous constatons que l’erreur angulaire moyenne est de 2.758. Selon les graphiques des
trois effets principaux (figure 5), nous pouvons dire que :
– l’augmentation du diamètreφ de la sphère diminue l’erreur moyenne,
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– l’augmentation de la densitéρ du nuage de points diminue l’erreur moyenne,
– l’augmentation du bruitδ augmente l’erreur moyenne.
Ces résultats sont conformes à nos attentes. De plus ils montrent (figure 6) qu’il n’existe pas d’interac-
tions entre les trois paramètres retenus.
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FIG. 5 – Graphiques des effets moyens et histogramme des erreurs d’estimation
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FIG. 6 – Les interactions entre les différents facteurs

3.2 Approche analytique et statistique

Dans ce paragraphe, nous nous intéressons `a définir le modèle qui caractérise la corrélation entre l’erreur
angulaire de la normale estimée et les coordonnées du point de contact entre la sphère de test et le nuage,
pour le nuage de points d’un plan, non bruité selonZ. La position d’un point du nuage par rapport `a un
noeud de la grille d’évaluation de la normale est aléatoire, comprise dans un intervalle borné dont on
matrise la valeur. La distribution du point de contact entre la sphère et le nuage de pointsCC a donc une
grande influence sur la qualité de la normale estimée.

Par construction, chaque point du nuage est situ´e aléatoirement dans un carré centré sur un noeud de
la grille dont l’arête vaut le pas entre deux noeuds de la grille. Donc le point de contact sphère / nuage
se trouve dans un cercle de rayon maxi égal à la demi diagonale du carr´e (figure 7). La distribution des
points du nuage étant aléatoire, la probabilité qu’un point se trouve à une distance donnée du noeud
considéré est proportionnelle à l’aire de la rondelle associée. Nous avons tracé la distribution aléatoire
de 1000 points dans un carré de cot´e 1 mm (figure 7), en utilisant la fonction de la distribution uniforme
(rand) sur MATLAB. La distribution des points dans le carré en fonction du rayon est donc très similaire
aux distributions observées dans le plan d’expérience. La formule qui lie l’erreur d’estimation de la
normale et la distance maximale entre le point de contact et le noeud de la grilleδ est :

θ= arcsin
δ
R

(3)
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FIG. 7 – La distribution de l’erreur en fonction du rayon

3.3 Le mod̀ele analytique d’erreur assocíe

Cependant, sur un nuage réel issu d’une numérisation, la répartition des points du nuage par rapport aux
noeuds de la grille d’évaluation n’est pas distribuée aléatoirement. En effet, les nuages sont de densité
hétérogènes par paquet à cause des recouvrements et possèdent une direction privilégiée d’alignement
pour un capteur plan par exemple. Nous allons maintenant étendre l’étude aux surfaces concaves et
convexes enintroduisant un bruit en Z (figure 8). Nous retrouverons alors l’erreur maxi d’estimation en
fonction de la densitéρ, du bruitδ, du diamètre de la sphèreφ, et de la courbure du nuagek.

Erreur maxi surface convexe Erreur maxi surface concave Erreur maxi plan

2δ

2δ

2δ

FIG. 8 – Les configuration associés à l’erreur maxi de la normale estimée

Cosθ=

(

2R2 +4δ2
−4δk− P2

4

)

+
√

R2((4δ−2k)2−P2)−P2((2δ−k)2− P2

4 )

R(2
√

R2− P2

4 +
√

((4δ−2k)2−P2))
(4)



Groupe de Travail en Modélisation Géométrique – mars 2008 – GTMG08

Cette formule nous donne l’erreur angulaire maxi de la normale estimée pour une surface d’un nuage
convexe,pour les surface concaves on changek par−k, et pour un plan on suppose quek→ ∞, où :
– P : est la distance maxi entre les deux points voisins les plus écartés.
– k : est la courbure locale du sous nuage de points autour le point du contact, la courbure peut être

calculée en calculant la sphère des moindres carrées du sous nuage autour du point de contact.

4 Applications et discussions

Afin de valider notre approche de façon plus générale, nous proposons de calculer les normales sur
un nuage de points issu de la numérisation d’une forme complexe par plusieurs orientations. Dans le
premier cas le modèle CAO est connu (exemple de la pièce plan/tore/sphère) et dans le second, le
modèle CAO a été reconstruit sur CATIA à partir du nuage de points (exemple d’un masque). Ainsi
nous pourrons comparer les normales calculées selon notre approche avec celles du modèle CAO aux
points concernés.

4.1 Plan-Tore-Sph̀ere

Il s’agit d’une pièce modélisée sur CATIA et usinée sur machine outil à commande numérique. Cette
pièce se compose de trois formes primitives, une portion de sphère, un plan et une portion de cône
raccordant la sphère au plan (figure 9). On numérise la pièce usinée sur la MMT où le nombre de
points trouvéN = 223227 points. Le pas de la grille est 0.5mm, le diamètre de la sphère 10 mm. Selon
la simulation effectuée des erreurs angulaires entre les normales calculées sur le modèle CAO et les
normales calculées par notre approche nous constatons que le plupart des écarts sont entre zéro et 2
degrés, et l’écart moyen est de 2.3 degré. Nous constatons aussi que la distribution des écarts est aléatoire
et liée directement au bruit du nuage de points qui a une influence directe sur la densité locale du nuage.

FIG. 9 – Simulation des écarts, l’histogramme des erreurs associé

4.2 Masque

Pour cette application nous avons numérisé un masque dont nous ne connaissons pas le modèle CAO, par
plusieurs orientations (figure 10). Le nuage de points obtenus comporte 160.000 points. Afin d’accélérer
les calculs nous avons appliqué un facteur d’échelle sur le nuage de points de 1/3. Pour cet essai nous
avons pris comme pas de grille 1x1 mm, une sphère de diamètre 10 mm, selon les résultats de la simula-
tion nous avons trouvé que l’écart moyen des erreurs angulaires entre les normales calculées sur CATIA
et notre approche est de 2.56 degrés. Nous constatons que les écarts maxi sont groupés aux bords des
trous comme les yeux et des zones complexes comme le contour de lèvres. Nous avons également utilisé
l’algorithme basé sur la voxelisation et les plans des moindres carrés [Breteau 2006] sur cet exemple.
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Le résultat (figure 11), montre un écart moyen plus grand (3.13 pour 2.56) et des écarts plus grands dans
les zones à forte courbure telles que les yeux, le nez et la bouche.

FIG. 10 – Ecarts sur les normales estimées par lancé de sphères

Erreur moyenne 3.13°

Simulation des écarts entre
normales réelles et normales calculées

9

8

7

6

5

4

3

2

1

FIG. 11 – Ecarts sur les normales estimées par voxelisation

5 Conclusions

Nous avons présenté une méthode de calcul de la normale, robuste et rapide qui s’applique aux données
discrètes issues de numérisation 3D par capteur optique à triangulation et par plusieurs orientations,
ce qui conduit en général à un nuage de points bruité, hétérogène et non filtré. La problématique de
l’orientation de la normale a ét´e réglée par le choix de la direction du lancement de la sphère. Ainsi nous
avons évalué notre méthode en calculant l’erreur maximum d’une normale estimée et pour un nuage de
points réel en fonction du bruit du nuage et de la densité et du diamètre de la sphère. Les applications ont
montré que l’erreur moyenne est d’environ 2.5 degré. La méthode, comparée à une approche basée sur
la voxelisation s’est montrée plus efficace sur une forme quelconque. Cependant notre méthode montre
ses limites car la sphère de test ne touche jamais tous les points du nuage, c’est pourquoi nous avons
constaté un effet de filtrage du nuage, où la normale n’est pas calculée sur tout les points. Cet effet de
filtrage dépend du diamètre de la sphère, de la complexité du nuage, du pas de la grille ainsi que du
niveau de bruit du nuage. Pour aller plus loin, un travail sur l’optimisation du choix du diamètre de la
sphère de test peut être étudié, ainsi qu’un travail sur le calcul de la normale sur la totalité du nuage.
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