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INEGALITE D’INDICE DE HODGE EN GEOMETRIE ET
ARITHMETIQUE : UNE APPROCHE PROBABILISTE

Huayi Chen

Résumé. — En utilisant 'approche probabiliste en géométrie arithmétique,
on démontre une version forte de l'inégalité d’indice de Hodge pour les R-
diviseurs adéliques.

Abstract. — By using the probabilistic approach in arithmetic geometry, one
establishes a strong version of the Hodge index inequality for adelic R-divisors.
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1. Introduction

L’inégalité d’indice de Hodge, qui prédit la signature de la forme quadratique
induite par le produit d’intersection sur le groupe de Picard d’une surface
projective, est un résultat fondamental en géométrie algébrique. L’analogue
de ce théoréme en géométrie arithmétique a été démontré par Faltings [15] et
Hriljac [20], puis par Moriwaki [26] dans le cas de dimension supérieure, et
adapté dans le cadre adélique par Yuan et Zhang [37|. La version arithmétique
du résultat est étroitement liée & la conjecture standard arithmétique. On
renvoie les lecteurs & [23, 26| pour plus de détails. Dans la littérature, de
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nombreuses démonstrations du théoréme d’indice de Hodge ont été proposées,
dont la plupart font intervenir le théoréme de Riemann-Roch. La version
arithmétique du théoréme & la Faltings et Hriljac utilise en outre le plongement
de la surface arithmétique — qui est une courbe projective sur un corps de
nombres — dans sa jacobienne, ainsi que la hauteur de Néron-Tate.

Les nombres d’intersection en géométrie algébrique sont analogues aux vo-
lumes mixes en géométrie convexe. En particulier, le théoréme d’indice de
Hodge peut étre interprété comme une conséquence de l'inégalité de Brunn-
Minkowski pour la fonction volume. Cette analogie est rendue encore plus
claire par la théorie des corps d’Okounkov établie par plusieurs auteurs comme
Okounkov (30|, Lazarsfeld et Mustata [25|, Kaveh et Khovanskii [22]. Dans
le cadre de la géométrie d’Arakelov, deux analogues arithmétiques des corps
d’Okounkov ont été proposés. L’approche de Yuan |36] repose sur la construc-
tion de corps d’Okounkov par rapport a la fibre de la variété au-dessus d’une
place finie; tandis que celle de |7, 4] utilise les R-filtrations pour ramener le
probléme arithmétique a une famille de problémes géométriques sur la fibre
générique de la variété arithmétique.

Dans la littérature, les résultats obtenus par les corps d’Okounkov arithmé-
tiques, comme par exemple 'inégalité de Brunn-Minkowski et I’approximation
de Fujita arithmétiques, portent une forme similaire aux résultats classiques.
Cependant, la structure relative (& une courbe arithmétique) des variétés arith-
métiques fournit plus d’information géométrique et devrait conduire & des ré-
sultats plus fins. Le but de cet article est d’expliquer ce phénoméne par une dé-
monstration élémentaire d’une version relative du théoréme d’indice de Hodge
dans les cadres géométrique et arithmétique, qui est plus forte que la version
classique. On démontrera une inégalité de nature probabiliste dans un cadre
trés général de géométrie arithmétique sur une courbe adélique, qui contient
simultanément les cas de corps de fonctions, corps de nombres, corps trivia-
lement valués, et toute combinaison convenable de ces objets (cf. §5 infra).
Cette inégalité est valable en toute dimension, qui indique une nouvelle voie a
la généralistion de I'inégalité d’indice de Hodge au cas de dimension supérieure.

Pour rendre la présentation des résultats et de la méthode plus claire, on
se place d’abord dans le cadre géométrique et de dimension relative 1, ol
on considére une surface projective S sur un corps de base k£, muni d’un k-
morphisme projectif et plat 7 vers une courbe projective réguliére C' sur Spec k.
Rappleons qu’une version classique de I'inégalité d’indice de Hodge prédit que,
si L et M sont deux fibrés inversibles amples sur S, alors la relation

(1) (c1(L)er(M))? = e (D)? - er(M)?,
est vérifiée. On peut réécrire cette inégalité sous la forme

(2) vol(L @ M) > (vol(L)1/2 + VOI(M)I/Q)Z’
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ol le volume d’un fibré inversible A sur S est défini comme

0 n
vol(A) := lilgilolg) rgk(Hngj’ZA )),

qui est égal au nombre d’auto-intersection c1(A)? lorsque A est ample — c’est
une conséquence du théoréme de Riemann-Roch asymptotique et du théoréme
d’annihilation de Serre (voir [24] corollaire 1.4.41 pour une démonstration). La
formule (2) est appelée 'inégalité de Brunn-Minkowski, qui est valable dans
le cas plus général ou les fibrés inversibles L et M sont gros, c’est-a-dire de
volume strictement positif.

Remarquons que l'information du k-morphisme 7 : S — C n’est utilisée ni
dans l'inégalité d’indice de Hodge (1) ni dans I'inégalité de Brunn-Minkowski.
On introduit un nouveau invariant volf(.) relativement a 7 pour les fibrés in-
versibles dont les fibres génériques sont gros. Si L est un Og-module inversible,
alors 7, (L) est un fibré vectoriel sur C. Dans le cas ot la restriction de L a la
fibre générique de 7 est de degré strictement positif, on définit

TOTY o 1 X(m (L))
(3) voly (L) : lrllrgig) FEYCI
ot x(.) est la caractéristique d’Euler-Poincaré, qui est définie sur I’ensemble
des fibrés vectoriels sur C'. Si L est un Og-module inversible ample, alors pour
tout entier n suffisamment positif, le faisceau image direct m,(L®"™) est de pente
minimale strictement positive. Cela peut étre considéré comme un analogue
dans le cadre de corps de fonctions d'un résultat de Zhang [38, théoréme 4.2].
Le théoréme de Riemann-Roch pour la courbe C' conduit donc & la relation
(voir [9, lemme 2.2| pour la comparaison entre le degré et la dimension de
I’espace des sections globales d’un fibré vectoriel lorsque sa pente minimale est
strictement positive)

(4) voly (L) = vol(L) = c1(L)%

En outre, si L est un fibré inversible sur S, on désigne par d (L) le degré
de L|s,, ot 1 est le point générique de C' et S, est la fibre générique de 7.
L’entier d.(L) est appelé le degré générique de L relativement au morphisme
7. L’application d.(.) définit en fait un morphisme de groupes de Pic(S) vers
Z. On établira dans cet article le résultat suivant (voir le théoréme 6.16 infra).

Théoréme 1.1. — Soient k un corps et w: .S — C un k-morphisme projectif
et plat d’une surface S sur k vers une courbe projective réquliere C sur k. Si L
et M sont deux fibrés inversibles sur S dont les fibres génériques sont de degré
strictement positif, alors on a

5) volf (L @ M) voly (L) ~ volf(M)
dr(L) +de(M) ~ de(L) — de(M) "
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En utilisant la relation (4), on déduit du théoréme 1.1 le résultat suivant, qui
implique 'inégalité d’indice de Hodge via 'inégalité arithmético-géométrique.

Corollaire 1.2. — Avec les notations du théoréeme 1.1, si L et M sont deux
fibrés inversibles amples sur S, alors on a
dﬂ'(M) 2 dﬂ'(L) 2
2c1(L)cy (M) > M)~.
(6) L) > e (L) + F5 e ()

Pour tout fibré inversible gros L sur S, on définit df (L) comme la borne
supérieure des dr(A), oi A est un élément du groupe de Picard & coefficients
dans Q d’une modification birationnelle S” de S tel que A soit ample et que
v*(L) — A soit effectif, on v : S” — S désigne le morphisme structurel, qui est
projectif et birationnel. On obtient alors du théoréme précédent, en utilisant
le théoréme d’approximation de Fujita [16, 34|, le résultat suivant.

Corollaire 1.3. — Avec les notations du théoréme 1.1, si L et M sont deux
fibrés inversibles gros sur S, alors on a
vol(L ® M) vol(L)  vol(M)
(7) > :
di (L) +dx (M)~ dx(L)  dx(M)

Une fois encore on peux déduire facilement de (7) l'inégalité de Brunn-
Minkowski. De facon similaire, I'inégalité (6) conduit & une forme forte d’in-
égalité isopérimétrique sous forme d’une minoration du produit d’intersection
positif.

Outre que la généralité des résultats obtenus, la méthode de démonstration,
qui fait intervenir la corrélation de variables aléatoires a valeurs dans des corps
convexes, consiste d’'une nouveauté majeure de l'article. Elle donne aussi des
idées pour généraliser 'inégalité (5) au cas de dimension supérieure. En effet, en
utilisant 'approche probabiliste en géométrie arithmétique développée dans [8],
a tout fibré inversible L sur S tel que dr(L) > 0, on peut attacher une fonction
continue G7 (.) sur le corps d’Okounkov A(L;) de la fibre générique de L (qui
est égale & [0,dr(L)] puisque S, est une courbe). Le quotient volf(L)/d(L)
peut alors étre interprété comme une espérance E[GT(ZT)], ou Z] est une
variable aléatoire a valeurs dans A(L,) = [0,d,(L)], qui est uniformément
distribuée. Il s’avére que la relation de sur-additivité

V(z,y) € AlLy) X A(My),  Gigu(z+y) > GL(x) + G (y)

est vérifiée. Le point clé de la démonstration du théoréme 1.1 est de construire
une structure de corrélation entre les variables aléatoires de telle sorte que
Z]+ 27y soit uniformément distribuée, qui a la méme loi que Z7 ). L'inégalité
(5) résulte donc de la relation

ElGTLem (2L + Zi0)] 2 EIGL(ZE) + G (Z5))] = EIGL(ZD)] + ElGT, (Z3)]-
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En s’appuyant sur cette idée, on introduit un cadre probabiliste pour les
corps convexes et établit un théoréme d’indice de Hodge abstrait dans la
deuxiéme section (voir le théoréme 2.4 infra).

Théoréme 1.4. — Soient Ay et Ay deux corps conveze dans RY, G1, G et
G trois fonctions mesurables sur Ay, Ao et A1 + Ao respectivement, qui sont
bornées supérieurement. On suppose que la fonction G est positive et que, pour
tout (z,y) € A1 x Ag, Uinégalité G(x +y) > Gi(x) + Ga(y) est vérifice. Alors
on a

fA1+A2 G(z)dz
( ) VO](Al + Az)

> (A1, Ag)7! (fAl Gi(x)dx N fA2 Ga(y) dy) |

vol(Aq) vol(Ag)
ot p(A1,Ay) est lindice de corrélation défini dans §2.1.

Dans le théoréme, la constante p(Aj,Az) mesure la différence minimale
possible entre la loi de la somme de deux variables aléatoires uniformes a
valeurs dans A; et As respectivement, et la loi uniforme sur la somme de
Minkowski Al + AQ.

Dans le troisiéme section, on applique le théoréme 1.4 aux systémes linéaires
gradués filtrés pour obtenir une version géométrique de I'inégalité (8) (voir le
théoréme 3.5 infra).

C’est dans les quatriéme et cingiéme sections que 'on développe le cadre
arithmétique dans lequel on établit la nouvelle version arithmétique de 'inéga-
lité d’indice de Hodge. On rappelle d’abord quelques notions dans la théorie
de Berkovich, présentées dans le langage fonctoriel, qui sont utiles dans I’étude
adélique des diviseurs arithmétiques. On propose ensuite une nouvelle notion :
courbe adélique, qui généralise simultanément les corps de fonctions, les corps
de nombres, les corps trivialement valués, et les combinaisons de ces corps. Il
s’avére que des objets de la géométrie algébrique et de la géométrique arithmé-
tique, comme par exemple les fibrés vectoriels (usuels, hermitiens ou adéliques)
et R-diviseurs adéliques, ont des généralisations dans le cadre de la géométrie
arithmétique sur une courbe adélique. Ces généralisations sont naturelles mais
loin d’étre évidentes. La difficulté majeure provient de I’absence de modéle en-
tier (méme génériquement). Pour surmonter cette difficulté, on adopte le point
de vue des métriques de Fubini-Study. Les systémes linéaires métrisés des R-
diviseurs adéliques sont étudiés, et les fonctions de volume arithmétiques sont
définies.

Dans la sixiéme et derniére section, on établit I'inégalité d’indice de Hodge
arithmétique pour les R-diviseurs adéliques. Différentes spécialisations de la
courbe adélique conduisent aux versions fortes (et de dimension quelconque)
de I'inégalité d’indice de Hodge dans les cadres de la géométrie algébrique et la
géométrie arithmétique. Ces résultats indiquent une nouvelle voie dans 1’étude
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des invariants arithmétiques et ouvre des perspectives de recherche résumeées
a la fin de I'article.

2. Indice de corrélation de corps convexes

Dans ce paragraphe, on considére deux corps convexes Aj et Ay dans un
espace euclidien R% ot d € N, d > 1. On se demande la question suivante.
Etant données deux variables aléatoires Z; et Z a valeurs dans Aj et Ao
respectivement, qui sont toutes les deux uniformément distribuées, la somme
Z1 + Zy peut-elle étre uniformément distribuée dans la somme de Minkowski
A1 + As. Si ce n’est pas le cas, quelle est la structure de corrélation optimale
entre les variables aléatoires Z; et Zs de sorte que la somme Z; + Z5 soit
la plus uniforme possible. Pour mieux comprendre ce probléme, on introduit
un invariant numérique pour le couple (Aj, Ag), appelé I'indice de corrélation
entre les corps convexes Ap et As.

2.1. Définition de l’indice de corrélation. — Par corps convexe dans
R?, on entend une partie compacte et convexe dans R? dont 'intérieur est
non-vide. Si A est un corps convexe dans R, la distribution uniforme sur A
désigne la mesure de probabilité borélienne sur A qui est absolument continue
par rapport & la mesure de Lebesgue vol et dont la densité de Radon-Nikodym
par rapport & vol est la fonction constante 1/vol(A) sur A. Si une variable
aléatoire Z & valeurs dans A porte cette mesure comme sa loi de probabilité,
on dit que Z est uniformément distribuée.

Soit (Ay,As) un couple de corps convexes dans R?. On désigne par
A(A1, Ag) la collection des mesures de probabilité boréliennes sur Aj x Ay dont
les images directes par les deux projections Ay X Ag — Aj et Ay X Ay — Ay
sont des distributions uniformes. En d’autres termes, A(A1, Ag) est ’ensemble
de toutes les distributions cumulatives possibles de couples de variables
aléatoires (71, Z2) & valeurs dans Aj; x Ag dont les lois marginales sont des
distributions uniformes. Pour toute mesure v € A(A1,As), on désigne par
p(v) la valeur

ol o= sup L5 T8+ V)00 )

f fA1+A2 f(Z)U(dZ) ’
ou f parcourt 'ensemble des fonctions boréliennes positives non-n-negligeables
sur la somme de Minkowski A; + Ay := {x +y|x € A1, y € Ay}, n étant
la mesure de Lebesgue normalisée de sorte que n(A; + Ag) = 1 (c’est-a-dire
la loi uniforme sur Aj + Ag). En d’autres termes, si (Z1, Z2) est un couple de
variables aléatoires & valeurs dans Ay X As qui suit la loi jointe v et si Z est
une variable aléatoire & valeurs dans A; + Ay qui suit la loi uniforme, alors
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I'inégalité

Elf(Z1 + Z2)] < p(v)E[f(Z)]
est vérifiée pour toute fonction borélienne positive f sur A1+As. En particulier,
si on prend f comme la fonction constante 1, on obtient la relation p(v) > 1.
Dans le cas ou p(v) < 400, la loi de probabilité de Z; + Z3 est absolument
continue par rapport a 7, et p(v) est égal au supremum n-essentiel de sa dérivée
de Radon-Nikodym par rapport & la mesure de probabilité 7.

Remarque 2.1. — En utilisant un argument de classes monotones, on peut
montrer que, pour vérifier la relation p(r) < a, o a > 1, il suffit de montrer
que

(9) E[f(Z1+ Z2)] < o E[f(Z)]

pour toute fonction continue f sur Aj; 4+ Ag. Cela provient du lemme suivant.

Lemme 2.2. — Soient Q) un ensemble non-vide, C et H deuxr familles de
fonctions bornées et positives sur § telles que C C H. On suppose que la famille
C satisfait aux conditions suivantes :

(1) la fonction constante 1 appartient a C,

(2) C est stable par combinaison linéaire & coefficients positifs et par multipli-
cation,

(8) si f et g sont deux éléments de C, alors |f — g| € C.

On suppose de plus que la famille H est stable par convergence uniformément
bornée, autrement dit, pour toute suite uniformément bornée (fn)nen de fonc-
tions dans H qui converge simplement, la limite de la suite appartient a H.
Alors la famille H contient toutes les fonctions bornées, positives et o(C)-
mesurables, ot o(C) est la tribu engendrée par C.

Démonstration. — On désigne par © la collection des sous-ensemble H' de H
qui contient C et qui vérifie les conditions (1)-(3) dans 1’énoncé du lemme.
La collection © est non-vide puisque C € O. Elle est en outre ordonée par
la relation d’inclusion. Si Oy est un sous-ensemble de © qui est totalement
ordonné, alors la réunion des ensembles dans O est un élément de ©, donc est
un majorant de Oy dans ©. Par le lemme de Zorn, il existe un élément Hg € ©
qui est maximal pour la relation d’inclusion. Cette maximalité montre aussi
que la famille Hg est stable par convergence uniformément bornée. En outre,
la condition (3) montre que, si f et g sont deux fonctions dans H, alors

f+g-—

fAgi=min(f.g) = LTI =9 gy

Soit F la famille des sous-ensembles A de Q tels que 14 € Hg. Alors F est
une tribu car elle est un m-systéme (c’est-a-dire que A € F et B € F entrainent
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AN B € F) et en méme temps un A-systéme (V. Si f est une fonction dans
C et t est un nombre réel > 0, alors t1f A1 € Ho puisque Ho est stable
par 'opérateur A. Comme la suite ((tflf A 1)n)n€N converge vers lgy>4y, on
obtient {f > t} € F. En particulier, toute fonction f € C est F-mesurable,
d'ou o(C) C F.

Il reste enfin & vérifier que toute fonction positive, bornée et F-mesurable
appartient & Hg. Soit f une telle fonction. Pour tout entier n > 1, soit

k
fn = Z on Mk/2n<p<(erny/zny + nllipony
k=0

n2"—1

La suite ( f,)nen est croissante, contenue dans H et converge vers f. On obtient
f € Ho. Le résultat est donc démontré. ]

On désigne par H la famille de fonctions boréliennes, bornées et positives
sur Ay + Ay qui vérifient la relation (9). Par hypothése elle contient la famille
C de toutes les fonctions continues sur A; + Ao, qui satisfait aux conditions
(1)=(3) du lemme. En outre, d’apreés le théoréme de convergence dominée, on
obtient que H est stable par convergence uniformément bornée. Donc le lemme
précédent montre que ‘H contient toute fonction borélienne, bornée et positive
sur A1 + As.

Définition 2.3. — Soit (A1, Ag) un couple de corps convexes dans R%. On dit
qu'une mesure de probabilité v € A(Aq, Ay) est minkowskienne si p(v) = 1,
ou de fagon équivalente, pour tout couple de variables aléatoires (Z1, Z3) a
valeurs dans Aq X Ay qui suit la loi v, la somme Z7 + Z5 suit la loi uniforme
sur la somme de Minkowski Aj +As. On définit en outre 'indice de corrélation
entre Ay et Ay comme

p(A1,Ag) : ueAéﬂf,Ag)p(”)'

On voit aussitdt que, s'il existe une mesure minkowskienne dans A(A1, Ag),
alors on a p(Aj,As) = 1. La réciproque de cet énoncé est aussi vraie. En
effet, d’aprés le théoréme de Prokhorov, 'espace P(A1 x Az) des mesures de
probabilité boréliennes sur A1 x Ao, muni de la topologie de convergence étroite
(c’est-a~dire la topologie la moins fine qui rend continue toute application de la
forme v — [ Ay xAs fdv, ou f parcourt I'ensemble des fonctions continues sur
A1 x Ag), est un espace topologique séparable, métrisable et compact (voir |11,
I11.54-60] pour les détails). L’ensemble A(A;, Az) est un sous-espace fermé de
P(A1 x Ay), donc est un compact. L’application p : A(A; X Ag) — [1, +00]

1. C’est-a-dire que F vérifie les conditions suivantes : (i) Q € F; (ii) si A€ F, B € F et
A C B, alors B\ A € F; (iii) si (An)nen est une suite croissante d’éléments de F, alors la

réunion J,, .y An appartient & F.



INEGALITE D’INDICE DE HODGE : UNE APPROCHE PROBABILISTE 9

s’écrit comme la borne supérieure d’'une famille de fonctions continues, donc
est une fonction semi-continue inférieurement. En particulier, elle atteint sa
valeur minimale sur A(A1, Az). On en déduit que, si p(Aj,Ag) = 1, alors il
existe une mesure minkowskienne dans la famille A(Aq, Ag).

2.2. Inégalité d’indice de Hodge pour les corps convexes. — On
établit dans la suite une version de I'inégalité d’indice de Hodge dans le cadre
de la géométrie convexe.

Théoréme 2.4. — Soient Ay et Ay deuz corps convezes dans R%, G1, G et
G trois fonctions mesurables sur A1, Ao et A1 + Ao respectivement, qui sont
bornées supérieurement. On suppose que la fonction G est positive et que, pour
tout (z,y) € Ay x Ay, linégalité G(x +y) > G1(z) + Ga(y) est vérifie. Alors
on a

G(z)d G d G d
(10) fAl-"-AQ (Z) z Zp(Al,AQ)il fAl 1(1') .%'+fA2 2(:‘/) Y '
VOl(Al + AQ) VOl(Al) VOI(AQ)
Démonstration. — Soient v une mesure de probabilité dans A(Aq, As),

(Z1, Z2) un couple de variables aléatoires a valeurs dans Aj x Ay dont la loi de
probabilité est v. Soit en outre Z une variable aléatoire qui est uniformément
distribuée sur Ay + As. Comme la fonction G est borélienne, positive et
bornée, on a

E[G(Z1 + 22)] < p(v)E[G(Z)].
En outre, par ’hypothése de sur-additivité des fonctions G, G1 et Ga, on a

G(Z1 + Z2) =2 G1(Z1) + Ga(Z),
d’ou

E[G(Z1 + Z2)] =2 E[G1(Z2)] + E[G2(Z2)].

Comme les lois marginalges du couple (Z1, Z2) sont uniformes, on obtient

Jayia, G(2)dz > p(v)! (fAl Gi(z)dx n Ja, G2(y) dy) .

vol(A, + Ay) = PV vol(Ay) vol(Ay)

Enfin, quitte a prendre la borne supérieure o v parcourt ’ensemble A(A1, Ag),
on obtient I'inégalité souhaitée. O

Remarque 2.5. — Dans le cas oil il existe une mesure minkowskienne dans
A(A1, Ag), 'hypothése de positivité pour la fonction G dans la proposition
précédente peut étre relachée. En effet, dans ce cas-la on peut effectivement
choisir un couple (Z1, Z2) de variables aléatoires a valeurs dans A; x Ay dont
les lois marginales sont uniformes, et tel que Z; + Zo suit la loi uniforme.
L’inégalité résulte donc directement de la relation

E[G(Z1 + Z5)] = E[G1(Z1)] + E[Ga(Z2)].
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2.3. Majorations de l’indice de corrélation. — Pour les applications
du théoréme 2.4, il est important de déterminer si un couple (Ap,Ag) de
corps convexes admet une mesure minkowskienne, et, dans le cas d’absence
de mesure minkowskienne, de majorer I'indice de corrélation. La proposition
suivante implique que, dans le cas ou la dimension de 'espace euclidien vaut
1, tout couple de corps convexes admet toujours une mesure minkowskienne.

Proposition 2.6. — Soient A1 et Ay deux corps convexes dans R®. S’il existe
r>0 ety e R tels que Ay = {rz +y|x € A1}, alors il eviste une mesure
minkowskienne dans A(A1, Ag). En particulier, tout couple de corps convezes
dans R admet une mesure minkowskienne.

Démonstration. — Soit Z une variable aléatoire & valeurs dans Aj; qui suit
la loi uniforme. Alors rZ + y suit la loi uniforme sur As. De plus, la somme
Z+ (rZ +vy) = (r+1)Z + y suit la loi uniforme sur la somme de Minkowski
Ay + Ag. On obtient donc que la loi du couple (Z,7Z + y) est une mesure
minkowskienne pour (Aq, Ag).

Dans le cas d = 1, les corps convexes dans R sont des intervalles fermés et
bornés, donc sont proportionnels & translation prés. Le résultat montré plus
haut est donc valable dans ce cas-la. O

Soit (di,...,dy,) une famille finie d’entiers > 1. Pour tout i € {1,...,n},
soient A un corps convexe dans R% et n(" la distribution uniforme sur A( 0
Alors la mesure de probabilité produit ) @ --- @ 7™ est la distribution
uniforme sur le corps convexe produit A x - - x A On en déduit le résultat
suivant.

Proposition 2.7. — Soient (dy,...,d,) une famille finie d’entiers > 1 et d

la somme des dy, . ..,d,. Pourtouti € {1,...,n}, soient (Agi), A(;)) un couple

de corps convezes dans R% , et D un élément de .A(Agz), Ag)). Soient en outre
1 .

A=A x o ox A =12,

etv=vD @ ...@v™. Alors on av e A(A1,Ay) et

(11) p(v) = [ o
=1

En particulier, on a
n
p(A1,Ag) < H p(A
=1

(@)

En outre, si chacun des couples (A( ), A2 ) posséde une mesure minkowskienne,
alors il en est de méme de (A1, As).



INEGALITE D’INDICE DE HODGE : UNE APPROCHE PROBABILISTE 11

Démonstration. — L’image directe de v sur A; (j = 1,2) par la projection

(1)
. . . j

la projection Agl) X Ag) — Ag-l) (1 € {1,...,n}), qui est égale a la distribution

uniforme sur A;. On obtient donc v € A(A1, Ag). Si (f;)?_, est une famille de

fonctions, ol f; est une fonction continue sur Agz) +Ag), etsif:A1+Ay >R

est définie comme

Vz= (Zla'”azn) € Al +A27 f(zlv"'vzn) = fl(Zl)"'fn(Zn)v

alors on a

Ay x Ay — Aj s’identifie au produit des images directes de v® sur AY par

n

f(z)v(dz) = / 4 4 fidy(i)
JRCECS I/

et
[ sy =T [ Aol @) oo ),
A1 XAz i=1 YA XA,

ol n](-i) (j €{1,2} et i € {1,...,n}) est la distribution uniforme sur Agi) et n

est la distribution uniforme sur A1 x Ay. On en déduit donc
pv) = [ p(v™).
i=1

En outre, le théoréme de Fubini montre que I'inégalité

n
[ serwaeay < (TLo00) [z
Al XAQ i=1 A1+A2
est satisfaite pour toute fonction continue positive f sur A; + Ao. On obtient
donc 'égalité (11), qui implique les deux derniérs énoncés. O

Soit (A1, Ag) un couple de corps convexes dans R?. L’existence d’une mesure
minkowskienne dans A(A7, Ag) entraine que le centre de gravité de la somme
de Minkowski Ay + As coincide avec la somme des centres de gravité de Ap et
de Ay. Cependant, cela n’est pas toujours possible lorsque d > 2, cf. |17, page
83| pour un contre-exemple. Il est donc intéressant d’étudier les majorations de
'indice de corrélation p(Aq, Ag). Le choix de la mesure produit vy € A(A1, Ag)
des distributions uniformes sur A; et As donne déja une majoration non-
triviale. Ce probléme est étroitement lié au controle de I'entropie de somme de
variables aléatoires. Soit X une variable aléatoire & valeurs dans R% dont la loi
de probabilité est absolument continue par rapport a la mesure de Lebesgue.
L’entropie de X est définie comme

h(X) := —E[log f(X)],
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pourvu que ’espérance figurant dans la formule est bien définie, oul f est la
densité de Radon-Nikodym de la loi de X par rapport a la mesure de Lebesgue.
On définit ’entropie exponentielle de X comme

H(X) == exp(2h(X)/d).

L’inégalité de Shannon dans la théorie d’information [31] montre que, si X et
Y sont deux variables aléatoires indépendantes a valeurs dans R, alors on a

(12) H(X+Y) > H(X)+ H(Y),

pourvu que les entropies exponentielles sont bien définies. On renvoie les lec-
teurs & [32] pour une démonstration de cette inégalité. Dans le cas ou la variable
aléatoire X est a valeurs dans un corps convexe A C R%, I'entropie de X est
majorée par In(vol(A)), et I'égalité est atteinte lorsque X est uniformément
distribuée. Plus généralement, ’entropie et le supremum essentiel de la densité
d’une variable aléatoire sont proches lorsque cette densité est log-concave. En
utilisant cette propriété, Bobkov et Madiman [2] ont obtenu un encadrement
de la norme L de la densité de la somme de variables aléatoires indépendantes
qui sont uniformément distribuées dans des corps convexe.

Proposition 2.8. — Soient Ay et Ao deuz corps convezes dans RY. On a
(13) p(Alu AZ) < (2e)d7
ot e est la base du logarithme naturel.

Démonstration. — Soient Z; et Zy deux variables aléatoires indépendantes
qui sont uniformément distribuées dans les corps convexes A; et Ag respecti-
vement. D’apreés [2, corollaire 4.4], la densité par rapport a la mesure de Le-
besgue de la loi de probabilité de Z; + Z3 est majorée par (2e)?/vol(Aq + Ag),
d’ott le résultat. O

Remarque 2.9. — Si on compare les démonstrations des propositions 2.6
et 2.8, on constate que le choix d’une structure de corrélation forte devrait
conduire & une meilleure estimation pour 'indice p(A1, Ay). Cette observation
est confirmée par un résultat de [10] sur Pentropie maximale de la somme
de deux variables aléatoires qui suivent la méme loi. Il est envisageable que
I’étude sur I’entropie maximale de la somme de variables aléatoires dépendantes
conduira & des majorations de 'indice de corrélation de deux corps convexes,
qui sont meilleures que 'inégalité (13).

3. Systémes linéaires filtrés et inégalité d’indice de Hodge

Dans ce paragraphe, on établit une inégalité d’indice de Hodge dans le cadre
de systémes linéaires gradués filtrés. On rappelle d’abord la construction du
corps d’Okounkov d’un systéme linéaire gradué et la transformation concave
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associée a une filtration sur celui-ci. On renvoie les lecteurs a [25, 22, 4] pour
des références. Dans tout le paragraphe, on fixe un corps K et un schéma
projectif et intégre X sur Spec K dont la dimension de Krull d est supposée
étre > 1. On suppose en plus que le K-schéma X admet un point rationnel
régulier P. Ainsi I'anneau local Ox p est une K-algebre locale réguliere de
dimension d, dont le corps résiduel s’identifie & K.

3.1. Filtration monomiale. — Quitte a choisir une suite réguliére z =
(21,...,24) dans Ox p, on peut identifier le complété formel de Ox p a l'al-
gebre des séries formelles K[z, ..., z4] (voir [14, Proposition 10.16] pour une
démonstration). Pour tout élément a = (ar,...,aq) € N on désigne par 2
le monome 27 - - 2.

On fixe aussi une relation d’ordre monomiale < sur I'ensemble N¢. Par

définition, c’est une relation d’ordre totale sur N¢ telle que 0 < « et que
Va,o/,eN?, a<d = a+8<a +5.

Cette relation d’ordre permet de définir une N%-filtration décroissante F sur
@X’p >~ K[z,...,z4] telle que, pour tout o € N, IF“‘(@XJ:) soit 'idéal de
@X7 p engendré par les monomes z° avec 8 > a. Cette filtration est multipli-
cative, c’est-a-dire que

V(o B) e N x N, F*(Oyx.p)-F*(Ox.p) c F*P(Ox p).

Il s’avére que I’algébre Ne-graduée gr(@x p) associée a cette filtration s’iden-
tifie a Palgebre des polynémes K|z, ..., Zg], ou z; désigne 'image de z; dans
gr(@)gp). On remarque que rgK(gra(@Xyp)) = 1 quel que soit o € N%. Cette
observation est importante dans la construction du corps d’Okounkov.

3.2. Rappels sur les diviseurs de Cartier. — Soit .#x le faisceau en-
gendré par le préfaisceau d’anneaux constant K (X), ou K (X) désigne le corps
des fonctions rationnelles sur X. Pour tout sous-ensemble ouvert U de X, soit
M (U) Iensemble des éléments ¢ € #x (U) tels que 'homothétie .4y — 4
définie par ¢ soit un isomorphisme, ot .#; désigne la restriction de .#x a
U. De fagon similaire, on définit OF comme le faisceau de groupes abéliens
sur X tel que, pour tout sous-ensemble ouvert U de X, (’))X{(U ) s’identifie
a Pensemble des a € Ox(U) tels que 'homothétie Oy — Op définie par a
soit un isomorphisme. Il s’avere que O% est un sous-faisceau du faisceau de
groupes abéliens .#5 . On appelle diviseur de Cartier sur X tout élément de
Div(X) := I'(X, 45 /O%). Par définition, un R-diviseur de Cartier sur X
est un élément de Div(X)g := Div(X) ®z R. Un R-diviseur de Cartier D est
dit effectif s'il appartient au cone engendré par I'(X, (Ox N .45 )/O%), noté
comme D > 0.
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Si f est une fonction rationnelle non-nulle sur X, on désigne par (f) I'image
canonique de f dans Div(X) = I'(X, #5 /O%). L’application (.) : K(X)* —
Div(X) est un morphisme de groupes, qui induit une application R-linéaire
de K(X)* ®z R vers Div(X)r que l'on note encore comme (.) par abus de
langage. Un diviseur de Cartier ou un R-diviseur de Cartier qui appartient a
I'image de l'application (.) est appelé un diviseur ou un R-diviseur principal.
Rappelons que (f) = 0 lorsque f appartient a K*.

Les diviseurs de Cartier sont naturellement liés aux fibrés inversibles. Etant
donné un fibré inversible L sur X et une section rationnelle non-nulle s de L,
on peut construire un diviseur de Cartier (s) comme la suite. Pour tout sous-
ensemble ouvert non-vide U de X sur lequel le fibré inversible L se trivialise, on
choisit une section sy € I'(U, L) qui trivialise L. Le quotient s/sy est alors une
fonction rationnelle non-nulle, dont la classe dans I'(U, .#5 /O% ) ne dépend pas
de la trivialisation sgr. Le recollement de ces fonctions rationelles donne alors
un diviseur de Cartier que 1'on note comme (s). Réciproquement, si D est un
diviseur de Cartier sur X, on peut construire, par recollement de faisceaux, un
Ox-module inversible que I'on note comme Ox (D). Ce fibré inversible posséde
naturellement une section rationnelle sp telle que (sp) = D. On dit que le
diviseur de Cartier D est ample (resp. trés ample) si le fibré inversible Ox (D)
est ample (resp. trés ample). Plus généralement, on dit qu'un R-diviseur de
Cartier est ample 8’il peut étre écrit comme combinaison linéaire & coefficients
strictement positifs d’'une famille de diviseurs de Cartier amples.

3.3. Systémes linéaires gradués. — Par systéme linéaire gradué, on en-
tend une sous-K-algeébre graduée de la K (X)-algébre de polynomes

K(X)[T| =P K(X)T".
n=0

On peut construire un systéme linéaire gradué a partir d’'un R-diviseur de
Cartier. Soit D un R-diviseur de Cartier. On désigne par H"(D) I'ensemble

{f e K(X)*[(f) + D =0} u{0}.

C’est un sous-espace K-vectoriel de rang fini de K(X). En outre, si D et D’
sont deux R-diviseurs de Cartier, alors on a une application K-linéaire naturelle

H°(D)® H'(D') — H°(D + D')
induite par la loi de multiplication de K (X). Ainsi la somme directe
V.(D) := P H°(nD)
n>=0

forme un systéme linéaire gradué, appelé le systéme linéaire gradué total de D.
Toute sous-K-algebre graduée de V, (D) est appelée un systéme linéaire gradué

de D.
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SiV, = @n>0 V,, est un systéme linéaire gradué, on définit le volume de V,

comme
vol(V,) = limsup rg;;ﬂ
n—+oo N /d'
C’est un nombre fini lorsque V, est un systéme linéaire gradué d’un R-diviseur
de Cartier. Dans le cas ou V, est le systéme linéaire gradué total d'un R-
diviseur de Cartier D, vol(V,) est appelé le volume de D, noté comme vol(D).
Un R-diviseur de Cartier est dit gros si son volume est strictement positif.
Pour comprendre la fonction volume via la géométrie convexe, la condition
suivante introduite dans [25, §2.3| est importante.

Définition 3.1. — Soit V, un systéme linéaire gradué sur X. On dit que V,
contient un R-diviseur ample s’il existe un R-diviseur de Cartier ample A tel
que V,,(A) C V,, pour tout entier n suffisamment positif.

Remarque 3.2. — Un R-diviseur de Cartier D sur X est gros si et seulement
s’il peut étre décomposé en la somme d’un R-diviseur ample et un R-diviseur
effectif. En outre, les cones des R-diviseurs amples et des R-diviseurs gros sont
ouverts dans Div(X)g. Donc la condition dans la définition précédente est
équivalente & chacune des conditions suivantes :

(a) Il exsite un Q-diviseur de Cartier ample A (c’est-a-dire une combinaison
linéaire & coeflicients rationnels et strictement positifs de diviseurs de
Cartier ample) tel que V,,(A) C V,, pour tout entier n suffisamment positif.

(b) II existe un Q-diviseur de Cartier D (c’est-a-dire un élément de Div(X) ®z
Q) qui est gros et tel que V(D) C V,, pour tout entier n suffisamment
positif.

3.4. Corps d’Okounkov. — Soient D un R-diviseur de Cartier sur X et V,
un systéme linéaire gradué de D. Suivant [25, 22|, on peut attacher a V, un
corps convexe dans R, dont la masse est égale a vol(V,)/d! lorsque V, contient
un diviseur ample. Quitte & remplacer D par un diviseur de Cartier D’ tel que
D’ — D soit effectif, on peut supposer que D est un diviseur de Cartier. Soient
P le point rationnel régulier fixé dans §3.1 et f une fonction rationelle sur X
qui définit le diviseur de Cartier localement en P. Le systéme linéaire gradué
total V,(D) de D est en fait une sous-K-algébre de

EB(OK’pfn)Tn.

n=0
Rappelons que différents choix du générateur f définissent les mémes sous-
modules de K(X) comme les coefficients dans la somme directe au-dessus.
Quitte a choisir une suite réguliére dans 'anneau local régulier Ok p et une
relation d’ordre monomiale sur N, on peut construire une N%filtration sur le
Ok, p-module monogene Ok p f", qui induit une Ne-filtration décroissante sur
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Vi Soit gr(V;,) le K-module Nd—gradué associé a cette filtration. Il s’avére que
la somme directe

gr(V.) i= Per(Vi)
n=0
est naturellement munie d’une structure de K-algébre N x Né-graduée. Cest
un anneau integre.

On désigne par T'(V,) I’ensemble des (n,a) € N x N tels que gr®(V;,) # 0.
C’est un sous-semi-groupe de Nx N = N1 appelé le semi-groupe d’Okounkov
de V,. L’algebre gr(V,) s’identifie en fait a I’algébre du semi-groupe I'(V}). Soit
Y(V,) le cone convexe dans R"*! engendré par T'(V,). Le corps d’Okounkov de
V., est alors défini comme (cf. [25, p. 18])

AW :=2(Vo) N ({1} x R™).

D’aprés [25] Lemma 2.12 et Proposition 2.1, si V, contient un diviseur ample,
alors le groupe Z" ! est engedré par I'(V,), et donc on a

vol(A(V.)) = Tim 8Vn).

n—-+o00 n

ou vol(A(V,)) désigne la mesure de Lebesgue de A(V,).

3.5. Systémes linéaires gradués et filtrés. — Soit V' un espace vectoriel
de rang fini sur K. Par R-filtration sur V, on entend une famille (F'V )R
de sous-espaces K-vectoriel de V indexée par R, qui vérifie les conditions
suivantes :

(a) FY(V) = {0} pour ¢t suffisamment positif,

(b) FY(V) =V pour t suffisamment négatif,

(c) la fonction t + rgy (FY(V)) est localement constante a gauche.

On dit que la filtration F est triviale si F;(V) = {0} lorsque ¢t > 0, et
Fi(V) =V lorsque t < 0. Si F est une R-filtration sur V', on définit

(14) emax(V, F) := sup{t € R| FY(V) # {0}}

comme le plus grand point de saut de la filtration. Si ’espace vectoriel V' est
non-nul, la dérivée au sens de distribution de la fonction

g (F(V))
rgx (V)
définit une mesure de probabilité borélienne sur R, notée comme vy, r).
Soient D un R-diviseur de Cartier sur X et V, un systéme linéaire gradué
de D. On suppose donnée, pour chaque entier n > 0, une R-filtration F sur
V. On convient que la filtration sur Vg est triviale et on suppose en outre que

(teR)—1-—
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la famille de filtrations F sur V, est multiplicative, autrement dit, pour tous
n,mecNet t;,to € R, on a

(FUVL)(F2 V) € FIF2V .

En particulier, pour tout nombre réel ¢, les espaces vectoriels V! := F"V,
forment un systéme linéaire gradué de D

V=V
n=0
Par la construction des corps d’Okounkov que l'on a rappelée, on obtient
une famille décroissante (A(V}))er de parties convexes et compactes de R

De plus, pour tous t1,ts € R et tout A € [0,1],
MAVE) (1= NA) € AN
En particulier, la suite (emax(Vin, F))n>o0 est sur-additive. On définit

e Vo, F
emax(Va, F) := sup emax(Va, ) )
n>1 n
Si V,, # {0} pour n suffisamment grand, (c’est le cas notamment quand V,
contient un R-diviseur ample), alors on a

emaX(V”]:) — lim M'

n—00 n

On peut considérer epax(Vs, F) comme un seuil de trivialité pour la famille
de systémes linéaires gradués (V})ier. En effet, quand t > epax(Va, F), par
définition on a V! = {0} pour tout n € N, n > 1. En revanche, lorsque V,
contient un R-diviseur ample, il est démontré dans [4, lemme 1.5] que, pour
tout nombre réel t < emax(V4, F), le systéme linéaire gradué Vf contient un
R-diviseur ample.

On suppose désormais que epax(Ve, F) < 400 et que V, contient un R-
diviseur ample. La transformée concave de F est définie comme la fonction
concave G(y, r) de A(V,) vers R telle que

Gy, r)(z) =sup{t e R|z € A(VH}.

C’est une fonction concave et semi-continue supérieurement sur A(V,), qui est
a valeurs réelles et continue sur A(V,)°. En outre, on a Gy, 7) < emax(Ve, F).

On rappelle un théoréme de limite pour les systémes linéaires gradués et
filtrés comme la suite. Ce résultat a été établi dans [4] (voir le théoréme 1.11
du loc. cit. pour une démonstration). Ici on donne une reformulation de ce
résultat en utilisant le langage probabiliste.

Théoréme 3.3. — Soient X un schéma projectif intégre de dimension d > 1
sur un corps K, qui admet un point rationnel régulier, et D un R-diviseur
de Cartier sur X. Soit V, un systéme linéaire gradué de D, qui contient un
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diviseur ample, et est muni d’une famille multiplicative de filtrations F telle que
emax(Ve, F) < +00. Pour tout entier n > 1, soit Y, une variable aléatoire dont
la loi de probabilité est vy, 7). Alors la suite de variables aléatoires (Yn/n)n>1
converge en loi vers la mesure de probabilité v(y, 7y qui est limage directe de
la mesure de Lebesque normalisée sur A(V,) par la transformation concave

Ger):

Rappelons qu’une suite de variables aléatoires (Z,),>1 converge en loi vers
une mesure limite v si, pour toute fonction borélienne et bornée sur R on a

lim E[h(Z,)] = / h(z) v(dz).
n——+0oo R

On peut montrer que, dans le cas de la convergence en loi de la suite (Zy,)n>,
cette égalité est vérifiée plus généralement pour toute fonction borélienne et
bornée h sur R dont I’ensemble des points de discontinuité est negligeable
par rapport a la mesure limite v. On renvoie les lecteurs a [11, chapitre III]
corollaire 57 pour les détails.

Bien que la définition des corps d’Okounkov dépend du choix d’un point
rationnel régulier de la variété, une suite réguliére de l’anneau local en ce
point, ainsi qu’une relation d’ordre monomiale sur N% la loi de probabilité
limite v(y, r) est intrinseque. En effet, si Y est une variable aléatoire qui suit
la loi vy, 7), alors on a

By s g YOIV vollA()

vol(V,)  vol(A(V,))"

On définit le volume arithmétique du systéme linéaire gradué filtré (V,,F)
comme

(15)  vol(Vi, F) = (d +1) / T Sol(VEY dt = (d+ 1)vol(V.)E[Y ],
0

ol Y est une variable aléatoire qui suit la loi limite vy, ), et Y = max(Y,0).
On définit le x-volume arithmétique de (V,, F) comme

(16) voly (Va, F) = (d + 1)vol(V.)E[Y].

Dans le cas ol la filtration F provient d’une structure ¢ de ]R—diviseu/r\ arithmé-
tique adélique sous forme de filtration par minima, vol(V,, F) et vol,(V,, F)
correspondent aux volume arithmétique et x-volume arithmétique du R-
diviseur arithmétique.

Le théoréme de limite 3.3 conduit naturellement au corollaire suivant.
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Corollaire 3.4. — Avec les notations et sous les hypothéses du théoréme 3.3,
on a
(17) WiV )= @+t [ Gr(a)da,
A(VD)
(18) Vol (Va, F) = (d + 1)! / Gy () da.
A(Vo)

3.6. Inégalité d’indice de Hodge. — Soient U,, V, et W, trois systémes
linéaires graudés de R-diviseurs de Cartiers sur X, contenant des R-diviseurs
amples. On suppose que chacun des systémes linéaires gradués est muni d’une
famille multiplicative de R-filtrations F. Le but de ce sous-paragraphe est de
montrer le résultat suivant.

Théoréme 3.5. — Si epax(W,, F) < +00 et si la condition suivante est vé-
rifiée :

(19) V(a,b) e R%, VneN, FYU,) F'(V,) c Forb(w,),

alors on a

vol(A(U?) +
p(A(UY),
Si le couple de corps convezes (A(U,), A(V,)) posséde une mesure minkows-
kienne et si la relation A(W,) = A(U,) + A(V,) est vérifiée, alors on a

AVY) ¢ vol(U,, F)  vol(V., F)
A(VD)) ( )

(20)  vol(W,, F) > vol(A(UD)) " vol(A(V9)) /)"

A
voly (We, F) _ voly (U, F) | voly(Va, F)

(21) vol(W,)  ~ vol(UL) vol(V2)

Démonstration. — On peut supposer que U,, V, et W, sont tous des systémes
linéaires gradués d’un méme diviseur de Cartier. La condition (19) implique que
Uy, -V, C Wy, pour tout entier n > 0. On obtient donc A(U,)+A(V,) C A(W,).

En outre, pour la méme raison on a
V(a,b) €R? AU+ A(VY) c AW
On en déduit donc
V(x,y) € A(U,) x A(VL), G5z +y) = Gu, 7 (7) + G, 7 (Y)-

Les inégalités (20) et (21) résultent donc du théoréme 2.4 (voir auss la remarque
2.5) et du corollaire 3.4. O
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4. Rappels sur les espaces de Berkovich

Le but de ce paragraphe est de présenter quelques notions et résultats dans
la théorie des espaces de Berkovich qui seront utilisés dans la suite. Ces notions
et résultats sont classiques, mais la présentation ici est légérement différente :
on adopte un point de vue fonctoriel pour faciliter la présentation des métriques
sur les objets définis par des propriétés universelles. On renvoie les lecteurs a
[1, 13, 29] pour des références. On fixe dans ce paragraphe un corps k muni
d’une valeur absolue |.|, qui est supposé étre complet et localement compact
par rapport & cette valeur absolue. Bien entendu, on n’exclut pas le cas ou la
valeur absolue |.| est triviale, c’est-a-dire que |a| = 1 pour tout a € k*.

4.1. Espace de Berkovich associé a un schéma. — Soit X un schéma
projectif et intégre sur Speck. On peut considérer X comme un foncteur
covariant de la catégorie des k-algébres commutatives vers celle des ensembles,
qui envoie toute k-algébre A en ’ensemble des k-morphismes de Spec A vers X.
Ensemblistement le schéma X s’identifie & la limite inductive de la restriction
de ce foncteur a la sous-catégorie pleine des corps extensions de k (cf. [12, chap
I, §1, n°4| proposition 4.9).

On entend par extension valuée de k tout corps k' extension de k munie
d’une valeur absolue qui prolonge |.|. Les extensions valuées de k et les ho-
momorphismes k-linéaires de corps qui respectent les valeurs absolues forment
une catégorie que ’on note comme EVy. On désigne par w le foncteur d’oubli
de EV, vers la catégorie des k-algébres commutatives qui consiste & oublier la
structure de valeur absolue.

Si y est un k-point de X a valeurs dans une extension valuée de k, on utilise
les expressions k(y) et |.|, pour désigner le corps valué et sa valeur absolue
respectivement.

L’espace de Berkovich (en tant qu’ensemble) associé au schéma X est défini
comme la limite inductive du foncteur composé X o w, noté comme X?*. On
désigne par j : X*" — X l'application induite par la propriété universelle de la
limite inductive. Si x est un point de X, on désigne par k(z) le corps résiduel
de j(z). Pour tout k-point y de X a valeurs dans une extension valuée de k, qui
représente le point x, le corps k(y) est une extension de k(x) et la restriction
de la valeur absolue |.|, & x(x) ne dépend pas du choix du représentant y. On
désigne par |.|, cette valeur absolue.

L’espace X 2" est naturellement muni de la topologie de Zariski : la topologie
la moins fine qui rend 'application j continue. On munit 'espace X*" d’une
autre topologie qui est plus fine que la topologie de Zariski. Soient U un
sous-ensemble ouvert de X et f une fonction réguliére sur U. Pour tout = €
U = j=Y(U), on désigne par f(z) I'image de f dans x(x) par I’application de
réduction. Soit en outre |f|(x) la valeur absolue de f(z) par rapport & |.|;. On
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obtient ainsi une fonction positive | f| définie sur j~!(U). On appelle topologie
analytique sur X?" la topologie la moins fine qui rend continues I’application j
et toute fonction de la forme |f|, ot f est une fonction réguliére sur un ouvert
Zariski de X.

4.2. Fibrés inversibles métrisés. — On désigne par C%ax. le faisceau d’an-
neaux des fonctions continues & valeurs réelles sur I’espace topologie X&". Soit
L un Ox-module inversible. On appelle métrique continue sur L tout mor-
phisme de faisceaux d’ensembles ||.|| de L vers j,(C%an) qui vérifie les conditions
suivantes :

(a) pour tout ouvert U de X, toute section s € I'(U, L) et tout point = € U?",
la valeur de la fonction ||s|| en = ne dépend que de s(z), la réduction de s
dans L(z) = L ® k(x),

(b) pour tout point x € X?", le morphisme de faisceaux ||.|| induit une norme
sur 'espace k(z)-vectoriel L(x), ot on considére la valeur absolue |.|, sur
k(x).

Si L est muni d’une métrique continue ||.||;, alors le faisceau dual LV est
naturellement muni d’une métrique continue ||.|[zv telle que |a(s)| = [|a|Lv -
|ls||z pour toutes sections a et s de LY et L au-dessus d’un ouvert Zariski de
X.

Comme X est un k-schéma projectif, 'espace topologique X" est compact
(cf. [1, proposition 3.4.8]). Si L est un fibré inversible sur X muni d’une

métrique continue |||, alors I'application ||.|[sup : T'(X,L) — R4 qui envoie
seI'(X,L) en

sup ||s||(z)

reXan

est une norme sur I'(X, L), qui est une ultranorme lorsque (k, |.|) est un corps
valué non-archimédien.

Un exemple typique de métrique continue sur un fibré inversible est la
métique de Fubini-Study. Soit V' un espace vectoriel de rang fini sur k, muni
d’une norme ||.||, qui est supposée étre une ultra-norme lorsque k est non-
archimédienne. Si k" est une extension valuée de k, alors on peut naturellement
définir une norme sur 'espace k’-vectoriel V' ® k' par dualité. On considére
V @ k' comme lespace dual de Homg(V, k). On munit Homg(V, k') de la
norme d’opérateur et V ®j k' de la norme duale. On suppose que le schéma X
est un sous-schéma fermé de l'espace projectif P(V') et que le fibré inversible
L est la restriction du faisceau inversible universel Oy (1). Pour tout point
x € X2 le morphisme j(z) : Speck(x) — X induit un homomorphisme
surjectif V ®g k(z) — L(z). On munit L(x) de la norme quotient et obtient
ainsi une métrique continue sur L, appelée la métrique de Fubini-Study associée
au plongement X — P(V).
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4.3. Fonction de Green. — Soit X un schéma projectif et intégre sur
Spec k. Rappelons que tout ouvert Zariski non-vide de X*" est dense pour la
topologie analytique (cf. [1, proposition 3.4.5]). On désigne par C%(X?") I'es-
pace des fonctions continues sur un ouvert Zariski non-vide de X*". Si deux
fonctions f et g dans C°(X®") sont égales sur un ouvert Zariski non-vide, on
dit que f et g sont équivalentes, noté comme f ~ g. La relation ~ est une
relation d’équivalence sur C° (X?). On désigne par co (X?) Pespace quotient
de 50(X an) par cette relation d’équivalence. L’addition et la multiplication de
fonctions induisent naturellement une structure de R-algébre sur CO(X2). Si
U est un ouvert Zariski non-vide de X, I’application d’inclusion de C°(U?")
dans C°(X®") induit un homomorphisme de R-algebres CO(U*") vers @)(X any.
Cet homomorphisme est injectif (car tout ouvert Zariski non-vide de X" est
dense pour la topologie analytique), et donc permet, dans le cas nécessaire, de
considérer une fonction de C°(U*") comme un élément de CO(X™") par abus
de notation. Si un élément de CAO(X an) appartient a I'image de cet homomor-
phisme, on dit qu’il s’étend (de fagon unique) en une fonction continue sur
uar.

Soit D un diviseur de Cartier sur X. On appelle fonction de Green de D tout
élément g € a)(X an) tel que, pour toute fonction rationnelle f sur X qui définit
le diviseur D sur un ouvert Zariski non-vide U, I'élément g + In |f| € CO(X =)
s’é¢tend en une fonction continue sur U*". Par définition, si D = (f) est un
diviseur principal, ott f est une fonction rationnelle sur X, alors la fonction
—In | f| est une fonction de Green du diviseur de Cartier D. Si D est le diviseur
de Cartier trivial, qui est défini par la fonction rationnelle de 'unité sur X,
alors les fonctions de Green de D sont précisément les éléments de CAO(X any
qui s’étendent en des fonctions continues sur X.

Les fonctions de Green sont étroitement liées aux métriques continues sur
les fibrés inversibles. Soient L un fibré inversible sur X muni d’une métrique
continue et s une section rationnelle non-nulle de L. Alors la fonction —In [|s]|,
qui est bien définie et continue en dehors des lieux de zéro et de podle de s, est
une fonction de Green du diviseur (s). Réciproquement, si D est un diviseur de
Cartier sur X et si g est une fonction de Green de D, alors pour toute fonction
rationnelle f sur X qui définit le diviseur D sur un ouvert Zariski non-vide
U, lélément f~1sp est une section trivialisante de Ox (D) sur U. L’élément
—(g + In|f]) s’étend en une fonction continue sur U?" dont l’exponentielle
est notée comme || ftsplly. On obtient ainsi une métrique continue |||, sur

Ox (D) telle que g = —In ||sp||, dans CO(X ™).
On désigne par Div(X) I'ensemble des couples de la forme (D, g), ot D est

un diviseur de Cartier sur X et g est une fonction de Green de D. Il s’avére que,
si Dy et Dy sont des diviseurs de Cartier sur X, et g1 et go sont des fonctions
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de Green de D1 et Do respectivement/,glors g1 + g2 est une fonction de Green
de Dy + Ds. En particulier, 'espace Div(X) forme un groupe commutatif par
rapport a la loi d’addition ((D1,g1), (D2,92)) — (D1 + D2, 91 + g2).

Plus généralement, si D est un R-diviseur de Cartier sur X, on appelle
fonction de Green de D tout élément g € CAO(Xan) qui peut s’écrire sous la
forme g = A1g1 + - - + Angn, OU AL, ..., A, sont des nombres réelles, chaque g;
est une fonction de Green d’un diviseur de Cartier D;, tels que

D+ -+ Dy, = D.

Les couples de la forme (D,g), ou D est un R-diviseur de Cartier sur X
et g est une fonction /d\e Green de D, forment un espaces vectoriels sur R
que 'on note comme Divg(X). Cet espace vectoriel s’identifie au quotient de
ﬁ;/(X ) ®z R par le sous-espace vectoriel engendré par les éléments de la forme
XD, g) — (AD,\g), ou (D,g) € ISRI(X) et A € R. En particulier, si D est un
R-diviseur de Cartier sur X, g est une fonction de Green de D, et ¢ est une
fonction continue sur X?2", alors g + ¢ est aussi une fonction de Green de D
(on peut considérer ¢ comme une fonction de Green du R-diviseur trivial).

Proposition 4.1. — Si D est le R-diviseur de Cartier trivial sur X et g est
une fonction de Green sur D, alors l’élément g € @(Xan) s’étend en une
fonction continue sur X2".

Démonstration. — Par définition il existe des éléments (D1,91), ..., (Dn, gn)
dans 5;/(X) et des nombres réels Aq,..., A\, tels que \yDy + -+ X\, D, =0
et que g = A\1g1 + -+ + A\pgn. On peut alors choisir un recouvrement & de X
par des ouverts Zariski, stable par intersection et tel que, pour chaque U € U,
il existe une famille fq,..., f,, de fonctions rationnelles sur X, qui définissent
Dq,..., D, sur U respectivement, et vérifient ff\l"'fﬁ\" e I'U,0%) @z R
(ot la structure de R-module est notée multiplicativement), qui implique
|f1|* -+ | ful* = 1. Par définition, chaque élément g; + In|f;| s’étend en une
fonction continue sur U*". On en déduit que

n n
9= Xgi=Y_ Xilgi+In|fi])
i=1 i=1
s’é¢tend aussi (de fagon unique) en une fonction continue sur U?". Par recolle-
ment on obtient que la fonction g s’étend en une fonction continue sur X2". [

La proposition 4.1 montre en particulier que, si (D, g) est un élément de
BF/R(X), alors pour n’import quelle décomposition D = \yDy + --- + A\, Dy,
de D en combinaison linéaire de diviseurs de Cartier D1q,...,D,, il existe
des fonctions de Green g¢1,...,9, de D1,..., D, respectivement, telles que
g = Ag1 + - + Apgn. En effet, sans perte de généralité, on peut supposer
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An # 0. Si on choisit arbitrairement des fonctions de Green gy, ..., gn—1, g, de
Dy, ..., D, respectivement, alors
g— Mg — = A—1Gn—1 — Ang),

est une fonction de Green du R-diviseur de Cartier trivial, donc s’étend en une
fonction continue ¢ sur X', Par conséquent g, = g/, + A, 1 est une fonction
de Green de D,, et on a g = A\1g1 + - + AnGn-

Remarque 4.2. — Soient D un diviseur de Cartier effectif sur X muni d’une
fonction de Green g. Localement sur un ouvert U, le diviseur D est défini
par une fonction réguliére f. L’élément g + In|f| dans CAO(Xa“) s’étend de
fagon unique en une fonction continue sur U. On en déduit que la fonction
e 9 = |f| - et nlfD) g¢tend de fagon unique en une fonction continue sur
U. Par recollement on obtient que ’élément e™9 € @(X an) g’étend en une
fonction continue sur X2". Plus généralement, si D est un R-diviseur effectif
muni d’une fonction de Green g, alors il existe des diviseurs de Cartier effectifs
Dy, ..., Dy, des fonctions de Green g1,...,g, de D1,..., D, respectivement,
ainsi que des nombres positifs A1,..., A\, tels que

(D,g) =M (D1,91) + -+ M(Dn, gn)-

L’élément e~ dans C° (X®*") s’étend donc en une fonction continue sur X",
qui est égale 4 e M9 —=AngnOn en déduit que g € CO(X™) s’étend en une
fonction continue sur X®" a valeurs dans | — 0o, 4+00], qui est donc bornée
inférieurement. En particulier, si D est un R-diviseur effectif, alors il existe une
fonction de Green de D qui s’étend en une fonction continue positive a valeurs
dans [0, +00], quitte & rajouter une constante trés positive a une fonction de
Green donnée. Une telle fonction de Green est dite bornée inférieurement (2
par zéro.

5. Courbes adéliques et R-diviseurs adéliques

Le but de ce paragraphe est de décrire un cadre général dans lequel on
développe des applications du théoréme 3.5. On fixe un corps K et on suppose
donnée une famille non-vide Mk de valeurs absolues sur K (si v est un élément
de My, on désigne par |.|, la valeur absolue correspondante), une famille
Ok = (nw)vem, de nombres positifs indexées par My, telles que, pour tout
a € K\ {0}, la relation |a|, = 1 est vérifiée pour toute sauf un nombre fini de

2. On évite l'utilisation du mot positive ici pour ne pas confondre avec la pluri-sous-
harmonicité, qui est souvent considérée comme une condition de positivité dans la littérature.
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places v € Mg, et que la formule de produit suivante soit vérifiée

(22) IT lal = 1.

veEMK

Cette condition implique qu’il y a au plus un nombre fini de valeurs absolues
non-archimédiennes dans M. Pour tout v € Mk, on désigne par K, le com-
plété du corps K par rapport a la valeur absolue |.|,. Le triplet (K, Mg, Ok)
est appelé une courbe adélique. Les éléments de Mg sont appelés des places.

Un exemple trés classique est le corps de nombres. Soient K un corps de
nombres et My l'ensemble des places de K. Pour toute v € Mg, soit |.|, la
valeur absolue dans la classe v qui étend la valeur absolue usuelle sur Q, ou
une valeur absolue p-adique (de sorte que la valeur absolue de p est 1/p), ou p
est un nombre premier. Si v est une place de K, on désigne par n,, la dimension
de K, sur Q,. Alors le triplet formé par K, Mk et O = (ny)vem, est une
courbe adélique.

Un autre exemple naturel est le corps de fonctions. Soit k& un corps et C' une
courbe projective réguliére sur Spec k. Soient K = k(C) le corps des fonctions
rationnelles sur C, et Mg I'ensemble des points fermés dans la courbe C'. Pour
tout z € My, soit |.|, la valeur absolue sur K telle que |a|, = exp(—ord;(a))
pour tout a € K*, ou ord,(.) désigne la valuation discréte associée a I'anneau
de valuation O¢ . Pour tout « € M, soit n, la dimension du corps résiduel
k(x) sur k. Alors le triplet formé par K, Mk et O g = (ny)yemy est une courbe
adélique.

Soient K un corps quelconque, et M une famille non-vide de copies de la
valeur absolue triviale. Pour toute famille © i de nombres positifs indexées par
M, le triplet (K, M, O ) est une courbe adélique. Cet exemple est beaucoup
moins considéré dans la littérature par rapport aux exemples mentionnés plus
haut. En outre, la proposition suivante permet de construire beaucoup d’autres
exemples «intermédiaires» de courbes adéliques.

Proposition 5.1. — Soient K un corps, (K, Mk,Ok) et (K, M., 0" ) deux
courbes adéliques qui admettent K comme corps sous-jacent. Alors le triplet
(K, Mg I1 Mj,Ox 1 ©)) est une courbe adélique, ou My 11 M}, désigne la
réunion disjointe de My et My, et O 11 O est défini de fagon similaire.

Dans le reste du paragraphe, on fixe une courbe adélique S = (K, Mk, Of)
et on convient que O est de la forme (ny)yenr, -

5.1. Fibré vectoriel adélique sur S. — Soient E un espace vectoriel de
rang fini sur K et e = (ey,...,e,) une base de E. Si v est un élément de My,
on désigne par ||.||e,» la norme sur I'espace vectoriel Ex, = E @k K, telle que

V(AL ) €Ky, Ider+ -+ Averley = max Ay,
ie{l,...,r}
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Dans le cas ott v est une place non-archimédienne, e est une base orthonor-
mée ®) de la norme ||.|e.0-

La notion de fibré vectoriel adélique sur un corps global a été introduite
dans [18]. Ici on étend la définition de cette notion dans le cadre plus général
de courbes adéliques.

Définition 5.2. — On appelle fibré vectoriel adélique sur la courbe adélique
S = (K,Mg,Ok) tout couple E = (E,(||.|lv)vermy), ot E est un espace
vectoriel de rang fini sur K, et ||.||, est une norme sur £ ® g K,. On demande
en outre qu’il existe une base e de F et un sous-ensemble fini M, de My tels
que ||.|lv = [|-|le,y quel que soit v € Mg \ Me. Si de plus rg(E) = 1, on dit que
E est un fibré inversible adélique.

Remarque 5.3. — Dans la définition, on demande seulement l'existence
d’une base e telle que ||.||y = ||.||e,y pour toute sauf un nombre fini de places
v € M. Cependant, on peut vérifier que cette condition est en fait satisifaite
pour n’import quelle base de E. En effet, la matrice de transition A entre
deux bases e et €’ de E est une matrice inversible a coefficients dans K. Il
existe donc un sous-ensemble fini M, s de My contenant toutes les valeurs
absolues archimédiennes et tel que tous les coefficients des matrices A et A~!
soient de valeur absolue < 1 par rapport aux valeurs absolues en dehors de ce
sous-ensemble. On en déduit que |.|le,y = ||.||e/,v POUr toute v € My \ Me e
En particulier, pour tout vecteur ¢ € E, la relation ||¢||, = 1 est vérifiée pour
toute sauf un nombre fini de places v € M.

Remarque 5.4. — Soit K’ une extension finie de K. Pour toute place v €
M, on fixe une extension de la valeur absolue |.|, sur K’. Il s’avére que, pour
tout élément § € K’, il existe un sous-ensemble fini Mg de Mg et tel que
|Bl, = 1 pour toute sauf un nombre fini de places v € Mg. En effet, si on
désigne par
FX)=X"4a, 1 X" 1+ Fag

le polyndme minimal de 3 et on choisit un sous-ensemble fini Mg de My
contenant toutes les places archimédiennes et tel que |a;], € {0,1} pour tout
i € {0,...,n — 1} et toute v € Mg \ Mg, alors on a |3|, = 1 pour toute
v € Mg \ Mp. Soit E un espace vectoriel de rang fini sur K, muni d’'une
famille de normes (||.||v)venmy, o |||, est une norme sur £ ®x K,,. Pour toute
place v € Mk, la norme ||.||, induit une norme d’opérateur ||.||!, sur F @ K|,
en identifiant F ®x K| & Hom(EY, K}), ou on considére la norme duale sur
EY. La norme |||, s’identifie & ||.||, sur F ®x K, lorsque v est archimédienne

3. Soient k un corps muni d’une valeur absolue non-archimédienne et V' un espace vectoriel
de rang fini sur k, muni d’une norme ||.||. On dit qu’une base (z;)j—; de V est orthonormée
si, pour tout (A1,...,A) € k", on a ||Aiz1 + -+ Avr || = maxieqq,.. o |l

.....
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ou |||, est une ultranorme. Pour montrer que E = (E, (||.||s)venr ) est un fibré
vectoriel adélique sur K, il suffit de vérifier qu’il existe une base €’ de E @y K’
qui est orthonormée pour toute sauf un nombre fini de normes |||}, (v € Mk).
En effet, si on fixe une base e de E sur K et la considérer comme une base de
E ®k K', alors 'argument dans la remarque précédente s’applique encore aux
matrices de transition (& coefficients dans K') entre e et €.

Soient E et F deux fibré vectoriel adélique sur K. Pour toute place v € M,
soit |||, la norme d’opérateur sur Fx, ®g, Fg, = Homg, (E}; , Fk,), olt on
considére la norme duale sur Ey. . Si (e;)j2; et (f;)}_; sont des bases de E
et ' sur K, qui sont des bases orthonormées de E, et Fk, respectivement,
ol v est une place non-archimédienne, alors (e; ® fj)ie{l,...,m},je{l,...,n} est une
base orthonormée pour la norme |.||, sur (E ® F)g,. En particulier, l'espace
vectoriel F ®k F muni de ces normes forme un fibré vectoriel adélique que I'on
note comme E ®. F (cf. [3, §2.2.4]).

Si L est un fibré inversible adélique sur S, on définit le degré d’Arakelov de
L comme -

deg(L) := — Z nyIns|l, € R,
vEME
ol s est un élément non-nul de L. La formule de produit (22) montre que
cette définition ne dépend pas du choix de s. Dans le cas ol la courbe adélique
provient d’un corps de nombres, cette définition coincide avec celle du degré
d’Arakelov d’un fibré inversible hermitien classique.

Le degré d’Arakelov est un invariant arithmétique important, qui permet
de construire une R-filtration sur un fibré vectoriel adélique. Soit E un fibré
vectoriel adélique tel que E soit non-nul. Pour tout sous-espace vectoriel L
de rang 1 de E, les normes induites sur L @ K, (v € M) définissent une
structure de fibré inversible adélique sur L. Pour tout ¢t € R, on désigne par
F(E) le sous-espace vectoriel de E engendré par toutes les droites L C E telles
que d/eE(f) > t. La famille (F'(E))ier forme une R-filtration décroissante
de l'espace vectoriel E, appelée la filtration par minima de E. Pour tout
i € {1,...,1g(E)}, on définit le i®™° minimum logarithmique de E comme
le nombre

vi(E) := sup{t € R| rg(F'(E)) > i}.

5.2. R-diviseurs adéliques. — La notion de R-diviseur adélique sur une
variété arithmétique est introduite par Moriwaki dans [29], qui généralise
natuellement la notion de diviseur de Cartier arithmétique, ou on remplace
la structure entiére par une famille de fonctions de Green sur les fibres de la
variétés arithmétiques au-dessus des places non-archimédiennes du corps de
nombres K. On étend la définition de cette notion dans le cadre de courbe
adélique. Dans la suite, on considére un schéma projectif et géométriquement



28 HUAYI CHEN

intégre X sur Spec K. Pour toute place v € M, soit X, le K,-schéma X @ g K,
obtenu par extension de scalaires. On désigne par X3" I'espace de Berkovich
associé & X, dont la construction est rappelée dans §4.

Soit D un diviseur de Cartier sur X. Pour toute place v € Mg, soit D, la
tirée en arriére de D sur le schéma X,. Par famille de Green de D on entend
une famille g = (gy)veny, ou chaque g, est une fonction de Green du diviseur
de Cartier D,. On introduit une loi d’addition sur I'ensemble des diviseurs de
Cartier sur X muni d’une famille de Green en posant

(D> (gv)UEMK) + (Dlv (g;)’UEMK) = (D + Dl? (gv + g;))’UGMK)'

Cela définit une structure de groupe commutatif sur I’ensemble des diviseurs
de Cartier munis de familles de Green.

On suppose que le schéma X est plongé dans un espace projectif P(E), ou E
est un espace vectoriel de rang fini sur K, et que D est le diviseur associé & une
section rationnelle non-nulle s de L = Og(1)|x, ot Og(1) désigne le faisceau
inversible universel sur P(E). Si E est muni d’une famille de normes (||. ||, )ver,
de sorte que E = (E,(||.]|v)very) devienne un fibré vectoriel adélique sur
S, alors chaque norme |.||, induit une métrique continue sur L, (la tirée en
arriere de L sur X,), comme expliquée dans §4.2. Par abus de langage, on
désigne encore par ||.||, cette métrique continue sur L,, appelée la métrique
de Fubini-Study. Ainsi la famille (—1In||s||y)venr, forme une famille de Green
de D = (s). Le couple ((s), (—In||s|ly)ver,) est appelé le diviseur adélique
associé a s, noté comme (s). La proposition suivante montre que deux familles
de Green obtenues de cette facon sont égales sauf sur un nombre fini de places
vE Mg.

Proposition 5.5. — Soient E et F deux fibrés vectoriels adéliques, X un
schéma projectif et géométriquement intégre sur Spec K, et L un fibré inversible
sur X. On suppose que o : X — P(FE) et f: X — P(F) sont deuzr immersions
fermées telles que L = a*(Og(1)) = B*(Op(1)). Alors pour toute sauf un
nombre fini de places v € My, les fibrés vectoriels adéliques E et F induisent
la méme métrique de Fubini-Study sur Ly,.

Démonstration. — Traitons d’abord le cas ot £ = F et les immersions « et 3
sont identiques. Dans ce cas-14, les structures de fibrés vectoriels adéliques de
FE et F coincident sur toute sauf un nombre fini de v € M. Le résultat de la
proposition est donc trivial. Plus généralement, si les applications de restriction

E=T(P(E),0p(1)) = T(X,L) et F=T(P(F),0r1))—I(X,L)

sont toutes surjectives, alors les immersions fermées « et § se factorisent par
X — P(I'(X,L)). On se rameéne donc au cas précédent en considérant les
structures de fibré vectoriel adélique quotients sur I'( X, L).
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Dans le cas général, il existe un entier n > 1 tel que les applications de res-
trictions S"E = T'(P(E), Og(n)) — I'(X,L®") et S"F = T'(P(F),Or(n)) —
['(X, L®") soient surjectives. On peut appliquer le résultat de la proposition
dans cette situation pour montrer que toutes les structures de fibré vectoriel
adélique sur S"FE et S™F induisent la méme métrique de Fubini-Study sur L,
pour toute sauf un nombre fini de v € M.

Il reste & montrer que, si » > 1 est un entier et si S”FE est muni d’une
structure de fibré vectoriel adélique, alors la métrique de Fubini-Study sur L&"
induite par la structure de fibré vectoriel adélique sur S™E et la n'®™® puissance
tensorielle de la métrique de Fubini-Study sur L, induite par la structure de
fibré vectoriel adélique sur E coincident pour toute sauf un nombre fini de v €
M. La validité de cet énoncé ne dépend pas du choix des structures de fibré
vectoriel adélique sur E et sur S™E. Sans perte de généralité, on suppose que
E est muni de la famille de normes (||.||e,v)venry, 00 € = (€;);_; est une base de
E ; on suppose aussi que S™E est muni de la famille de normes (||.|/smev)ve My
ou S"e est la base de STE définie comme (€] - - €] ), 4. fm,=n. LoOrsque
v est non-archimédienne, la norme ||.||gne, s’'identifie & la norme quotient
induite par Papplication surjective E€" — S™E, ol on considére la norme
produit tensoriel sur E®" (de sorte que (e;; ®@ -+ ® €in ) (i1 ooin)€{1,....ryn SOit
une base orthonormée). Si K, est une extension valuée de K, et si £, est un
quotient de rang 1 de E ®x K, alors 'homomorphisme surjectif Ex; — £,
induit par passage & la puissance symétrique un homomorphisme surjectif
S"(Ek;) = S™(E) @k K, — (3", et la norme quotient de |[|.|[gne, sur £5"
s'identifie & la norme quotient induite par E®" @ K/ — £2™. Le résultat est
donc démontré. O

Définition 5.6. — Soit D un diviseur de Cartier sur X . On dit qu’une famille
de Green g = (gv)vem, sur D est de type presque Fubini-Study s’il existe un
fibré vectoriel adélique E = (E, (||.|lv)venrr, ), une immersion fermée i : X —
P(E) et une section rationnelle non-nulle s de i*(Og(1)) tels que D = (s) et
que g, = —In||s||rs,, pour toute sauf un nombre fini de places v € M, ou
I|.llFs,» est la métrique de Fubini-Study sur Og(1), induite par |[|.||,.

L’existence de famille de Green de type presque Fubini-Study pour un
diviseur Cartier D entraine que le diviseur D est trés ample. Réciproquement,
étant donné un diviseur de Cartier trés ample D, il existe toujours une famille
de Green de D qui est de type presque Fubini-Study. En outre, la proposition
5.5 montre que, si g et ¢’ sont deux familles de Green de type presque Fubini-
Study d’un méme diviseur de Cartier D, alors I’égalité g, = g, est vérifiée pour
toute sauf un nombre fini de places v € M.

Proposition 5.7. — Soient D et D' deux diviseurs de Cartier sur X, g et g’
deux familles de Green de D et D' respectivement. On suppose que les familles
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de Green g et g’ sont de type presque Fubini-Study, alors la famille de Green
g+4g de D+ D' est aussi de type presque Fubini-Study.

Démonstration. — Soient E et F deux fibrés vectoriels adéliques, o : X —
P(E) et f: X — P(F) deux immersions fermées telles que Ox (D) = a*Op(1)
et Ox(D') = B*Op(1). Pour toute place v € Mg, on munit Ox (D), et
Ox(D"), des métriques de Fubini-Study (qui proviennent des normes sur E®g
K, et F ®k K, respectivement). Soit v : X — P(E ®x F) 'immersion fermée
induite par le morphisme de Segre ¢ : P(E) xg P(F) — P(FE ®xk F). Pour
toute place non-archimédienne v € My, la métrique produit tensoriel sur
Ox(D+D"), 2 Ox (D), ®0Ox(D'), induite par les métriques de Fubini-Study
sur Og(1), et Op(1), coincide avec la restriction de la métrique de Fubini-
Study sur Oggr(1), par le plongement ~, ot on considére les normes du fibré
vectoriel adélique e-produit tensoriel E ®. F (voir §5.1 pour sa définition). La
proposition est donc démontrée. O

Corollaire 5.8. — Soient D et D' deux diviseurs de Cartier trés amples tels
que D — D’ soit aussi trés ample. Si g et g sont des familles de Green de D
et D' respectivement, qui sont de type presque Fubini-Study, alors la famille de
Green g — g’ de D — D' est aussi de type presque Fubini-Study.

Démonstration. — Soit g” une famille de Green de D — D’ qui est de type
presque Fubini-Study. La proposition 5.7 montre que ¢’ + ¢’ est une famille
de Green de type presque Fubini-Study de D. D’aprés la proposition 5.5, on
obtient que g}, + g/ = g, pour toute sauf un nombre fini de places dans M.
La famille de Green g — ¢’ est donc de type presque Fubini-Study. O

Définition 5.9. — On appelle R-diviseur adélique sur X tout couple de la
forme
(-Dag = (gv)UEMK)7

ol D est un R-diviseur de Cartier sur X et g, est une fonction de Green de
D,, qui satisfont & la condition suivante : il existe des diviseurs de Cartier
Dy,...,Dy sur X, des familles de Green g¢i,..., g, de type presque Fubini-
Study de Dy, ..., D, respectivement, et des nombres réels A1, ..., Ay, tels que
D=MDi+ -+ MyDy, et que

Vve Mg, gv=Mgiv+ -+ Mgno-

On désigne par ]SR/R(X ) I'espace vectoriel des R-diviseurs adéliques sur X. On
a une application R-linéaire de K(X)* ®z R vers Divg(X) qui envoie toute
fonction rationnelle non-nulle f en

() o= () (= |f Lo )enre):
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Les R-diviseurs adéliques qui appartiennent a I'image de cette application sont
dits principauz.

Proposition 5.10. — Soient (D, g) et (D,g') deuz R-diviseurs adéliques sur
X qui ont le méme R-diviseur sous-jacent. Alors la relation g, = g., est vérifiée
pour toute sauf un nombre fini de places v € Mk .

Démonstration. — Montrons 1’énoncé suivant qui est équvalent & celui dans
la proposition : si (0, g) est un R-diviseur adélique, ou 0 désigne le R-diviseur
trivial, alors g, = 0 pour toute sauf un nombre fini de v € M. Par définition,
il existe des diviseurs de Cartier D1,...,D, sur X, des familles de Green
gi,- -+, 9n de type presque Fubini-Study de Dy, ..., D, respectivement, et des
nombres réels A1,...,\, tels que A1Dy +--- 4+ A\, D, = 0 et que

Vv e Mg, gU:)‘lgl,v+"'+/\n9n,v-

Sans perte de généralité, on peut supposer que Dy, ..., D,, sont linéairement
indépendantes dans Div(X)®zQ et que Dyy41, - .., Dy, appartiennent au sous-
espace vectoriel de Div(X) ®z Q engendré par Dq,...,Dy,. Soit N > 1 un
entier tel que ND; € ZD1+ - -+ ZD,, pour tout j € {m+1,...,n}. On écrit
NDj sous la forme

ND]' = aj,lDl + -+ aj,mDm,
ol aj1,...,a;m sont des entiers. La proposition 5.7 et son corollaire 5.8
montrent que
9} = aj191 + -+ Gjnln
est une famille de Green de type presque Fubini-Study de ND;. La proposition

5.5 montre que 'égalité g;. » = INgj . est vérifiée pour toute sauf un nombre fini
de places v € M. Comme D1, ..., D,, sont linéairement indépendantes, on a

n
, Z Aj
VZE{l,...,m}, )\Z+ ' a,]ﬂNJ:O
J=m+1

En particulier, pour toute sauf un nombre fini de places v € Mg, on a

n m noy M
Z )\kgk,v = Z Aigi,v + Z N] Z ajiGiv = 0.
k=1 i=1

j=m+1 " =1

Le résultat est donc démontré. O

5.3. Systéme linéaire adélique. — Soient S = (K, Mk, Ok ) une courbe
adélique et X un schéma géométriquement intégre sur Spec K. Etant donné
un R-diviseur adélique D = (D, (gv)venry ), on peut construire une famille de
normes sur HO(D) Rk Ky, v € Mg, qui est définie de maniére suivante. Tout
élément f € H O(D) Rk K, détermine une fonction rationnelle sur X, que 'on
note encore comme f par abus de langage. En outre, on a (f) + D, > 0. Par
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conséquent, |f|,-e”9 s’étend en une fonction continue sur X3" (cf. la remarque
4.2), que l'on note comme | f||g, ou comme | f||5 . Si la fonction rationnelle
s est non-nulle, cette fonction n’est pas identiquement nulle. On définit

1Fllgosup := sup [ fllg, (2).
TeXan

Le nombre || f|lg,sup est noté aussi comme | |5, ¢, Si f1 et f2 sont deux
éléments de H(D) @ K,, alors on a

11+ fallg, < [1f2llgy + [1f2llg, -

On en déduit que ||.|4, sup st une norme sur H(D) ® K,,. Cette norme est
ultramétrique lorsque v est une place non-archimédienne.

Dans le cas ot D est un diviseur de Cartier, espace vectoriel HY(D) est
isomorphe a 'espace des sections globales du faisceau inversible O(D). Comme
expliqué dans §4.3, la fonction de Green g, détermine une métrique continue
sur le faisceau inversible O(D),. Si f est un élément de H°(D) ®x K,, alors
| fllg, s’identifie & la norme de la section fsp par rapport a cette métrique, ot
sp est la section rationnelle canonique de O(D).

Définition 5.11. — Soit D = (D, (gy)vemy ) un R-diviseur adélique sur X.
On suppose que D est effectif. La fonction rationnelle de 'unité 1 appartient
donc & H°(D). Pour tout v € My, on a

1 —exp(— inf )
11]lg,sup = exp xél)l(gngv(x) )

ou on a considéré g, comme une application continue de X3 vers | — 0o, +00].
En particulier, si toutes les fonctions de Green (gy)yenr, sont bornées inférieu-
rements par zéro, alors on a ||1||g, sup < 1 pour toute place v € M. Dans ce
cas-1a, on dit que le R-diviseur adélique D est effectif.

Soient D et D’ deux R-diviseurs adéliques sur X . La loi de multiplication de
K (X) induit une application K-linéaire de H(D)®x H°(D') vers H*(D+D").
En outre, si f est un élément de H°(D) ®x K, et si f’ est un élément de
H°(D") ®k K, alors on a

1 15450 = 1115, 1f15 0

ol v est une place dans M. En particulier, on a
Hff,”ﬁ-‘rﬁ/,v,sup < ||f||5,v,sup ’ Hf,Hﬁ’,v,sup'

On en déduit que, si D et D’ sont deux R-diviseurs adéliques tels que D' — D
soit effectif, alors on a H°(D) ¢ H°(D'). De plus, pour toute place v € M et
tout élément f € H(D) ®k K,, on a 1fl5,, < [Ifl5,- En d’autres termes,
I'application d’inclusion de H°(D) ®x K, dans H°(D') ® ¢ K, a pour norme
d’opérateur < 1.
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Les propositions suivantes ainsi que leur corollaire montrent que, pour
tout R-diviseur adélique D, l'espace vectoriel HY(D) muni des normes
(115, sup)venmy forme un fibré vectoriel adélique.

Proposition 5.12. — Soient E un fibré vectoriel adélique, X un sous-schéma
fermé géométriquement intégre de P(E), et L la restiction de Og(l) a X.
On suppose que Uapplication de restriction HO(P(E), Og(1)) — H°(X, L) est
surjective. Pour tout v € My, soit ||.||rs . la métrique de Fubini-Study sur L,
mduit par la norme d’indice v dans la structure de fibré vectoriel adélique de
E. Pour tout élément s € H*(X,, L,) = H*(X, L) ®k K,, soit

Isllo.sup = sup [s]lrs,o(2)-
TeXan

Alors Uespace vectoriel HO(X, L) muni des normes (||.||ysup)ver, forme un
fibré vectoriel adélique sur K.

Démonstration. — Quitte a remplacer E par H(X, L) muni des normes quo-
tients, on peut supposer que F = H(X, L). Il existe alors des points Py,. .., P,
de X dans une extension finie K’ de K, qui forment un systéme génératrice
et linéairement indépendant de sous-espaces vectoriels de rang 1 de EY @ K’
(ici on consideére les K-points de P(E) a valeurs dans K’ comme des quotients
de rang 1 de F ®x K’, ou des sous-espaces de rang 1 de EY @ K'). Soit
(S1,...,8,) une base de E @k K’ telle que, pour tout 4,j € {1,...,n}, i # j,
la restriction de s; a la droite P; soit nulle. Le résultat de la proposition ne
dépend pas du choix des normes dans la structure du fibré vectoriel adélique
sur E. On peut donc supposer, sans perte de généralité, que (s1, ..., S,) est une
base orthonorée de E @y K lorsque v € M est une place non-archimédienne
(comme dans la remarque 5.4, on étend arbitrairement chaque valeur absolue
.|y sur K’ afin d’étendre la norme ||.||, sur E®g K)). Si s = A\is1++- -+ A\pSn
est un élément de E ® K, (vu comme un sous-ensemble de F @k K]), alors
on a

[s]lps,v(2) < llsllo = max(|Asfo, - - [Anlo)
puisque la métrique de Fubini-Study est induite par les normes quotients. En
outre, pour tout 7 € {1,...,n} on a

Isllpsp(Fs) = inf s+ ally = [Ailo.
a€EQK K],
Oz‘pz.zo

On obtient donc [|s||ysup = ||5]|v, d’0t le résultat de la proposition. O

Proposition 5.13. — Soit D = (D, (gy)vemy ) un R-diviseur adélique sur X .
On suppose que D est effectif. Alors la relation

By (0 =0

x
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est vérifiée pour toute sauf un nombre fini de places v € My . En particulier,
pour tout R-diviseur adéliqgue D sur R, il existe toujour une famille de Green
g de D telle que le R-diviseur adélique (D, g) soit effectif.

Démonstration. — Traitons d’abord le cas ot D est un diviseur de Cartier.
On choisit un diviseur de Cartier Dq sur X qui est trés ample et tel que
Dy := D + D soit aussi trés ample. Soient By = H(Dy) et By = H%(Dy).
Comme D est un diviseur effectif, on a £y C E5. On munit Fo d’une structure
de fibré vectoriel adélique (||.||ly)venr, et munit £y des normes induites. Soient
91 = (91,0)veMy €t g2 = (92.0)veny des familles de Green de Dy et Dy, qui pro-
viennent des métriques de Fubini-Study sur O(D;) et O(D3) respectivement.
En particulier, on a g2, = g1,» pour toute v € M.

La proposition 5.10 montre que la validité du résultat de la proposition
présente ne dépend pas du choix de la famille de Green g. On peut donc
supposer, sans perte de généralité, que g = go — ¢g1. Dans ce cas-1a, pour toute
place v € Mk, la fonction g, est bornée inférieurement par zéro. En outre, la
proposition précédente 5.3 montre qu’il existe un sous-ensemble fini & de My
tel que les relations

1]g105up = Ll go0sup = 1
soient vérifiées pour toute place v € Mg \ & (voir aussi la remarque 5.3). Cela
montre que, pour toute v € Mg \ &, il existe x,, € X2" tel que

gy, (20) = [1Tllgs,, (20) = 1.

On obtient donc g,(z,) = 0. -
Pour le cas ou D est un diviseur quelconque, on peut écrire D sous la forme

E:)\1E1'*""+)\nbnv

ot Dy,..., Dy sont des diviseurs de Cartier effectifs, et A1,..., A, sont des
nombres positifs. Sans perte de généralité, on peut supposer les D; effectifs.
Soient ay,...,ay, des entiers tels que a; > A; pour tout i € {1,...,n}, et

E/ — (D/, (g;))’UEMK) — albl —|— _i_anﬁn

Par définition, on a g, > g, = 0 pour toute v € Mg. Comme D’ est un diviseur
de Cartier effectif, d’aprés ce que 'on a démontré plus haut, on obtient qu’il
existe un sous-ensemble fini & de M tel que inf,ecxan g, (x) = 0 pour toute
v € Mg \ 6. On en déduit que inf,exan g,(x) = 0 pour toute v € Mg \ &. Le
premier énoncé de la proposition est donc démontré.

Pour établir le deuxiéme énoncé, on peut commencer par une famille de
Green arbitraire g telle que (D,g) soit un R-diviseur adélique. Le premier
énoncé de la proposition montre que, pour toute sauf un nombre fini de v €
My, la fonction g, est bornée inférieurement par zéro. En outre, d’aprés la
remarque 4.2, toute fonction g, est bornée inférieurement. Quitte a rajouter des
constantes positives & un nombre fini de fonctions de Green g, on obtient une
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famille de Green g qui consiste des fonctions bornées inférieurement par zéro et
telle que (D, g) soit un R-diviseur adélique. Le résultat est donc démontré. [

Corollaire 5.14. — Soit D = (D, g) un R-diviseur adélique sur X. L’espace
vectoriel H°(D) muni des normes (115, sup)vemy forme un fibré vectoriel
adélique.

Démonstration. — Soit D’ un diviseur de Cartier trés ample sur X tel que
D" := D' — D soit effectif. D’aprés la démonstration de la proposition 5.13, il
existe une famille de Green ¢” sur D" telle que (D", g") soit effectif. On munit le
diviesur de Cartier D’ de la famille de Green ¢’ := ¢” +g. En outre, on identifie
H°(D) a un sous-espace vectoriel de H(D'). Comme g > 0 pour toute place
v € Mg, on obtient que | fll5, = [fl5 . et donc || fll5, sp = /5 0 sup
pour tout f € H°(D) @ K,. D’aprés la proposition 5.12, I'espace vectoriel
H°(D’) muni des normes (1575 sup)vemyc forme un fibré vectoriel adélique.
Soit (e;)™, une base de I'espace vectoriel H?(D). On la compléte en une base de
I'espace vectoriel H(D') par des vecteurs ep 1, ...,e,. D’aprés la remarque
5.3, il existe un sous-ensemble fini © de Mg, qui contient toutes les places
archimédliennens et tel que (e;)™; soit une base orthonormée de H°(D')® x K,
pour toute place v € Mg \ ©. En outre, d’aprés la proposition 5.13, on obtient
que, quitte a élargir 'ensemble S, on peut supposer que Hei”ﬁ,u,sup = 1 pour
toute v € Mg \ ©. On en déduit que, pour toute v € Mg \ © et tout
M,y Am) € Ky, on a

[Arer + -+ AmemHﬁv,sup > [[Arer + - 4 Amenl|lp

osup = . Mmax }\)\i]v.

€{l,...m
En outre, on a

[Arer + -+ + Amem“ﬁump S ie{%l,?i(m} [Ailo ”ei”ﬁ%wp'
Cela montre que (e;)™, est une base orthonormée de H°(D)® K,, pour toute
v € Mg \ ©. Autrement dit, H°(D) muni des normes (||.|5., sup)veMyc est un
fibré vectoriel adélique. O

6. Inégalité d’indice de Hodge pour les R-diviseurs adéliques

Dans ce paragraphe, on applique 'inégalité d’indice de Hodge démontrée
dans §3.6 aux R-diviseurs adéliques. On fixe dans ce paragraphe une courbe
adélique S = (K, Mk,©f), un schéma projectif et géométriquement intégre
X sur Spec K. Soit d la dimension de Krull du schéma X. On suppose que
d>1.
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6.1. Fonctions de volume. — Soient D un R-divseur adélique sur le
schéma X et V, = @n>0 V., un systéme linéaire gradué¢ du R-diviseur D,
supposé contenir un R-diviseur ample (cf. la définition 3.1). Pour tout entier
n > 0, on munit 'espace vectoriel V, de la famille de normes (||.||,,5., sup)veMy -
Le corollaire 5.14 montre que cette construction définit une structure de fibré
vectoriel adélique sur V;,. On désigne par V, la famille de fibrés vectoriels adé-

liques (Vi,)nen-

Définition 6.1. — On définit le volume arithmétique de V, le nombre
rg(Vn)
1 d+1)!'% —
Vol(V) = l,lfgilif(ndﬂ) Z max(v;(V,),0),
i=1

ou les v;(.) sont les minima logarithmiques successifs, définis dans §5.1. De
fagon similaire, on définit le y-volume arithmétique de V, comme le nombre

| rg(V)

—~ . d+1)! —
voly (V4) := 17?3?25)(”(1—"_1) Z vi(Vi).
i=1

SiV, =V,(D) est. le systéme linéaire gradue total de D, on utilise les expres-
sions vol(D) et vol +(D) pour désigner Vol(V) et vol +(V.) respectivement.

Remarque 6.2. — Dans/le cas oﬁ/l\a courbe adélique S provient d’un corps
de nombres, les nombres vol(D) et vol, (D) s’identifient aux volumes arithmé-
tiques définis dans [27] et [35] respectivement. Cela provient essentiellement
du lemme de Siegel pour les fibrés vectoriels adéliques (voir [19]). On renvoie
les lecteurs a [9, §6 et §8] pour plus de détails sur cette comparaison. Attention,
bien que I'on peut définir formellement H 9(V;,) comme I'ensemble des éléments
s € V,, tels que ||s[|,, 5, up < 1 pour toute v € Mg, une généralisation naive
de la définition du volume arithmétique dans [27] ou [29] semble inadéquate
dans le cadre de courbes adéliques générales.

Dans le cas ou la courbe adélique S provient du corps des fonctions ration-
nelles sur une courbe projective réguliére C sur un corps de base k et D est
déterminé par un faisceau inversible . sur un modéle entier 7w : Z° — C de X
(c’est-a~dire un morphisme projectif et plat dont la fibre générique s’identifie
axX ) la fonction Vol( ) s’identifie a la fonction volume usuelle évaluée en .2,

et vol «(D) est égal a
: (d+1)! n . d+1)! .
i sup 4 D, (297 = s (0 (250

ou deg(.) désigne la fonction de degré définie sur I’ensemble des fibrés vectoriels
sur C, et x(.) est la fonction de caractéristique d’Euler-Poincaré.
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Pour pouvoir appliquer les résultats dévelopés dans §3.6, il faut montrer
que le premier minimum logarithmique de V,, croit au plus linéairement par
rapport & n. Pour cela on introduit la notion du minimum essentiel pour un
R-diviseur adélique.

Si K’ est une extension finie de K et si v € Mg, on désigne par My (v)
I'ensemble des valeurs absolues sur K’ qui prolonge |.|,. Si z est un K-point de
X a valeurs dans K’ pour toute w € Mg/ (v), le point x induit un K,-point de
X, a valeurs dans Pextension valuée K|, de K, qui détermine un point dans
I'espace analytique X" que I'on note comme z,,.

Soit D = (D, (gy)ven, ) un R-diviseur adélique sur X. On suppose dans un
premier temps que D est un diviseur de Cartier. On définit une fonction de
hauteur Az sur 'ensemble X (K) des K-points algébriques du schéma X, ou K
désigne une cloture algébrique de K. Soient z un K-point algébrique de X et
K’ un corps de définition du point . Soit f une fonction rationnelle de X qui
définit le diviseur de Cartier D dans un Voisinage U de z. Par définition, pour
toute place v € M, I’élément g, + In|f|, € (X an) g’étend en une fonction
continue sur U3". On définit

fs .
(23) -y 2 B i)

vEME wEM s (v

ot K™ désigne la fermeture séparable du corps K dans K'. Il s’avére que la
valeur de hp(z) ne dépend pas du choix de corps de définition K’. On voit
aussitot de cette définition que, si D est un R-diviseur adélique principal, alors
la fonction hz est nulle. En outre, cette fonction de hauteur est additive par
rapport & D : si D et D’ sont deux R-diviseurs adéliques tels que D et D’
solent des diviseurs de Cartier, on a hp, 5 = hp + hgp comme fonctions sur
X (K). Cette observation permet de définir la fonction de hauteur associée a un
R-diviseur adélique général : si D est un R-diviseur adélique sur X, qui s’écrit
sous la forme D = \;Dj + --- + A\, D,,, oit Dy, ..., D, sont des R-diviseurs
adéliques sur X tels que Dy, ..., D, soient des diviseurs de Cartiers, on définit

hﬁ = )\lhﬁl + -+ )\nhﬁn

Proposition 6.3. — Si D1 et Dy sont deux R-diviseurs adéliques tels que
Dy = Dy, alors la fonction |h§1 - hﬁg‘ sur X (K) est bornée.

Démonstration. — Soient D = Dy — Dy et g = (gy)veny la famille de Green
de D. D’aprés la proposition 5.10, on obtient qu’il existe un sous-ensemble fini
S C Mg tel que g, = 0 quel que soit v € Mk \ &. En outre, la proposition 4.1
montre que chaque g, est une fonction continue sur X3", donc est bornée. Il
existe alors une constante C' > 0 telle que ||gy||sup < C pour toute v € A. On
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en déduit que, pour tout z € X(K) de corps de définition K’, on a

o) =t =[5 30 B )] < ¢ caraty
b, (@ K5 K] o (Tw)| < car .
vEA wEM g/ (v)
Le résultat est donc démontré. O
Remarque 6.4. — Dans le cas ou D est un diviseur de Cartier, il est parfois

plus commode de construire la fonction de hauteur avec le point de vue de
fibré inversible adélique. Soit L le faisceau inversible Ox (D). Pour toute place
v € Mg, la fonction de Green g, induit une métrique continue ||.||g, sur Ly,
comme expliqué dans §4.3. On désigne par L le couple (L, (|.||g,)ven)- 11
s’avére que la fonction hz s’identifie a hy : X(K) — R qui envoie z € X(K)

B Z Z [[I;(fs II((]] In [|s][(zw),

vEMK weMp/ (v)

ou s est une section rationnelle de L qui trivialise L autour du point x.

Définition 6.5. — Soit D un R-diviseur adélique. Pour tout nombre réel A,
on désigne par X (K)¥ Densemble des points algébriques z € X (K) tels que
hy(z) < A. On définit le minimum essentiel de D comme

fess(D) := inf{\ € R| X (F))\B est Zariski dense dans X}.

On peut réécrire fiess(D) comme

sup inf _ hp(x),

7CX z(X\2)(K)
ou Z parcourt 'ensemble des sous-schémas fermés de X qui sont strictement
contenus dans X. Par définition, la fonction ﬁess(ll) est positivement homo-
géne, autrement dit, pour tout R-diviseur adélique D et tout A > 0, on a

ﬁess()‘ﬁ) =A ﬁess (E)

Proposition 6.6. — St \1,..., A\, sont des nombres positifs et si Di,...,D,
sont des R-diviseurs adéliques tels que la somme Aifiess(D1)+ -+ -+ Apfless(Dn)

soit bien définie, alors on a

D
D

ﬁess(Alﬁl +---+ Anﬁn) 2 Alﬁess(bl) + -+ Anﬁess(bn)'

En particulier, la fonction [iess(D) est concave sur l’espace vectoriel EF/R(X).
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Démonstration. — Par définition on a

fess(M D1+ -+ + A\, Dy) = sup inf Z N\ihg
ZCX ze(X\2)(K

sup Ai inf hf (z > Nifless(Ds),
> s (z - z e
ou la derniére égalité provient du fait que 'ensemble des sous-schémas fermés

de X qui sont strictement contenus dans X est filtrant par rapport & la relation
d’inclusion. O

Le minimum essentiel est un invariant arithmétique birationnel qui décrit
de facon numérique la positivité des R-diviseurs adéliques.

Proposition 6.7. — Soil D un R-diviseur adélique sur X. Si D est effectif,
alors on a liess(D) = 0.

Démonstration. — D’aprés la proposition précédente, il suffit de traiter le cas
ou D est un diviseur de Cartier. Soit U un ouvert Zariski non-vide de X sur
lequel le diviseur D est trivial. Pour tout point alébrique x de U a valeurs dans
une extension finie K’ de K, on a

K K,
Z Z [[[{fszl(]]gv(xw) =0

vEMK weM e (v)

puisque les fonctions de Green g, sont supposées étre bornées inférieurement
par zéro. La proposition est donc démontrée. ]

Proposition 6.8. — Pour tout R-diviseur adélique D sur X, la relation
Hess(D) < 400 est vraie.

Démonstration. — Les propositions 6.6 et 6.7 montrent que, si D’ est un R-
diviseur adélique effectif, alors on a

ﬁess (E + E/) = ﬁess (E) + ,aess (E/) P ,aess (ﬁ) .

On peut donc supposer que D est un diviseur de Cartier trés ample sans
perte de généralité. D’aprés la normalisation de Noether, il existe un espace
vectoriel E de rang fini sur K et un morphisme fini 7 de X vers P(E) tels que
O(D) = 7*(Og(1)).

En outre, la proposition 6.3 montre que la validité de la proposition ne
dépend pas du choix de la famille de Green du R-diviseur adélique D. On
peut donc supposer que la famille de Green de D provient d’une famille de
métriques sur O(D) qui sont des tirées en arriére des métriques de Fubini-
Study sur Og(1) associées & une structure de fibré vectoriel adélique sur E.
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En particulier, si x est un K-point algébrique de X, alors on a
hp(2) = hg (T ().

En particulier, fiess(D) est égal au minimum essentiel du R-diviseur adélique
associé a une section rationnelle de Og(1) (que 'on note comme fiess(Op(1))
dans la suite). Il reste & établir que ce minimum essentiel est < +o00. Sans perte
de généralité, on peut supposer l'existence d'une base («;)"; de EV telle que
Voe Mg, V(A,..., ) € K, [[Mar 4+ + Aaplly = max Ay,
i€{l,...,n}
ol on considére la norme duale sur EV @ i K, induite par la structure de fibré
vectoriel adélique sur F. Avec cette hypothése, si y est un point algébrique
de P(E) dont les coordonnées homogénes (ot on adopte la convention de
Grothendieck dans la construction de ’espace projectif P(E)) dans la base
(0y)f~, sont des racines de l'unité, on a hm(y) = 0. On obtient donc

less(Op(1)) < 0. Le résultat est démontré. O

La proposition 6.8 nous permet d’appliquer le théoréme limite 3.3 au systéme
linéaire gradué arithmétique d’'un R-diviseur adélique.

Proposition 6.9. — Soient D un R-diviseur adélique sur X et V, un systéme
linéaire gradué de D. On munit chaque espace vectoriel V,, de la structure de
fibré vectoriel adélique (||.||,,5 , sup)vemy - Alors on a

141 (vn) <n //zess (E)v

ot par convention v1(V,) = —oo si Vi, est Uespace vectoriel nul.
p 1\(Vn n 1%

Qémonstmtz‘on. — Soient L un sous-espace vectoriel de rang 1 de V,, tel que
deg(L) = v1(V},), et f un élément non-nul de L. Par définition, le R-diviseur
(f) + D est effectif, et pour toute place v € M, la fonction |f|e™9 s’étend
en une fonction continue [/ |5, sur X3". I existe alors un sous-schéma fermé
Z € X (on peut prendre Z comme le support du R-diviseur (f)+nD) tel que,
pour tout point algébrique z € (X \ Z)(K) de corps de définition K, on ait

i@ = 3 Y [Si&:f§f<ngv I |f12) ()

vEMg wEMK/

-y ¥ ﬁggwmmm>@m

vEME wEMK/

On en déduit n fiess(D) = v1(Vy). O
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Remarque 6.10. — Soit E un fibré vectoriel adélique sur la courbe arithmé-
tique (K, Mg,Ofk). On désigne par EY son dual (Iespace vectoriel dual EY
muni des normes duales), dont la structure de fibré vectoriel adélique permet de
construire une famille de métriques de Fubini-Study sur le faisceau inversible
universel Opv (1) dont toute section rationnelle non-nulle définit un R-diviseur
adélique. On désigne par hz la fonction de hauteur sur P(EY) associée & un tel
R-diviseur adélique. Il s’avére que v (E) s’identifie & 'infimum de cette fonction
restreinte & ensemble des points rationnels de P(EY). On définit 71 (E) comme
le minimum absolu de la fonction de hauteur hz, c’est-a-dire I'infimum de la
fonction hy sur Pensemble des points algébriques de P(EY). Par définition, on

avi(E) < vi1(E). En outre, la méthode de démonstration de la proposition 6.9
montre que 71(V,,) < nfless(D). Motivé par les résultats de 'approche arake-
lovienne sur le probléme d’équidistribution, notamment [33, 35|, on propose

la conjecture suivante.

Conjecture. — Soient D un R-diviseur de Cartier et V, le systéme linéaire
gradué total de D. On suppose que V, contient un R-diviseur ample et que les
fonctions de Green de D sont de type pluri-sous-harmonique (voir [29, §0.2]
pour la définition). Alors on a

) 1o — - =
lim —71 (V) = Hess(D)

n—-+oo N

L’énoncé de la conjecture est soutenu par des évidences founies par des
recherches récentes sur 'arithmétique des variété torique, notamment [5, 6]. On
peut montrer que cette conjecture est équivalente & un analogue du théoréme
d’approximation de Fujita pour I'invariant arithmétique birationnel fiegs(.).

Soient (K, Mf,Of) une courbe adélique et X un schéma projectif et géo-
métriquement intégre sur Spec K. Soit D un R-diviseur adélique. Si V, est un
systéme linéaire gradué de D, alors chaque espace vectoriel V,, est muni d’une
famille de normes (|[.[[,,5 , sup)very de sorte que Viy = (Vi, (||-ll,,5.4 sup) ve M)
devienne un fibré vectoriel adélique. Comme expliqué dans §5.1, on peut
construire une R-filtration par minima F sur l'espace vectoriel V;,, dont les
points de saut sont des minima logarithmiques successifs de V;,. Dans le cas
ou V,, # {0}, on désigne par Zy— la variable aléatoire associée & l'espace filtré
(Vi, F). Par définition, on a

rg(F*(Va))

vVt eR, P(Zv?>t): rg(V)
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En particulier, I'espérance de Zy— s’identifie a la moyenne des minima loga-
rithmiques de V}, :
1 rg(Vn)
ElZv] = ——— vi(Vy).
[ Vn] rg(Vn) l—zl l( n)
En outre, la proposition 6.9 montre que

1
lim sup *Vl(vn) < ﬂess(D) < +o0.

n—+4oo N

Dans le cas ot le systéme linéaire gradué V, contient un R-diviseur ample (voir
la définition 3.1), le théoréme 3.3 conduit au résultat suivant.

Proposition 6.11. — Soient D un R-diviseur adélique sur X et V, un sys-
teme linéaire gradué de D. On suppose que V, contient un R-diviseur ample.
La suite de variables aléatoires (%Z\Tn)n% converge en loi vers une mesure de

probabilité borélienne sur R, dont le support est contenu dans | — 00, fless(D)].

Démonstration. — 11 suffit de vérifier que le systéme de filtrations par minima
est multplicatif. Cela provient notamment de la relation suivante : pour tout
(n,m) € N2 tout (f, ') € Vi, x Vp, et toute v € Mg, on a
/ !/
(24) Hff H(n+m)57v,sup < Hf”nﬁ,’u,sup ’ ”f Hmﬁ,v,sup'
O
Dans la suite, on utilise 'expression Zy; pour désigner une variable aléatoire
qui suit la loi limite prédit dans la proposition précédente. Comme un corollaire

de la proposition 6.11, on peut interpréter les fonctions de volume arithmétique
comme des espérances par rapport a ZV.'

Corollaire 6.12. — Awvec les notations et sous les hypothéses de la proposi-
tion précédente, on a

(25) vol(V.) = (d + Dvol(V)E[Z],

ol Z% = max(Zy;,0), et

(26) voly (V2) < (d + 1)vol(V.)E[ Zy;],
St de plus la condition de finitude

| —
(27> lég_il_:gof Eyrg(vn)(vn) > —00

est vérifiée, alors l'inégalité (26) devient une éqalité.



INEGALITE D’INDICE DE HODGE : UNE APPROCHE PROBABILISTE 43

Démonstration. — Comme la suite de variables aléatoires (%va Jn>1 est uni-
n
formément bornée supérieurement, on a

rg(Vn)
1 g
+1_ 1 4 1 1 2: Vvl
E[ZV.} o nE{EOO TL]E[ZVTL] nll)rfoo nrg(Vn) i=1 maX(l/l(‘/n)’ 0)

En outre, comme V, contient un R-diviseur ample, on a

. d!
vol(V,) = nll)rfoo d rg(Vy).
Le produit de ces deux formules conduit a (25). De fagon similaire, pour tout
ke R on a

)

E[max(Zy;, —k)] = lim max(v;(Vy,), —k)

n—+oo nrg(V,)

M=

=1

rg(Vn)
> limsup ———— v; (Vo).
- n%JroE nrg(Vn) Z( n)

(]

i=1
Par passage a la limite lorsque k£ — 400, on obtient
1 el
E[Z-+]| > imsup ————~ v;(V,,
[ V.] n—>+o<133 nrg(vn) ; ’L( n)
et en déduit (26). Sous I'hypothése de finitude (27), la suite de variables
aléatoires (%Zﬁ)n% est uniformément bornée. L’inégalité au-dessus devient
donc une égalité, et il en est de méme de (26). O

Remarque 6.13. — La condition de finitude (27) dans le corollaire 6.12 est
vérifiée notamment lorsque le systéme linéaire gradué V, est une algébre de
type fini sur K. En outre, le résultat de [28] montre que, si D est un diviseur
de Cartier, V, est le systéme linéaire gradué total de D et s’il existe ¢t € R tel
que le systéme linéaire gradué

Vi=F(vi)
n=0

admette I’ensemble vide comme lieu de base stable, alors la condition de fini-
tude (27) est satisfaite. Inspiré par cette observation, on propose la conjecture
suivante.

Congecture. — Soient D un R-diviseur adélique sur X et V, un systéme
linéaire gradué de D, qui contient un R-diviseur ample. Alors on a

1 _
(28) lim inf — v,y (V) = sup{t € R| Bs(V!) = Bs(V.)},

n—+oo N
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ot Bs(.) désigne le lieu de base stable de systéme linéaire gradué. En outre,
la borne inférieure du support de la loi limite prédite par la proposition 6.11
s’identifie a

sup{t € R| B4 (V) = B;(V.)},
ot B4 (.) désigne le lieu de base augmenté, qui s’identifie a la réunion de sous-
variétés fermés sur lesquelles le volume restreint du systéme linéaire gradué
s’annule. En particulier, la condition de finitude (27) est toujours vérifiée.

Dans le cas o1 V, est le systéme linéaire gradué total de D, il est démontrée
dans [21] que la limite inférieure dans la formule (28) est finie.

6.2. Inégalité d’indice de Hodge arithmétique. — Dans ce sous-
paragraphe, on applique le théoréme 3.5 dans le cadre de la géométrie arith-
métique sur une courbe adélique pour obtenir I'inégalité d’indice de Hodge
arithmétrique. Dans la suite, on fixe une courbe arithmétique (K, Mg, Ok)
et un K-schéma projectif et géométriquement intégre X. On suppose que
le schéma X admet un point rationnel régulier ® et on choisit une suite
réguliére (z1,...,2q) dans l'idéal maximal de ’anneau local du schéma X en
ce point régulier, ot d est la dimension de Krull de X. On fixe en outre une
relation d’ordre monomiale sur N¢. Si V, est un systéme linéaire gradué d’un
R-diviseur sur X, on désigne par A(V,) son corps d’Okouknov. Rappelons que
l'on a dlvol(A(V,)) = vol(V,) lorsque V, contient un diviseur ample.

Soient D un R-diviseur adélique sur X et V, un systéme linéaire gradué
de D, qui contient un diviseur ample. On munit chaque espace vectoriel V,,
de la famille de normes (|[.[|,,5 , sup)very pour former un fibré vectoriel adé-

lique sur la courbe adélique (K, My, Ox). Soit VP le systéme linéaire gradué
@n}ﬂ ‘FO (Vn)

Théoréme 6.14. — Soient D1 et Doy deux R-diviseurs adéliques sur X, et
D = D1+ D». Soient U,, V, et W, des systémes linéaires gradués de D1, D2 et
D respectivement, qui contiennent des diviseurs amples, et tels que U,-V,, C W,
pour tout n € N. Alors on a

— . Vol(A(UD) + A(VD)) / vol(T) vol(V7)
(29) vol(W.) = p(A(U9), A(V9)) (vol(A(UO)) vol(A(VO))>

Si le couple de corps convexe (A(U,), A(U,)) posséde une mesure minkows-
kienne et vérifie relation A(W,) = A(U,) + A(V,), et si le systéme linéaire

4. Cette hypothése est en fait anodin car on peut toujours trouver un point rationnel
régulier, quitte a faire un changement de base & une extension finie de K. L’extension de
scalaire d’un systéme linéaire gradué dans ce procédé ne change pas le volume du systéme
linéaire gradué.
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gradué W, satisfait a la condition de finitude (27), alors on a
voly (W) _ voly(Th) | vol(V2)
vol(W,) = wvol(U,) = vol(V,) "

Démonstration. — Si n > 0 est un entier et si f € Uy, g € V,,, pour tout
v E€ Mg on a

(30)

Hfg”n(ﬁl—l—ﬁz),v,sup < ||f||n51,v,sup ’ ||g||n52,v,sup'

On en déduit que la relation (19) dans le théoréme 3.5 est vérifiée, si on
convient que les occurances de F dans la formule (19) désignent des filtrations
par minima. La premiére assertion provient donc de l'inégalité (21). Pour la
deuxiéme assertion, comme le systéme linéaire gradué W, est SUpposé satisfaire

a la condition de finitude (27), d’aprés le corollaire 6.12 on obtient vol, (W, ) =

@X(W., F) (voir (16) pour la définition de ;alX(W.,}")). On déduit donc des
inégalités (21) et (26) la relation (30). Le théoréme est donc démontré. O

Comme application du théoréme, on établit le résultat suivant, qui implique
les inégalités d’indice de Hodge géométrique et arithmétique.

Corollaire 6.15. — Soient Dy et Dy deur R-diviseurs adéliques sur X. On
suppose que D1 et Do sont des R-diwviseurs gros, et que leurs images dans
Divr(X)/PDivg(X) sont proportionnelles, ot PDivgr(X) désigne l'image de
(1) : K(X)* ®z R — Divr(X). Si le systéme linéaire gradué total de Dy + Do
vérifie la condition de finitude (27), alors on a

voly(D1 +Dy) _ voly(D1)  vol,(Dy)
vol(Dy + Ds) = vol(Dy) vol(Ds)

Démonstration. — 11 suffit d’appliquer le théoréme aux systémes linéaires gra-
dués totaux de D1, Do et Dy + Ds. O

La condition de finitude figurant dans le corollaire est satisfaite notamment
lorsque D7+ D5 est un diviseur de Cartier ample (de sorte que V, (D1 + D2) soit
une algébre de type fini). En particulier, lorsque le schéma X est une courbe
projective, la specialisation de la courbe adélique (K, Mk, © ) dans différentes
situations permet de retrouver les théorémes d’indice de Hodge géométrique et
arithmétique.

Théoréme 6.16. — Soient k un corps et w : S — C un k-morphisme projectif
et plat d’une surface sur k vers une courbe projective réguliére sur k. Si L et
M sont deux fibrés inversibles sur S dont les fibres génériques sont de degré
strictement positif, alors on a

volf (L @ M) N voly(L)  volf (M)
(L) +d. (M)~ do(D) (M)

(31)
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ot la fonction voly(.) est définie dans (3).

Démonstration. — On applique le corollaire 6.15 & la situation ot K est le
corps de fonctions k(C), et les diviseurs adéliques D; et Do proviennent des
Og-module L et M respectivement. Plus précisément, on choisit une section
rationnelle s de L, dont la restriction a la fibre générique de m détermine
le diviseur de Cartier D;. Les fonctions de Green de D; sont données par
—In ||s][y, ot ||.||, est la métrique sur L, définie par la structure de Og-module
sur L. Le diviseur adélique Ds est défini de facon similaire. Comme expliqué
dans |9, proposition 8.1], on déduit du lemme de Siegel a la Roy et Thunder
les relations vol{(L) = @X(El), voly (M) = @X(Eg) et volf(L ® M) =
\7<;1X (D1 + Ds). Le résultat du théoréme découle donc du corollaire 6.15. [

Similairement, si on applique le corollaire 6.15 au cas ot K est un corps de
nombres, on obtient le résultat suivant.

Théoréme 6.17. — Soient K un corps de nombres et X une courbe projective
et géométriquement intégre sur Spec K. St L et M sont deux fibrés inversibles
adéliques sur X dont les fibres génériques sont de degré strictement positif,
alors

vl (L& M) _ vol(T)  vol (M)

(32) deg(L) + deg(M) = deg(L) deg(M)’

En particulier, si les métriques sur L et M sont semi-positives, alors on a

o deg(M) . — o5  deg(L) . 9
33 2c1(Lycir(M) > ———=>¢1(L ——c1(M)“.
(33) ci(L)er (M) deg(L) (L) +deg(M)Cl( )
6.3. Perspectives. — Les résultats que 'on a présentés permettent d’uni-

fier I’étude des inégalités d’indice de Hodge dans les cadres géométrique et
arithmétique. La méthode proposée dans cet article est basée sur la géométrie
des corps convexes et a une nature probabiliste. Le théoréme 2.4 de 'inégalité
d’indice de Hodge, dont la démonstration est particuliérement simple, conduit
naturellement aux inégalités d’indice de Hodge géométrique et arithmétique,
en s’appuyant sur I'interprétation probabiliste des invariants géométriques. En
outre, elle indique une autre voie pour généraliser ces inégalités aux cas de
dimension supérieure, qui ouvre des perspectives de recherche. Outre que les
deux conjectures mentionnées plus haut dans le paragraphe, les points suivants
sont aussi importants et consitutent des travaux de suite.

(1) Dans le cas des variétés torique, les corps d’Okounkov correspondent aux
polytopes qui définissent des faisceaux inversibles. Il est plus facile & rendre
explicits les corps convexes dans le théoréme 6.14. Un critére d’existence
de mesure minkowskienne pour un couple de polytopes conduira a des
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inégalités forte sur des nombres d’intersection arithmétique des diviseurs
adéliques toriques.

Il S’avére que 'inégalité (33) est plus forte que I'inégalité d’indice de Hodge
usuelle. Correspondamment, il y a plus de situations ol cette inégalité
devient une égalité. On peut montrer que, si dans le théoréme 6.17 les
faisceaux inversibles sous-jacents L et M sont identiques, alors I'inégalité
(33) devient une égalité. En outre, la démonstration du théoréme 2.4
suggére que la condition d’égalité dans I'inégalité d’indice de Hodge forte
conduit & des contraintes tout a fait intéressantes sur les systémes linéaires
gradués arithmétiques a examiner dans la future.
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