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Abstract. On the basis of the principle of conservation of mass and fundamental principle of dynamics, we find the
Euler equation enabling us to describe the asymptotic models of waves propagation in shallow water in dimension 1.
To describe the waves propagation in dimension 2, a linear perturbation of the KdV equation is used by Kadomtsev
and Petviashvili [14]. But that does not specify if the equations thus obtained derive from the Euler equation, that is
shown by Ablowitz and Segur in [1]. We will insist, in same manner, on the fact that the equations of KP-BBM can
be also obtained starting from the Euler equation, and up to what point they describe the physical model. In a second
time, we take again the method introduced in the article of Bona, Pritchard and Scott [6] in which the solutions of long
water waves in dimension 1, namely the solutions of KdV and BBM, are compared, to show here that the solutions of
KP-IT and KP-BBM-II are close for a time scale inversely proportional to the waves amplitude. From the point of view
of modelling, it will be clear according to the first part, that only the model described by KP-BBM-II is well posed, and
since from the physical point of view, KP-II and KP-BBM-II describe the small amplitude long waves when the surface
tension is neglected, it is interesting to compare them. Moreover, we will see that the method used here remains valid

for the periodic problems.

Résumeé. Partant du principe de conservation de la masse et du principe fondamental de la dynamique, on retrouve
I’équation d’Euler nous permettant de décrire les modéles asymptotiques de propagation d’ondes dans des eaux peu
profondes en dimension 1. Pour décrire la propagation des ondes en dimension 2, Kadomtsev et Petviashvili [14] utilisent
une perturbation linéaire de I’équation de KdV. Mais cela ne précise pas si les équations ainsi obtenues dérivent de
l’équation d’Euler, c’est ce que montrent Ablowitz et Segur dans l'article [1]. On insistera, de la méme maniére, sur le
fait que les équations de KP-BBM peuvent étre aussi obtenues a partir de ’équation d’Euler, et dans quelle mesure
elles décrivent le modéle physique. Dans un second temps, on reprend la méthode introduite dans 'article de Bona,
Pritchard et Scott [6] dans lequel ils comparent les solutions d’ondes longues en dimension 1, a savoir les solutions des
équations KdV et BBM, pour ici montrer que les solutions des équations KP-II et KP-BBM-II sont proches sur un
intervalle de temps inversement proportionnel & 'amplitude des ondes. Du point de vue de la modélisation, il sera clair
d’aprés la premiére partie, que seul le modéle décrit par KP-BBM-II est bien posé, et comme du point de vue physique,
KP-IT et KP-BBM-II décrivent les ondes longues de faible amplitude lorsque la tension de surface est négligeable, il est

intéressant de les comparer. De plus, on verra que la méthode utilisée ici reste valable pour les problémes périodiques.
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Introduction

Dans ce papier, nous étudions certains modéles asymptotiques des ondes hydrodynamiques. On s’inté-
resse plus particuliérement aux modéles d’ondes longues de faible amplitude se propageant a la surface de
I’eau en dimensions 1 et 2. L’écoulement du flux irrotationnel d’un fluide parfait incompressible homogéne

est décrit par I’équation d’Euler
g (v v(Z)-v
- i R il P
ot 2 Po g%

ot u € R3 désigne le champ de vitesse. A partir de cette équation, on obtient les équations décrivant la
surface libre n de ces ondes en dimension 1, & savoir les équations de Korteweg-de Vries (KdV) [16]

3 1.1
m+m+§annz+§(§ —0) B Ngze =0,

et de Benjamin-Bona-Mahony (BBM) [2], pour ¢ < 1/3,

3 1.1
e 1+ 5 e = 5 (5 = 0) Bilear =0,
ou o > 0 désigne le nombre de Bond lié & la tension de surface, a est le quotient entre ’amplitude des
ondes et la profondeur de 'eau, et 8 est le carré du quotient entre la profondeur et la longueur d’onde.
En dimension 2, les modéles asymptotiques sont donnés par les équations de Kadomstev-Petviashvili [14]

3 1,1 Y
(7% + N2 + 50”7779: + §(§ - U)ﬁnwww>x + 577111/ = 07

appelées KP-I'si 0 > 1/3, KP-Il si 0 < 1/3, ou ici 7y désigne le carré du quotient entre les longueurs
d’onde dans les deux directions du plan.

De la méme maniére que ’on passe de KAV a BBM, on peut se demander quels sont les modéles corres-
pondant aux équations KP-I et KP-II. Dans un premier temps, on vérifiera que seul le modéle décrit par
I’équation KP-BBM-II

<77t + 1 + ganm - %(é - U)ﬂ%mﬁ)gg + %Wyy =0,
pour o < 1/3, est linéairement bien posé dans L%(R?), et donc est le seul modéle raisonnable. De méme,
BBM est un modéle raisonnable uniquement pour o < 1/3.

Une fois ce travail de modélisation effectué, on pourra, dans un second temps, comparer les solutions des
équations de KP-II et KP-BBM-II. On supposera alors que «, ( et «y sont égaux.

Avant d’énoncer notre résultat, rappelons que Bona, Pritchard et Scott [6] ont montré en dimension 1 :

Théoréme 0.1
Soient m > 1, et f € H™(R). Soit a > 0 et soient n et ( respectivement ['unique solution de KdV et
de BBM dans C([0,00[; H™*5(R)), sous la condition initiale n|i—o = (|t—o = f. Alors, il existe ag > 0,
et pour 0 < i <m — 1, une constante d’ordre un M; > 0, telle que st 0 < a < g, et pour 0 <t < ot
on ait

1020y 8) = O, 1) poe ) < Mia?E.

Pour les modéles de dimension 2 sans tension de surface, on montrera un résultat similaire. Si on note
X™(R?) I'ensemble des fonctions f de H™(R?) telles que 9, ! f soit dans H™(R?), on peut énoncer :



Théoréme 0.2
Soient m > 2, et f € X™5(R2). Soit a > 0 et soient n et { respectivement l'unique solution de KP-

-1
II et de KP-BBM-II dans C ([—T, T];Xm+5(R2)), avec T = a

W, sous la condition initiale
m—+5 m+5
Nlt=o = Cli=o = f. Alors, il existe ag > 0, et pour tous entiers naturels 0 < i+ j < m — 2, une constante
N;; > 0, dépendant uniquement de la norme de f dans X™°(R?), telle que si 0 < a < aq, et pour
[t| <T, on ait o o

10209, 8) = BL0IC (s )| Loo(rey < Nija? [t /2.

La preuve consistera & étudier les solutions des équations

Up + Uy + Ugze + 5‘;1uyy =0 (0.1)

Vg + VVg + Vpar — QUzat + 8;111% = 0. (0.2)

La chose importante est de remarquer que, lorsque ’on prend « = 8 = 7, le passage de KP-IT & (0.1) et
de KP-BBM-II a (0.2) se fait uniquement a ’aide du changement de variables

w(z,y,t) =n(z+a 'ty a™'t), v(z,y,t) = ((z+a 't y,a ).

Clairement, ce changement de variables nous permettra de généraliser nos résultats a des problémes
périodiques dans les deux directions d’espace.

On pourra alors s’intéresser a cette comparaison de fagon numeérique en se restreignant a des domaines de
type [—m, 7] X [—m, 7], puis en prolongeant par périodicité. On se demandera alors si 'intervalle du temps
de comparaison pourrait étre plus grand. On observera, effectivement, que les inégalités de comparaison
restent vraies au deld du temps donné par le théoréme précédent, et que le comportement du probléme
non linéaire est semblable & celui du probléme linéaire lors des premiers instants d’observation.

1 Dérivation de KP-BBM

On s’appuie ici essentiellement sur les livres [18, 21]. Jusqu’a la section 2, les résultats seront formels.

On se place dans un référentiel galiléen de R3, c’est & dire qu’on se munit d'un repére orthonormée
(Oz,0y,0z) avec Oz vertical dirigé vers le haut et d’une chronologie, pour nous permettre d’étudier
les aspects cinématiques de 1’écoulement du fluide. On considére un flux irrotationnel d’un fluide parfait
incompressible homogéne remplissant le volume défini par —h < z < n(z,y,t) et (z,y) € R? tel que la
surface libre du fluide soit décrite par I’équation z = n(z,y,t). On note py la constante représentant la
masse volumique du systéme et T' la tension de surface.
Il existe une fonction potentiel de vitesse ¢ vérifiant

Oaz + Qyy + 022 = 0 si—h<z<n(z,yt), (1.1)
1
wt+§(¢i+¢§+@§)+gn
T Nez(1+12) + 1+n2)—2n,
_ T Maa(1 4 ;) "ny( 2””;)2 Hayllelly g z=n(z,y,t), (1.2)
Po (1 +n2+n2)3/
N+ Qala +0yily —@. = 0 si z=n(z,y,t), (1.3)
v, = 0 si z=—h (1.4)

L’existence de cette fonction ¢ est diie au fait que le flux est irrotationnel (|20, chap. 1 - section 13]), &
cela s’ajoute la considération d’un fluide homogéne ce qui donne ’équation (1.1) ([18, chap. 8 - section 1]).
L’équation (1.2) est I’équation d’Euler incompressible, elle découle directement du principe fondamental
de la dynamique ([18, chap. 7 - section 1]). L’équation (1.3) est une condition cinématique, elle traduit



le fait que la vitesse d’écoulement du fluide est tangente a la surface. Enfin 1'équation (1.4) impose une
condition de non pénétration sur la surface intérieure ([18, chap. 18 - section 1]).

On suppose que 1’équation de la surface vérifie n = O(a), ou a est "amplitude des ondes. On suppose
de plus que 'amplitude des ondes a est négligeable par rapport a la profondeur A et que cette profondeur
h est elle méme négligeable par rapport a k la longueur d’onde dans la direction z, c’est & dire que I'on
s’intéresse aux ondes de faible amplitude et de grande longueur. Mais on suppose aussi que k la longueur
d’onde dans la direction x est négligeable par rapport a [ la longueur d’onde dans la direction y, c’est a
dire que ’écoulement se fait principalement dans la direction zx.

On cherche a adimensionner les équations précédentes. Pour cela, on suppose que, pour ¢ = \/g>h la vitesse
caractéristique des ondes, les fonctions ¢ et 71 s’écrivent

gka _x y z c
= 55,2241, ¢
<p('1:7y7z’ ) c (p(k’ l?h + ’k )7
— a(ryvc
n(xvyat) - an(kvlakt)

Ce changement de fonctions est important, il nous permet de passer de fonctions qui peuvent étre trés
oscillantes, donc difficiles & manipuler, ici ¢ et 1, & des fonctions avec beaucoup moins d’oscillations,
autrement dit de grande longueur d’ondes, ici ¢ et 77. On pose

M
x_kv y_la Z_h ’ _k7

a h? k2 2
o= B=g 1= T=hngo

ou ¢ > 0 désigne toujours le nombre de Bond. Par abus, on supprimera les tildes dans les équations
obtenues par ces changements. L’équation de la surface devient z = 1 + am, et les équations (1.1), (1.2),
(1.3) et (1.4)

NESUTSNE SURFI P
Za Za it
s N (1+ 02 Byng) + ymyy (14 @2Bn2) — 20 Bynayiatyy 0 P (16)
’ (1+ a2Bn2 + a2pyn2)3/? C T e
1 .
Mt Q£ 0ypyy = gps = 0 stz =1+4am, (1.7)
v, = 0 si z=0. (1.8)
Veérifions que 'on retrouve bien les équations précédentes.
(i) L’équation de Laplace (1.1) donne
1 1. ~
72 PTE + 72 P + 2P = 0.
Multiplier par h? donne (1.5).
(ii) L’équation (1.2) donne
~ gkac_ 1/( gkay1l ,  gka,1 o  gka,1
g+ 20 5 (b (5 4 (202
-~ (12 a = (12 (13 oy =
o e+ 02) + Eigg(1+ &03) — 28 Ta ey
—gh“o = 0.

(1+ &2 + 4272)/



En divisant par ga, on trouve

o~ 1 ga 7 gak ~2 ga k2 7?2
~ a a® h? k2 ~
h? 7755(1 + 7%%77 )JF = 771/7;( + 5 772) th Zz 1;2 77:101/779:771/

(1+

1 2 2
h2 h? k2
%7 +%77

2 72)3/2 =
Iy
qui est I’équation (1.6).
(iii) L’équation (1.3) donne
ga~~ ga’ k _ _  gka _ _
k: ﬂt oo PEE T Pully T T mPE = 0.
En divisant par %, on trouve
U ga k? _ _ g k% _
77"" 2 %m T a Rl T 2 v T 0,

qui est I’équation (1.7).

On veut résoudre ’équation de Laplace (1.5) sous la condition (1.8). Pour cela, on cherche une solution
sous forme de série, on suppose

o(z,y,2,t) = anxy,

On obtient

oo

0= (2, 2,t) = ann:vy, e

n=

d’ou si z =0, on a fi(x,y,t) = 0. L’équation (1.5) s’écrit
= 0 fu -
yIRCLe LN SV

3 (Bazfn By azfn (n+1)(n+2)fn+2> o

0x2

Il s’ensuit que pour tout entier n,

0% fn
D2

82fn

B + By +(n+1)(n+2)for2 =0.
On résout ces équations par récurrence sur n. Comme f; = 0, on en déduit que pour tout n € N, fo, 11 = 0.

Pour les indices pairs, on a

92 fo
0x?

0 fo
82

2 2
3 8]‘22 8]‘22

+ By +2f=0 |,

ou encore

_ (BPfo B fo (B0 BByt 0o | BP0
f2—_ + s f4— .

2 0x2 2 Oy? 24 Ozt + 24 0x20y? 24 Oyt




On note f := fy. On effectue alors un développement limité de ¢ pour 8 proche de zéro. On trouve

2 2 2 2.2
oo 200) = = (G fua+ B0 ) 2+ (S fueen + 5 i+ B o) 214 0(6°)

L’équation (1.7) devient pour z =1+ an

N+« |:fm - <§fm:m + B;/fmyy) (1 + 0”7)2] Ny + oy |:fy - (gfmmy + @fyyy) (1 + 0”7)2} My

B
+ (fee + 1) 1+ 0m) = & faaaa(1+ 0m)® = O (o + 5% +47),
et plus simplement
s
De la méme maniére, ’équation (1.6) devient pour z = 1+ an

0[5 (Gen+ Gt L 0

2 2
+% [fa: - (gfch + @fﬂcyy) (1 + 0”7)2} + % |:fy - <§fxxy + ﬂ;/fyyy) (1 + 0”7)2]

2
+% [(6fm + B fyy) (1 +an) — gfmzr(l + 0”7)3] — 0PNz =0 (0‘2 + 5%+ 72) )

et en simplifiant
1
n+ft+(;fz25(2fzmt+a77zm> :O(a2+ﬂ2+’}/2)~ (110)

On pose w := f, et on dérive par rapport a x les équations (1.9) et (1.10) pour avoir finalement deux
équations de type Boussinesq

ne+ ((L+ an)w), — gwm« vy = O(®+8>+77), (1.11)
1
T + Wy + AWWy — 6 (2wwwt + Unwma:> = O (042 + 52 + 72) . (112)

A Tordre le plus bas, les équations (1.11) et (1.12) deviennent
M+ wy, = O(a+ ) et ny +w = O0(a+ B),

ce qui implique 1y — 7z = O(a+ B). Si on suppose que les ondes se déplacent de la gauche vers la droite
dans la direction z, la solution de cette équation est de la forme n(x,y,t) = n(z —t,y,0) + O(a + 5), ce
qui implique 7; + 7, = O(a + B). On a donc

Nt —wg = + 1, = O(a+B) et Ny —wy =, +1; = O+ ),

d’ott » = w a 'ordre le plus bas. Il nous faut alors corriger ’égalité au premier ordre w = 71 en cherchant
w sous la forme
w:n+aA+ﬂB+fyC+O(a2+ﬂ2+’y2),



et on veut déterminer les valeurs de A, B, et C' au premier ordre. L’équation (1.11) devient

N+ 1o + (Ag + 2015) + B(Bz — %nm) +9(Cy + fyy) = O (& + B2 +77), (1.13)
et équation (1.12)
M + 10 + a(Ag +11.) + B(By — %nm — Olsza) + 70 = O (@® + 52 +77) (1.14)
et comme 1 = —n, + O(a+ 8 + ), on trouve
M+ 10 4 a(Ag +mn.) + B(Be + %nm — Olze) + 70 = O (0% + 52 +97) . (1.15)

La compatibilité des développements limités des équations (1.13) et (1.15) implique

1 1
A:r+277779::At+7]77w ; Bx_gnxww:Bt+(§_U)nxa:a: et Cw+fyy:Ct

On effectue le changement de variables r =z —t¢ et s =z 4 ¢t pour obtenir

2
_ N _(l_¢ _ -l
A= 1 ,B—(3 2>nm et C,. = nyy.

Remplacer ces valeurs dans (1.13) donne
o
- *)ﬂ”hzz + zfyy =0 (042 + 62 + 72) ,
6 2 2
et comme 1, = —1, + O(a + B + ), on déduit de I’équation précédente
3 1 o
Nt + Ne + 50‘77773: - (6 - 5)5%% + %fyy =0 (042 + 52 + '72) .

Finalement on dérive par rapport & = ces deux derniéres équations pour trouver

3 1
Me+ 1 + S0 + (=

3 1 o ~y

<77t 1l S + (6 = Z)Bnm> +o5my = O (a® 4+ B2 +77), (1.16)
3 1 o

(m e + jamne — (5 = 2)ﬂnm> + %nyy = 0(a?+ 8% +77). (1.17)

Les équations (1.16) au premier ordre sont les équations de KP, appelées KP-I si o > 1/3, KP-II si
o < 1/3, et les équations (1.17) au premier ordre sont les équations de KP-BBM, appelées KP-BBM-I si
o > 1/3 et KP-BBM-IIsi 0 < 1/3. Ce probléme est mal posé si o > 1/3, en effet on peut écrire I’équation
précédente

5.1 3 Y oo
(1_2(3_0)82 nt:_nw_iannx_iawlnyya

1
ot 97! désigne I'antidérivée dans la direction z, de symbole de Fourier F (9, *)(k) = e On remarque
i
que l'opérateur (1 + c@%), pour ¢ > 0, n’est pas inversible pour toute fonction u de L?(R), car on a
(1+ 085) u(z) = F ! ((1 — ck2).7-'u) (z),

et (1 — ck?) s’annule si ¢ > 0. On remarque de la méme maniére, qu’en dimension 1, 'équation BBM est
mal posée pour o > 1/3.

On peut refaire la méme démarche en supposant que la tension de surface T' est nulle, on retrouve alors
les équations de KP-II et KP-BBM-II.

Maintenant qu’il est clair que les équations de KP-IT et KP-BBM-II modélisent méme phénomeéne phy-
sique, il est naturel de vouloir les comparer.



2 Comparaison des solutions de KP-II et KP-BBM-II

On considére les problémes de Cauchy suivants

M+ Mo+ QN + Qg + QO 1y, =
Gt + Gz + s — azat + aag?ley =
77(557%0) = C(Z,yao) f(xay)a

ol o = § = ~ dans la modélisation précédente. L’équation (2.1) est I'équation de KP-II et I’équation
(2.2) est 'équation de KP-BBM-IIL.

—
[N
NN

2.1 Discussion linéaire

On suppose que le probléme précédent ne présente pas de non-linéarité

Nt + Ne + ANgga + aagjlnyy
Ct + C$ - agmvt + aaw_1ny =
n(@,y,0) =((z,y,0) = f(z,y)
Supposons que la donnée initiale f appartienne a la classe de Schwartz S(R?). Pour alléger les écritures,
on notera par A la transformée de Fourier en espace et V la transformée de Fourier inverse. Formellement,

la transformée de Fourier en espace donne pour I’équation KP-IT une équation différentielle ordinaire dont
la solution est pour tout t € R et (k,1) € R?

fi(k,1,t) = exp (—@'ku —ak? + a]l;)t) f(k,1D).

De la méme maniére, la transformée de Fourier en espace donne pour I’équation KP-BBM-II une équation
différentielle ordinaire dont la solution est pour tout t € R et (k,1) € R?

Clky1,t) = exp (—ik(l - Z’iz)t> ks, 0).

On a, pour tous réels k, [ et ¢,

. 1+oz]lc—22 9 2 1+a£—22 .
N _ _ w k(] — = . , _q .
Ak, 1, t)—C(k,1,t) = exp < zk(1 Cak? )t | | exp < ik(1 — ak” + ak:Q)t exp zk(1 ok )t f(kD

On déduit du fait que pour z € R, |exp(iz) — 1| < 2|z|, que

~ 2 . 2 l2 . 1 +a% a
|n(kvlat) - C(k7l7t)| = €xXp 77’]{:(1 —ak” + aﬁ)t €Xp Zk( 1+ k2 )t -1 |f(kal)‘
2 l2 l-l-a]l?i ~
< 2|kl - ak® +agg)t+ k() 1 (kD)
et en mettant au méme dénominateur, on trouve
. s | — k5 + 1%k|
10k, 1) — C(k, 1, t)| < 2a2|t|w\f(k,l)|-



Comme, pour tout & € R, 1 + ak? > 1, on en déduit que

k5

Soit ¢t € R, I'inversion de Fourier implique que

1 o )
||77(-, ) t) - C(, ) t)”oo = SugR (27r)2 [R ezkm+11y(ﬁ(k, l, t) _ C(k7 l, t)) ik dl‘
T,y 2
1 ~
< it st = Gl tllnie).

L’inégalité (2.4) donne finalement

2
(2r)?

Cette analyse du probléme linéaire nous méne a la conjecture suivante :

O €=l G R U P

Conjecture 2.1

Soit f une fonction définie sur R? telle que 537 et @” soient intégrables sur R%. Alors n et ( les
solutions respectives de KP-II et KP-BBM-II vérifient qu’il existe une constante C' > 0, qui dépend
uniquement de f et une constante 0 < & < 1, telle que pour [t| < a™17%, on ait

||77('7 '7t) - C(v '7t)Hoo < CO{QM.

On verra qu'une comparaison semblable peut étre prouvée sur un intervalle de temps [0, a~!] dans la
section 2.3. Néanmoins, on se demandera si, & I’aide d’'une méthode numérique, on peut améliorer ce
résultat et ainsi se rapprocher de la conjecture.

2.2 Problémes de Cauchy

On rappelle tout d’abord les principales notations utilisées : On note L?(IR?) I’espace des fonctions de
carrés intégrables muni de la norme

1P = [ 1) dody,

et L>°(R?) I'espace des fonctions bornées muni de la norme
|| f|lso = supess (f) := inf {c;|f(z,y)| < c presque partout dans R?} .

Pour tout réel positif m, H™(R?) est 'espace de Sobolev des fonctions de carré intégrable, dont les m
premiéres dérivées sont aussi de carré intégrable, muni ici de la norme

112, = /Rz(l + k241" f(k,1)|? dk dl.

On note X™(R?) I'ensemble des fonctions f de H™(R?) telles que ;! f soit dans H™(R?), muni de la
norme

Flm = (I1F112 + 11052 £112) 2

L’espace S(R?) désigne la classe de Schwartz, et 8'(R?) celui des distributions tempérées.
Si X est un espace de Banach quelconque, et T' > 0, I'espace C ([T, T); X) est 'ensemble des fonctions
continues de [T, T] dans X, muni de la norme sup ||f]|x, avec ||.||x une norme sur X.

<t<T



On rappelle que les problémes de Cauchy (2.1), (2.2), (2.3) sont globalement bien posé en temps. Pour
I'équation de KP-II, Bourgain [8] montre que pour tout donnée initiale prise dans H™(R?), avec m > 0,
il existe une unique solution de (2.1)-(2.3) globale en temps. Le probléme de Cauchy pour I’équation de
KP-BBM-II est traité dans les articles de Bona, Liu, Tom [5], ou Saut, Tzvetkov [19], ils montrent que
pour toute donnée initiale prise dans le sous espace de L?(R?) muni de la norme (||u||? + ||uz||?)/?, il
existe une unique solution de (2.2)-(2.3) globale en temps.

Nous n’aurons besoin dans ce travail que de 'existence et 'unicité du probléme de Cauchy local. On
effectue alors le changement de fonctions

u(z,y,t) =n(@+a ty,a '), v(z,yt) =z +a 'y, a ).

Le probléme de Cauchy (2.1)-(2.2)-(2.3) devient

Up + Uy + Ugzr + Bgluyy =0 (2.5)
Vg + Vg + Vgpg — QUgpt + Qzlvyy =0
u(mvyao) ZU(J/"ZU,O) = f(xvy)a

Pour le probléme de Cauchy (2.5)-(2.7), Iorio et Nunes [12] nous donnent la condition suivante :

Proposition 2.2

Soit f € X™(R?), m > 2. Alors il existe une constante Cp, > 0, dépendant uniquement de m, telle
1

que pour Ty := , il existe une unique solution u € C ([—TO,TO];Xm(RQ)) du probléeme de Cauchy

~ Clflm
(2.5)-(2.7). De plus, cette solution vérifie qu’il existe une constante ¢, > 0 telle que pour |t| < Ty, on a

[u(®)lm < cmlflm-

On utilise la méthode décrite dans larticle de Iorio et Nunes [12] pour trouver un résultat analogue pour
le probléme de Cauchy (2.6)-(2.7).

Proposition 2.3
Soit f € X™(R?), m > 2. Alors il existe une constante Cp, > 0, dépendant uniquement de m, telle

1
que pour Ty := W, il existe une unique solution v € C ([—TO,TO]; Xm(R2)) du probleme de Cauchy
(2.6)-(2.7). De plus, cette solution vérifie qu’il existe une constante ¢, > 0 telle que pour |t| < Ty, on a

[w(®)lm < cmlflm-

11 parait évident que le temps d’existence local pour le probléme de Cauchy (2.5)-(2.7) soit indépendant
de a, il 'est moins pour le probléme de Cauchy (2.6)-(2.7).

Lemme 2.4
Soit m > 2. Il existe une constante C,,, > 0, dépendant uniquement de m, telle que pour tout v € H™(R?)

(v, vog)m| < OmHUHBmv
ot le produit scalaire est défini par, pour f et g appartenant & H™(R?)
Frhoi= [ (2 4 Y™ ) 0T d .
]R2
Proof. On définit 'opérateur J™ par, pour tout f € S'(R?),

T (F) (k1) = (1 + k2 + 12)™/2 f (k, 1).

10



En particulier, pour f € S(R?), on a

I (), y) = (21)2 / @Rl (1 4 k2 4 122 f (k1) dke dl.
Y5 R2

Kato et Ponce [15] montrent qu’il existe une constante C,,, > 0 telle que pour f et g appartenant a S(R?),
on ait

1T™ FH @I < Con (sl gl + 1™ Fll gl (2.8)

ou le crochet est défini par [J™, f](9) = J™(fg) — fT™(g)-
On remarque tout d’abord que pour f fonction réelle, J™(f) est aussi réel, en effet, on a

- 1 A .
TPy = / iR (1 4 12 1 22 F (1o 1) dk dl
R2

1 , i
= / e TR (] 4 k2 4 1)/ / 'R f(3, 7)) dT dy | dk dl,
(2m)% Jge R?

le changement de variable (k,l) — (—k, —1), implique que J™(f) = J™(f).
Supposons que v appartienne a S(R?), on a alors

(v, 0V ) = /R2 JM(w)J™(vv,,) = /R2 J™ () I (vvg).
Or, J™(vvg) = vJ™(vg) + [J™, 0] (vs), d’0u
(v, 0V ) = /11%2 vJ™ (V)™ (V) —l—/ [J7, 0] (vg) ™ (v).

R2

Majorons ces deux intégrales : d’une part

/szJm(vz)Jm(v) _ %/RQU(Jm(v)z)w

une intégration par parties donne
1
= ‘—/ Ume(v)Q
2 Jpe

et I'injection de Sobolev implique qu’il existe une constante C,,, > 0 telle que

1
< SllozlloollT™ 0],

/R 0T ()T (o)

< Chl[v][3,.-

v

D’autre part, 'inégalité de Cauchy-Schwarz donne

< I ol va [T ™.

/ ™, 0] (1) (0)
R2

D’apres l'inégalité (2.8) avec f = v et g = v, on trouve

/W[Jm,v](vm)nfm(v) < G ([l T sl + 1170l vel o) 11770,

et 'injection de Sobolev implique

/ ™, 0] (1) T (0)| < Con [0,
RZ

11



On généralise ce résultat aux fonctions de H™(R?) par densité de I'espace S(R?) dans les espaces de
Sobolev. 0

On considére tout d’abord I’équation linéaire

-1
Vg + Vpga — WVt + 0 Uy = 0.

k3 —12/k v
Agv = —i | ———= | 0(k,1 .
0w ( ( L) ok
On remarque [12, lemme 4.1] que pour v appartenant & X™(R?), on a I'égalité wv; + Agv = 0 dans
Hm73(R2).
Revenons a ’équation avec non-linéarité. On effectue maintenant une régularisation parabolique de cette
équation, c’est & dire que ’on considére le probléme

On pose alors pour v € X™(R?)

v+ Av+av) = 0 (2.9)

v(z,y,0) = f(z,y), (2.10)

ou A, = —puA+Ay, pour > 0, a(v) := L’UE ’ et f € X™(R?). On pose E,,(t) := exp(—tA,)
p= TH 0, P n =Y, = 2(1 +Oék2) . p m = exp w)e

Lemme 2.5
Soient m et n deux réels positifs. Alors il existe une constante K, > 0, dépendant uniquement de n telle
que pour tout v € X™(R?) et pour tout temps t > 0, on ait

ny\ 1/2
1

Proof. La preuve est la méme que [11, lemme 1.1]. O

Lemme 2.6
Soit m > 2. 1l existe un temps T, dépendant de p, tel que sur la boule fermée

B (T) ={veC (0,7 X™(R?)); |Eu(t)f = v()|m < [flm},
Uapplication .
O(v)(t) == E,(t)f — /0 E,(t—T)a(v)(r)dr (2.12)

soit une contraction.
De plus, il existe une constante C,, > 0, indépendant de p, telle que la solution v de (2.12), définie sur

[0,T7], se prolonge de maniére unique sur [0,To], avec Ty =

Conlflm”
Proof. Soient T > 0, et u, v deux éléments de B,,(T), on a pour ¢t € [0,T], d’aprés I'inégalité de
Minkowski ,

[@(0)(t) — (w)(t)],,, = /0 Eu(t = 7)a(u)(r) = Eu(t = 7)a(v)(r) dr

m

= /0‘E‘u(th)a(u)(T)7E#(t77')a(1))(7')|m dr,

12



En écrivant m = m — 1 + 1, l'inégalité (2.11) donne

t 1/2
@()(t) - 2(w)(D)],, < Ki / <1+2M(1)) a(0)(7) = a(w)(7) 17,

t—T
On remarque que

2

ik 2 dk di

0 T ak?) (v? — u?)

law) —atl = [ s w e

~ —~2
/(1+k2+l2)m*1|k\2’v2—u2’ dk dl
]R2

IN

< [ arR B -0 wP ded < i+ u)e -],
R
et comme m > 2, il existe une constante C,, > 0 telle que
lla(v) = a(w)l[7—1 < O, (Jullm + [ollm)? |l — ull3,
Plus généralement, on montre
la(v) = a(w)m-1 < Cr(Julm + [v]m)[v = tfm.

Finalement

1/2

k 1
|D(v t—@u(tmngK/<1—|—) (|tt]m + 0] ) (T) |0 = | (7)dT
)6 - 2(u)1) (14 =) Gl Bl -
Or, pour v appartenant & la boule B,,,(T), on a d’aprés I'inégalité (2.11),

[Vl < Bu()(f) = 0Ol + [ Bu(O(Dlon < (14 V2o ) £l

d’on

B(0)(0) ~ ()0, < 20mKs (14 VEK) ISl | t (1+ Wl_))/ dr ( Sup. [0 = ulyn(7)

T€0,t]

Comme, pour a et b positifs, vVa + b < \/a + Vb, on a aussi que

t 1 1/2 [e%e] 1 1/2 t1/2
14— dr < / 1+<) dr < t+ —.
/0 ( 2M(t—T)> 0 2u(t —7) 0

Finalement, on a

T1/2
sup (D)) = S@)B)], < Cmkr(l+VIKy) (T+ )Ifm sup o — ulm ().
te[0,77] 2p t€[0,77]

Pour conclure sur l'existence d’un temps T telle que 'application ® soit contractante, il suffit d’écrire

que I'image de la boule fermée B,,(T) par ® est incluse dans B,,,(T) :
[Eu(£)@) = 2(v)(B)],, = [®0)(F) = 2(v)(t)],,
1/2
Crn K1 (1 + V2Ky) (T - T) fI2,

2n
| flm,

IN

IN

13



T1/2> 1
< .

Reste & montrer que l'on peut prolonger la solution de (2.12) sur [0, Tp], ot ce temps Ty peut étre choisi
indépendamment de p. Soit v* une solution de (2.9)-(2.10), on a

et il faut choisir T" > 0 de telle sorte que (T +

Al 1z, = 20", v )
= 20", A" — 20", a(v"))m

200 pAv*Y = 2(0H ) Agv? ) — 2(0* a(v")) .

Le premier produit scalaire est négatif, en effet on a

200", pAvty,, = 2/

(14 k2 + 2)™ 6" i Aobdls dl = _2M/ (14 K+ 2)™ (k2 + 12)[o" 2dk .
R2

R2

Pour le second produit scalaire, on a

B — 2]k

—2(v", Agv ) = 2 /Rzu + k4 12) 0 (k, i ( 1+ ak?

> o (k, 1)dk di

= —Qi/ (1+ k> + 120" (k, D)o"(—k, —1) K=/ dk dl
- R ’ ’ 1+ ak? ’

car, la fonction v* étant réelle, on a v#(k,l,t) = 0*(—k,—l,t), et le changement de variables (k,1) —
(—k, —1) implique que l'intégrale est nulle. On en déduit, via le lemme 2.4, que, pour m > 2, il existe une
constante C,,, > 0 dépendant uniquement de m telle que

| | A IR P {0 LV A T & [V 8
De la méme maniére, on trouve
aclloz v |5, < 2007 0", 07 (o)) m| < 2C0m oM,

Finalement, on obtient
Fy[v* ()] < 2Cm 0" (1)[7,

Oou encore ‘
()2, < [£12 + 20, / o (72, dr.

Il s’ensuit que [v#(t)|2, < p(t), avec p solution de

Qip(t) = 2Cmp*3(t)
p(0) = £l
1/2
Dou p(t)1/? = 1—2532)(0)”215 On en déduit |[v* (t)|m < %, et v* peut étre prolongée en temps

a lintervalle 0 < ¢t < T} avec Ty = O

2Cm|flm’

Proof. (de la proposition 2.8) On remarque tout d’abord que résoudre le probléme de Cauchy (2.9)-
(2.10) revient a trouver un point fixe de I’application (2.12). En effet, soit v vérifiant (2.9)-(2.10), et
posons w(t) := et4uu(t), on a

wy(t) = A eteu(t) + et e, (t) = AgeMeo(t) — Ayelu(t) — et ra(v)(t) = —eealv)(t).

14



Or, w(t) = w(0) +/O wy (1) dr, d’ot

o(t) = e tAnf — / t e~ (v) (1) dr.
0

11 suffit de voir si la limite lorsque p tend vers 0 de v* existe sur 'intervalle de temps [0, Tp]. Soient
u et v deux réels positifs, v et u” les solutions respectives de (2.9)-(2.10). De la méme maniére que
précédemment, on a pour ¢ € [0, 7]

o|[vh —u” |2 = 20" —u vl —ul)
= 20" —u”, At — Apu”) = 2(0" —u”,a(v") — a(u”))

= 2(v* —u”, pAv* — vAUY) = 20" — u”, Agv* — Agu”) — 2(v* — u”, a(v?) — a(u")).
L’opérateur Ay étant linéaire, on a vu précédemment que
(v —u”, Apg(v"* —u”)) = 0.
Pour le premier produit scalaire, on a
20" —u”, pAvt —vAuYY = 2(p —v) (" —u”, Aot + 2 (v” —u’ A(v? — ub)).

Le fait que, pour ¢ € [0, Ty, v*(t) et u”(t) appartiennent & X™(R?), implique que ces fonctions et leurs
dérivées d’ordre inférieur a m tendent vers 0 a l'infini. Une intégration par parties implique alors que

(vt —u”, At —u”)) <0.
On en déduit que
il —u||* < 20— v[ (0" —u”, Avt)] + 2| (0" — u”,a(v") - a(u))].
L’inégalité de Cauchy-Schwarz, puis I'inégalité triangulaire impliquent
(0" = u”, Avk)| < o = u"[ 1] [ ][s < ([0 + [0 |m) 0" -
Comme [v*],, < p'/2(t) et [u”|,m < p/3(t), on trouve pour le premier produit scalaire, si on pose
M= sup p(t)
t€[0,To]
2 — | (0¥ — u”, Av¥)| < AM s — v].

Pour le second produit scalaire, on a

2[(0" =", a(v") = a(u”))] < 20" —u”, v ol — uTug)l,

et deux intégrations par parties donnent

[|vf + ulloo

20" = u”, a(v") = a(u”)] < 5

[l — ||,

L’injection de Sobolev implique qu’il existe une constante C,, > 0 telle que
2 (" —u, a(v") — a(u?))| < Cop MY 2|0 — u¥| |2
On obtient finalement

Ohl[o" — || < AM]p1 — v] + C M2 |0 — u”| .

15



Le lemme de Gronwall implique alors que, pour t € [0, Ty], la suite (vﬂ(t))# est de Cauchy dans un espace
complet, donc elle converge vers v(t) = lirrb v#(t) dans L%(R?) et est unique. De plus, d’aprés le lemme
p—

précédent, I'application qui a t € [0, To] associe v, (t) solution de (2.9)-(2.10), est continue et uniformément
bornée dans L? par M'/2. En particulier, la suite (vu(t)),, converge faiblement dans X™(R?) vers v(t),
pour tout t € [0, Tp], et I'application qui a t € [0, Tp] associe v(t) est faiblement continue et uniformément
bornée par M'/2. En effet, en prenant p suffisamment petit, pour tout e > 0, il existe § > 0 tel que si
|t — s| < 6, alors pour toute fonction p € S(R?), on a

[(v(t) = v(s), @)m| < [{0(t) = v (8), @)m| + [(v*(t) = 0" (s), )m| + [(v"(s) = v(s), p)m| < 3e.

Pour déduire la continuité forte, a savoir que v appartienne a C ([0, Tol; X ’”(}Rg))7 on utilise I’argument
de Bona-Smith [7]. On peut alors conclure que v est solution du probléme de Cauchy (2.6)-(2.7) dans
C ([0, Tp); X™(R?)).

Pour les temps négatifs, il suffit de considérer dans les preuves précédentes p < 0, ce qui équivaut au cas
ol le temps est positif, ainsi que p. O

Le fait que le temps Ty, donné par la proposition précédente, soit une constante indépendante de «
est crucial, en effet on verra que le passage de u & 7 et de v & ¢ implique que si le temps T est d’ordre 1
pour les solutions u et v, alors il sera d’ordre o' pour les solutions 7 et ¢, & cela s’ajoute le fait que «
est petit.

On aura aussi besoin de deux autres inégalités :

Lemme 2.7
Soient m >0, et u € H™(R?). On a

4
sup [u(w, y)| < 2 (|[ul] [l ]| [ty )* (2.13)
z,yER?
Proof. Soit u une fonction de S(R?) et (z,y) € R?, on a
ue)P = [ @@L =2 [ uEy) @) d
et I'inégalité de Cauchy-Schwarz implique
too 1/2 too 1/2
fu(z,y)? < 2 (/ & (F,y) d%') (/ () cﬁ) .
Il suffit de recommencer la méme démarche en remarquant que
~ N2 iy ~ ~ N2 Yy ~
WEP = [ @D, et @)l = [ G,
On conclut en utilisant la densité des fonctions S(R?) dans les espaces de Sobolev. O

De la méme maniére que pour le lemme de Gronwall, on montre :

Lemme 2.8
Soient f et g deux fonctions continues de [0,Tp] dans R, et ¢ un réel tels que pour tout t € [0, Tp], on ait

f0) <o) +e [ fr)ar
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Alors pour tout t € [0, Tp], on a

fit)y <g(t)+c eCt/O g(T)e T dr.

On a désormais tous les outils en main pour comparer les solutions de KP-IT et KP-BBM-II. On
étudiera la différence entre u et v solution du probléme de Cauchy (2.5)-(2.6)-(2.7) pour laquelle le temps
maximum de comparaison est de l'ordre d’une constante, on en déduira alors des résultats sur n et ¢
solution du probléme de Cauchy (2.1)-(2.2)-(2.3).

2.3 Comparaison des solutions

Théoréme 2.9
Soient m > 0, et f € X™F5(R?). Soit a > 0 et soient n et ¢ l'unique solution du probléme de Cauchy

(2.1), (2.2), (2.3) dans C ([—a™ Ty, o ' Tp]; X ™5 (R?)), avec Ty := . Alors, il existe ap > 0,

Crnt5| flm+5
et pour tous entiers naturels 0 < i + j < m, une constante M; ; > 0, dépendant uniquement de |f|m+s,

telle que si 0 < a < g, et pour |t| < a™ Ty, on ait
||a§cagjﬂ7<7 R t) - a;agJ;C(v ) t)” < Mi,j a3/2|t|1/2'

Remarque 2.10 Notons que l’existence et l'unicité des solutions n et ( sont assurées par la section
précédente.

Proof. On va montrer ce théoréme par récurrence sur le nombre total de dérivées, autrement dit sur
i+ j. On suppose que le temps est positif, la preuve s’adaptera de la méme maniére dans le cas ou le
temps est négatif.

On effectue tout d’abord le changement de fonctions

u(z,y,t) =nlz+a 'ty a't), v(z,yt) =z +a 'ty a't),

ce qui nous permet de retrouver exactement les équations (2.5), (2.6) et (2.7). Posons w = v — u, alors w
satisfait le probléme de Cauchy

Wy + WWy + Wege — QWagr + (’Elwyy = QUgg — (uw), (2.14)
w(z,y,0) = 0.

Pour i + j =0, c’est a dire pour i = j = 0, on multiplie I’équation (2.14) par w et intégre en espace

/ [wwy + ww, + WWepe — QWWeer + w@;lwyy] drdy = / [awtgpr — w(uw),] de dy.
R2 R2

Simplifions I'intégrale de gauche : comme w € H™*5 et 97 'w € H™'5, en particulier, 8;8?3w(x,y) et
8;*18510(10, y), pour 0 < i+ j <m+ 5, tendent vers zéro a l'infini. On a alors

+o0 37+
/ ww, = / [w} dy =0,
R2 —00 3 —c0
et une intégration par parties donne
/ [(WWyr + WOy wyydody = — / (W W + Wy, 0y 'wy] da dy
R2 R2

T Tw? (9 w2

—o0 — 00
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Il reste alors, aprés une derniére intégration par parties, et 'utilisation du théoréme de dérivation de
Lebesgue,

/ [wws + ww, + WWepe — QWWeepr + w@;lwyy] dedy = / [ww; + cwywet] de dy
R?2 R2

1d

3t )i [w? + aw?] dz dy.

Simplifions maintenant l'intégrale de droite : par intégration par parties, on a

/ [cwtg,: — w(uw),|dedy = / [Qwig, + wruw] de dy
R2 R2

2
/ [awumt—ku(w) | dx dy,
R 2 ).

et une nouvelle intégration par parties donne
w2
/ [owtgpr — w(uw),] de dy = / [0wtget — —uy]| dx dy.
R2 R2 2

Finalement, on a

d
— / [w? + aw?] de dy = / [20wWtge — wu,] da dy,
dt Jr2 R2

ou encore, comme w(z,y,0) =0,

¢
/ [w? + aw?] dz dy = / / [20Wyzr — WUy da dy dr.
R? o Jr?

On en déduit, en utilisant I'inégalité de Cauchy-Schwarz,

[Jw(t)][?

IN

t t )
%0 / ()| ltzar (7)]| dr + / ()| |t ()] ool

IN

t t
20@/ ||w(7‘)||d7‘—|—cl/ ()2 dr, (2.15)
0 0

pour ¢t € [0, Tp], ot les constantes ¢; et co sont déterminées de telle sorte qu’elles majorent respectivement
[Jtg (7)o €t ||tgar (7)]], pour 7 € [0, ¢], indépendamment du temps et de . En effet d’aprés la proposition
2.2, on a pour t € [0, Tp]

u(®)llms5 < Emis flmss.

D’ou, via l'inégalité (2.13),

1/4
sup ||t (7)o <2 sup (|ftte]| [[trwa|| [ty [[ttamy (7)) < 1,
T€[0,To) T€[0,To)

et

sup Hai(umw + Uy + aw_luyy)(T)H

sup |[uger (7)]|

7€[0,T0] T7€[0,To]
< sup (J[ugwwan (7] + 3[te (T [uaa ()| + (T [[uaws (T + [ty (T)]])
T€[0,T0]
S Co.
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Comme, pour a et b réels, 2ab < a® + b%, on a
¢
lw(®)[]* < (ac2)?t+ (1 +01)/ [Jw(T)|[* dr.
0
On utilise le lemme de type Gronwall 2.8 avec f(t) = ||w(t)||?, g(t) = (ac2)?t et ¢ = (1 + ¢1), on trouve

t
w2 < (ac2)2t+(1+cl)e<1+q>t/0(%2)2767(1“1)%7

— (e
1 =+ C1 )

Or,

14+c 14+
1
Cfm-‘,—f)‘f|’m—i—57

(et 1) 14 (et + 300550 + )" — 1 =
(e ) _1xd+e)tt ) pte) =t{14> A +e)t"),
n=1

d’ott, pour 0 <t < Ty =

(e(1+cl)t _ 1) (Ite) | flmys
— 2 < te Cm+s
].+ C1

Finalement, on a pour 0 <t < Ty

+e) flmts
lw(t)]| < coe™ Tmrs  at'/? = Myat'/?,

avec My qui ne dépend que de | f|+5.
On suppose que le résultat est vrai jusqu’au rang m — 1, plus précisément pour 0 <i+j <m—1, et
0 <t < Ty, il existe une constante M; ; > 0 telle que

10;05w(t)]] < Mijat'/?,

et montrons qu’il reste vrai au rang m.

Il s’agira d’obtenir une inégalité du type (2.15), la seule différence sera que cette fois ci, le terme cubique
en w ne s’élimine pas par intégration. On utilisera le fait que w est bornée en norme L>°(R?) et I’hypothése
de récurrence.

On note 8%’3? w la dérivée d’ordre 2:¢ dans la direction = et 25 dans la direction y, de telle sorte que
i+ j = m. On multiplie alors I’équation (2.14) par 8%@? w et intégre en espace

/2 (W + WWy + Wagy — QWagy + O "y, 83’65%} drdy = /Q[Ozumt — (uw),) aii('?;jw dz dy.
R R

Simplifions 'intégrale de gauche : en effectuant i intégrations par parties dans la direction z et j intégra-
tions par parties en y, on trouve

/[aii(?;jwwww+B§i8§jw8;1wyy]dxdy = (—l)iﬂ/ [8;“8511)8?28511)—i-aiaiﬂw@;*l@zﬂw]dxdy
R2 R2
oo [ (it ga )2 O 19I )2 e
_ (71)z+]/ [( T 2yw) +( T 5 U}) dy
L . S 9L gd (w?
[ e aedy = 170 [ piojn A gy
R2 R2
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et
/]R2 (027027 wwy — 07 07w wegt] da dy = (—1)"+) /Rz [0.0w 8LO)w + a 0 0w 0L 0wy dar dy.

Le théoréme de dérivation de Lebesgue implique

(=17 d i 97,2 i+1 55, 12
S er[(aiayw) + a (0, 0Jw)?| dx dy.

/R2 [aﬁiagjw wy — & 83’65%0 Wept) dxdy =
Simplifions désormais l'intégrale de droite : par intégration par parties, on a
/11%2 [a agiagjw Uyt — (‘ﬁiagjw (uw),] dx dy = (—1)"7 /R2 [a G;Biw 8;+2Biut - G;Biw 8;+1Bi (uw)] dzx dy.
Finalement, comme w(x,y,0) = 0, on obtient
/RZ (8;8511})2 +a (8;“3510)2 dedy =2 /Ot /Rz Biaiw (a 8i+26§u7 - G;H(‘?i(uw + U;)) dx dy dr.

On applique la formule de Leibniz pour obtenir

t
/}R2 (3;3§w)2 +a (3;+15Zw)2 dedy = 2a/0 . 3;8§w 8;+28§u7 dx dydr

Gl AP, -
- / / ZZ( r ) ( ‘; ) (0,1 770) w905 w) 905w da dy dr
0 JR?

r=0 s=0
t i+1 J . .
i+1 J i+1—r9j—s T 95 i 97
— 2/0 /Rz(:)z%( i )(s)(a;l o w OL05u) 0L w dw dy dr,

puis on sépare les dérivées d’ordre m + 1,

t
/ (a;a;w)Q +a (8;“8510)2 dedy = 2a/ Biﬁgw 8;*285117 dx dy dr
R? 0 JRr2

t
_ 2/0 Az[w8;+1agw0;8§w—l—ua;ﬂaiw(');@gw]da:dydq- (2.16)
t i+l j , ’
- / / ZZ( o ) ( ! )6;“Tag;Swa;a;wa;agwdzdydT
r S
0 JR? r=1s=1
' S 141 j , , o
— 2/0 /]1%222( r ) ( s )8;-%1—7’8;—311) 6;8;ua;a;w dz dy drt.
r=1s=1

La premiére intégrale du membre de droite de (2.16) est majorée, d’aprés I'inégalité de Cauchy-Schwarz,
sur [0, Ty], par

t t
204/ aiagw(T) 8;+28§u.,. (1)dzdydr| < 2a/ ||5;8g}w(7')|| ||3i+265u7. ()|l dr
0o Jr2 0

t
< ac / (fwi j ()] d,
0
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car d’aprés la proposition 2.2

sup |0, 200 u. (7)||
T€[0,T]

TE[OaTO]

< e

Par abus, on continuera de noter ¢ les différentes constantes intervenant dans les majorations. La seconde
intégrale de (2.16) donne, aprés une intégration par parties dans la direction x,

<

/0 (e (T)llo + [l (7)]]o0) 110535 w ()| *dr

))(a;agw)Q(r) dz dy dt

(We (T) + Uy (T
R2

IN

/0 (12 (T)loo + 2l[ta (T)]|00) 110585 w ()] *dr,

et d’aprés I'inégalité (2.13) et les propositions 2.2 et 2.3, on a pour ¢ € [0, Tp)

)+ uw(T))((?;af}w)z dx dy dr

(we (T
R2

t
< c/ 19505 w(r)| 2dr.
0

La troisiéme intégrale de (2.16) est majorée d’aprés l'inégalité de Cauchy-Schwarz,

i+1 J
<

( ol ) ( g )8;“‘7'8;‘5w(7) L03w(r) 00w (r) da dy dr

S5 () (2) [

r=1s

r=1s=1
Y i+1—r9j—s
Mo [105.05w(n)|[ 10,7705 w(T)|| dr.

Or,pour 1 <r<i+letl<s<jona2<r+s<m+1let0<(i+1—7r)+(j—s)<m—1. Dapres
les propositions 2.2 et 2.3, pour tout 7 € [0,Tp], on a en utilisant 'inégalité (2.13) pour 1 <r <i+1 et
1<s<y,

1005w (7)|loo 103050

¢,

(M)l + 110205u(7)|loo

<
<

et 'hypothése de récurrence implique que pour 7 € [0, Tp]

i+1 Z—|—1 . ) )
S (YD) [ 10l oot 050 wir)r <
r=1s=1
i1 [ '
. . 1/2 AV
acZZ( ' )(3 >Ml+1ms/0 V21899 (r) | dr,

et comme 0 < 7 < Tp,

+1 g Z—|—1 . ) )
22( )( ) / 1802 w(r)] oo 1050000 (r)]] 105 055w ()] d <
r=1s=1
i+1 J
1
53 31 (Al | G Er——" g TS
r=1s=1



Finalement, on a trouvé que la troisiéme intégrale est majorée par

i+l J . t
/ / ZZ( i+l ) ( i )a;+”ag,’5w(7) OLow(r) L 0Iw(r) dedydr| < ac/ 10283 w(r)|| dr.
R2T 1s=1 0

La derniére intégrale de (2.16) est majorée par

i+1 7 .
/ / ZZ( i+l ) ( i )a;’j”a;sw(f) DL Ou(T) 8L dw(T) da dy d| <
r=1s=1
i+1 7
+1 rAas i 0j i+1—raj—s
S5 () (D) [ 1l l0aguml 100y wio)dr
r=1s=1

D’aprés I'inégalité (2.13) et la proposition 2.2, pour tout 7 € [0, 7], on a
10z 0pu(T)][« < ¢

et ’hypothése de récurrence implique que pour 7 € [0, Tp]

i+1 J

S () (D) [ 1ol oopumiio o ) i <

r=1s=1
i+l g . .
1+ 1 i
a3 () () M [ 102050001

r=1s=1
Finalement, on a trouvé que la derniére intégrale est majorée par

i+1 J

) t
( i+1 ) ( i )8;+1_T8§_5w(7') 8;3;11(7') 8;8;111(7) drdydr| < ac/ ||8;85w(7')||d7'.
0

r=1s=1

En résumé, on a sur U'intervalle de temps [0, Tp],
0L 0w (t)]? < acl/ 10} 09w |d7+02/ 185w (r)| 2 dr.

On conclut de la méme maniére qu’au premier rang a ’aide du lemme 2.8. Il suffit alors de remarquer
que

0509m(., ., t) — DLDIC(, ., )| = [|0LDIw(art)|| < M ;0 /2.

Corollaire 2.11
Soient m > 2, et f € X™F5(R?). Soit a > 0 et soient n et ¢ l'unique solution du probléme de Cauchy

(2.1), (2.2), (2.3) dans C ([—a™ Ty, o ' Tp]; X ™5 (R?)), avec Ty := . Alors, il existe ap > 0,

m+5|f|m+5
et pour tous entiers naturels 0 < i + j < m — 2, une constante N; ; > 0, dépendant uniquement de | f|m+s,

telle que si 0 < a < g, et pour |t| < a™ Ty, on ait

105051(.s - 8) = D05C (s s )| oo r2y < Nij @2 [V,
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Proof. L’inégalité (2.13) implique

i iaj i i i aj i j 1/4
110,05 (n = Ol @2) < 2 (118505 (n — QI 1051 05 (n — Ol 19505 (n = Ol 18505 (n = Oll) -

Le théoréme précédent s’applique et donne, pour [t| < a7y,
o 1/4
110205 (1 — Q) ()| Lo m2) < 2 (Mm- &2 HV2 Mgy o2 |2 M 02 [ Mgy ji0%/? |t|1/2) :

11 suffit de prendre Ni,j =2 (Mi,j Mi+17j Mi,j+1 Mi+1,j+1)1/4- ]

Remarque 2.12
On a remarqué que les équations de KP-II et KP-BBM-II sont des corrections au premier ordre de
Uéquation ny + 1, = O(). On peux alors obtenir une troisiéme équation de type KP [17]

& + Eo + 0y + g + 9,16y = 0. (2.17)

1l est tentant de vouloir comparer les solutions de cette derniere équation avec celles de KP-II et KP-
BBM-II. Bona et Chen [4] montre en dimension 1 un résultat similaire au corollaire 2.11 pour un temps
mazimum de comparaison d’ordre o='/2. Dans le cas de la dimension 2, la transformée Fourier en espace
de Uéquation (2.17) donne une équation différentielle ordinaire du second ordre, pour laquelle les solutions
de l’équation caractéristique peuvent étre doubles, ce qui n’apparaissait pas en dimension 1. Dans le cas de
racines simples, on retrouve le résultat de Bona et Chen [/], mais en cas de racines doubles, le temps de
comparaison devient d’ordre «, ce qui est bien trop court pour comparer les solutions. Il serait intéressant
de voir s’il est possible de décrire les modes pour lesquelles les racines doubles apparaissent.

2.4 Le cas périodique

Dans Darticle [6] de Bona, Pritchard et Scott (voir le théoréme 0.1 de I'introduction), on considére les
équations de KdV et BBM sous la forme

M+ N + Qe + ANggy = 0
Ct + Cm + aCCw - aCo:xt = 0
n(z,0) =((z,0) = f(z).
Le passage de ces équations a celles en u et v de forme similaire aux équations (2.5) et (2.6) se fait par

I'intermédiaire d’un troisiéme couple d’équations en M et N de la fagon suivante : on effectue les deux
changements de variables

n(z,t) = a ' M(a?z,a?t) | ((z,y,t) = a ' N(a 2z, al/?t)
u(z,t) = a MoV 22+ o732t a73%t) | w(x,t) = 'N(a "V 2z + o732 a3/ %)

Par contre, dans notre travail, on a remarqué qu’il suffisait, pour passer des équations de KP-II (2.1) et
KP-BBM-II (2.2) aux équations (2.5) et (2.6) d’effectuer le changement de fonctions

w(z,y,t) =n(z+a 'ty a '), v(z,y,t) =z +a 't y,a ')

De plus, la donnée initiale reste toujours la méme. Ce qui est important dans notre cas, c’est que 'on
n’effectue aucune homothétie sur les variables d’espace x et y, ce qui implique que nos résultats restent
vrais dans le cas périodique. On obtient des résultats similaires aux propositions 2.2 et 2.3 pour le
probléme de Cauchy local dans le cas périodique [12]. Si on note
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M, (R?) := {g € C*=(R?),2r — périodique en = et en y;/ g(z,y)dxr =0 pour y € [—w,w]} et X™(R?)
la fermeture de M, (R?) par rapport & la norme ||g||?, = Z (1+ k> +1%)™g(k,1)|?, on peut énoncer

(k,1)ez?

Théoréme 2.13
Soient m > 0, et f € XM F5(R?). Soit a > 0 et soient n et ¢ l'unique solution du probléme de Cauchy

(2.1), (2.2), (2.3) dans C ([~ 'Ty, a1 Tp); X T5(R?)), avec Ty := . Alors, il existe ag > 0,

Cm+5|f|m+5
et pour tous entiers naturels 0 < i+ j < m, une constante M; ; > 0, dépendant uniquement de |f|m+s,

telle que $i 0 < a < a, et pour |t| < a~ Ty, on ait
||a§cag];77(7 B t) - 8;71383]; ('7 B t)” < Mivj 013/2|t|1/2.

Sim > 2, alors pour tous entiers naturels 0 < i+ j < m — 2, il existe une constante N; ; > 0, dépendant
uniquement de | f|ms, telle que si 0 < a < g, et pour |t| < o™ 1Ty, on ait

sup 0509 (x, y,t) — 0L0)¢(x,y, )| < Nij o®/* [t]'/2.
(z,y)€[0,27]?

Remarque 2.14
Les résultats de Bona, Pritchard et Scott [6] se généralisent & des solutions périodiques des équations de
KdV et de BBM sur lintervalle de temps |t| < o~ 1.

2.5 Comparaison numérique des solutions de KP-II et KP-BBM-II

Le but de cette partie ne sera pas d’analyser de maniére approfondie le schéma numérique utilisé mais
plutét de chercher les idées nous permettant d’établir la validité de la conjecture 2.1.
On considére alors le probléme de Cauchy (2.5)-(2.6)-(2.7) avec pour donnée initiale f une fonction de
X™m+5(R2), m > 2. On sait que, d’aprés le théoréme 2.13, les solutions de ce probléme sont telles qu’il
existe g > 0, une constante C,, 5 strictement positive et dépendant uniquement de m, telle que si

O<a<ay etpour 0<t< , on ait

Cm+5 |f|m+5

lCornt) — vl DI < Myo@t™? et sup fu(a.pot) —v(eg.0)| < NogatV2 (2.18)
(z,y)€[0,27]?

On voudrait inspecter numériquement la conjecture 2.1, c’est & dire que 'on s’intéresse, d’un point de vue
numérique, & optimalité du paramétre 0 < § < 1 tel que sur I'intervalle de temps [0, «~%], les inégalités
(2.18) soient vraies. On reprend la méthode de relaxation associée & un schéma semi-implicite en temps,
décrite par Besse [3], que 'on adapte aux équations de KP a l'aide d’'une FFT. On fait ce choix car les
méthodes de type Cranck-Nicholson ou de splitting ne sont pas judicieuses pour notre étude. En effet,
Hamidouche [10] utilise une méthode de Cranck-Nicholson pour approcher les solutions des équations de
KP et KP-BBM, mais pour laquelle les itérations de Picard deviennent cotiteuses, d’autant plus que nous
aurons besoin de faire des comparaisons pour des temps d’ordre a~!. En ce qui concerne la méthode de
splitting, la résolution du probléme non linéaire revient a celle de ’équation de Burgers, on risque alors de
faire apparaitre des chocs alors qu’il n’y en avait pas pour les équations de KP. Donc finalement, on utilise
la méthode de relaxation restreinte au domaine [—, 7] x [—m, w]. On réécrit les équations (2.5)-(2.6)-(2.7)
sous la forme

1 _
U + §¢"c + Ugzx + 6x luyy =0
o = o
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1
vt + sz + Vpgy — QVggt + 8;1Uyy =0
b o= o
wlk,1,0) = v(k, 1,0) = f(k,1).

Soit Tp le temps maximum de comparaison des solutions de KP-II et KP-BBM-II, et soit 6t le pas de
discrétisation en temps. On note 4", respectivement 9", e, Pt I'approximation de @ au temps
(n + 1)8t, respectivement de © au temps (n + 1)0t, de ¢ au temps (n + 3)8t, ¢ au temps (n + 3)t,
T
5t

Fourier rapide. On obtient finalement, pour —
I'équation KP-II

pour n compris entre 0 et —. En ce qui concerne les dérivées en espace, on utilise une transformée de

N, —N, N,
§k§7—1etTyglgf—l,leschémapour

x

¢ (k,1) + ¢ 3 (k, 1)

2
(k1) = an(k, 1)

= (um)2(k, 1)

ik o1 s BN ATk D) + an (k1) B (2.19)
5L +2¢ 2(k,1) z<k 3 5 = 0
a"*(0,1) = a"(0,1)
et pour I'équation KP-BBM-II
An""l An_l —
7/) 2(kﬂl)+¢ 2(k7l) — (U”)z(k,l)
0"k, 1) — 0" (K, 1) (2.20)

(1+ ak?)
8"1(0,1) = 9™(0,1)

ik 2 12\ 0" (k, 1) + 0" (k, 1
+Z2U)”+2(k,l)—i<k3—>v (k, 1) + 0" (k, 1)

k 2

L e s N N 2 _1 _1 D) .
avec pour données initiales 4° = 0% = f et 972 = ¢y72 = f2, N, et N, sont respectivement le nombre
de modes de Fourier dans les directions x et y, et c’est aussi le nombre de points de discrétisation dans

ces méme directions. .

L’appartenance de f a X™+5(R?), en particulier le fait que f(x,y)dz =0, permet de pallier la

singularité en k. On a vu lors de la modélisation que, dans les variagles u et v, les solutions des problémes
asymptotiques ne doivent pas étre trop oscillantes, on choisit alors la donnée initiale de cette maniére sur
[, 7] x [—7, 7] et de telle sorte que sa norme L?(R?) soit égale a 1, les pas de discrétisation en espace
n’ont alors pas besoin d’étre trop élevés. On aura remarqué lors de nos tests que pour des le nombre
de points de discrétisation en espace NN, et N,, pris égaux ou non, parmis 64 et 128, les résultats sont
sensiblement les mémes. On remarque la méme chose pour un pas de discrétisation en temps dt pris aux
alentours de 1073 et 0.05. On choisit d’illustrer les résultats pour N, = 128, Ny =128 et 6t = 0.05. Le
temps maximum de comparaison théorique est de 'ordre d’une constante, on effectue alors des itérations
pour un intervalle de temps d’ordre a~!. Dans un premier temps, on observera la comparaison numérique
du probléme non linéaire, ainsi que du probléme linéaire. On espére alors que le temps de comparaison
du probléme non linéaire soit meilleur que le temps théorique mais devrait étre moins bon que le temps
de comparaison du probléme linéaire. Dans un second temps, on effectue la comparaison du probléme
non linéaire pour différents choix de «. Le but sera de voir si le temps de comparaison dépend ou non de
a.

On effectue les tests (voir fig.1) pour

Flay) = -SS0EY o as . Ny =128, 6t=005 . a=10-"
|| cos(z + y)|
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On remarque une trés forte croissance des normes a peu prés a partir du temps ¢t = 140, c’est a dire pour
In14 1
§= 3m10 + 3= 0,715. On effectue un second test (voir fig.1) pour
n

flayy) = —=LCBY_  Np=128 , Ny=128 , =005 , a=10"5.
|| cos z cosyl]

f(x.y) = cos(x + y) / llcos( x + VI f(x.y) = cos(x + y) / llcos( x + VI
T T T T T T

cas non lineaire|]
- cas lineaire
_ et

cas non lineaire|]
cas lineaire

Norme 2
Norme infinie
>

N .
, \ /
~a PR ~ ] N
N - ~ ol
N , 1 1001 I 4
N ’, 1 E \/
\ / 1 F
\ L
v
3 . . . . . . . . 104 . . . . . . . .
o 50 100 150 200 250 800 350 400 450 o 50 100 150 200 250 300 350 400 450
temps temps,
o f(x.y) = cos x cos y / ||cos x cos yl| . f(x.y) = cos x cos y / |lcos x cos yl|
10 T T T 7 10° [ T T T T
cas non lineaire|] £ cas non lineaire|]
- cas lineaire q £ cas lineaire
1 10" =
g i S 10k i
=2 E £
1 =2 [ R
- N
’ 1 1077 !
. . . . . . . . 10t . . . . . . . .
o 50 100 150 200 250 800 350 400 450 o 50 100 150 200 250 300 350 400 450
temps temps,

FIGURE 1 — Comparaison numérique des normes L? et L> pour les problémes linéaire et non linéaire

avec a = 1073 sur Pintervalle de temps [0, a~!] et avec les données initiales f(z,y) = HCOS((m—:_y)” et
cos(z +y
COS I COS
flx,y) = _COSTEOSY oy utilisant Péchelle logarithmique sur Oy.
|| cos z cos y||
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On remarque pour ce dernier test une trés forte croissance des normes & peu prés & partir du temps

t = 260, soit § =

In 26 1

+ - =~ 0,804, ce qui reste bien meilleur que le temps théorique. En ce qui concerne

3ln10 3

la comparaison numérique du probléme linéaire, on observe dans tous nos tests que les inégalités (2.18)
restent vraies pour toutes les itérations, ceci est di au caractére périodique des solutions du probléme

linéaire.

Reprenons les tests précédents en augmentant cette fois-ci le nombre d’oscillations de la donnée ini-
tiale, résumons tout cela dans un tableau :

Donnée initiale

Temps maximum
de comparaison

Paramétre §

Donnée initiale

Temps maximum
de comparaison

Paramétre §

f(z,y) non linéaire f(z,y) non linéaire
_cos(zty) 140 §e0715 | SOSTCOSY 260 5 =~ 0.804
|| cos(z + )| [| cos x cos y|
9 2
_cos(2r +y) 130 50704 || TV 260 § = 0.804
| cos(2z + )| || cos 2z cos g
9 2
_cos(z +2y) 140 520715 | ot C8SY 260 62 0.804
[cos(z + 2y)] || cos x cos 2y||
9 9 2 2
_cos(2z +2y) 130 520704 | SoSTCOSA 250 0220799
|| cos(2x + 2y)|| || cos 2z cos 2y||

Effectuons la deuxiéme série de tests. Il s’agira de voir 'influence du paramétre « et aussi trouver une
borne pour la valeur limite cg. Choisir la valeur o, = 2.5 x 10~%, correspond sensiblement & ce qui est
observé dans l'océan pacifique, & savoir des ondes de surface d’'une amplitude de 1 métre, de longueur
d’onde 213 kilometres dans la direction z, pour une profondeur de 4000 métres [13]. On compare ces choix
aux valeurs & = 1072, 1073 et 10~* dans nos tests (voir fig.3). On se limite & des valeurs de a supérieures
a 1074, car lorsque « est trés petit, on perd la notion de petitesse de v au profit d’erreurs de calcul du
programme. Il serait interessant de trouver un schéma numérique mieux adapté aux calculs pour « trés

petit.

La valeur 10~2 apparait comme une borne dans le choix de g vérifiant, pour 0 < o < oy, qu’il existe
0 < & < 1 tel que les inégalités (2.18) soient vraies sur l'intervalle de temps 0 < t < a~%. En effet, on
note que, dans tous les cas, le temps de comparaison ne change pas selon la valeur de «, mais ce temps

étant donné par la relation t = o~

— avec la donnée initiale f(z,y) =

— avec la donnée initiale f(z,y)

)

~ ||cosxcosyl|’

, on trouve :

cos(z +y)

| cos(z + )|

COS X COSY

. § est égal 4 1.073, 0.715, 0.596 et 0.544,

§ est 6gal & 1.207, 0.804, 0.670, et 0.604,

respectivement pour « égal a 1072, 1072, 2.5 x 1074, et 10~*. Essayons de voir plus précisement quel
serait le cas limite dans le choix de aq. Pour cela, on reprend les tests pour différentes valeurs de a proche

de 10~2.
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f(x,y) = cos(x + y) / [lcos( x + y)|| f(x,y) = cos x cos y / ||cos x cos y||
T T T T T

1.008 - —

1.005 - B

1.006 - —

1.004 - —

« 1.002 - P

0.995 - -

11+ + + + o+ + o o -

0.998 |- —

0.996 —

0.994, L L L L 0.985
7 7.1 7.2 7.3 7.4 7.5 3.6

3.7 3.8 3.9 a

FIGURE 2 — Evolution de § en fonction de « pour le probléme non linéaire avec les données initiales
cos(z + ) COS T COS Y

f(x,y)—iH et f(z,y) =

|| cos(x + ) ~ ||cosxcosyl|’

11 résulte des simulations effectuées que la borne aq est proche de 7.14 x 1073 et 3.84 x 1073, respec-

tivement pour les données initiales f(x,y) = M et f(z,y) = _COSTCORY (voir fig.2). On a
|[cos(z + )| || cos = cos ]|

vu aussi que ces bornes numériques n’engendrent pas de limitation dans les choix physiques possibles de
valeurs de alpha, étant donné que ces deux cas ne sont pas réalistes.

sin(z + y) sinz siny

Pour les données initiales on obtient des résultats similaires.

||sin(z +y)||  ||sinzsiny||’

Il semblerait que la conjecture 2.1 soit vraie, il reste alors & montrer jusqu’oll peut-on prolonger
le temps de comparaison des solutions de KP-II et KP-BBM-II, on peut tout de méme faire quelques
observations :

— le nombre d’oscillations de la donnée initiale dans les directions x et y, qui ne doit pas étre trop

élevé de part la modélisation, n’influence pas la comparaison,

— la comparaison du probléme non linéaire, lors des premiers instants d’observation, a un comporte-
ment sensiblement proche de celle du probléme linéaire,

— le paramétre  est plus ou moins proche 1 que de 0, autrement dit le temps de comparaison est plus
proche du temps donné par le probléme linéaire que du temps théorique, selon que « est plus ou
moins proche de aq. De plus, cette valeur limite oy semble dépendre de la donnée initiale,

— si a était nul, les équations de KP-II et KP-BBM-II se réduisant a la seule équation des ondes, les
solutions respectives seraient donc les mémes et ¢ vaudrait 1,

— finalement, on constate que pour des données semblables & ce que ’on observe dans la réalité, c’est
a dire pour 10™* < o < 1073, les solutions des équations de KP-II et KP-BBM-II sont suffisamment
proches 'une de 'autre sur un intervalle plus grand que le temps théorique pour cette modélisation
du probléme physique.
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f(x.y) = cos(x + y) / [lcos( x + I

f(x,y) = cos(x + y) / |[cos( x + y)||
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FIGURE 3 — Comparaison numérique des normes L? et L> pour le probléme non linéaire en fonction de
§avec a = 1073, 2.5 x 1074, 1074, et ap = 7.14 x 1073, 3.84 x 1073 respectivement pour chacune des

données initiales f(z,y) = M et f(z,y) = Biclast iy
[[cos(z +y)| || cos = cos y||
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