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Méthode de Wald

_n(p-p)

7 =
Jp(ad-p)

— N(,]) (TCL)

A h(1— p
ICW(p,l—a)zpiul_a/z\/p( - P)

Conditions de validite ?

np=25o0uld et ndl—p)=3Sould?
n =50 sauf si p est "tres petit" !

erc...
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Wald : probabilités de recouvrement de
p=0,2 (noir) et p=0,5 (bleu)

n de 20 a 300

Wald standard:Probabilités de recouvrement pour p=0,2 (noir) et p=0,5 (bleu)
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Probabilités de recouvrement de la vraie
valeur de p avec n=40 et 120

IC WALD standard: Probabilités de recouvrement pour n=40 et n=120({en bleu) en fonction de p
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Des probabilités de recouvrement de |a

vraie valeur de p (ici p=0,5) erratiques
(extrait de Brown, Cai et Dasgupta, Statistical Science, 2001)

(== T N I T = T C=I N

P(0,5€ ICy,) 0,951 0,959 0,97 0,957 0,959 0,953 0,956 0,951 0,956

n non 10 12 13 15 18 23 28 33 40
chanceux

P0,5¢ICy) 0891 0,854 0,908 0,882 0,904 0,907 0,913 0,920 0,919
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« Zoom » sur les fluctuations de probabilité
de recouvrement (méthode : Wald)
pour p=0,19, 0,20 et 0,21 avec n=40

HHHHHHHHHH rob recouv Prob recouv
917677746664 0.904678135621457 0.93060142968576

0,948 0,905 0,931
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Des méthodes alternatives

 Meéthodes dites « exactes »
— Clopper — Pearson (CP)
— Mid-P
— Approche bayésienne (loi a priori de Jeffreys)
— X+U (Stevens)

 Méthodes par approximation normale
— Wilson (score)
— Agresti — Coull (AC)
— Rapport de vraisemblance (RV)
— Delta-logit



Notations

(X;) o1, Bernoulli indépendantes

A O

=1 n

* Probabilité nominale de recouvrement : 1-a
* Probabilité réelle de recouvrement : P(pe IC.)



Meéthode (dite exacte)
de Clopper — Pearson

pelCy, & P(T20)=a'2 e P(T<t)=al2

 De la relation entre les lois binomiale et beta :
P(Bn.p)<c)=P(pc+L.n-c)= p)

e on déduit les bornes de :

[, =0B(t.n—t+1af2) u., =00+ n-t1-0c/2)
avec OF quantilesdelaloi f(a.b)
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Probabilités de recouvrement de la vraie
valeur de p avec n=40 et 120
Méthode de Clopper -Pearson

IC Clopper - Pearson : Probabilités de recouvrement en fonction de p avec n=40 (noir) et n=120 (bleu)
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Probabilités de recouvrement de la valeur
de p:0,2 (noir) et 0,5 (en bleu)
n:de 20 a 300
Méthode de Clopper - Pearson

IC Clopper - Pearson : probabilités de recouvrement de p=0,2 (noir) et p=0,5 (bleu)
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Méthode MID-P

pelC, < P (T>H+05PT=t)=0a'l
et P(IT<0)+05P(T=0)=a/2

Les bornes [,,,, » et u,,, » n'ont pas d’expression explicite
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Probabilités de recouvrement de p avec

n=40 : MID-P (en bleu) moins conservative
que Clopper — Pearson (noir)

IC Clopper — Pearson et MID-P : Probabilités de recouvrement en fonction de p avec n=40 pour CP (noir) et MID-P (bleu)
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Probabilités de recouvrement de p=0,20

par M

ID-P (bleu) et Clopper-Pearson (noir)
avec n de 20 a 300

CP (noir) et MID-P (bleu): Probabilités de recouvrement de p=0,20 en fonction de n
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Meéthode bayésienne (Jeffreys)

I > B(n. p)

Loia priori: p — [(b,.b.)

Loia posteriort. p — Bt +b,.n—t+b,)
[,(t)=0p(t+b.n—1+b, af2)
u,(1)=0p(t+b,.n—1+b,1-a/2)

Ici ; (bl,b2)=(1/2,1/2)

Loi a priori non informative de Jeffreys
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Probabilités de recouvrement de p=0,20
avec Jeffreys (noir) et MID-P (bleu)
avec nde 20 a 300

MID-P (bleu) et Jeffreys (brun): Probabilités de recouvrement de p=0,20 en fonction de n
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0.94

0.92

Probabilités de recouvrement de p par
Jeffreys (brun), MID-P (bleu)
et Clopper —Pearson (noir) n=40

IC CP(noir) MID-P (bleu) et Jeffreys (brun) : Probabilités de recouvrement en fonction de p avec n=40
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Méthode de Wilson

7 - n(p=p) 5 N(0,) (TCL)
Jp(d-p)
~ 1 ~ 9 N T
T =T+5u12_a/2 n = n‘l‘ul_a/z p :%

1/2

5 1/2
~ n . Ay H—g)2
ICy (pl-a) =P Tu g, 5 [p(l —py+—4 ]
n+Ui_g an
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Wilson : probabilités de recouvrement de p
avec n=40 (noir) et n=120 (bleu)

Wilson:Probabilités de recouvrement pour n=40 (noir) et n=120 (bleu)
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Wilson: probabilités de recouvrement de
p=0,2 (noir) et p=0,5 (bleu)
n de 20 a 300

Wilson:Probabilités de recouvrement pour p=0,2 (noir) et p=0,5 (bleu)
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Méthode d’Agresti - Coull

~ p(l—

a=5%=>T=T+2 Jfi=n+4

Revient a utiliser Wald en ajoutant a
I’échantillon observé 2 succes et 2 échecs



Probabilités de recouvrement de p pour
Wilson (noir) et Agresti — Coull (bleu)
avec n=40

Wilson (noir) et Agresti — Coull (bleu) :Probabilités de recouvrement pour n=40
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Méthode X+U

* Principe:
— On ajoute a T une variable aléatoire indépendante U de loi uniforme sur [0 1 ]
— La loi de T+U a une fonction de répartition continue
— La résolution des deux équations :

P(Cl(p) ST +U £C2(p))=1—0a (condition de niveau)

permet de trouver un intervalle de fluctuation [C1(p) ,C2(p)]

— Linversion de ces intervalles de fluctuation conduit aux intervalles de
confiance (cf Lehman, Testing Statistical Hypothesis)

— Les IC sont de niveau de confiance exactement égal a la valeur nominale visée

(1-a) et uniformément les plus précis dans la classe des IC sans biais fondés
surXet U



Comparaison des performances des intervalles
de confiance:
le développement d’Edgeworth a l'ordre 2

e Soit: P(pe IC*)zPrp(pe 1L.(p), u(p)])
* Par un développement d’Edgeworth a l'ordre 2

Jn(p-p)
Jp(d=p)

 On déduit une approximation analytique de P(pe IC.)

de la fonction caractéristique de z-

P(pe IC.)=(1—a)+oscen O(n_l/z) + biais en O(n_l)

+ osc en O(n_l) + O(n_3/2)
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Qualité de l'approximation d’Edgeworth

Probabilité de recouvrement exacte en noir et approchée en bleu
pour Wilson n=120

Wilson: Probabilités de recouvrement exacte (noir) et approximation d’Edgeworth (bleu) en fonction de p avec n=120
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Probabilités de recouvrement de

difféerentes méthodes apres lissage

0dl un

développement d’Edgeworth n=40

Wald (rouge) Agresti — Coull (rose) Wilson (vert) Rapport de vraisemblance

(bleu) Jeffreys (gris), X+U (orange)

approximation du biais par un développement d’Edgeworth-2 avec n=40 : WS (rouge), RV(bleu), Jeffreys (gris), AC (rose), Wilson(vert), X+U (orange)
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0.0045 0.0050 0.0055 0.0060 0.0065

0.0040

Amplitude moyenne des oscillations en
fonction de n de 50 a 100
exemple : méthode de Wilson

oscillation en moyenne pour FIC de Wilson en fonction de n
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La précision des intervalles de
confiance

* Deux criteres :
— L'espérance de la largeur de |'IC

L.(n,p)=E, |u.(X)-1.(X)]

£0.p)= 3001 |0

x=0

— La probabilité de recouvrement des valeurs de p erronées



Espérance de la largeur de I'lC n=40

* Clopper — Pearson (brun) Wald (rouge) MID-P (bleu ciel) Rapport de
vraisemblance (gris) Agresti — Coull (rose) Wilson (vert) X+U (noir)

Espérance largeur IC fonction de p avec n=40 : C-P(brun),Wald(rouge),Mid-P(bleu ciel),RV(bleu),J gris), AC(rose),Wilson(vert),X+U (noir
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Probabilités de recouvrement de valeurs

erronées de p (p vraie=0,5)
n=40 et n=120

Clopper — Pearson (brun) Wald (rouge) Rapport de vraisemblance (bleu)
Jeffreys (gris) Agresti — Coull (gris) Wilson (vert)

probabilités de recouvrement erroné p=0.5 avec n=40 et n=120: C-P (brun), Wald (rouge), Mid-P (bleu ciel), RV(bleu), J (gris), AC (rose), Wilson(ve
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Conclusion

Méthode Niveau de Largeur Facilité a Facilité de mise en
confiance de l'lC enseigner ceuvre

Wald Trop laxiste trop large assez facile Tres facile méme sans
logiciel

Clopper - Trop trop large un peu difficile  Trés facile avec un

Pearson conservatif logiciel ou une table

MID-P correct correct un peu difficile  Pas facile

Jeffreys correct correct difficile Facile avec un logiciel

Wilson correct précis un peu difficile  Facile avec un logiciel

Agresti - Coull correct précis assez facile Tres facile méme
sans logiciel

X+U exact précis tres difficile Difficile
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