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UNE INTERPRETATION MODULAIRE DE LA VARIETE
TRIANGULINE

CHRISTOPHE BREUIL, EUGEN HELLMANN ET BENJAMIN SCHRAEN

RESUME. En utilisant le systéme de Taylor-Wiles-Kisin construit dans un travail récent
de Caraiani, Emerton, Gee, Geraghty, Paskunas et Shin, nous construisons un analogue
de la variété de Hecke. Nous montrons que cette variété coincide avec une union de
composantes irréductibles de ’espace des représentations galoisiennes triangulines. Nous
précisons les relations de cette construction avec les conjectures de modularité dans le
cas cristallin ainsi qu’avec une conjecture de Breuil sur le socle des vecteurs localement
analytiques de la cohomologie complétée. Nous donnons également une preuve d’une
conjecture de Bellaiche et Chenevier sur 'anneau local complété en certains points des
variétés de Hecke.

ABSTRACT. Using a patching module constructed in recent work of Caraiani, Emerton,
Gee, Geraghty, Paskunas and Shin we construct some kind of analogue of an eigenvariety.
We can show that this patched eigenvariety agrees with a union of irreducible components
of a space of trianguline Galois representations. Building on this we discuss the relation
with the modularity conjectures for the crystalline case, a conjecture of Breuil on the
locally analytic socle of representations occurring in completed cohomology and with a
conjecture of Bellaiche and Chenevier on the complete local ring at certain points of
eigenvarieties.
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1. INTRODUCTION

Soit p > 2 un nombre premier. Cet article a pour but d’utiliser la méthode des systemes
de Taylor-Wiles telle que généralisée par Kisin, puis par Caraiani-Emerton-Gee-Geraghty-
Paskunas-Shin ([15]), pour étudier le probleme des formes compagnons dans la théorie
des formes automorphes p-adiques sur les groupes unitaires compacts a I'infini.

Considérons F'* un corps de nombres totalement réel, ainsi que F' une extension quadra-
tique totalement imaginaire non ramifiée de F'*, et G un groupe unitaire sur F'* déployé
par F', compact a I'infini et isomorphe a GL,, au-dessus de toutes les places divisant p. Soit
L une extension finie de Q,. Si U? désigne un sous-groupe compact ouvert de G(A%Y),
on désigne par S(UP, L) I'espace des fonctions continues G(F+)\G(A%,)/UP — L. Clest
un L-espace de Banach muni d’une action continue et unitaire du groupe G(F'* ®¢ Q,).
On note S (UP, L)*™ C S (UP, L) le sous-espace des vecteurs localement analytiques pour
'action du groupe de Lie p-adique G(F™ ®qQ,). Si p est un idéal maximal de la « grosse »
algebre de Hecke T(U?, OL)[%], et 0 un caractere continu du groupe T'(F* ®q Q,), on
appelle forme surconvergente de poids 0 associée a p un vecteur propre, de caractere
propre §, du monoide d’Atkin-Lehner T(FT™ ®q Q,)" agissant sur S(U?, L)[p]*™No ot Ny
est un sous-groupe compact ouvert stable par T(F™ ®¢ Q,)T du groupe des matrices
unipotentes supérieures N (F't ®¢Q,). Soit p la représentation p-adique, de dimension n,
du groupe de Galois absolu de F' associée a 'idéal p. Dans [11], 'un d’entre nous (C. B.)
donne une description conjecturale des caracteres o pour lesquels il existe des formes
surconvergentes associées a p dans le cas ou toutes les représentations p|gFﬁ obtenues par
restriction aux groupes de décomposition au-dessus de p sont potentiellement cristallines
et « génériques ». Cette conjecture a été par la suite étendue par Hansen ([32]) au cas ou
certaines p|gFﬁ peuvent étre triangulines.

Un des résultats de cet article est que I'existence des formes surconvergentes associées a
tous les § décrits dans [11] dans le cas cristallin est en fait une conséquence des conjectures

de modularité dans le cas cristallin.
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Désignons par p la réduction de p modulo I'idéal maximal de Op. La recherche des
caracteres 0 associés a un idéal p comme ci-dessus, ou de fagon équivalente, a la repré-
sentation p équivaut a déterminer les points de la p-composante £(UP); de la variété de
Hecke de niveau modéré UP (voir par exemple [18]) sur lesquels la (pseudo-)représentation
canonique est isomorphe a p. De tels points sont appelés points compagnons. La variété de
Hecke £(UP); est une sous-variété rigide analytique fermée du produit X g x T(F*®eQ,)
ou X; s est un espace analytique rigide sur L paramétrant certains relevés de p en ca-
ractéristique 0 et f(F T ®g Q,) est 'espace analytique rigide paramétrant les caractéres
continus du groupe T(F™ ®q Q,). La variété £(UP); est ainsi munie d’une application
poids w : E(UP), — T(Op+ @z Z,). Le but de cet article est de construire, au moyen de
systémes de Taylor-Wiles-Kisin de niveau infini en p construits dans [15], un espace analy-
tique rigide X,(p) sur L muni d’une application poids we : X,(p) = T(Op+ @2%,) X Xg.,
ou Xg_ est isomorphe a un produit de boules unité ouvertes, et un diagramme commutatif
cartésien dans la catégorie des espaces analytiques rigides réduits

E(UP)5¢ Xp(p)

(1.1) |- |
f(OFJr Xz Zp)c—> f(OF+ Xz Zp) x Xg.,

ou la fleche horizontale du bas provient de l'inclusion d'un point fermé dans Xg_. Par
construction, l'espace rigide analytique X,(p) est un sous-espace analytique fermé de
I’espace produit

[T(x5 x T(FF)) x U9

vlp
ou Z{Eﬁ désigne I'espace des relévements (cadrés) de la représentation résiduelle p; = plg,.
et UY est un certain produit de boules unités ouvertes. Il est en fait nécessaire, dans tout
ce qui précede de supposer p > 2n+1 et ﬁ|gF( ) absolument irréductible dans I'utilisation
des résultats de [15].

Si v|p notons X (ps) le plus petit sous-espace analytique fermé du produit %gﬁ xT (EF)
contenant tous les couples (r,d) ot r est un relevement (cadré) triangulin de p; et 6 un
parametre de r. Cet espace a été introduit dans un cadre un peu différent par I'un d’entre
nous (E. H.) dans [33] suivant une idée de Kisin ([41]). Nous prouvons alors le résultat
suivant (Théoreme 3.20 et Corollaire 3.19) :

Théoréme 1.1. L’espace X,(p) est réduit et s’identifie a une union de composantes
irréductibles de ], Xi(ps) x UY.

Au passage nous prouvons également le résultat suivant sur la structure de l'espace
Xt (ps) (Théoreme 2.6).

tri

n(n+1)
5 -

Théoréme 1.2. L’espace X-

2 (py) est équidimensionnel de dimension n*+[F," : Q,)

Nous renvoyons le lecteur a 1’énoncé du Théoreme 2.6 pour des propriétés plus fines
de l'espace X:(p). La preuve de ce résultat s’appuie essentiellement sur les travaux de

Kedlaya, Pottharst et Xiao ([39]).

Nous introduisons alors la notion de composante irréductible automorphe de 1’espace
Ly X (ps), il s'agit d’'une composante irréductible X de ce produit telle que X x UY

apparaisse dans X, (p). Il nous semble alors naturel de conjecturer (Conjecture 3.22) :
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Conjecture 1.3. Une composante irréductible de ], Xt (ps) est une composante irré-
ductible automorphe si et seulement si son ouvert de lissité (plus précisément son inter-
section avec l'ouvert [1,, Ui (ps)™® de T1,), Xai(ps) défini dans la section 2) contient un
point cristallin.

Nous prouvons alors le résultat suivant (Propositions 3.26 et 3.27) :

Théoréme 1.4. La Conjecture 1.3 est équivalente auz conjectures de modularité dans le
cas cristallin (plus précisément a la Conjecture 3.24).

Nous prouvons par ailleurs que cette conjecture implique une partie d’'une conjecture
de I'un d’entre nous (C. B.) concernant le module de Jacquet-Emerton des vecteurs
localement analytiques de la cohomologie complétée (cf. Corollaire 4.4).

Dans la derniere partie, nous utilisons cette construction pour prouver un grand nombre
de cas d’une conjecture de Bellaiche et Chenevier sur la structure infinitésimale en certains
points de la variété de Hecke Y d’un groupe unitaire G. On peut voir cette conjecture
comme une conjecture R =T infinitésimale. Nous renvoyons le lecteur au corps du texte
pour tout ce qui concerne les notations et conventions relatives a ces variétés de Hecke.

Théoréme 1.5. Supposons p > 2n+1 et ﬁ|gF(<p) absolument irréductible. Soit z = (m,x)
un point de la variété de Hecke E(UP); correspondant d une représentation automorphe
7w de G(A). Supposons qu’en restriction da tout groupe de décomposition au-dessus de p
la représentation galoisienne p, associée a w soit cristalline et que les valeurs propres de
son Frobenius cristallin ¢ soient deuz-d-deuz distinctes. Sous ces hypotheses, le carac-
tére x définit un drapeau de D.is(pr) stable par ¢ que nous supposons étre en position
générale relativement a la filtration de de Rham. Alors l'anneau local complété @g(Up)ﬁ7Z
pro-représente le foncteur des déformations triangulines de p munies d’une triangulation
déformant la triangulation définie par le drapeau p-stable de Dyis(pr)-

Le plan de I'article est le suivant. Nous commencons dans la section 2 par définir les
espaces locaux X_.(7) pour 7 une représentation continue du groupe de Galois d'une
extension finie de Q, sur un espace vectoriel de dimension finie et de caractéristique p.
Nous prouvons alors le Théoréme 1.2 et donnons un certain nombre de résultats addi-
tionnels sur les points cristallins qui apparaissent dans cet espace. La section 3.2 contient
la construction de I'espace X, (p) ainsi que la preuve de ses propriétés géométriques. Les
Théoremes 1.1 et 1.4, font 'objet de la section 3.6. La section 4 fait le lien avec les variétés
de Hecke. Nous y prouvons le caractere cartésien du diagramme 1.1 ainsi que le Théoréme

1.5.

Remerciements : Nous remercions Ahmed Abbes pour avoir répondu a nos questions.
Une partie de cet article a été écrite lors de différents séjours dans les institutions sui-
vantes : LH.E.S., Math. Institut de 'Université de Bonn et M.S.R.I. En particulier B. S.
souhaite remercier I'LH.E.S. pour son hospitalité prolongée lors de la rédaction de cet
article, ainsi que le B.I.C.M.R. de Pékin. Par ailleurs, C. B. et B. S. sont membres du
projet ANR ThéHopaD (ANR-2011-BS01-005), et E. H. est membre du SFB -TR 45 de
la DFG.

Notations : On fixe un nombre premier p, une extension algébrique Qp, de Q,, ainsi
. :
qu’un isomorphisme entre @Q, et C.

Si L est un corps local non archimédien localement compact, on note | - |1, sa valeur

absolue normalisée, c’est-a-dire telle que la norme d’une uniformisante de L soit I'inverse
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du cardinal du corps résiduel de L. On note | - |, la valeur absolue sur @, telle que
lpl, =p~! (donc |- |, =" |}[,L:QP} sur L).

Si K est un corps, on note G = Gal(K/K) le groupe de Galois absolu de K. Lorsque
K est de plus une extension finie de @,, on note recgx : K* — G2 le morphisme de
réciprocité de la théorie du corps de classes normalisé de telle sorte que I'image d’une
uniformisante soit un élément de Frobenius géométrique. On note ¢ le caractere p-adique
cyclotomique de G, de sorte que € orecy est le caractere x +— Nk g, (2)|z|x de K*. On
adopte comme convention que le poids de Hodge-Tate de € est 1.

Si un groupe algébrique est désigné par une lettre majuscule romaine (G, H, N, T,...)
on désigne par la lettre minuscule gothique correspondante (g, h,n,t,...) son algebre de
Lie.

Fixons brievement quelques conventions concernant le groupe GL,,. On note B le sous-
groupe de Borel des matrices triangulaires supérieures, et T" son sous-tore maximal consti-

tué des matrices diagonales. Ce choix détermine un ensemble A = {ay,- -+, 1} de ra-

cines simples, «; désignant le caractere algébrique (¢y,--- ,t,) — t;t;, +11. Pour 1 <17 <n,

on note f3; le cocaractere t s (t,--- ,t,1,--- 1), de telle sorte que 'on ait ;0 3;(t) = %4,
~—

Nous convenons que la notion de dzominance pour un caractere du tore 7" ou de son algebre
de Lie t est toujours relative a ce choix de racines simples. Si I C {1,--- ,n— 1}, on note
Py le sous-groupe parabolique contenant B correspondant a 'ensemble {«; | i € T}, et P;
le sous-groupe parabolique opposé, on désigne par L; leur sous-groupe de Levi commun
et Wiy C W son groupe de Weyl. Rappelons que si M désigne un module de plus haut
poids de Ul(gl,,), relativement a 'algebre de Lie b, le sous-groupe P; est dit adapté a M
si I'action de p; sur M se prolonge en une représentation algébrique de P;. Si p désigne
la demi-somme des racines positives, A un caractere de t et w un élément du groupe de
Weyl de G, on définit w - A = w(A + p) — p. Si A est un poids dominant entier de t, le
U(g)-module simple de plus haut poids w - A\ est adapté a py, si et seulement si w - \ est
un poids dominant de L, ce qui est encore équivalent a ce que w € W D’ensemble des
représentants de W \W de longueur minimale ([37, § 9.4]).

Soit L et K deux extensions finies de @, on note K I’extension maximale non ramifiée
sur Q, contenue dans K et K| 'extension maximale non ramifiée sur Q, contenue dans
K({¢m|n > 1}) ou (» est un systeme compatible de racines p™-iemes de I'unité. On note
de plus R l'anneau de Robba de K et Ry x = L ®g, Rk. On rappelle que Rg est
I'anneau des séries formelles f =3, cz a,2™ avec a, € K|} convergeant sur une couronne

r(f) < lzlp, < 1([39, § 2.2]).

Si H est un groupe de Lie p-adique abélien, on note H I'espace analytique rigide
sur Q, représentant le foncteur associant a un espace affinoide X = Sp(A) le groupe
Homons (H, A*) des morphismes de groupes continus H — A* (voir par exemple [25, §
6.4]). Si X est un espace analytique rigide sur Q, et L une extension finie de Q,, on note
X1 = Sp(L) xspiay) X

2. ESPACES DE DEFORMATIONS

Soit L une extension finie de Q, dans QQ,. On note O, son anneau d’entiers et kz, son

corps résiduel. On fixe wy, une uniformisante de Oy.
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2.1. Quelques définitions de géométrie analytique rigide. Soit X un espace ana-
lytique rigide sur L. On appelle fermé analytique de X un “analytic subset” au sens de
9, § 9.5.2] (appelé aussi “analytic set” dans [24]).

Définition 2.1. Une partie U C X est un ouvert de Zariski si son complémentaire est
un fermé analytique de X.

Un ouvert de Zariski est en particulier un ouvert admissible que 'on munit de la
structure d’espace analytique rigide sur L induite par X.

Définition 2.2. (i) Une partie Z de X est dense au sens de Zariski dans X, ou Zariski-
dense dans X, si le plus petit fermé analytique de X contenant Z est ’espace sous-jacent
aX.

(ii) Si A et B sont deux parties de X, on dit que A s’accumule en B si pour tout b € B
et pour tout voisinage affinoide U de b, il existe un voisinage affinoide V-C U de b tel que

ANV est Zariski-dense dans V. Un ensemble de X est dit d’accumulation s’il s’accumule
en lui-méme (cf. [18, p. 979)]).

Les composantes irréductibles d’un espace analytique rigide sont définies en [24, Def.
2.2.2]. On vérifie facilement en utilisant [24, Lem. 2.2.3] que, si X est un espace analytique
rigide irréductible et U C X un ouvert de Zariski non vide de X, I'espace analytique rigide
U est connexe.

Soit FSp, la catégorie des schémas formels X sur Oy, localement noethériens et dont
la réduction modulo un idéal de définition est un schéma localement de type fini sur k.
On note X' + X" le foncteur construit par Raynaud et Berthelot de la catégorie FSp,
vers la catégorie des espaces analytiques rigides sur L (cf. [38, § 7], [8, § 0.2]).

Si R est une Op-algebre locale, plate, complete, noethérienne et de corps résiduel
fini (sur kz), de sorte que le schéma formel Spf(R) est un objet de FSp,, il existe une

bijection canonique entre I’ensemble des composantes irréductibles du schéma Spec(R[%])

et I'ensemble des composantes irréductibles de I'espace analytique rigide Spf(R)" définie

de la facon suivante. Une composante irréductible de Spec(R[]%]) correspond a un idéal

premier minimal p de R[%]. On obtient alors une composante irréductible de Spf(R)"¢ en
considérant 'image du morphisme Spf(R/(p N R))"8 — Spf(R)"8. Le caracteére bijectif de
cette application est une conséquence de [24, Thm. 2.3.1] et du fait que les idéaux premiers

minimaux de R sont en bijection avec les composantes connexes de la normalisation de

Spf(R).

Si R est une Op-algebre comme ci-dessus, mais supposée de plus normale, par [38,
Prop. 7.3.6] le morphisme R[%] — O(Spf(R)"8) identifie 'anneau R[%] a lanneau des
fonctions bornées sur Spf(R)"S.

Proposition 2.3. Si X est un espace analytique rigide réduit, [’ensemble des points lisses
de X (19, § 7.3.2]) est un ouvert de Zariski de X qui est de plus Zariski-dense dans X .

Un espace analytique rigide X est dit équidimensionnel de dimension d si pour tout
point z € X, I'anneau local complété @ x,» de X en x est un anneau local équidimensionnel
de dimension d. De méme X est dit sans composante immergée si pour tout point z € X,
tous les idéaux premiers associés de @ x,» sont des idéaux premiers minimaux.

Pour f: X — Y un morphisme entre espaces analytiques rigides et z € X, on dit que
f est étale en z si la condition de [36, Déf. 1.7.10 i)] est vérifiée.
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Si X est un espace analytique rigide réduit, on note O% le sous-faisceau de Ox des
fonctions de norme plus petite que 1.

2.2. L’espace des représentations triangulines. Nous rappelons ici la construction
de 'espace des déformations triangulines d’une représentation galoisienne en caractéris-
tique p.

Fixons K une extension finie de @,. On suppose que 'extension L de Q, est suffisam-
ment grande pour qu'il existe [K : Q,] plongements de K dans L, on note Hom(K, L)
I’ensemble de ces plongements et T = K~ (l’espace analytique rigide sur Q, paramé-
trant les caractéres continus de K*). Si k = (k;)rcHom(k,1) € ZHom(KL) - on note x¥
Pélément de T (L) défini par @ — [I,cpom(r,r) 7(2)* . Soit n un entier strictement po-
sitif. Pour k = (k;i)1<i<nr k1 € (Z)Hom(SL) " on note 6y 1’61ément de T™(L) défini
par (z1,---, @) — [l 7(2)" (ot (21, ,2,) € (K*)") et on s’autorise 'abus de
langage consistant a désigner par le méme signe sa restriction a (Ox)". Un tel poids est
dit dominant si, pour tout 7 : K < L, on a k.3 > --- > k,,. Si de plus, pour tout
7 € Hom(K, L), on a k.3 > --- > k;,, on dit que le poids est strictement dominant.

Rappelons que, si L' désigne une extension finie de @y, les éléments de 7 (L) sont ca-
noniquement en bijection avec I'ensemble des classes d’isomorphisme de (¢, I'x)-modules
de rang 1 sur Ry x par la construction 6 — Ry k() de [39, Cons. 6.2.4].

Soit 7 une représentation continue de Gx sur un ki-espace vectoriel Vi, de dimension
n. Fixons une fois pour toute une base b de Vi, , ce qui nous permet de définir la Op-
algebre locale noethérienne compléte RE qui pro-représente le foncteur associant a une
Op-algebre artinienne locale A de corps résiduel k;, ’ensemble des classes d’équivalence
de triplets (Va,¢,b) ot V4 est un A-module libre de rang n muni d’une action continue
A-linéaire de Gk, ¢ un isomorphisme Gr-équivariant entre Vy ®4 ki et Vi, , et b une
base de Vj se réduisant sur b & travers ;. On note X2 I'espace analytique rigide sur L

associ¢ au schéma formel Spf(R). On note Treg le complémentaire dans 7, = T xq, L de

'ensemble des L-points x — x71 et z — xT|z|x pouri € Zggm(K’L) et Tag C T Vouvert

de Zariski des points (61, - - - ,8,) tels que §;0; " € Treg pour @ # j. On désigne par U (7)™
I’ensemble des points (x,d) € X2 x T tels que, si 7, désigne la représentation de G

associée & x, son (¢, 'kx)-module Djig(rm) est triangulin (voir [22], [4, § 2], [39, § 6]) et
d = (01, ,0,) est un systéme de parametres de r,, (ou plus simplement un parametre de
r:), ce qui signifie qu’il existe une filtration croissante de Diig(rz) par des sous-Riy(z) k-
modules stable par ¢ et I'x (nécessairement facteurs directs comme Ry(y) x-modules)
dont les gradués successifs sont isomorphes & Ry (q),x (01), - -+ , Ri(a), ik (0n) comme (@, I'g)-

modules, ot k(z) est le corps résiduel de XY au point z.

Définition 2.4. On appelle espace des déformations triangulines de r, et on le note
Xeh(7), Uespace analytique rigide sur L obtenu comme adhérence de Zariski de Ug)(T)
dans X5 x T/, i.e. le fermé analytique intersection des fermés analytiques de X2 x T

contenant UL ()™ muni de sa structure de variété analytique rigide réduite (]9, § 9.5.3
Prop. 4]).

oi(7) est séparée car fermée dans la
variété analytique rigide séparée XE x T (cf. [9, p. 393)]).

Remarquons que la variété analytique rigide XL

Notons W = Oy ('espace analytique rigide sur Q, paramétrant les caracteéres continus

de Og) et Wi, = W xq, L. La restriction d'un caractere de K* a Oy induit un morphisme
7



d’espaces analytiques rigides 7 — W sur Q,. On note w’ le morphisme Xg;(7) — T,
obtenu en composant I'inclusion de XZi(7) dans XE x T avec la seconde projection, on

tri
obtient une application poids w : X5 (F) — W7 en composant w’ avec le morphisme de
restriction 7" — W}.

Remarque 2.5. Si on note X

—\reg ] s . m 5 O
i (7)'8 image réciproque de 7;eg par w, l'espace X

tri(f>reg
est un ouvert de Zariski de XZ:(7). On a UZ(7)™8 C XZ.(7)™8 mais cette inclusion est
toujours stricte. Il existe en effet des points (r,,0,) de XL.(F) tels que &, ne soit pas

un parameétre de la représentation r,, méme si r, est trianguline et 6, est réqulier. Le
Théoréme 6.3.13 de [39] montre cependant que r, est toujours trianguline.

Le reste de cette section est presque entierement consacré a la preuve du résultat suivant
concernant la géométrie de I'espace X1:(7).

Théoréme 2.6. (i) L'espace X (7 est équidimensionnel de dimension n’>+[K : Q] "(”;1).
(ii) L’ensemble UL

D (7)8 est un ouvert de Zariski de XZ.(T) qui est Zariski-dense dans
X (7).

tri
(iii) L ouwvert U,

tri
un morphisme lisse.

(7)re8 est lisse sur Q, et la restriction de lapplication W' d Ugy(T)™8 est

Démonstration. La stratégie de la preuve est la suivante. Nous allons construire un espace
analytique rigide lisse S7(7) s’insérant dans un diagramme commutatif comme ci-dessous

S°(F)
(2.1) / \
) — U

X (r

ot le morphisme 7; est lisse de dimension relative n et d’image U}

L (7)™8 et le morphisme
K est lisse de dimension relative n* + [K : @p]@'

L’espace analytique rigide SY(7) représente le foncteur
(2.2) X = A{(rnFe,0,v)}/ ~

olt X est un espace analytique réduit sur L et 7 est un morphisme continu G — GL,,(O%)
tel qu’en tout point x € X, la réduction de r ® Oy(,) coincide avec 7. De plus F, est une

filtration croissante de DIig(r) par des sous-(p, ' )-modules localement sur X facteurs

directs comme R x-modules tels que Fy = 0 et F,, = DLg(T) et 0 = (01, ,0n) € Trpe(X).
Finalement v = (v4,...,1,) est une collection de trivialisations v; : gr;(D) = Rx(d;)
(avec les notations de [35, §2]). La fleche x correspond alors au morphisme de foncteurs

(r,Fe,0,v) — 0.

Pour prouver la représentabilité de ce foncteur, nous suivons la stratégie de [19], [33]
et [35].

Soit §,, 'espace analytique rigide sur L représentant le foncteur
X — {(D,Fily(D),d,v)}/ ~

ou X est comme avant, D est un (¢, ' )-module sur Ry de rang n, et Fil, est une fil-
tration croissante de D par des sous-(p, 'k )-modules localement sur X facteurs directs
comme R y-modules tels que Fy = 0 et [, = D. De plus § = (61,...,0,) € Tp(X) et
v = (v1,...,V,) est une collection de trivialisations v; : gr;(D) = Rx(6;). Ce foncteur

est représentable par un espace analytique rigide séparé d’apres [35, Theorem 2.4]. Soit
8



S2dm < &, le sous-ensemble admissible au sens de [34, Theorem 1.2], i.e. le sous-espace
ouvert adique’ maximal de S, tel qu’il existe un fibré vectoriel V sur S24™ et un mor-
phisme continu Gx — Autep__, (V) tels que Drlg
universel de S, sur S24™m. Cet ouvert est non vide car toute représentation cristalline a

poids de Hodge-Tate deux-a-deux distincts et Frobenius suffisamment générique permet
d’en construire un point.

(V) est 'image inverse du (¢, I' ¢ )-module

d
sadm

Soit 7 : SHadm — Sadm Je GL, -torseur des trivialisations du fibré vectoriel V. 11 existe
donc un isomorphisme 3 : ) ~ Ogmyadm sur SE’adm et I'action de Gx sur V est donnée

par un morphisme continu
7: . gK — GLn<F(SE,adIH, OSD,adm))-

Comme G est topologiquement engendré par un nombre fini d’éléments (voir par exemple
(59, Prop. 11.14 et 1.25 ]), 'ensemble des points z de SZ24™ ofi 7 se factorise a travers

GL,(D(S;™ O Dadm)) C GLn(F(SE’adm,OSE,adm))

est un ouvert admissible de 2™ Comme de plus G est compact, cet ouvert est non
vide. Rappelons, que 'on a fixé une représentation résiduelle 7 : Gx — GL,(kz). On
définit alors SZ(7) C SPa™ comme 'ouvert admissible non vide (en considérant des
relevés cristallins de ) des points = ou le morphisme 7, se réduit sur 7 modulo l'idéal
maximal de k(z)T. Il est alors immédiat de vérifier que SY(7) représente bien le foncteur
(2.2). Notons rx : Gx — GLn (0% () le morphisme universel sur SH(7).

On définit alors le morphisme & : S9(7) — T;* comme la composée du morphisme
SH(F) — SPadm —, Sadm , G qui est lisse de dimension relative n?, et de la projection
canonique S, — T/, qui est lisse de dimension relative [K : Qp]” 1) par [35, Theorem
2.4(i)]. Comme Ty, est lisse de dimension n[K : Q] +n, on en conclut que SU(7) est

lisse et équidimensionnel de dimension n? + n + "(”;1)[}( : Q). On a également un
morphisme SZ(7) — XY x 7;* donné par (r,F,,d,v) — (r,d). La description des points
de SY(7) montre que I'image de ce morphisme est exactement UZ}(7)™8. On obtient ainsi
un morphisme

p o ST — Xig(7)
d’image U (7)™®.

Montrons tout d’abord que 'espace X

() est équidimensionnel, de dimension

n(n+1)

2
D’aprés le Lemme 2.12 de [35], les points de UZ, (7)™8 sont strictement triangulins au sens

de [39, Def. 6.3.1]. Le Corollaire 6.3.10 de loc. cit. permet alors de construire un morphisme
projectif et birationnel, donc surjectif, f : XZ(7) — Xi(F) et, si D = Dilg(f*rx), une
filtration Fil,(D) C D de D par des sous-(¢, I')-modules de D ainsi que des suites exactes

courtes pour 1 <7< n

dim X5 (r) = n* + [K : Q)

0 — gr;D — Rgm,(ﬂ(&-) QL — M; — 0
ou L; est un fibré en droites sur X0

tri
O
sur X (7

() et M; un R0 -module qui est (localement
(7)) tué par une puissance de ¢ et de support un fermé analytique Z; ¢ X (7)
1. Nous utilisons ici le fait qu'un ouvert de I’espace adique associé a un espace analytique rigide quasi-

séparé est quasi-séparé et donc provient lui-méme d’un espace analytique rigide d’apres [36, §1.1.11].
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ne contenant aucune composante irréductible de X5 (7). On a de plus f~1(US(7)™8) C

trl( )\ U Z

Soit U ¢ XI.(7) lintersection du complémentaire de UU; Z; dans XT.(7) avec 1'image

réciproque de Tip, C T/ via XO(7) = X2(7) — T 1l s'agit d’'un ouvert de Zariski de

XU (F) qui contient f~H(U(7)*2), ce qui prouve qu’il est aussi Zariski dense dans X, (7 )
Notons UY — U le G" -torseur des trivialisations des fibrés en droites £;. L’espace U"

possede par construction la propriété suivante. Il existe des trivialisations canoniques des
images inverses des faisceaux £; sur U telles que, si ¢ : Y — U est un morphisme, et
s; des trivialisations Oy ~ ¢*(L;), il existe un unique morphisme Y — U" relevant g de
sorte que les s; sont les images inverses des trivialisations canoniques sur U". La propriété
universelle de S5(7) nous permet par ailleurs de construire un morphisme s : U2 — S5(7)

tel que 77 o s est la composée

v — U % XD ).
Comme f est la composée d’éclatements et de normalisations, on peut trouver un ouvert
de Zariski et Zariski dense V de X{(7) tel que f~' (V) C U et f induise un isomorphisme
de f~1(V) sur V. Notons de méme VY — f~1(V) le G" -torseur des trivialisations des
faisceaux L;];-1(v), il est facile de vérifier que VY n’est autre que I'image réciproque de
f~YV) dans U". La propriété universelle de V" — V permet de construire un morphisme
72 de 77 1(V) dans VF dont la composée avec V5 — f~1(V) est f~!|y o m7. On a alors

7TTD o s|yo = Idyo. Or, la description des points de S2(7) montre que le morphisme 7TD de

7 1(V) dans VU est injectif, on en conclut que I'on a donc egalement som? =1d_- (V)
ce qui implique, puisque tous les espaces sont réduits, que 7T— induit un 1somorphlsme de
71 (V) sur VY. Ainsi, V" est équidimensionnel de dimension n? +n 4 “ ”H)[ : Q)
VE — V étant un G"-torseur, on en conclut que l'ouvert V est équidimensionnel de
dimension n* + [K : @p]n () Comme V est un ouvert dense de X7.(7), il en est de

tri
méme de X.(7), ceci prouve le point (i).

2 (7) est lisse de dimension
relative n. Pour ce faire, il suffit de prouver que si x € SY(F) et y = (ry,0,) = 7 (z) €

Prouvons & présent que lapplication 7; de S9(7) vers X[

UL(7)™8, il existe un isomorphisme d’anneaux locaux complets
Osoirye = Oxg s -l
Notons A = Oxo ¢y, et B = (’)Sm . dans ce qui suit, de sorte que 7 induise un
tri Y

morphisme local d’anneaux locaux complets A — B.

Le morphisme de projection X (7) — XY donne lieu & un morphisme d’anneaux locaux
complets

Oxlj Ty — O X0 (),
En utilisant [43, Lem. 2.3.3 et Prop. 2.3.5], on voit qu’il existe de plus un isomorphisme
topologique entre (93@7 et RD I’anneau de déformation universel cadré de r,, la repré-
sentation galoisienne Izorrespondant au point y Soit F l'unique triangulation du (¢, 'k )-
module D de r, correspondant au point y et R .7 Vanneau de déformation universel cadré
de la paire (r,, F) en un sens évident. Comme précédemment, 'anneau B = 03[](;)7:6 est
naturellement isomorphe a une RE% r-algebre locale complete lisse de dimension relative
n. Fixons donc (z1, . .., x,) une famille de générateurs topologiques de la REy F-algebre B.

On définit alors une application continue A-linéaire de A[X7,...,X,] dans B envoyant
10



X, sur x;. Comme 'application R?y — B se factorise a travers 'anneau A, on obtient au
final une suite de morphismes

RI[Xy, .., Xl = A[Xy,..., X,] = B.

D’apres [4, Prop. 2.3.6 et 2.3.9], 'application naturelle REy — R?y F est surjective. Comme
I’anneau B est engendré par I'image de REy et par les x4,...,x,, on en conclut que 'ap-
plication A[Xj, ..., X,] — B est surjective. Ces deux anneaux locaux étant noethériens,
complets et de méme dimension, il suffit de prouver que A[Xy, ..., X,] est intégre pour
conclure que A[X7,...,X,] — B est un isomorphisme. Il suffit donc de prouver que
'anneau A est intégre. Comme Xi;(7) est réduit, on déduit de [9, §7.2,Prop. 8] que A est
réduit. Il suffit donc de prouver que cet anneau n’a qu’un seul idéal premier minimal. Pour
cela, il suffit de prouver que la fibre du normalisé XT:(7)" de XI:(7) au dessus de y est
un singleton. Remarquons que par la propriété universelle du normalisé, le morphisme
77 se factorise de fagon unique a travers Xi(7) puisque S”(7) est lisse donc normal.
Comme X:(7) est normal, il en est de méme de U et donc de UY. Ainsi le morphisme
U — X[\(7) se factorise de fagon unique & travers X;(7)’, de sorte que le diagramme

tri
ci-dessous est commutatif.

// |-

U~ — Xgli(f), - XtDri(f>

Puisque f~H(UL(7)™8) C U, l'existence de s montre que tous les points de X i(7) au
dessus de y € UL (7)™ sont dans I'image de S°(7) dans XZ: (7). Comme la fibre de
au-dessus de y est connexe (car isomorphe a G, puisqu’il y a seulement une triangulation
de r, de parametre ¢,), son image dans la fibre de X(7)" au dessus de y doit également

étre connexe. Comme cette fibre est finie, il s’agit d’un singleton.

Il suffit & présent de prouver (ii). Pour ce faire, on raisonne comme dans [35, Thm. 2.11].
Comme le morphisme 7 est lisse, son image U, (7)™8 dans X[ (7) est un ouvert adique par
(36, Prop. 1.7.8]. L’existence de s : U — SY(7) telle que 77 o s égale f|y composée avec
U" — U montre que UZ(7)™8 contient f(U). Par ailleurs, f étant surjective, 'inclusion
f~YUE.(7)™8) C U montre que f(U) = UL(7)™. Comme f est un morphisme projectif,
I'ensemble f(U) = UL (7)™ est une partie constructible au sens de Zariski de X=(7)
d’apres [35, Lem. 2.14]. On déduit alors de [35, Lem. 2.13] que UZi(7)™8 est un ouvert de

tri
tri
Zariski de X_.(7), en particulier admissible.

Le diagramme (2.1), la lissité des applications 7; et k, ainsi que le Lemme 5.8 montrent

alors que UZ: (7)™ est lisse et que 'application w’ est lisse, il en est donc de méme de

w. O

Remarque 2.7. Des résultats analogues ont également été obtenus par Bergdall ([5]) et
Liu ([48]).

2.3. Espaces de déformations cristallines et poids de Sen. Soit k un poids algé-

brique dominant. On note RE hemer RE/ N p, ol lintersection est prise sur 'ensemble

des idéaux premiers p, = Ker(z : RY — @p) tels que la représentation r, de G associée
a x est cristalline de poids de Hodge-Tate k. C’est une Op-algebre locale, plate, complete,

noethérienne, réduite de méme corps résiduel que R et par [42], pour A une @p-algébre

C

. : N Ok—cr _:
locale artinienne, un morphisme x : RY — A se factorise a travers Ry " si et seulement
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si r, est cristalline de poids de Hodge-Tate k. On note X=""" I'espace Spf(R= )rie et

on rappelle que ses composantes irréductibles sont en bijection canonique avec les com-
posantes irréductibles du schéma Spec(RY ’k_cr[%]). Par [38, Lem. 7.1.9], on note que ses
points sont aussi les mémes que les points fermés de Spec(Ry ’k_cr[%]).

Sir est une représentation cristalline du groupe Gy sur un L-espace vectoriel, on appelle

Frobenius cristallin linéarisé de r I'endomorphisme L-linéaire ¢@!%0'@l de
Dcris(r) ®K0®@pL,T L= (Bcris ®Qp T)gK ®KO®QPL’T L

pour un plongement 7 de K, dans L (la classe de conjugaison de ’endomorphisme obtenu
est alors indépendante du plongement).

Supposons désormais que k est strictement dominant. Soit  une représentation de Gy
de dimension n sur L, cristalline de poids de Hodge-Tate k. Supposons que les valeurs
propres du Frobenius cristallin linéarisé de r soient deux-a-deux distinctes (en particulier
Eo®] et diagonalisable quitte & agrandir L). Rappelons que 1'on appelle raffinement de
r un ordre de ces valeurs propres @1, .. ., ¢,. Le méme raisonnement que dans [4, § 2.4.2],
mais en utilisant [39, Cons. 6.2.4], montre qu’il y a une bijection entre raffinements de r et
(systémes de) parametres de r. Soit 1, ..., ¢, un raffinement de r, on peut alors définir
une filtration croissante de Dg;s(r) par des sous-Ky ®q, L-modules libres, en posant

E(Dcris(T» = @ Dcris<T)¢[K0:Qp]:¢j-
J<i
Une telle filtration définit, comme dans [4, § 2.4.1], un ordre sur les poids de Hodge-Tate
du module filtré Dar (r) xygq,2,-L pour tout 7 € Hom(K, L). Le raffinement est alors dit
non critique si, pour tout 7, les poids de Hodge-Tate de Dqgr(r) Ko®q, r-L sont ordonnés

dans lordre décroissant (attention que, contrairement a [4], nous supposons que le poids
de e est 1).

» ey . O k— . ;s .
Définition 2.8. Un point x de l’espace X7 est dit générique? si les valeurs propres
du Frobenius cristallin linéarisé de la représentation r, sont deux-a-deuz distinctes, et si
tous les raffinements de r, sont non critiques.

Un caractere continu 6 € 7(L) de K* dans L* est en particulier une fonction loca-
lement Q,-analytique sur K*. Sa différentielle dj en 1 € K™ est alors une application
Qp-linéaire de 'espace tangent de K en 1 dans L. Une Q,-base de cet espace tangent est
donnée par les différentielles en 1 des différents plongements 7 : K — L. On appelle alors
poids du caractere § les coordonnées de dd dans cette base, on note ces poids w, (). Plus
précisément on a dd = Y. w,(d)dr. D’apres le Lemme 2.1 de [54], 'application (w,) ainsi
construire de T (L) vers L] provient d'un morphisme d’espaces analytiques rigides
Tp — AF®!

Si V est une représentation continue de G sur un L-espace vectoriel de dimension finie.
Si 7 est un plongement de K dans L, on appelle 7-poids de Sen, les opposés des valeurs
propres de 'endomorphisme Oy sur Dsen (V) ® kg, .- L (cf. par exemple [6, §5.3]).

Proposition 2.9. Si z = (r,,0,) € Xi(7). Alors pour tout plongement T de K dans L,

Uensemble {w;(0;.)] 1 <i < n} est l'ensemble des T-poids de Sen de r,.

2. Cette définition est une version faible de la définition de [18, §3.18], différente de la notion de
généricité de [11, Déf. 5.2].
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tri tri(f)7 il SU‘fﬁt
de prouver l'assertion pour un point x € UZi(7)™8, puisque les applications w, sont
analytiques d’apres [7, §7.2]. Nous pouvons done, en utilisant le diagramme (2.1), nous
ramener a prouver le résultat pour les points de I’espace S7(7) et raisonner par récurrence
pour se ramener au cas o n = 1. Considérons donc la famille universelle R(6) sur 7r.
Par analyticité et Zariski-densité des caractere localement algébriques, il suffit de prouver

I’assertion en un point d, € T tel que (51]02 est un caractere algébrique. Nous sommes

Démonstration. Comme UL (7)™ est un ouvert de Zariski dense dans X,

donc ramenés & prouver l'assertion pour D = R(d,) avec d.(z) = [I, 7(z)* lorsque
z € Ok. Un calcul facile montre que w,(d,) = k,. Il reste donc a prouver que ©p agit
sur Dgen(R(d,)) par multiplication par k,. Quitte & multiplier ¢, par un caractére non
ramifié, on peut supposer que J, est a valeurs dans O,:(z), et donc que D est le (o, ['k)-

module associé au caractére d, orec™!. Or on sait qu'un tel caractére a pour 7-poids de
Hodge-Tate k.. U

Lemme 2.10. Soit X un espace rigide analytique réduit et D un (@, 'k )-module sur X.
Soit D1 un sous-Rx-module de D stable par ¢ et I'i. Supposons qu’il existe un morphisme
injectif de (¢,I")-modules

a:D; — Gy

ot G est un (p,I'k)-module localement sur X libre de rang 1. Si if(«) est un iso-
morphisme pour x dans une partie Zariski-dense de X, alors le morphisme o est un
isomorphisme.

Démonstration. C’est exactement le contenu de la preuve de [39, Cor. 6.3.10]. U

Lemme 2.11. Soit x = (r,,0,) un point de X:(T) tel que r, est une représentation

cristalline générique. Alors le caractére d, est localement algébrique, strictement dominant
et x € UD(7)™8.

Démonstration. La preuve qui suit est dans le méme esprit que [11, Prop. 9.2]. Comme
dans la preuve du Théoreme 2.6, il existe d’apres [39, Cor. 6.3.10] un morphisme propre
et birationnel X = XJ.(7) — XU.(7), ainsi qu'une filtration F, de Dy, I'image inverse
de Dy = DLg(rX) par des sous-R x-modules stables par ¢ et 'k telle que Fy = 0 et
F, = Dy, une famille (Li)1<i<n de Og-modules inversibles ainsi que des morphismes
injectifs

(073 Fi/Fi—l — RX((S%X) ®O}E’ ;Cz

qui sont des isomorphismes sur une partie Zariski-dense de X. Par [39, Cor. 6.3.10.(27)],

aq est alors automatiquement un isomorphisme. Fixons Z un antécédent de x dans X.
En spécialisant le (¢, ' )-module D¢ en &, on obtient en particulier une injection

Ay gt ,R/k(ac),K(él,x) — Z;(DX—) ~ Z;(Dx)

de (¢, I'k)-modules sur k(z). Considérons le saturé de I'image de ay ., ¢’est-a-dire I'inter-
section Im(ay ;) [$] Ni%(D,). D’aprés [4, Prop. 2.2.2] et [22], il sagit d’un (¢, T'x)-module
de rang 1, donc de la forme Ry, x(07) avec 8 € T (k(x)). Comme Ryz)x(01,5) est iso-
morphe a un sous-(¢, I'x )-module de Ry ),k (d7), il existe n € NFQ] tel que 01 = a™0].
Comme i (Dx) est le (¢, I')-module de la représentation cristalline r,, §; est le premier
terme d’un parametre ' = (07,...,0)) de ii(Dx). Les caractéres 0, et ¢’ sont locale-
ment algébriques de poids respectifs k = (k.;) et k' = (k] ;) et comme la représentation
galoisienne associée au (¢, [')-module i (Dx) est générique, ¢’ est un caractere domi-

nant. Par ailleurs, on déduit de la Proposition 2.9 que les ensembles {k,;|1 < i < n}
13



et {k; ;1 < i < n} sont égaux pour tout plongement 7 de K dans L, en particulier
I'ensemble {k ;|1 <@ <n}U{k.,} est de cardinal n. Dans la suite d’inégalités

k:7—71 Z k’/ﬂl > ]{/‘,/7_72 > ct > k,

T,

la premiere est donc nécessairement une égalité. Ceci étant vrai pour tout 7, on a 4, , =
0} 2> donc Ry (e) i (01,2) est un sous-module saturé de i;(Dx). Par [4, Lem. 2.2.3], on en
conclut que le Ry x-module (Dx) /Ry, ik (01,2) est libre. Ceci implique que, sur un
voisinage affinoide U; de & dans XLIi(7), le quotient Coker(a;) est un (¢, T'x)-module.
En particulier, le lemme 2.10 montre que 'application as est un isomorphisme sur Uj.
Par récurrence, on construit une suite décroissante de voisinages (U;)1<;<,, de T telle que,
sur U;, les application a; pour j < ¢ soient des isomorphismes. On conclut au final que

d, est un parametre du (¢, ['x)-module % (Dx), c’est-a-dire que le point x appartient a

UL (7)ree. O
Rappelons que T' = G}, est le tore diagonal de GL,. On introduit un automorphisme
tig de T(K) en posant
L (81, ,0) =0 - (01,--+,0; - (oreck) ™, -+ 3, - (coreckg)” )
ot dp = |- @] [F3® --®|-|x ™ est le caractere module de B(K). La raison d’étre de

cette paramétrisation est la suivante. Normalisons la correspondance locale de Langlands
pour GL,(K) de telle sorte que la représentation de Weil x; & -+ @ x,, corresponde a
'induite parabolique lisse non normalisée Indg%}égm (5}9/ . (x10reck -+ ® Xp O TeC K))
Si r est une représentation cristalline de dimension n de Gg sur L de poids de Hodge-
Tate k = (kri)1<i<nrKkoL strictement dominant, et 7 une représentation non ramifiée

irréductible de GL,(K) sur Q, telle que la représentation de Weil associée a r ([30]) cor-

1—n
responde a 7| det |2 par la correspondance de Langlands normalisée comme ci-dessus,
alors (01, -+ ,0,) est un parametre de r si et seulement si tx(d1, - - - , d,) est un systeme de
valeurs propres de T'(K) agissant sur Jp(m®g, Wn) ott Wy, est la représentation algébrique
irréductible de Res/g,(GL,) sur Q, de plus haut poids n = (ky; +i — 1)< . K0,
relativement a B et Jp est le foncteur de Jacquet comme étendu par Emerton aux repré-
sentations localement algébriques, cf. [26, Prop. 4.3.6].

2.4. Espaces de formes automorphes. Fixons F' un corps CM, i.e. une extension qua-
dratique totalement imaginaire d'un corps F'* C F totalement réel et notons ¢ I'unique
automorphisme non trivial de F' fixant F'*. Nous supposons de plus que toutes les places
de F'* divisant p sont complétement décomposées dans F' et que I'extension F'/F™T est
non ramifiée en toute place finie. Pour toute place finie w de F, on fixe une uniformisante
w, de F,. On choisit désormais le corps L tel que pour toute place v de F'* divisant p,
on a [Hom(F, L)| = [Ff : Q).

Supposons désormais n impair ou [F'T : Q] pair. Soit G un groupe unitaire a n variables
défini sur F'™, déployé par F', quasi-déployé en toute place finie et tel que G(FT ®gR) est
compact. On fixe UP C G(ALY) un sous-groupe compact ouvert de la forme [T, U, ou U,
est un sous-groupe compact ouvert de G(F,). Ici A} désigne les adeles finis de F'* hors
les places divisant p. On fixe aussi un ensemble fini S de places finies de F'* contenant
I'ensemble S, des places divisant p ainsi que I’ensemble des places v telles que U, n’est
pas hyperspécial, et on suppose que si v € S, alors v est totalement décomposée dans F'
(de maniere équivalente, on suppose U, hyperspécial en toutes les places de F'T inertes

dans F).
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Siv € S, fixons ¢ une place de F' divisant v et notons ¢ son image par ’automorphisme
c. L’inclusion de F't dans F induit donc deux isomorphismes F,” = Fj et Ff = Fye.
Fixons de plus un isomorphisme de groupes algébriques G X p+ F' =~ GL,, p. Si v est
décomposée dans F' et w est une place de F' divisant v, on obtient un isomorphisme
iw: G(FF) = GL,(F,). On suppose de plus que, pour v ¢ S, on a U, = i,'(GL,(OF,)),
condition qui ne dépend pas du choix de w divisant v. Pour v € S, notons K, le sous-
groupe compact maximal de G(F,") image réciproque par iz du groupe GL,(OF,). On
note aussi G, = [lyes, G(F)Y) et K, = [l,es, Koo On désigne par B, l'image inverse
par i; du sous-groupe des matrices triangulaires supérieures de GL,(F3) et T, et N, les
images inverses des sous-groupes de matrices diagonales et unipotentes supérieures. On
pose alors

B, = ][ B.. B) = B,N K,
vES)

N, =[] N, N) =N,NK,,
vES)

T,= 11 T, ) =T,NK,.
vES)

Enfin, on note B, et N, les sous-groupes de Borel et unipotent opposés a B, et N,. Si
IC {1,---,n} et v € S, on note P, ;, P, et L, les images réciproques de Pr(Fj),
P[(F@) et L[(Ff,)

Soit A = (Ar;) € (Z7)Hom(FTL) Un élément & € T, (L) est dit algébrique de poids A s'il
est de la forme ®,cg dx, OU Ay = (Ari)icicpr.presp- 1 est dit localement algébrique de
poids A §'il coincide avec ®,cg, 0, sur un sous-groupe ouvert de 7.

Si V =TI, V, est un sous-groupe compact ouvert de G(A%,) et o une représentation
continue de [, V, sur un Op-module topologique, on note S(V,0) le Op-module des
fonctions continues f : G(FT)\G(A¥,) — o telles que f(g-u) = u*(f(g)) pour tout
geEAR etuelV.

Si v est une place de F'* n’appartenant pas a S et décomposée dans F', on note T,
'algebre de Hecke sphérique du groupe G(F)") relativement a U, c¢’est-a-dire

Ty = OL[UNG(F,)/U.].

On pose alors T¥ = lig](&,e ;' Ty), la limite inductive étant prise sur l’ensemble des
parties finies de places finies de F'* décomposées dans I et d’intersection nulle avec
S. L’algebre T agit alors naturellement sur S(UPU,, o) pour tout sous-groupe compact
ouvert U, de G,. De plus cette action est fonctorielle en U, et en ¢ (en un sens évident).
Si w est une place de F' divisant v, on note T}, ; I’élément de T, de support U,7, U, ou
Yw.i est I'élément de G(F,") image réciproque par i,, de la matrice diagonale

5Z(ww) = (wwa"' 7ww717"' 71)
—_———

)

Considérons un corps quelconque C' et 6 : T¥ — C' un morphisme d’anneaux. Si p est
une représentation C-linéaire de Gr = Gal(F'/F') sur un C-espace vectoriel de dimension
finie, on dit que p est associée & 6 si pour toute place w de I au-dessus d’une place de F'*
n’appartenant pas a S et completement décomposée dans F', le polynéme caractéristique
de p(Frob,,) est donné par

(2.3) X" 4o (D) (Nw)U=D2T, X 4 (=) (Nw)" 2T,
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ou Frob,, est un Frobenius géométrique en w et Nw le cardinal du corps résiduel de F,,.
Si m est une représentation automorphe de G(Ap+) non ramifiée hors de S, il existe une
unique @p—représentation semi-simple p, de G associée au caractére de T donné par
Paction de TS sur la Q,-droite (75)V° ®@¢ Q, ot US = [Togs Uy (voir 20, Thm. 3.2.3]).

On dit qu’un idéal maximal m de I’algeébre T? est automorphe de niveau modéré U? s’il
existe une représentation algébrique o de K, sur un Op-module (avec topologie discrete)
qui est irréductible apres extension des scalaires de Op, a @p (donc de dimension finie
sur @,) et un sous-groupe compact ouvert U, de G, tels que S(UPU,,0)y # 0. En
particulier par ce qui précede (en procédant par exemple comme dans [27, § 3] ou [4,
§ 6.2.3]) il existe alors aussi une représentation continue py, de Gp sur un T /m-espace
vectoriel de dimension n associée au caractéere T2 — T°/m. On dit que I'idéal maximal
m est de plus non Eisenstein si p,, est absolument irréductible. Fixons désormais un tel
idéal maximal m automorphe de niveau modéré UP non Eisenstein et une représentation
algébrique o comme ci-dessus. On vérifie facilement a partir de (2.3) et des définitions que
les représentations irréductibles p) o c et py ® "' sont isomorphes (ot € est la réduction
de ¢ modulo p). Quitte & agrandir L, on suppose T°/m = k;. On suppose également
p > 2.

Soit p une représentation continue absolument irréductible de Gr sur un kp-espace
vectoriel de dimension n telle que p¥ oc = p® " ! et p est non ramifiée hors de S.
Alors le foncteur associant a toute Op-algebre locale artinienne A de corps résiduel £,
I’ensemble des classes d’isomorphisme de déformations ps de p a A non ramifiées en
dehors de S et vérifiant pY o c ~ ps ® " ! est pro-représentable par une Op-algebre
locale complete noethérienne de corps résiduel k7, notée Rj .

Pour tout sous-groupe compact ouvert U, de G, on note T°(UPU,, o), l'image de T
dans l'algebre des endomorphismes de S(UPU,, 0)w. De [60, Prop. 6.7] (notons que 'on
utilise ici p # 2) on déduit qu’il existe un morphisme canonique de Op-algebres locales
noethériennes completes

V: Rys — T(UPUp, 0)m

tel que, pour tout morphisme de Op-algebres 0 : T(UPU,,0)y — L' ot L' est une
extension finie de L, la composée f o1y définit une déformation de p,, associée au caractere

6.

On définit 'espace de cohomologie complétée du groupe G de niveau modéré UP, ou
espace des formes automorphes p-adiques de niveau modéré UP, comme la complétion de
I'espace ligUp S(UPU,, L) pour la norme définie par le réseau @Up S(UPU,, Op), la limite

inductive étant prise sur les sous-groupes compacts ouverts U, de G,. On note S (UP, L)
cet espace de Banach p-adique, qui s’identifie également a I’espace des fonctions continues
G(FT)\G(A%,)/U? — L muni de la norme sup. Il est naturellement muni d’une action
continue de G,, par translation & droite sur ces fonctions et d’une action continue de T* qui
commute & celle de G, ces actions préservant la boule unité S(UP, @) (i.e. I'adhérence
de liy, . S(UPUp, Op) dans S(U?, L)).

Notons que ces actions s’étendent au localisé S (UP, L), un espace de Banach p-adique
sur L qui s’identifie au complété de hﬂUp S(UPU,, L)y par rapport a hﬂUp S(UPU,, OL)m,
dont elles préservent la boule unité S(U?, Of)y. On en déduit que S(UP, L)y et S(UP, Op )

sont munis via ¢ d'une action continue de la Op-algebre 5, ¢ commutant a 'action de

G, (et qui coincide sur Oy, avec la multiplication scalaire).
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Si v est une place de F'™ divisant p, on note p; la restriction de py au groupe de dé-
composition en v. Rappelons que I'on a défini un sous-espace analytique rigide fermé et
réduit X5(p;) de Spf(RS )1 x T, correspondant aux déformations triangulines de p;
(Définition 2.4) ainsi qu'un ouvert admissible Zariski-dense UZ(p5)™8 de X (ps) (Théo-
réeme 2.6). On note X(p,) P'espace analytique rigide produit [Toes, X (ps), qui est
donc un sous-espace analytique rigide fermé et réduit de Spf (REp)rig X fn L ol REP dé-
signe @vespRgﬁ- De méme, on note U~

i (Pp)"® = Ilpes, Uni(Ps)™®, un ouvert admissible et
Zariski-dense de X(p,)-

3. LA VARIETE DE HECKE-TAYLOR-WILES

Nous conservons les notations et hypotheses de la partie précédente.

3.1. Vecteurs localement R-analytiques. Soit R une Op-algebre locale compléte noe-
thérienne commutative de corps résiduel ky. On munit R de sa topologie mg-adique ou
mp est I'idéal maximal de R. On désigne par la lettre G un groupe de Lie p-adique,
par G un sous-groupe compact ouvert de G, par D(Gy, L) les distributions localement
(Qp-)analytiques sur Gy a valeurs dans L (i.e. le dual continu des fonctions localement
Qp-analytiques Gy — L, cf. [55], [57], [25]) et par R[G] l'algebre d’Iwasawa de Go a
coefficients dans R. Rappelons que O [Gy][1/p] est le dual continu de I’espace de Banach
des fonctions continues Gy — L.

Définition 3.1. Soit Il un espace de Banach sur L muni d’une action continue de G et
d’une action de l’algébre R commutant a G dont la restriction a Op est la multiplication
scalaire et telle que Uapplication canonique R x 11 — II est continue. On dit que Il est une
représentation continue R-admissible si son dual continu 11" est un R[Gy][1/p]-module de

type fini.

Précisons que 'action de G sur Il est par translation a droite sur les fonctions et
l'action de R donnée par (r- f)(v) = f(r-v) (re R, f €I, v € II).

Exemple 3.1. Les espaces de Banach §(Up, L) et g(Up,L)m du § 2.4 sont des repré-
sentations continues Rj, s-admissibles de G, sur L (car leurs duaux sont en fait des
OL[K,][1/p]-modules de type fini).

Fixons dans la suite une présentation Op[X;, -, Xs] - R de R. On a un isomor-
phisme de Op-algebres topologiques OL[X1,--- , X,] ~ Oy[Z;] défini par X; — §; — 1
ot (61, ,d,) désigne la base canonique de Z;. Donc II' (comme dans la Définition

3.1) est en fait un OL[Z; x GoJ-module de type fini. Par [52, Thm. 3.5}, on voit que
IT est une représentation continue admissible de Z; x G sur L et que la Définition 3.1
est indépendante du choix du sous-groupe ouvert compact Gy de G. Inversement, toute
représentation continue admissible de Z5 x G sur L dont I'action induite de OL[Z?] se
factorise par R est une représentation continue R-admissible de G.

Définition 3.2. Soit Il une représentation continue R-admissible de G sur L. Un élément
de I est dit localement R-analytique s’il est localement analytique pour action de Z; X
G au sens de [55, § 7] (on montre ci-dessous que cela ne dépend pas du choiz de la
présentation choisie OL[Z;] — R de R).
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On note I1#2" le sous-espace de ces vecteurs localement analytiques. Rappelons que
c’est un L-espace vectoriel localement convexe de type compact stable sous I'action de
Ly x G ([55, § 7]).

Notons R'& = O(Spf(R)"8) l'algébre des fonctions globales sur l'espace analytique
rigide Spf(R)"¢. Concrétement, on peut en donner la description suivante (cf. [38, Def.
7.1.3]). Pour tout n > 1, on a dans R[1/p] le sous-anneau R[m%}/w]| (avec des notations
évidentes) dont on note R; la complétion w-adique. On a alors

R = lim(R; @0, L).

De plus [38, Lem. 7.2.2] montre que R™® est une L-algebre de Fréchet-Stein au sens de
[55, § 3]. Enfin, si S est une autre Op-algebre locale compléte noethérienne, on déduit de
[38, Prop. 7.2.4.g)] un isomorphisme

(3.1) R™®,S" ~ (R&o, S)"

(ot le produit tensoriel a gauche est dans la catégorie des L-algebres de Fréchet-Stein et a
droite dans la catégorie des Op-algebres locales complétes noethériennes). Rappelons par
ailleurs que Oy, [[Z;]]rig sidentifie a I'algebre D(Z;, L) des distributions localement analy-
tiques sur Z; a valeurs dans L (voir par exemple [54, Thm. 2.2]) et que I'on a un isomor-
phisme de L-algebres de Fréchet-Stein D(Z5 x Gy, L) = D(Z3, L)®,D(Gy, L) ([57, Prop.
A.3]) ott D(Z; x Gy, L) est 'algebre des distributions localement analytiques sur Z; x G a
valeurs dans L. La surjection OL[Z>] — R induit une application continue d’algebres de
Fréchet-Stein D(Z;, L) = Oy, [[Z;]]rig — R"& (qui en fait est encore surjective par le Lemme
5.1 en appendice). Par [55, Thm. 7.1], le dual continu de 'espace des vecteurs localement
analytiques de IT pour I'action de Z; x G s’identifie a D(Z; x Gy, L) ®0,[25xGo] IT.

Lemme 3.3. Soit I une représentation continue R-admissible de G sur L. On a un

isomorphisme de D(Z5, L)®1D(Gy, L)-modules de type fini
D(Zy x Go, L) @0, [z5xco] ' = (R D(Go, L)) @ g,y 1T

Démonstration. Soit I le noyau du morphisme Op[Z;] — R. D’aprés le Lemme 5.1 en
appendice, on a une suite exacte courte (topologique) d’espaces de Fréchet sur L

0 — D(Z, L) — D(Z, L) — R"® — 0.
De plus par [55, Thm. 4.11] D(Z;, L) est (fidelement) plat sur L ®o, Or[Z;], d’ou un
isomorphisme d’espaces de Fréchet D(Z;, L) ®o,[zs] {1 ~ D(Z;,, L)I. Comme D(G, L)
est un espace de Fréchet sur L, le foncteur D(Gy, L)@y — préserve les suites exactes

courtes d’espaces de Fréchet sur L (cf. par exemple [58, Lem. 4.13]), d’ot une suite
exacte d’espaces de Fréchet

0 — D(Go, L)®(D(Z3, L)I) = D(Go, L)&1D(Z, L) — D(Go, L)®LR™ — 0
et un isomorphisme
D(Go, L)®L(D(Zy, L)I) ~ (D(Go, L)&LD(Z;, L)) Q0,25 |

(rappelons que I est un Op[Z;]-module de type fini). Comme on a un isomorphisme
D(Gy x Z3, L) ~ D(Gy, L)®D(Z;, L), on obtient une suite exacte courte

0 — D(Gp x Z,,L) oy 2] I — D(Gy x Z;,L) — D(Go, L)®LR" — 0
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et donc un isomorphisme D(Gox Zy, L)®o, [z5] 12 = D(Go, L)® 1 R'&. Avec I'isomorphisme
(évident) R ®¢, [z5] OL[Z, x Go] = R[Go], on en déduit donc des isomorphismes de
D(Z; X Go, L)-modules (de type fini)

D(Zy, x Go, L) @0, [z5xc0] 1" ~ (D(Z, x Gy, L) ®0, [z5xc0] BLG0]) @R[y 1T’
(D(Zy, x Go, L)®0, [z3xao] B R0, [25] OLlZ; X Go])) @ rcop IV

(D(Z;, x Go, L) @0, [z5] 1) @rco) I

~(R"®,D(Gy, L)) @p[g,p IT'-

12

2

On a donc un isomorphisme d’espaces de Fréchet nucléaires sur L
(3.2) (T2 ~ (R™&®,D(Gy, L)) @pjeop 11"

qui montre bien par bidualité ([53, Cor. 1.4]) que le sous-espace des vecteurs localement
R-analytiques de II ne dépend pas du choix de la présentation de R.

On termine cette section avec la définition suivante. Si J C R est un idéal et II une
représentation de Banach R-admissible de G, on note I1[J] le sous-L-espace vectoriel des
v € II tels que J - v = 0 muni de la topologie induite. Si J est engendré par un seul
élément r € R, en dualisant la suite exacte 0 — II[J] — IT 5 TI (qui reste exacte car II
est une représentation admissible de Z; x G) on obtient un isomorphisme

(3.3) m[J) ~1/Jir
compatible a G et R. Par une récurrence immédiate (car J est de type fini), on en

déduit ce méme isomorphisme pour tout idéal J. En particulier on voit que II[.J] est une
représentation R/J-admissible de G.

3.2. La variété de Hecke-Taylor-Wiles. On fixe m un idéal maximal automorphe non
Eisenstein de niveau modéré UP de T® tel que T°/m = k;, comme au § 2.4, et on note
simplement p au lieu de py,.

On fixe g > 1 un entier (pour 'instant quelconque) et on note jo le quotient maximal
réduit et sans p-torsion de R (cf. [60, § 3]), R'¢ = ®v€SRE5 et Roo = R[zq, -+ ,z,].
On pose aussi

Soo = OL[[yla T 7yq]]

ouq=g+|[F: Q]@ + |S|n? et on note a = (y1,--,¥y,) C Seo. Quitte a rape-

tisser le niveau modéré UP en des places totalement décomposées (et & augmenter S en
conséquence), on suppose que pour tout h € G(A¥,) il vérifie

G(FT)N (hUPK,h™ ") = {1}.

Notons que la Op-algébre T (UPU,, L)y, du § 2.4 est réduite (et sans p-torsion) pour
tout sous-groupe ouvert compact U, de G, : cela se déduit de la semi-simplicité de la
G(AP,)-représentation lim, .5 (U, L) ®1, Q, ot la limite inductive est prise sur les sous-
groupes compacts ouverts U de G(A¥;) (cf. par exemple [21, Prop. 3.3.2]). En particulier
l'action de R;g sur S(UP, L)y se factorise par Rs;s — R;s ou R;s est 'anneau de
déformation associé au probleme de déformation (avec les notations de [21, § 2.3])

S= (F/F+,S, ga OL)ﬁ’ gl_n(s;‘/FJm{R?g}UGS)
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avec S = {U|v e S}etd r/p+ le caractere quadratique de Gal(F/FT) associé & I'extension
F/F*. Notre probleme global de déformations n’est pas cadré, 'anneau R; s est donc ici
I'anneau noté RE™ dans [60].

Rappelons qu'une représentation continue R.,-admissible de G, sur L est dite unitaire
si pour un choix de norme la boule unité est stable par G}, et par R. Le théoreme suivant
est essentiellement contenu dans les résultats de [15, § 2.

Théoréme 3.4. Supposons p > 2n + 2 et que p reste absolument irréductible aprés
restriction a G, ot (, est une racine primitive p-icme de ['unité. Il existe un entier
g > 1 tel que l'on ait une représentation continue Ro-admissible unitaire 1o, de G,
sur L et des morphismes de Op-algébres locales Soo — Roo €t R — R;s vérifiant les
propriétés suivantes

(i) il existe une boule unité 11° C I, stable par G, et Ry telle que

My, = (1% ) = Homp, (IT°,, OF)

est un Seo[K,]-module projectif de type fini (via S — Rso) ;

(i) il existe un isomorphisme Ry /aRs =~ Rss de Op-algébres locales noethériennes
complétes et un isomorphisme de représentations continues R /aRq-admissibles
unitaires de G, sur L

(3.4) Mofa] ~ S(UP, L)y,

Démonstration. Une telle représentation continue est essentiellement construite dans [15,
Cor. 2.9] en prenant pour Il le dual continu du R [K,]-module de type fini M, de
loc. cit. (cf. [52, Thm. 3.5], on utilise comme au § 3.1 que R, [K,] est un quotient de
I'algebre d’Iwasawa de Z; x K, pour s convenable). La seule différence avec [15, § 2] est
qu'il faut remplacer la place p de F'* fixée au-dessus de p par I'ensemble S, (i.e. toutes les
places au-dessus de p) et I'ensemble T' = S, U{v; } (ot vy est une place hors p décomposée
particuliere dont le but est d’obtenir des propriétés de multiplicité 1 dont nous n’avons
pas besoin, cf. [15, § 2.3]) par 'ensemble 7" = S. En remplacant donc le probleme de
déformation Sp,, de [15, § 2.5] par le probleme de déformation (en adaptant les notations
de loc. cit.)

(F/F+a SU QN7 57 U @Nv OL?ﬁ? 61_7152‘/F+7 {R,Elf;}ves U {R%f?}UEQN)7

une preuve analogue a celle de [15, Cor. 2.9] donne le M, recherché. 4

La représentation continue I, du Théoreme 3.4 est donc a la fois une représentation
R-admissible de GG, et une représentation S.-admissible.

Rappelons que nous avons fixé au § 2.4 un sous-groupe de Borel B, C G, de tore
diagonal T),. En appliquant le foncteur Jp, défini par Emerton dans [26, Def. 3.4.5] a
la représentation I1f==2" de G, (cf. Remarque 3.5 ci-dessous) et en prenant le dual
continu, on obtient un R, O(T,, ;)-module coadmissible .J p, (IT%>=20) au sens de [55,
§ 3] (voir aussi [25, § 1.2]), qui lui-méme correspond a un unique faisceau cohérent M,
sur Spf(Roo)" x 1, T, (au sens de [9, § 9.4]) tel que

r (Spf(Roo)rig X, pr,MOO) ~ JBP(Hf”OOO*an)/

(voir encore par exemple [55, § 3] et la discussion qui précede le Lemme 3.3).
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Remarque 3.5. Précisons un peu le point précédent. A proprement parler, Emerton ne
construit le foncteur Jp que pour une représentation localement analytique du groupe
des Q,-points d’un sous-groupe parabolique P dun groupe réductif défini sur QQ,. Mais
si 'on fixe une présentation OL[[Z;]] — R, de l'algébre R,, comme au § 3.1, on peut
voir [T12==2" comme une représentation localement analytique du groupe Ly X G (qui ne
dépend pas de la présentation, cf. § 3.1). Il ne s’agit pas du groupe des Q,-points d'un
groupe réductif, mais il n’est pas difficile de vérifier que la construction de Jp, s’étend au
groupe Z; X Gp.

On suppose que l'extension L de Q, est suffisamment grande de telle sorte que, pour
tout v € S, les composantes irréductibles du schéma Spec(R{%[l /p]) soient géométrique-
ment irréductibles (i.e. C' X, @p reste un schéma irréductible pour toute composante
irréductible C' de Spec(R3, [1/p])).

Si X est un espace analytique rigide et M un faisceau cohérent sur X, on appelle
support schématique de M la variété analytique rigide dont ’espace sous-jacent est le

fermé analytique {z € X| M, # 0} de X (cf. (]9, § 9.5.2 Prop.4])) et le faisceau structural
est donné par Ox/Z ou Z C Ox est le faisceau cohérent d’idéaux annulateurs de M.

Définition 3.6. On note X,(p) C Spf(Rso)™® X1, YA}J,L le support schématique du faisceau
cohérent My,. On note également X,(p)™? la nilréduction de X,(p), au sens de [9, p.
389], que l'on appelle variété de Hecke-Taylor-Wiles.

Nous prouverons en fait plus loin que X,(p) est un espace analytique réduit, de sorte
que X,(p) = Xp(ﬁ)red-

Il sera utile dans la suite de désigner par .’{Ep I’espace analytique rigide Spf (®v6 S\S, REﬁ)rig
et par %gp I’espace Spf (@Ue SpREﬁ)rig. On note U la boule ouverte de rayon 1, autrement
dit I'espace analytique rigide Spf(O[T])". On a Spf(Rs )" ~ Z{Ep x X5, x U9 par (38,
Prop. 7.2.4.g)].

Si V est une représentation localement analytique de 7}, et J est un caractere localement
analytique de T}, on note V7»= le sous-espace de V ot 'action de T}, se factorise par 4.

Proposition 3.7. Soit z = (y,0) € (Spf(Reo)"® x T,.1)(L). Notons p, lidéal mazimal de
Ro[1/p] correspondant au point y. Alors x € X,(p) si et seulement si (Jp, (s [ps]™))™»=°
est non nul.

Démonstration. De méme qu’en [27, Prop. 2.3.3(7ii)], la fibre de M, en x est duale de
(Jp, (T~ [pa]) 7",

Pour conclure on utilise isomorphisme Jg, (oo [p,]™) =~ Jp, (ITE="")[p,] qui résulte

de l'exactitude du foncteur II +— II*" (qui est une conséquence de [55, Thm. 7.1]), de
'exactitude a gauche du foncteur Jp, ([26, Lem. 3.4.7]) et de I'isomorphisme (3.3). [

3.3. Premieres propriétés.

Proposition 3.8. L’inclusion %=~ C [15=7 provenant du morphisme Ss — Roo
est une éqalité.

Démonstration. Notons A l'image de R [K,] dans End(M,). Fixons ey,--- , e, une

famille de générateurs du S [K,]-module de type fini M, (voir (i) du Théoreme 3.4).
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L’application f +— (f(e1), -, f(em)), ou f € A C End(My), permet d’identifier A & un
sous-Su [ Kp]-module de M7. L'isomorphisme S [ K] ~ OL[ZIx K] ainsi que [46, Prop.
V.2.2.4] (combiné au fait que K, contient un pro-p-sous-groupe analytique d’indice fini)
montrent que Sy [K,] est un anneau noethérien. On en déduit que A est un Sy [K,]-
module de type fini. D’apres le Lemme 5.2 en appendice appliqué & S [K,] — A et
Roo[K] = A, on a (S [Kp])™ @5 [x,] A = A" =~ Ry [K,]"¢ ®r.[K,] A, ce qui prouve,
par (3.2) et [38, Prop. 7.2.4.g], que

(M3 = (SLE@LD(Kyp, L)) @, [1,] Too
~ (S Kp]™® @5 [x,] A) ®a T,
~ A8 @, I
~ Ry [K,]™ @p [x,] Ml
~ (RE®LD(K,, L)) Dpo[x,] Too
~ ([JHeomany’,

4

Notons W, I'espace Spf (S, )"8 x fg ;, qui joue ici le méme rdle que I'espace des poids
pour les variétés de Hecke. On définit en effet une application poids wy de X,(p) dans
Wa. comme la composée de 'inclusion de X,,(p) dans Spf(Ru. )" x T, ;, avec application
de Spf(Roo )" x T, 1, vers Spf(Sa.)" 8 x fsz = W déduite de la structure de Sy-algebre de
R et de la restriction T, ;, — f;?,L- Soit z € T}, un élément tel que |a(2)|, < 1 pour toute
racine positive a, relativement a B, du groupe G X g+ (F7 ®g Q,). On peut par exemple
choisir z = (2y)ves, € [lyes, Tv, Ol 2, désigne I'élément diagonal (@) ~', ..., @,,1). Il dé-

finit une application de restriction Spf(Sy, )™ x fn L — Weo X Gy, 1, déduite de I'inclusion
2% C T, et de l'isomorphisme d’espaces analytiques rigides Z ~ G,,. On note alors

£ Spf(Ro)™ X T, — Wio X G

sa composée avec le morphisme Spf(R,,)"8 x T w1 — Spf(Sa)8 x fp, 1, provenant de la
structure de Sy-algebre de R. Finalement on note g la projection Wy, X Gy, = Wee.

Notons Y le sous-groupe fermé de 7}, engendré par T]E et z. Ce sous-groupe vérifie les
conditions de la discussion précédant [26, Prop. 3.2.27]. On déduit alors de loc. cit., de
26, Prop. 3.2.23] et de la Proposition 5.3 de I'appendice que Jp, (ITf="2")" est également
un O(Ws X Gy, 1)-module coadmissible en identifiant Weo X G, & Spf(Se)™® X Y.
Comme précédemment, il s’agit de ’espace des sections globales d’un faisceau cohérent
N de Ow, g, ,-modules. Notons Z.(p) le support schématique de ce faisceau cohérent
dans W., X G, 1. L'application f de X,(p) dans Wy x G, 1, se factorise par Z,(p), on
note encore f lapplication f: X,(p) — Z,(p) obtenue ainsi. De méme, on note encore g
la restriction de g & Z,(p). On obtient ainsi un diagramme commutatif

X,(p) —= Z.(p)

NP

Weo.

Les espaces X,(p) et Z.(p) sont quasi-Stein puisque ce sont des fermés analytiques de

SPf(Rs) X1 Ty 1 et Wi X1, Gy, 1, qui sont eux-mémes quasi-Stein.
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Rappelons qu'une hypersurface de Fredholm de Wy, X G,, 1 est un fermé analytique
de la forme Z(F) pour F € 1 + TOW.){{T'}}, ou

Z(F) = {(2,t) € We X Gpp| F(x,t71) = 0},

et OWaso){{T'}} désigne Panneau des séries 3,5 a, I™ convergeant sur Wo, x A} (dans
24, §4], la notion d’hypersurface de Fredholm est définie en remplagant G,, ; par Aj,
mais cela ne change rien puisque I'ensemble des zéros d’une telle série F' est contenu dans
Pouvert Wy, X Gz, de Wy x A]).

Lemme 3.9. Le fermé analytique sous-jacent a Z,(p) est une hypersurface de Fredholm
de Weo X Gy 1. De plus, il existe un recouvrement admissible (U});e; de Z.(p) par des
affinoides U] tels que g induise une application finie surjective de U! sur un ouvert affi-
noide W; de Wy et que U] soit une composante connezxe de g~*(W;). Enfin, pour un tel
recouwvrement, pour tout i € I, le module T'(U], No) est un Oy (W;)-module projectif de

type fini.

Démonstration. D’apres la Proposition 5.3 de 'appendice, il existe un recouvrement ad-
missible de W,, par des ouverts affinoides Uy C Uy C -+ C U, C - -+, des Ay, = Oy (Uy)-
modules de Banach de type (Pr), Vj,, munis d’endomorphismes Aj-compacts 2, un sous-
groupe compact ouvert Ny C N, et un diagramme commutatif

—an S B
((TTEeoman) Noy! e Vit Vi1®a4,,, An eV
(3.5) zl Z}L+1J/ Z;L+1®1Ahl % th
((HEOOOfan)No)/ .. Vi1 Vh+1®Ah+1Ah P Vj, — -

de sorte que les lignes horizontales induisent un isomorphisme topologique
((HRoo—an)N())/ ~ lim Vh
- iy

(en ce qui concerne les notions de A,-module de Banach de type (Pr) et d’endomorphisme
Ajp-compact, nous renvoyons a [12, §2]).

Notons Fj, la série caractéristique de z, (cf. par exemple la fin de [12, §2]). 1l s’agit d'un
élément de A,{{T'}}. Les factorisations z, = [, 0 ay et 2541 @ 1a, = ay, © B, ainsi que
[12, Lemma 2.12] montrent que F}, coincide avec la série caractéristique de zj11 ® 14,.
On déduit alors de [12, Lemma 2.13] que I'image de Fj,, dans A,{{T'}} coincide avec
Fj,. On note F Pélément (Fy)p>1 de OWao){{T}}.

Montrons que le fermé analytique sous-jacent & Z,(p) est exactement 1’ensemble des
points (y, \) € Wa X Gy, 1, tels que F(y, \™') = 0. Fixons un tel x = (y, \) € Wao XG,, 1 et
h tel que y € U,. Comme l'espace Wy, X Gy, 1, est quasi-Stein, [40, Satz 2.4.3] montre que
la fibre de NV en z est non nulle si et seulement si I'(Uy X G, 1, Noo) @00, xG ) K () # 0,
ou k(z) désigne le corps résiduel de We, X1, Gy, 1, en . Les lemmes 5.5 et 5.6 en appendice
montrent que l'on a un isomorphisme

F(Uh X Gm,LaNoo) ~ @(Vh@Ah,Ah).
h'>h
On déduit alors de U'existence des fleches oy, et [y, ainsi que du diagramme (3.5), que la
fibre de N en x est non nulle si et seulement si V,/((zn, — A) Vi + p, Vi) # 0, ot p, est
I'idéal maximal de Ay, associé au point y. Or d’apres [51, Cor. 22.9], 'application 1—A"1z,
est un endomorphisme de Fredholm d’indice 0 de V;,/p,V}, (2, étant un endomorphisme

Ap-compact de V},, il induit un endomorphisme compact de V;,/p,V},), ce qui signifie que
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son noyau et son conoyau sont de méme dimension finie (cf. [51, §22] pour les notions
d’endomorphisme de Fredholm et d’indice). Ainsi (y,\) € X,(p) si et seulement si le
noyau de 1 — A1z, agissant sur V},/p,V}, est non nul, ce qui équivaut & demander que
A1 soit un zéro de la série caractéristique de zj, sur V4, /p,V;, (voir [12, Prop. 3.2] par
exemple). On conclut alors en remarquant que cette série caractéristique est 'image de
Fy, € Ap{{T'}} dans k(y){{T'}} par réduction modulo p, ([12, Lemma 2.13]).

D’apres [12, Thm. 4.6], il existe un recouvrement admissible du fermé analytique de
Z,(p) par des ouverts affinoides U/ tels que 'application g : Z,(p) — W induise une
application finie surjective U] — W, avec W; un ouvert affinoide de W,, et U/ soit
une composante connexe de g~ '(W;). Fixons i € I. La discussion des cing premiers
paragraphes de [12, § 5] montre alors que U/ est un fermé analytique de W; xp G, 1,
défini par un idéal engendré par un polynome Q(T') € 1+ TOw_(W;)[T] et tel que
F(T) = Q(T)S(T) ou S(T') est une série de Fredholm dans 1 + TOw, (W) {{T}} telle
que (@, S) = 1. On obtient ainsi, d’apres le Lemme 5.5,

(3.6) DU, N = Jim (Vi oy O (W) {({THH/Q(T))

UhDWi

ot T' agit sur V}, via z,*. Or on peut décomposer V;,® 4, Oy (W;) en une somme directe
N; @ F; ou N; est un Oy, (W;)-module projectif de rang deg @) sur lequel QQ*(z;,) s’annule
et Q*(zp,) est inversible sur F; (suivant [12, §3], Q*(T) = T9e9Q(T1)). Ainsi chaque
terme du systeme projectif (3.6) est un Oy (W;)-module projectif de rang deg@ et
'existence des fleches oy, ainsi que le fait que Q*(zp,) soit inversible sur F; montrent que
les fleches de transition du systéme (3.6) sont des isomorphismes. Ainsi I'(U/, N ) est un
Oy (W;)-module projectif de type fini. O

Proposition 3.10. Il existe un recouvrement admissible affinoide (U;);cr de X,(p) tel que
pour tout i, il existe W; ouvert affinoide de Wy tel que wx induise, en restriction a chaque
composante irréductible de U;, un morphisme fini surjectif sur W; et que Ox, 5 (U;) soit
isomorphe a une Oy, (W;)-algebre d’endomorphismes d’un O, (W;)-module projectif de
rang fini.

Démonstration. On fixe (U);e; un recouvrement affinoide admissible de Z,(p) comme
dans le Lemme 3.9, on pose U; = f~1(U!) et W; = g(U/). La famille (U;);c; est alors un
recouvrement ouvert admissible de X,(p). Nous allons prouver que chaque Uj; est affinoide
et que Ox, (5 (U;) est isomorphe & une sous-Oyy, (W;)-algebre de Endo,,_ w,)(T'(U}, Nx)).
Ceci implique en particulier que Ox, ;) (U;) est un Oy (W;)-module fini et que Iappli-
cation Oy, (W;) — Ox, (5 (U;) est injective. Comme un morphisme fini d’espaces rigides
est un morphisme propre, en particulier fermé, on en déduit que wy induit une appli-
cation finie surjective de U; sur W;. La surjectivité en restriction a chaque composante
irréductible est alors une conséquence de [16, Lem. 6.2.10].

Posons M = J Bp(l‘[é%o —an)'. D’apres le Lemme 5.6 en appendice, on a un isomorphisme
entre Ox, 5 (U;) et O(X,(0))®0(z.(5)Oz. (5 (U}). On déduit donc du Lemme 5.5 un iso-
morphisme de Oz_; (U;)-modules

['(Ui, Moo) =~ Ox,5)(Ui) ®o(x,(nM ~ T(U], Nuo).-

Ainsi, I'(U;, M) est en particulier un Oy, (W;)-module projectif de type fini par le

Lemme 3.9. Comme X,,(p) est le support de M, I'action de Ox, 5 (U;) sur I'(U;, M)

est fidele, en particulier Ox, (5 (U;) est isomorphe a une sous-Oy, (W;)-algebre de I'algebre

des endomorphismes Oy, (W;)-linéaires de I'(U;, M). O
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Corollaire 3.11. L’espace X,(p) est équidimensionnel de dimension

n(n+1)
g+[F @t
et n'a pas de composante immergée. De plus le morphisme f : X,(p) — Z.(p) est fini et
timage d’une composante irréductible de X,(p) par f est une composante irréductible de

Z.(p).

+ 1S|n?

Démonstration. Considérons un recouvrement de X,(p) par des ouverts affinoides U
comme dans la Proposition 3.10. Pour tout U, posons V = wx(U), alors B = Ox,;(U)
est une A=0,y_(V)-algebre agissant fidelement sur un A-module projectif de type fini
M. Ceci 1mphque que si y est un point de U d’image x dans V', I'anneau B est 1somorphe
A un sous-A,-module d’'un A,-module libre de type fini (on utilise le fait que 'anneau A,
est complet donc hensehen) Si pestun idéal premier associé de B , il existe par « définition
un plongement de By /p dans B Comme A, est intégre, on en dedult que le A,-module
B,/p est sans A,-torsion, c’est donc un A,-module de dimension dim(A,). La Proposi-
tion 16.1.9. de [31] montre alors que B, /p est un B,-module de dimension dim(A,). En
particulier, Ey est équidimensionnel et sans composante immergée, de dimension

dim(A,) = dim(Wa)

=q+n[F":Q
— g+ (@D e g
— g+ 0S|+ [F* :@]”W;l).

Par ailleurs, 'application wy de U dans V' est surjective (voir la preuve de la Proposition
3.10). Comme f est par ailleurs fini, I'image d’une composante irréductible de X,(p)
par wx est une composante irréductible de W,,. On en déduit que l'image d'une telle
composante par f est nécessairement de dimension supérieure ou égale a dim(W,,) =
dim(Z,(p)), il s’agit donc d’une composante irréductible de Z,(p). O

Corollaire 3.12. L’image d’une composante irréductible de X,(p) par le morphisme wx
est un ouvert de Zariski de W

Démonstration. Le corollaire 3.11 montre qu’il suffit de prouver que I'image d’une com-
posante irréductible de Z,(p) par g est un ouvert Zariski de W,,. C’est alors une consé-
quence de la preuve de [16, Cor. 6.4.4] puisque Z,(p) est une hypersurface de Fredholm
par le Lemme 3.9, et que d’apres [24, Thm. 4.2.2], une composante irréductible d’une
hypersurface de Fredholm est une hypersurface de Fredholm. O

3.4. Série principale localement QQ,-analytique de G,. Le groupe G, est le groupe
des Q,-points du groupe Q,-algébrique [],cs, Resp+ /QPGLn, F+> qui est un groupe réduc-
tif quasi-déployé. Le sous-groupe B, est le groupe des Q,-points du Q,-sous-groupe de
Borel [I,es, Resp+ /Qy Bp+. Dans la suite, on appelle sous-groupe parabolique standard le
groupe des Q-points d’un sous-groupe parabolique de [],cg, Resp+ /Q, GL,, p+ contenant
[Tves, Resps o, Brs+ (un tel groupe étant automatiquement défini sur @p). Si P est un
sous-groupe parabolique standard, on note P le groupe des Q,-points du sous-groupe

parabolique opposé.
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On note g, b, b, p, p les Q,-algebres de Lie des groupes G, B,, B,, P, et P,, lorsque
P, est un sous-groupe parabolique de G, contenant B, et P, le parabolique opposé
(relativement a T,). Si P, est un tel sous-groupe parabolique, on note Lp son sous-groupe
de Levi contenant T),. Si h est une Q,-algebre de Lie, on note by = b ®q, L. Comme L
est choisie de sorte que dim;, Hom(F* ®@q Q,, L) = [FT : Q], on a une décomposition
9L =~ Drctiom(r+,L) Or, OU §r = g ®p+ » L. Le groupe de Weyl de gy, se décompose alors
canoniquement en un produit [] cpom(p+ ) Wr, ou W est le groupe de Weyl de g,.

Les résultats et preuves des §2 et §3 de [10] restent valables mutatis mutandis dans ce
contexte. On peut définir la catégorie O}, de [37] comme dans [10, §2] et définir suivant
Orlik et Strauch ([50]), pour toute représentation lisse de longueur finie 7p de Lp, et tout

objet M de la catégorie OF,, une représentation localement analytique admissible de G,

alg»
. Gy
notée ‘Fﬁp (M,7p).

De méme, si P désigne un sous-groupe parabolique standard de [],¢g, Resp+ /QPGLn Pt

et M un objet de Oglg, on dit que P est maximal pour M, si M n’appartient pas a
q

la sous-catégorie pleine O,
strictement P.

pour tout sous-groupe parabolique standard () contenant

On a alors le résultat suivant.

Théoréme 3.13 ([50], [10]). (i) La construction (M, 7p) — ]:%’(M, 7p) est fonctorielle
et exacte en les deuxr arguments.

(ii) Si M est un U(gr)-module simple, P est mazimal pour M et wp est irréductible, la
représentation ]—"%’(M, 7p) est irréductible.

Rappelons que (—)" désigne le foncteur de dualité sur la catégorie Oglg (cf.[37, §3.2] et
37, §9.3])

Si H C G, est un sous-groupe et 7 une représentation de P, sur un L-espace vectoriel,
on note Indgp(ﬁ) I'induite lisse non normalisée de 7, c’est-a-dire le L-espace vectoriel des
fonctions localement constantes f : G, — 7 telles que f(hg) = h- f(g) pour tout h € H
et g € G,. Il est muni de I'action lisse de G, par translation a droite. On note indfl” (m)
le sous-espace stable par G, des fonctions a support compact.

3.5. Densité des points classiques. Rappelons que, pour K extension finie de Q,,
on a défini a la fin du §2.2 un automorphisme tx de 'espace des caracteres continus du
groupe T'(K). On désigne par ¢ la version globale de cet automorphisme, c¢’est-a-dire que
on pose ¢ = (tp+ )ves,, automorphisme de fp,L.

Soit z = (y,0) € X,(p)(L) C (Spf(Roo)"® x T,,1)(L). Notons p, I'idéal maximal de
Roo[:;] correspondant au point y € Spf(R.,)"8(L) = Hom(Roo[%D],L) et posons, pour le
moment, IT = II[p,]. De la caractérisation des points de X,(p) donnée par la Proposition
3.7, on déduit que

HOIHTp (5, JBP (Han))) 7é 0.
Supposons que 0 soit un caractere localement algébrique de 7, de poids dominant A €
oes, (ZM)F 2@l Par définition, la représentation II*® est trés fortement admissible (cf. [28,
Def. 0.12]), on peut donc appliquer le Théoreme 4.3 de [11] qui donne un isomorphisme

(37)  Homg, (Jfgj((U(gL) Bus) (—)\))V,éB;&SAl),Ha“> ~ Homg, (5, J5, (T1*")).
26



L’apparition du caractére module 5;}13 par rapport a loc. cit. vient du fait que nous avons
choisi la paramétrisation d’Emerton pour le foncteur Jp,.

Notons L()) le U(gr)-module simple de plus haut poids A relativement & by. Comme
A est dominant, il s’agit d’'un L-espace vectoriel de dimension finie. De plus, 'action de
g sur L(\) sétend de fagon unique en une représentation algébrique du groupe G,,. Par
ailleurs, il existe une injection de U(gr)-modules L(A)" — (U(gr) ®y,) (—A))”. Par le
(i) du Théoreme 3.13, cette injection induit une surjection continue entre représentations
localement analytiques admissibles de G,

F5' (U(ar) @u,) (—A)Y, 650003 ") = F&2 (L, Indg! (65)66,1)).

Lorsque la représentation Ind%’; (55;5 6y 1) est irréductible, elle est isomorphe & Indg;’ (6051
en utilisant les isomorphismes

Ind%? (x) =~ Ind§f (™) et Indgy (x) =~ Ind5 (x*d,)

entre induites paraboliques lisses, w, désignant 1’élément du groupe de Weyl de G, de
longueur maximale (relativement a ’ensemble de racines simples défini par le choix de
B,).

Au final on obtient une injection

(3.8) Homg, (L(/\) QL Ind%;(égj(sé;l), H) < Homy, (6, Jp, (T1™))

Définition 3.14. Un point = = (y,0) € (Spf(Raso)"® x T,.1)(L) est dit classique de poids
A si le membre de gauche de (3.8) est non nul.

Siz = (y,0) € (Spf(Rso)"® x T,,1)(L), et v € S,, on note y, la composante en v de
Pimage de y dans X7(p,) = [I,es, X~ (ps), on note alors r,, la classe d’isomorphisme de
représentation de Gp, correspondant a y,. De méme on note ¢, la composante en v de 0
via la décomposition fp ~ Jlyes, T,.

Proposition 3.15. Soit (y,1(0)) € X,(p)(L) un point classique de poids X. Supposons
que pour tout v € Sp, la représentation Indgz(évégj) soit absolument irréductible. Alors
la représentation ry, est cristalline de poids de Hodge-Tate

(kr,i = )\m' - (2 - 1))T€Hom(F+,L),1§i§n-

De plus, l’ensemble des valeurs propres du Frobenius cristallin de v, ,, est

{va,i = 5U,i(wv) : H 519771-('@@)_1‘ 1 S 1 S n}

TEHom(FJ,L)

Si de plus le raffinement (y,;)1<i<n est non critique, alors (y,,d,) € X (ps)-

Démonstration. Si x = (y,(d)) est un point classique de poids dominant A, le caractere
x = 1(6)d; ! est lisse et non ramifié. De plus, x se décompose naturellement en un produit
tensoriel @,cg, Xv, OU X, €st un caractere lisse et non ramifié de 7,. Comme la représen-

tation Ind%’ (x,) est absolument irréductible, on a ., X, Tl 51 pour i # j (voir

par exemple [44]). Soit H(A) l'algebre de Hecke Endg, (indf{; L(\)). 11 existe un unique
caractere 0, : H(A) — L tel que

(3.9) L(N) @ Ind5? (x) = indg? (L(N) @y L(6,).
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L’existence d'un tel caractére résulte par exemple de I'isomorphisme du bas de la page
670 de [56] et de la remarque suivant la Conjecture page 673 de loc. cit..

Par réciprocité de Frobenius, on a un isomorphisme
Homy, (L()), ) =~ Homg, (indi? L()), M),

qui fournit ainsi une action de I'algebre commutative H () sur 'espace Homp, (L(A), ),
que I'on note I (). Comme le point z est classique, il existe un morphisme non nul de
L(\) ®r Ind%’f(x) dans II[p,], I'isomorphisme (3.9) implique alors qu'’il existe un sous-
espace non nul de IT(\)[p,] sur lequel H(N) agit via 6,. Comme le point x est classique
de poids A, on a IIo(A)[p,] # 0. Le Lemme 4.16 de [15], appliqué a a représentation
o = L()\), implique alors que pour v € S,, la représentation r,, de G, est cristalline
de poids k, = (kf,i)TeHom(Fj,L),lgign ou k,; = Ar; — (1 — 1) et que le Frobenius cristallin
linéarisé de r,, a pour valeurs propres (p;,) ol @;, = X;i(w@,)|@,|; ™. Plus précisément
les décompositions G}, = [l,cs, G et K, = [l cs, Ko permettent de décomposer H(A)
en produit tensoriel ®,cs H(A,) ot H(A,) désigne l'algebre des endomorphismes de
ind%L()\v). Le Théoreme 4.1 de [15] permet alors de construire un unique morphisme
de L-algebres n, : H(\,) — Rgﬁ’k”%r[%} qui interpole la correspondance de Langlands
comme normalisée dans le §2.2. On peut alors, en raisonnant exactement comme dans la
preuve de [15, Lem. 4.16], prouver que 'action de REﬁ sur II () se factorise par RS Heer

Py
|;|,kvfcr [ 1

et que l'action de H(A,) se déduit alors de cette action de R, 5 via n,.

Tout ceci implique au final que r,, est trianguline et a un parametre égal a

Ox,Xo - (e orecyr,...,e " orecys) - dp. = b,

La derniere assertion est immédiate car, si le raffinement est non critique, le caractere 4,
est un parametre de r,, d’apres [4, Prop. 2.4.7]. O

Il est commode d’introduire la notion suivante.

Définition 3.16. Un point = = (y,8) € X,(p)(L) C (Spf(Ruo)" x T, 1) (L) est dit tres
classique de poids \ si la restriction de 6 a T]? est un caractére algébrique de poids entier
dominant \ et si

L) ®p Ind%;(dag;a;l)

Gp

est le seul sous-quotient irréductible de Indg
p

(6051)2 sur lequel existe une norme G-
P
tmvariante.

Remarque 3.17. La représentation Ind%’ (55;;)” a les mémes sous-quotients irréduc-
P
tibles que

Fr(U(81) @u(s,, (=), 005 '05)).

Il résulte de cette remarque et de (3.7) qu’un point trés classique est en particulier clas-
sique. L’assertion inverse étant fausse!

Théoreme 3.18. Les points classiques forment une partie Zariski-dense et d’accumu-
lation de X,(p). Plus précisément, pour tout point x de X,(p) de poids algébrique et X
une composante irréductible de X,(p) contenant x, il existe un voisinage affinoide U de
x dans X et une partie W de fﬁL tels que wy' (Spf(Sx)™™ x W) N U soit Zariski-dense
dans U et constitué de points trés classiques, a parametre régulier non critique.
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Démonstration. Soit x € X,(p) de poids algébrique. La Proposition 3.10 nous permet de
considérer U un voisinage affinoide et connexe de x dans la composante X fixée, tel que
wx (U) est un ouvert affinoide et la restriction de wx a U est une application finie de U sur
wx (U). Comme U est affinoide, les n|S,| fonctions analytiques rigides (y, §) — (65&;)(%71)
sont bornées sur U (rappelons que l'on a défini 5, comme I'image d’une uniformisante
@, par le cocaractére 3; de G, .+ dans GL, g, =~ G+). Fixons donc C > 0 tel que

(3.10) O < 0 ((8,05)) (30.)) < €

pour tout v € S,, 1 <i <mnet(y,d) € U. Soit Z 'ensemble des caracteres algébriques
dominants § € 7)) de poids A tels que pour tout 7: F* < Q,,

)\1’7- — )\2’7- > 2(0 + 1),

3.11
(3.11) Xir — Ni1r > Nic1r — X + (C+ 1), pouri > 2.

Nous allons prouver que tous les points de wy' (Spf(S,)™ x Z) sont classiques et non
critiques.

En effet, 'ensemble Z s’accumule en tout caractére algébrique de fg 1, On en conclut

que si V' est un ouvert irréductible de fzg ; contenant un poids algébrique, alors VN Z est
Zariski-dense dans V', ce qui implique que wy (U)N(Spf(Ss )8 x Z) est Zariski-dense dans
wx (U). Par finitude et surjectivité de wx |y, on en déduit que wi' (Spf(Ss )8 x Z)NU est
Zariski-dense dans 1'ouvert irréductible U. En effet, si ce n’était pas le cas, par connexité
de U, le plus petit fermé analytique contenant wy' (Spf(Ss )™ x Z)NU serait de dimension
< dim(U), donc son image par wx également. Or, par finitude de wy : U — wx(U), cette
image est un fermé analytique contenant (Spf(Ss)™ x Z) Nwx(U), ce qui contredit la
Zariski-densité de cet ensemble dans wx (U) et le fait que dim(U) = dim(wx (U)).

Soit donc = € wy'(Spf(Ss )™ x Z)NU. Reprenons les notations de la discussion suivant
la Définition 3.14 et de la preuve de la Proposition 3.15.

Nous affirmons que pour tout sous-groupe de Levi standard L; de GL,,, et pour tout

v € Sy, 'induite parabolique lisse Ind%’u - Lr (Xu05)) est irréductible. En effet, d’apres [61,

Thm. 4.2], il suffit pour cela de vérifier que pour tout i < j on a

Vgt (Xv,j<wv)Xv,i(wv)_1 @, l]7") > 1,

c’est-a-dire
Upt (00,5 (wv)dv,i(wv)_”wv’i_i) >1+ Z (Arj — Ari),

r€Hom(F,,L)

ce qui est une conséquence de la condition (3.11). Ainsi, pour tout sous-groupe parabo-
lique standard P de G, si Lp désigne I'unique sous-groupe de Levi de P contenant 7T}, la

+
représentation Indﬁi "B, ()«51};), isomorphe & ®,es, Indfi”r(]%v)(xvégj), est irréductible.

Pour prouver que x est tres classique, il suffit de prouver que L(\) ®p, Indgz’:(x) est le

seul sous-quotient irréductible de Ind%p (555;)“ admettant une norme invariante.
p

Il résulte du Théoreme 3.13 que les sous-quotients irréductibles de la série principale
localement analytique Ind%” (55;;)“ sont exactement les }'gp(]\/[ , ), o M est un sous-
P

quotient irréductible de U(gz) ®p,) (—A), P le sous-groupe parabolique maximal pour

M et 7 la représentation lisse irréductible Ind%P Ly (X(%l). Si M est un tel sous-quotient,
p P
alors il existe w dans le groupe de Weyl W de g tel que M est isomorphe a M_,,.5, le
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U(gr)-module simple de plus haut poids —w - A (relativement au sous-groupe de Borel
b1). Nous allons prouver que si fg” (M_y.5, ) est muni d’une norme stable par G, alors
w = 1. Si P est un sous-groupe parabolique de GG, contenant B, notons Lp le facteur
de Levi de P qui contient 7" et Np le radical unipotent de P. De plus on note Zp le
centralisateur de Lp dans G,. On note Z}, comme en [10, (12)], le sous-monoide de Zp
constitué des g € Zp tels que g(Np N K,)g~' C Np N K,,. Alors, d’apres le corollaire 3.5

de [10], si Fg:(M,w. x, Tp) admet une norme G -invariante, on doit avoir

(3.12) duwa(2)X(2)d5, (2) € O

pour tout z € Z;5. Décomposons P, en un produit P = [],¢ s, P» de sous-groupes para-
boliques selon la décomposition G, = [I,eg, GLn(F,"). Pour tout v € Sy, le groupe P,
est le groupe des F.-points d'un sous-groupe parabolique standard P;, de GL,, pour
I, C A. Si, pour tout v € S, on choisit 1 <4, <n —1 tel que i, ¢ I, et que 'on pose
Yoin = Bi, (), Vélément (7,4, )ves, de G, est en fait dans Z7.

D’apres [37, pages 186-187], pour v € S,, 'ensemble I, est la plus grande partie de A
telle que w; - A; est un poids dominant du groupe algébrique Lp, X g+ L (relativement au
Borel (B, N Lp,) Xp+ L) pour 7 € Hom(F,7, L). Siw, # 1, ona I, # {1,...,n — 1} et,
d’apres la proposition 5.4 appliquée a A + p, il est possible de trouver une racine simple
Qi ¢ 1, telle que

(W A=A, Bui,) < — IITliZ,H()\T,i — Arit1)-

Mais alors, puisque

< ZTEHom(FJr L) )\T’ﬂiv>
6>\ (/yUﬂ‘v) = Wo v )

on a avec (3.10) et (3.11) :

|5w~A(7v,iv)X(7v,iv)6Bu (,yvaiv)_llL - |5w')\_)\(’yv7iu)5U(7U,iv)6311 (fyvyiu)_l‘L
Z |wv|gfmini,r()\7,i7)\7',i+l) > 1
Ainsi, en posant z = (7,4, Jves,, on a bien z € Z7, tel que
|5w-,\f,\(2)X(2)5§i<z)|L > 1,

ce qui implique par (3.12) que ]—"g” (M_,.5, Tp) ne peut avoir de norme G,-invariante a
moins que w = 1. Ceci prouve que le point x est tres classique. Par ailleurs, les inégalités
(3.11) impliquent également que le raffinement de r,, déduit de d, est non critique (on
peut par exemple comparer ces inégalités aux conditions de [35, Lem. 2.9]). Enfin, le
parametre t~*(§) est régulier, ou de fagon équivalente on a y;, # Xj.| - [27*! pour tous
1 # jetwv eSS, cequiest une conséquence du fait que les représentations Indi’;ﬁﬁp (x)
sont toutes irréductibles.

Nous avons prouvé que I'ensemble des points classiques non critiques est un ensemble
d’accumulation dans X,,(p). Pour conclure qu’il est dense au sens de Zariski dans X,(p), il
suffit de montrer que toute composante irréductible de X,,(p) contient un point de poids
algébrique. Or c’est une conséquence du Corollaire 3.12 puisque les poids algébriques
forment une partie dense au sens de Zariski dans Ws. Il

Corollaire 3.19. L’espace analytique X,(p) est réduit.
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Démonstration. 1l suffit de prouver que chaque composante irréductible de X,,(p) contient
un point x dont 'anneau local est réduit. En effet, soit Z le nilradical de X,(p) (cf. ]9,
§9.5.1]). Il s’agit d’un faisceau cohérent d’idéaux sur X,(p). Comme d’apres le Corollaire
3.11, I'espace X,(p) est sans composante immergée, le support du faisceau Z est une
union de composantes irréductibles. Si chaque composante irréductible contient un point
réduit, c’est-a-dire un point dont I’anneau local complété est réduit, alors Z = 0 et X,(p)
est réduit. D’apres le Théoreme 3.18, toute composante irréductible de X,(p) contient
un point tres classique, il suffit donc de prouver que X,(p) est réduit en tout point tres
classique.

On raisonne alors comme dans [17, Prop. 3.9], 'espace des poids étant ici remplacé par
Wao. Soient z € X,(p) un point tres classique, disons de poids A, et z son image dans
Weo.

Soit U = Sp(B) un voisinage affinoide de = comme dans la Proposition 3.10, et V =
Sp(A) un ouvert affinoide de Wy, tel que wx induise une application finie surjective de
U sur V et que U soit une composante connexe de wy' (V). On note M = I'(U, My).
Il s’agit d'un A-module projectif de type fini et 'action de B sur M identifie B a une
sous-A-algebre de End4(M).

On déduit du Théoreme 3.18, quitte a rétrécir U, I'existence d’un ensemble Z de poids
algébriques dominants de YA’;{ 1, tels que (Spf(S.)"8 X Z) NV soit dense au sens de Zariski
dans V et que tous les points de wy' (Spf(S.)™ x Z) N U soient trés classiques et de
parametre régulier. On peut également, quitte a rétrécir U et V, supposer que V' est
isomorphe a un produit V; x V5, ou Vi et V5 sont des ouverts affinoides connexes de
Spf(Ss)"® et de ﬁg .- Nous allons prouver que pour tout A € Z, il existe un ouvert de
Zariski V), dense au sens de Zariski, de V N (Spf(S,)"® x {0x}) = Vi x {0,} tel que si
z € Vy, le B-module M ®4 k(z) est semi-simple. Comme [y V) est alors une partie
dense au sens de Zariski de V' (ce qui se déduit de la forme de V'), on conclut comme
dans la preuve de la Proposition 4.9 de [17].

Prouvons donc l'existence d'un tel V). Comme B est la sous-A-algebre de End (M)
engendrée par A, 'image de R, et la sous-algebre engendrée par T; , il suffit de construire
V), tel que pour z € V), le k(z)-espace vectoriel M ® 4 k(z) est semi-simple a la fois comme
Roo-module et comme k(z)[T,f]-module.

Si z € Spf(S.)"® x {dx}, notons p, C SOO[%} l'idéal maximal correspondant et k(z) son
corps résiduel. Notons ¥ = Homy.)(M ®4 k(2), k(2)). Comme M ®4 k(z) est 'ensemble
des sections de M, sur I'ensemble fini U Nwy'(2), la représentation X est isomorphe a
un facteur direct de JBP(Hfo"O_an[pz])ng‘k. On peut donc écrire ¥ ~ §\ @1, Lo, OU Doy
est une représentation lisse non ramifiée de dimension finie de 7),.

Le Théoreme 4.3 de [11] permet alors d’associer a tout morphisme X — Jp (ITf="2"[p.])
un morphisme de représentations G,-analytiques

(3.13) Fr((U(81) ©ugs,) (~N)s Boel05))) = Mol

Comme deux caracteres lisses de 7, ont une extension lisse non triviale si et seulement
si ils sont égaux, on en conclut que les facteurs de Jordan-Holder de ¥, coincident
avec les constituants du socle de Y. Remarquons de plus qu’'une extension lisse entre
deux caracteres non ramifiés de 7, est non ramifiée, donc X, est une représentation de

dimension finie du groupe 7,/ TI?. Or par construction de A\, U et V', si x est un caractere
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lisse du socle de Y, le seul sous-quotient de
Gy _
fgp (U(sL) ®u,) (N7, X(SB;)

admettant une norme G ,-invariante est son quotient localement algébrique. On en déduit
donc que les seuls sous-quotients de

Gy _
}—Ep (U(82) ®u,) (N7, 200(535))

admettant une norme G)-invariante se trouvent dans le quotient localement algébrique
L(A)@Llndgp (Xoo (05, ). Ainsi le morphisme (3.13) se factorise par L(A)@Llndgp (Zoo(05,))-
On obtient au final un isomorphisme

Homy, (2, Jp, (5" [p.])) =~ Homg, (L(\) @, Ind%’; (Yoo (95,)), oo[p-])-

e - : : , : :
Comme Ind” (¥eo (6 B;)) est une extension de longueur finie de représentations non rami-
p

fiées irréductibles, il existe un H := L[K,\G,/K,]-module de dimension finie M et un

isomorphisme G-équivariant entre Ind%" (Zoo(égi)) et indg’; (1) @3 M. En utilisant par
p

ailleurs [56, Lem. 1.4], on a donc au final un isomorphisme

Homs, (2, T, (157" [p.])) o Homg(a) (M, T (V) [p-]).

Or d’apres [15, Lemma 4.16] dont la preuve s’étend essentiellement verbatim & notre
situation, 'image de R, dans l'anneau des endomorphismes de Il (A\) est un anneau
réduit. Rappelons que I'action de R, sur II,. () se factorise a travers

Roo(N) == R,%k_cr[[xl, cezg]

ot A = (Ary) € Tloes, (Z")F ] est lié & k € [T,es, (Z")F ) par la relation usuelle
Ari = kri + (i —1). Comme II(\) est un Sm[%]—module projectif de type fini par
loc. cit., on déduit de [17, Lem. 3.10.(b)] qu’il existe un ouvert W de Spec(Soo[%]) tel
que pour tout point fermé z € W, le module Il (\) ® k(z) soit un R (\)-module
semi-simple. Posons alors V), = (W x {A}) NV. Si z € W, la représentation I1,,(\)[p.]
est donc un R,-module semi-simple d’apres ce qui précede. De plus, I'action de H(\)
sur IIo(A) se factorise par l'action de R, ()), via le morphisme H(\) — Rgp’k_cr déja
considéré dans la preuve de la Proposition 3.15. En particulier, comme I1(A)[p.] est un
R (X)-module semi-simple de dimension finie sur L, c’est également un H(\)-module
semi-simple. On en déduit donc que tout morphisme de M dans I1,,(\)[p.] se factorise
A travers le plus grand quotient semi-simple de M. Notons M. ce plus grand quotient.

Alors ind%’] (1) @1y M est le plus grand quotient semi-simple de Ind%z (Zoo(ég;)), il est
donc de la forme Ind%” (Ess(ég;)), ou Y est le plus grand quotient semi-simple de Y,

(utiliser I'exactitude du foncteur de Jacquet sur les représentations lisses). On obtient
donc au final

Homy, (2, Jp, (IT%=""[p.])) =~ Homy, (6) ®, S, Jp, (=" [p.])).

Comme ¥ est une sous-représentation de Jp, (IIf=~2"[p.]), on en conclut que ¥ est en
fait une représentation semi-simple de Tp+. U
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3.6. Composantes irréductibles de X,(p). Notons ¢ 'automorphisme
Idep X (Lt Jves, : %Ep x Ty — %Ep x T, 1.
Théoreme 3.20. L’immersion
X,(p) — SPf(Roo)™ x Ty ~ X5 x X5, x U9 x T,

induit un isomorphisme d’espaces analytiques rigides entre X, (p) et une union de com-
posantes irréductibles du sous-espace analytique fermé «(X:(p,)) X %Ep x U9 muni de sa
structure de sous-espace analytique fermé rédusit.

Démonstration. Nous allons prouver que le sous-espace analytique fermé de ’espace rigide
%%'p x X5, x U9 x T, 1, sous-jacent & X,,(p) est en réalité contenu dans ¢(Xi;(pp)) X X5, x U9,
Comme ces deux espaces sont équidimensionnels de méme dimension et que X,(p) est
réduit, on en conclut que X,(p) s’identifie bien en tant qu’espace analytique rigide a une
union de composantes irréductibles de «(X;(p,)) X X5, x U9, cette union étant munie de

sa structure réduite de sous-espace analytique fermé.

Par définition de ¢ et des variétés X,(p) et X1i(p,), les points treés classiques de X,(p)
appartiennent aussi & ((X2.(p,)) x X5, x U9. D’aprés le Théoréme 3.18, ils forment une
tri\/Mp P

partie dense au sens de Zariski de X,(p). Comme t(X}(pp)) x X5 x UY est une partie

tri

analytique fermée de %Ep X %gp x U9 x T, ».L, on obtient bien I'inclusion recherchée. [

Une composante irréductible de 'espace t(X_

i(pp)) X X5, x UY est un produit de la
forme +(X) x XP x U9, ot X est une composante irréductible de X i(p,) et XP une
composante irréductible de %Ep. Il nous parait raisonnable de conjecturer qu’a XP fixée,
les composantes irréductibles X de X,(p) de la forme ¢(X) x XP x UY ne dépendent
pas des choix globaux que nous avons faits, c’est-a-dire de G, de UP et du systéme de

Taylor-Wiles intervenant dans la construction de 1.

Définition 3.21. Soit XP une composante irréductible de %Ep. On dit qu’une composante
irréductible X de XLi(p,) est XP-automorphe si o(X) x XP x U9 est une composante
irréductible de X, (p).

Conjecture 3.22. Une composante irréductible X de X\(p,) est XP-automorphe si et

seulement st X N Ugi(pp)™8 contient un point cristallin.

Remarque 3.23. (i) Si S\S, = {v1}, ot vy est une place de F* comme en [15, § 2.3],
et UP est choisi comme dans loc. cit., alors X5, est lisse et irréductible.

(i) 1l résulte du Théoréme 3.18 (cf. la fin de la preuve) qu’une composante irréductible XP-
automorphe de X3i(p,) contient toujours un tel point cristallin. La Conjecture 3.22 peut
donc se reformuler comme suit : les composantes irréductibles de X,(p) sont exactement
les composantes 1(X) x XP x U9 ot XP est une composante irréductible de %Ep et X une
composante irréductible de X((p,) telle que X N UL (p,)™® contient un point cristallin
de poids de Hodge-Tate deux-a-deuz distincts.

Dans ce qui suit, si A € (Z")Hom(F VL) on note o(\) la représentation algébrique de
GL, p+ de plus haut poids A, et on note de méme sa restriction & GL,(Op+). Fixons un

poids k € [],eg, (Z")Hom VL) strictement dominant. On définit alors une représentation
o de K = [lyes, G(F,") en posant

Ok = ® o((kri+i— 1)TeHom(FJ,L),1gign)-
vES)
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La conjecture suivante apparait essentiellement dans I'article [29].

Conjecture 3.24. Soit X une composante irréductible de X5,. Soit k € [1,es, (Z)IF7 Q)

strictement dominant, [’espace Spf(R?,p’k*“)rig X XP x U9 est contenu dans le support du
Roo-module Hompg, (o, 1)

Remarque 3.25. En fait lorsque S = S, U {v1} ot vy est une place de F* vérifiant les
conditions de [29, §5.3], d’aprés [29, Thm. 5.5.2], la Conjecture 3.2/ est équivalente a la
Conjecture de Breuil-Mézard raffinée dans les cas cristallins énoncée en [29, Conj. 4.1.6].

Proposition 3.26. La conjecture 3.2 implique la conjecture 3.22.

Démonstration. Soit UP I'ensemble des points lisses de XP. Comme XP est réduit, il s’agit
d’un ouvert de Zariski, Zariski-dense dans XP par la Proposition 2.3. Soit X une com-
posante irréductible de m( ). Supposons que X N ULL(p,)™8 contienne un point x
cristallin. Son image w(z) € T° »1, est donc un caractere algébrique. D’apres le Théoreme
2.6, I'application w est lisse au point z. Il existe donc un voisinage affinoide connexe
U C U(pp)*® N X de z dont I'image par w est un ouvert affinoide de T0 En effet,
d’apres [1, Prop. 6.4.22], 'application w est plate en z. Quitte a se restremdre a des voi-
sinages affinoides de x et w(x), on peut voir w comme 'analytifié d’'un morphisme plat

entre schémas formels X — ). D’apres [1, Prop. 5.10.14], un tel morphisme se factorise

enX Lu Y ou j est une immersion ouverte et g est fidelement plate, on conclut alors
en observant qu'une application fidélement plate est surjective (on peut aussi appliquer
[36, Prop. 1.7.8]).

Comme de plus I'ensemble des caracteres algébriques strictement dominants dans T 12 L
s’accumule en l'ensemble des caracteres algébriques, il existe k strictement dominant
tel que dx € w(U). Fixons un tel k. D’apres [35, Cor. 2.7], on peut choisir le point
y = (y1.52) € U x W tel que w(y1) = bk et y1 € X5 . Soit p un ideal maximal de R[]

dont l'intersection avec Rloc[%] soit 'idéal du point y.

La Conjecture 3.24 implique alors que HOIIle<O'k, ~[p]) # 0. On déduit alors de [15,
Lemma 4.16], dont la preuve s’étend verbatim & notre situation, que 1'on a un isomor-
phisme

Hom, (0, oo [p]) ~ Home, (0 @ 7(p), Too[p])

ou 7(p) désigne la représentation lisse irréductible de G, de la série principale, telle que

(p) ® |det |15 corresponde au point p N RDk “ par la correspondance de Langlands

locale (i.e. par la correspondance de Langlands locale appliquée en chaque place v divisant
p). On déduit de ceci et du calcul du module de Jacquet de oy @ 7(p) que tous les points
de {(¢(y1),y2)} x UY sont dans le support de My,. Comme {y} x U¢ est un ensemble
irréductible de points lisses de X7 (p,) x X5, x U9, il est inclus dans une unique composante
irréductible de cet espace. Comme d’apres le T heoreme 3.20 le support de M, est une
union de composantes irréductibles, on en déduit que I'image par ¢ de cette composante
irréductible est incluse dans X, (p). Remarquons a présent que I'ouvert U est connexe,
donc cette composante irréductible contient également le point x de depart. Comme =z
est également un point lisse de X;(p,) x %Ep x U9, I'ensemble X x XP x U9 est I'unique

composante irréductible contenant ce point, on a donc au final ¢(X)xXPxU¢ C X,(p). O

Proposition 3.27. La conjecture 3.22 implique la conjecture 3.24.
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Démonstration. Soit XP une composante irréductible de %EP et dx un caractere algébrique

strictement dominant de 7},. Soit X, une composante irréductible de %?p’k%r. D’apres [19,
Lem. 4.4], on peut choisir

O,k—cr ~ O,ky—cr
Tp = (To)ues, € Xp C X5 > [ X5
vES)

tel que la représentation cristalline de Gg, associée a x, soit générique pour tout v € S,
au sens de la Définition 2.8. Soit ¢ le caractere dxn de T, ou n est le caractere lisse non
ramifié de la forme [],eg, 7, avec 7, I'unique caractere lisse non ramifié de T, envoyant

(1,...,2,) sur [T, gpf(m ou (¢1,...,py,) est une suite de valeurs propres du Frobenius
cristallin de z,. Le Lemme 2.11 implique en particulier que le point (z,,d) appartient

a Ugi(7)™e. Sous la Conjecture 3.22, on a donc {(z,,d)} x XP x U9 C X,(p). Notons

tri
temporairement

Gp . 1Gp _
JTEP (6) := fgp (U(gr) Que,) <_>‘)77753;)7
o A = (kri+i— 1) cxom(rt 1)1<i<n- Fixons z € {(2,,6)} x XP x U9. Comme z € X,(p),
il existe un morphisme non trivial de ]:gp(é) vers I, [p,]*". Pour prouver que le point v,

image de = dans Spf(R«)"® est dans le support de Homg, (05,11 ), il suffit de prouver
que ce morphisme se factorise par le quotient localement algébrique de ]—"gp(d). Or si
p

ce n’était pas le cas, la description des facteurs de Jordan-Holder de ]_—gp (0) (cf. [11,

Cor. 4.6]) implique qu'il existerait un caractere localement algébrique non dominant dans
le socle de la T)-représentation Jp, (Il [p,]**) et donc un point de X,,(p) dont la projection
dans X{;(p,) est de la forme (z,,d") avec &’ un caractere localement algébrique de poids
non dominant, ce qui contredit le Lemme 2.11. O

4. APPLICATION AUX VARIETES DE HECKE

4.1. L’espace des représentations galoisiennes de pente finie. Rappelons que I'on
a défini au §2.4 le Banach p-adiques S(U?, L) de niveau modéré UP.

Soit S, p et S comme aux §2.4 et §3.2, et X, s = Spf(R;s)"8. On désigne par Y (U?, p)
la sous-variété analytique rigide de X;s X fn 1, support du faisceau cohérent My» défini
par Jp, (S(UP, L)™). 1l s’agit de la définition de la variété de Hecke ([16]) proposée dans
[27]. Les méthodes de [17, §3.8] permettent de montrer qu’il s’agit d’un espace rigide

analytique réduit.

Notons Ry, l'algébre ®,csR; et RY. T'algebre ®,csR;, et X, = Spf(R;,)™. On a
alors une décomposition en produit I{ES ~ %EP X %EI, et on définit

Xei(ps) = XtDri(ﬁp) X %Ep - %ES X fp,b

On désigne par Xij(ps)™™ le sous-espace analytique rigide fermé de Xi(p,) X X5, union
des composantes irréductibles X x XP, ou X parcourt I’ensemble des composantes ir-
réductibles XP-automorphes (cf. Déf. 3.21) et XP parcourt l’ensemble des composantes
irréductibles de %Ep. L’espace X::(ps)*'* dépend donc des choix faits dans le Théoréme

tri
3.4.

Ce méme choix donne lieu & un morphisme local de Op-algebres locales RES — Rss

obtenu par composition de l'inclusion naturelle RES — R, avec le morphisme surjectif
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Ry — Rps du Théoreme 3.4. Passant aux espaces analytiques rigides associés, on obtient
une application X; s — %ES

Le but de cette partie est de comparer les espaces Y (U?, p) et
X (P = o(XE(09)) 2 Xy
Ce dernier espace est introduit dans [33] (avec fs pour « finite slope »).

Remarque 4.1. On a R; s = R; 5@ po RES. En particulier on a
PSs
%ﬁ,s - Spf(Rﬁ7S>ng Xspf(R%ls)rig Spf(Rpl;S)rlg

Chaque RE@ est le plus grand quotient réduit et sans p-torsion de RE«;' On déduit alors de
la preuve de [43, Lem. 3.4.12] que RES est le plus grand quotient réduit et sans p-torsion
de RES. Ainsi Spf(RES)rig et Spf(RES)’rig ont méme espace sous-jacent, et donc les espaces
analytiques rigides Spf(R; s)"¢ et X5 ont méme espace sous-jacent.

Nous aurons également besoin des notations suivantes. L’espace analytique rigide X2 s
étant un produit d’espaces analytiques rigides réduits, est réduit. L’ensemble de ses points
lisses forme donc un ouvert au sens de Zariski qui est non vide et Zariski-dense. Notons
X578 cet ouvert. Soit

pp
X(p)i® = Xps Xae@ xxD, (L(U

tri

()™%) x X3°%)

Il s’agit d'un ouvert au sens de Zariski de X (p)g. On définit alors Y (U, p)™® le sous-
espace analytique ouvert (au sens de Zariski) de Y (UP, p) dont l'espace sous-jacent est
donné par Y (UP, p) N X (p)® et muni de la structure d’espace analytique rigide induite
par celle de Y(U?, p).

O ; / O T
Remarquons que comme Xi..(ps) est un sous-espace analytique fermé de X5, X Ty L,

tri

'espace X (p)gs est un sous-espace analytique fermé de X; s x Tp7 L

Théoréme 4.2. Dans X,s x Ty, on a une égalité d’ensembles fermés analytiques
Y(UP,p) = Xps Xa U Xizi(Ps)™).

Démonstration. L’isomorphisme R; s ~ R, /a se traduit, en termes d’espaces analytiques
rigides par un isomorphisme X;.s ~ Sp(L) Xspe(s..)is (X5, x UY), Iapplication Sp(L) —

Spf(Se)™® provenant de la spécialisation y; — 0, ce qui nous permet d’identifier X; s
a un sous-espace analytique rigide fermé de X, x fva. Par exactitude a gauche du
foncteur Jp, ainsi que du foncteur de passage aux vecteurs localement analytiques, on
a Jp,(Ilf="")[a] ~ Jg (Il[a]*"). L’isomorphisme (3.4) montre alors que le faisceau
cohérent My» sur X5 s x 7297 1, est 'image inverse du faisceau cohérent M, sur X, x fz?, L-
On en conclut que le support de My» en tant que partie fermée analytique coincide
avec I'image inverse du support de M, c’est-a-dire est le fermé analytique sous-jacent
& Sp(L) Xgpt(s.0 )iz Xp(p). I suffit a présent de remarquer que X,(p) = o(Xg;(ps)™™) x U
par le Théoreme 3.20 et que

SP(L) X spe(s.cyris (L( X (ps)™) x U9) o Sp(L) Xspe(s.0yris X X0 (U(Xim(ps)™) x U?)
>~ (SP(L) Xspi(Sae)ris Xoo) Xx8 U X (ps)™)
~ X %xn U Xi(ps)™)-
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Corollaire 4.3. La conjecture 4.16 de [33] est vraie lorsque p vérifie les hypothéses des
§2.4 et 3.2.

Nous allons désormais montrer que la Conjecture 3.22 implique une partie des conjec-
tures de [11]. Pour cela, plagons dans le contexte de loc. cit. et supposons donc que
F} = Q, pour tout v € S,. Remarquons qu’il n'y a pas de difficulté non typographique
a étendre [11], ainsi que le Corollaire 4.4 ci-dessous, au cas général.

Soit 7 une représentation automorphe de G' qui vérifie les conditions suivantes :
(i) 7V" # 0, en particulier 7 est non ramifiée hors de S';
(ii) pour v € Sy, prs = prlg, est cristalline générique au sens de [11, Déf. 5.2]%;
(iii) p, est isomorphe a p.

On note p, I'idéal maximal de R g[1/p] correspondant a p;.

Corollaire 4.4. Supposons que p > 2n + 2 et ﬁ‘gF(cp) est absolument irréductible. Alors
la partie « existence » de la Conjecture 6.5 de [11] est vraie dans le cas cristallin. Plus
28 (wy) (les notations

]

précisément, pour tout caractere n = []yes, n(wglg, ws) avec wglg < w
sont celles de [11]), on a

~

Homy, (1, J5, (S(Up, L)™' [px])) # 0.

Remarque 4.5. La condition (ii) peut étre remplacée par la condition plus faible sui-
vante :

(11)” pour tout v € S,, prs est cristalline, pour tout plongement de F.S dans L, les
poids de Hodge-Tate de pr; sont deux-d-deux distincts, et sid, est un paramétre de py 5,
on a 6,; # 0y pour i # j. En effet, par compatibilité local-global (cf. [14, Thm. 1.1])

. . . s . . GLy (Ff
on sait que m, est isomorphe d une représentation lisse de la forme Indp ( )(m) avec

_ —7+1 s . , . s s
nv,mv’; # ||j[,vfr . C’est une conséquence du fait que m, est une représentation tempérée de

GL,.(E)) (¢f. [13, Thm. 1.2]) ainsi que de la classification des représentations tempérées
non ramifiées ([44, §2.1 et 2.2]).

Démonstration. Soit (pr,t(9)) € Y(UP, p) avec p, automorphe vérifiant les hypotheses
(i) a (iv) de [11, §6], en particulier p, est cristalline aux places de S, et ¢ localement
algébrique strictement dominant, i.e. de la forme 0 = [[,cg, (0k, M) avec d, strictement
dominant (au sens du début du §2.2 avec K = F)") et n, un caractére lisse de T,,. Rap-
pelons que, si ky = (kri)icicp oy € (z)Hom(F,
S};IOIH(F;— ,

L) alors il existe w, = (Wr) gy, €
L) tel que 8y, (k)7 €St un parametre de Prlar, o0 wy(ky) = (k. =10 1<icnrrror
(cf. par exemple [11, Lem. 6.4] ot 'hypothese F,” = Q, ne joue aucun réle). En particulier,
le point (px, (p7r|GFﬁ 90k (G, (ko) TI0) ) e, » (p7r|GF7J Jues,) est dans

X5 30 (U(Usi(Pp)™®) x Xp) C Xps Xan Xii(ps).

Si I'on suppose la Conjecture 3.22, il est donc dans X; 5 X ;o0 Xi}
PS

4.2, on en déduit que le point (pr, t(ITyes, Ow, (k,)7)) est dans Y (UP, p). Par [11, Prop. 8.1]
appliqué avec X, = S, = {v|p} (loc. cit. suppose F,” = Q,, mais ce point est inutile dans la
preuve ici aussi), on en déduit que Y (U, p) contient tous les points (px, t(ITves, uwr, (ko))

(ps)"*. Par le Théoréme

pour tout w, = (w}), g+, dans SHom(F.L) te] que w!. < w, pour tous T et v (pour

3. Attention, ce n’est pas la Définition 2.8 du présent article.
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I'ordre de Bruhat sur S,,). En particulier, lorsque F, = Q, pour tout v € S,, on voit que
la Conjecture 3.22 implique que tous les points compagnons de (p,¢(d)) prévus par [11,
Conj. 6.5] pour ¥, = S, (aux changements de notations pres) sont bien dans Y (U?, p). O

4.2. Un résultat de modularité infinitésimale. Soit k € [],cg, (Z™)F" @] un poids
strictement dominant. Fixons 7 une représentation automorphe de G vérifiant les condi-
tions suivantes :

(i) " #0;

(ii) pour v € Sy, prs = pxlg, est cristalline de poids k, et admet un raffinement non
critique;

(iii) pour v € S,, les valeurs propres du Frobenius cristallin de p.; sont deux-a-deux
distinctes;

(iv) pn est isomorphe a p.

Rappelons que 'on note E:O I'image de R, dans I'anneau des endomorphismes S,-
linéaires de Homg, (0, [Io). D’apres [15, Lem. 4.17], le Ry-module Homg, (0%, )" est

un El;[l /p]-module projectif de type fini. Comme par ailleurs Homg, (0%, 1) est un
Se[1/p]-module projectif de type fini, 'anneau E:o[l/p] est une S, [1/p]-algebre finie et
plate.

La représentation p, correspond alors a un point de X;s. Notons y son image dans
Spf(Ruo)" ainsi que (yp, ¥, Yoo) ses coordonnées dans la décomposition

Spf(Roo)"™® = X7 x X5, x Y.

D’apres [13, Thm. 1.2], la représentation 7 est tempérée en toute place de F*. En particu-
lier, on déduit de [3, Lem. 1.3.2.(1)] que le point y? est un point lisse de %pp, il appartient
donc a une unique composante irréductible de cet espace. Fixons x = ®,cg, X» un carac-
tere lisse non ramifié de 7, tel que d, := dk, X, est un parametre non critique de p, ; pour
tout v € S, et donc, en posant 6 = ®,eg, dv, que (pr,d) € Y(UP, p)*e. Si Ff = Q,, on
déduit de [4, Prop. 6.4.8] et de la remarque 4.5 qu'’il existe toujours un tel caractere et
la partie non critique de ’hypothese (ii) ci-dessus est superflue. En particulier, pour tout
v € Sy, on a (prs,0p) € UL (pri) 8.

Lemme 4.6. Le schéma Spec(RX [1/p]) est fini étale au-dessus d'un ouwvert de Zariski
de Spec(Swo[1/p]). De plus, le point y provenant de m appartient d cet ouvert.

Démonstration. Comme R~ ~[1/p] est une S,.[1/p|-algebre finie et plate et que Sy [1/p] est
integre, 11 suffit de montrer qu’il existe un point fermé de Spec(R, R -|1/p]) ot le morphisme
Spec(R [1 /p]) — Spec(Swo[1/p]) est étale. Pour prouver les deux assertions simultané-
ment, il suffit de prouver que tous les points fermés de Spec(R, [1 /p]) au- dessus de I'idéal

d’augmentation a de Sw[1/p] sont étales, autrement dit que 'anneau RS ~[1/p]/a est ré-
duit. Or, Homg, (ok, 1) /a ~ Hopr(ak,H [a]) est l'espace de formes automorphes

S(UPK,,0);. Comme Hompg, (0, 1)  est un ﬁl;[l/p]-module localement libre de type

fini et fidele, E};[l /p]/a s’identifie a la sous-L-algebre des endomorphismes L-linéaires de
S(UPK,, 0); engendrée par les opérateurs de Hecke hors de S qui est bien semi-simple. [

On note Xi(pp)k la fibre w™'(dk) et Ugi(pp)i® son intersection avec Ugl(p,) 8. De

méme, on note X,(p)" 8 et X,(p) ¢ les intersections respectives de X,(p) avec l'espace

UUS(P)%) x 258 x U7 et t(UG(p)ic®) x X5 x U9,

tri tri
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Proposition 4.7. (i) L’ensemble US' C X, (p)y® des points de X,(p)® ou lapplication
wx de X,(p) dans Wy est étale forme un ouvert dense de Zariski de X,(p)c®.

(ii) Si z € Y(UP, p) est le point associé a (m,1(d)), alors l'image de z dans X,(p) appar-
tient a UE".

Démonstration. Par changement de base au dessus de l'inclusion canonique d’une fibre
{0(0k)} X Spf(Se)™™® < W, on sait qu'en un point de X,(p)® ou I'application wx est
étale, Papplication X,(p);c® — Spf(Ss )" (déduite par changement de base) est a fortiori
étale. Comme 'action de S, sur Il se factorise par R, on a un diagramme commutatif

—\reg k—cry
Xp(p)® — Spf(R,, )"

(4.1) \ l

Spf (S )"e.

En effet, si v € S,, d’apres [35, Prop. 2.6, le relevement p; de p; correspondant a un
point de X,(p),® est potentiellement semi-stable. De plus comme p; est trianguline de
parametre 0, € T,, le quotient de deux valeurs propres distinctes de son Frobenius
cristallin n’appartient pas a {1,¢,}, donc p; est nécessairement de monodromie nulle,
c’est-a-dire cristalline.

En utilisant le Théoreme 3.20 ainsi que (le raisonnement de) [35, Prop. 4.8], on montre
que la fleche horizontale supérieure est étale. En particulier, ’ensemble recherché est
contenu dans 'ensemble des points de Spf(Rk “Yrie ol la fleche verticale en (4.1) est
étale. Remarquons que ce dernier ensemble coincide avec ’ensemble des points fermés
de Spec(RS, “'[1/p]) ou Spec(i ~'I1/p]) est étale au-dessus de Spec(Sso[1/p]). Définis-
sons alors U C X,(p)® comme 'image remproque de I’ensemble des points fermés de
Spec( “11/p]) pour lesquels 'application Spec(Ry, “[1/p]) — Spec(Ss[1/p]) est étale.
Le Lemme 4.6 (avec 'intégrité de So[1/p]) montre alors que pour prouver (i), il suffit de
prouver qu’aux points de UE', I'application wx de X,(p) dans W, est étale.

Soit 2z € UL'. Considérons le diagramme suivant

X (p)res ——— Was .

Les deux fleches diagonales sont lisses. Celle de droite car il s’agit d’'une projection de
fibre lisse. Celle de gauche car il s’agit d’une projection de fibre lisse, composée avec
I’application poids X{(p,) — T ', qui est lisse au point y, d’apres le (iii) du Théoreme
2.6 et le fait que X,(p)™® est un ouvert de t(Ugi(pp)™®) x X5, x UY (ce qui se déduit des
Théoremes 2.6 (ii) et 3.20). On déduit alors du Lemme 5.7 de 'appendice que I’application
horizontale est lisse si et seulement si I’application obtenue par changement de base entre
les fibres au-dessus de w(y) est lisse. Or, par changement de base, wx devient la fleche
diagonale du diagramme (4.1) et par définition de U I'application horizontale est lisse

apres changement de base, ce qui nous permet de conclure.

Le point (ii) est alors une application immédiate de (i) et du fait que le point classique
z € Y(UP,p) C u(Xi(pp)) x X5 x U9 est en fait dans o(Upi(pp)™8) x %D 8 X U9 (cf. 1a

tri tri
discussion précédant le Lemme 4.6). 0
39



On peut également s’intéresser a la structure « schématique » de 'espace
X555 X30 Xgi(ps). Dans cette direction, on a le résultat suivant.
S

Théoréme 4.8. Les espaces analytiques rigides Xp,5 X0 (X (ps)™8) et Y (UP, p)™°8
s

tri

sont isomorphes.

Démonstration. Comme ces deux espaces rigides analytiques ont le méme espaces sous-
jacent, il suffit de prouver qu’ils sont tous les deux réduits. L’espace Y (U?,p) est le
sous-espace fermé de Spf(R., )" x fn 1, défini par I'idéal annulateur Zy» du faisceau co-
hérent My» défini par JBp(g(Up,L)%n). Comme ce faisceau est annulé par l'idéal a, le
faisceau d’idéaux Zy» contient le sous-faisceau d’idéaux engendré par a et par l'idéal
annulateur de M. Ceci implique que l'inclusion Y (U?, p) C X (p)g est en fait un mor-
phisme d’espaces analyt1ques rigides. D’apres le Théoreme 4.2 les espaces Y (UP, p)™8 et
X;5 X 0 L(XH(ps)™br8) ont méme espace sous-jacent. Il suffit donc de prouver que

I’espace
Xps Xx0, (X (s)™78) = Sp(L) Xspi(sie)ric Xp(P) 8

est réduit. Il résulte du Corollaire 3.11 et de [27, §3.2] que les espaces X,(p) et Y (UP, p)
sont tous deux équidimensionnels de dimensions respectives g + [F : Q]@ + |S|n?
et [F* : QJn. Ainsi dim(X,(p)) — dim(Y (U?, p)) est égal & g ol ¢ est aussi le cardinal
d’une suite de générateurs yy,...,y, de a. Par ailleurs, comme X, (p) est régulier aux
points de X,(p)™8, il est en particulier de Cohen- Macaulay en ces points, on déduit
donc de [317 Cor. 16.5.6] et de 'égalité ci-dessus que la suite yq,...,y, est une suite
réguliere sur Xp(p,)™® et que Sp(L) Xgpe(s.yis Xp(p)™® est de Cohen-Macaulay. Ceci
implique en particulier que cet espace analytique rigide est sans composante immergée
(cf. [31, Prop. 16.5.4]). Pour conclure qu'il est réduit, il suffit donc de prouver que chaque
composante irréductible contient un point réduit. C’est une conséquence de la Proposition
4.7 et du fait que pour toute composante irréductible X de X,(p), X N X,(p)™® contient
un point de poids algébrique strictement dominant d’apres le Corollaire 3.12. O

Remarque 4.9. Le point (ii) de la Proposition 4.7 ainsi que le Théoréme 4.8 donnent
une autre preuve du Théoréme 4.10 de [18].

Siwv € S, désignons par R, le raffinement de p, ; associé au caractere x, = x|r, de T,
et R = (Ry)ves, . Soit X, le foncteur des déformations de pr 5 et X, =, le foncteur des
déformations de la paire (p, 5, R,) tel que défini dans [4, §2.5]. D’apres [4, Prop. 2.5.8],
la transformation naturelle X, ., — X, . est relativement représentable, et on note

RD R, Lalgebre locale complete pro-représentant le foncteur X, |z, X Xor s _Spf (REr )

Notons alors R, s I'anneau pro-représentant le foncteur des deformatlons du couple

(pr, R) défini comme en [4, §2.6]. Plus précisément il s’agit de 'anneau R, <® RY. REw,p,R

avec RD R = @ve SpRpr 5 R ou pr g désigne le séparé complété du localisé de R _[1/p]
en I’ 1deal maximal associé a p;.

Lemme 4.10. L’anneau R, g est aussi le séparé complété du localisé de R, s[1/p] en
l'idéal associé a pr.

Démonstration. Comme R, s = Rj;, g ®po R, g il suffit de vérifier que pour v € S,
P, S
le séparé complété du localisé de REM au point correspondant a pr; est réduit. Pour

v € S\S,, c’est une conséquence de la discussion précédant le Lemme 4.7. Quant au
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cas v € Sp, il suffit de vérifier que le probleme de déformations de p,; est non obstrué,
autrement dit que HZ ,(Gr,,ad(pr5)) = 0. Par dualité de Tate, il suffit de prouver que
H°(Gr,,ad(pr5(1))) = 0. Or il suffit de vérifier ceci au niveau des (¢, I')-modules sur
RrF,, c’est alors une conséquence du fait que p,; est trianguline de parametre dans
Tty -
Corollaire 4.11. Si p > 2n + 1, la Conjecture 7.6.12 (R=T) de [4] est vraie au point
y = (px,t(6)) de Y(UP,p). Plus précisément, on a un isomorphisme d’anneauz locauz
complets

R, sr = Oywrp)y

Démonstration. La condition sur les valeurs de x;(w,) et le fait que x corresponde a un
raffinement non critique de 7, implique que I'image de z dans X{/\(p,) appartient a I'ouvert

tri
lisse Ug(pp)™8 et se situe donc sur une unique composante irréductible de X;(p,). Ceci

tri

implique que l'anneau local complété de Y (UP,p) en z est isomorphe & 'anneau local

complété de Xg(p) en 2. Or cet anneau local complété est exactement Rg , & RD R, SR
T, D b

qui est canoniquement isomorphe a Rs, . U

Corollaire 4.12. Si A est une L-algébre locale de dimension finie, toute déformation de
pr sur A vérifiant p) o c ~ p.(n — 1) et cristalline en toute place divisant p est triviale.

Démonstration. D’apres le théoréme 4.10 de [18] (ou la Remarque 4.9), application poids
est étale au point z = (m,x) de Y (UP,p). Le résultat est alors une conséquence du
corollaire 7.6.14 de [4] et du corollaire 4.11. O

Le méme raisonnement que [41, Thm. 8.2] montre alors le résultat suivant sur la géo-
métrie de l'espace Spec(Rs(pr)[1/p]) au point py.

Corollaire 4.13. L’espace Spec(Rs(p,)[1/p]) est lisse et de dimension W[FJF : Q] au
point pr.

Démonstration. D’apres le Lemme 4.10, on a un isomorphisme

Ry.s @ R/E;l,{p_cr ~ R, s ®py RE;I,{p_Cr
En raisonnant comme dans [4, Prop. 7.6.4], on peut alors déduire du Corollaire 4.11 et
de [18, Thm. 4.10] (ou de la Remarque 4.9) que

Ker(Homy, (R, s, L[X]/(X?)) = Hom_u (RS, L[X]/(X?))) = {0}.

En raisonnant exactement comme dans la preuve de [41, Thm. 8.2], on en déduit que
Homy,_a1g(R,, s, L[X]/(X?)), autrement dit 'espace tangent de Spec(R;, ) au point p,
(n+1)

est de dimension < 5= [F* : Q]. Comme par ailleurs, d’apres [21, Cor. 2.2.12], on a

dim(R;, 5) > 1+ @[P’Jr : QJ, on en déduit le résultat. O

Remarque 4.14. Sous des hypothéses plus générales, essentiellement en ne supposant
pas ™ non ramifiée en p, les deux corollaires précédents ont été prouvés de fagon indépen-
dante par Allen dans [2].
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5. APPENDICE

5.1. Un peu d’analyse fonctionnelle non archimédienne. Soit H un pro-p-groupe
uniforme. Fixons A une Op-algebre quotient sans p-torsion de 1’algebre de groupe com-
plétée OL[H] (algebre A n’est donc pas nécessairement commutative). Si my désigne
I'idéal maximal de A, on note, pour n > 1, A? le complété my-adique de la Op-algebre
A[%] C A[%] et on pose A, = A;[%]. On définit alors, comme dans le cas commu-
tatif ATe = Hm A,. Notons D(H) l'algebre des distributions de H et I le noyau de

Lemme 5.1. La Op-algébre A™® est une algébre de Fréchet-Stein, qui est isomorphe a
D(H)/ID(H).

Démonstration. D’apres le théoreme 5.4 de [55], 'algebre D(H) est de Fréchet-Stein, mu-
nie d'une famille de normes (g, ),>1 définie comme suit. On choisit (hy,-- -, hg) une base
ordonnée de H, et pour tout o € N4, on pose b® = b ---b5? € Or[H] ot b; = h; — 1. On
pose alors, pour = 3, 7,0, ¢u(z) = sup, (Jaa|p~1*/™). La boule unité de O [H] pour la
norme ¢, est donc exactement O [H]; . Ceci implique que A3, est la boule unité de A muni
de la semi-norme quotient induite par g,. La proposition 3.7 de [55] implique alors que A"®
est une algebre de Fréchet-Stein isomorphe & OL[H]" /IO [H]" = D(H)/D(H)I. O

Lemme 5.2. Supposons que ¢ : A — B soit un morphisme local fini entre deuzx algebres
locales noethériennes compléte sans p-torsion. Supposons que Bo(ma) = p(my)B. Alors
le morphisme A" @4 B — B"8 est un isomorphisme.

Démonstration. Remarquons que A" @4 B est un A"8-module coadmissible, on a donc
d’apres [55, Cor. 3.1], un isomorphisme A" @4 B ~ lim A, ®4 B. En raisonnant comme
dans la preuve du lemme 7.2.2 de [38], on obtient I'isomorphisme

B ~ Jim(A,®4B).

g

5.2. Vecteurs localement analytiques. Les résultats présentés ici sont essentiellement
issus de [26, §4]. Nous en donnons ici une formulation un peu plus adaptée a nos besoins.

Soit K une extension finie de Q, et G le groupe des K-points d'un groupe réductif
quasi-déployé défini sur K. Fixons B (le groupe des K-points d’) un sous-groupe de
Borel de GG. Soit N le radical unipotent de B et M un sous-groupe de Levi de B de sorte
que B = MN. On note B le sous-groupe de Borel opposé a B relativement & M et N son
radical unipotent. Soit M? le sous-groupe compact maximal de M, il s’agit d’un tore.

Fixons ¢ > 0 et posons G =G x Z1. St H est un sous-groupe de G, on pose H = H x 7.
On note W l'espace des caractéres continus de M° x Z%. On choisit H un sous-pro-p-
groupe ouvert et uniforme de G, tel que la multiplication

(NNH)x (MNH)x (NNH)— H

soit un homéomorphisme. On pose Ny = N N H, ainsi Ny est stable sous I'action de
M? par conjugaison. Soit IT une représentation unitaire admissible de G sur un L-espace

de Banach. On suppose par ailleurs que II|5 est isomorphe a C (ﬁ , L)™ pour un certain
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m > 0. On définit une action, dite de Hecke, du monoide M+ = {z € M| zNyz~t C Ny}
sur 11V par la formule
zou= >  nzv.

n€No/zNoz—1
De plus on fixe un élément z € M7 tel que N,50 2" Noz™" = {1}.

Proposition 5.3. Il existe un recouvrement admissible de WW par des ouverts affinoides
UycUyC---CU,C--- et, pour tout h > 1,
— un A = Ow(Uy)-module de Banach Vj, vérifiant la condition (Pr) de [12];
— un endomorphisme Ay-compact, noté zy,, du A,-module V}, (la notion d’endomor-
phisme Ap-compact d’un espace de type (Pr) est définie dans [12, §2]) ;
— des applications Ap-linéaires continues

ap . Vh — Vh+1®Ah+1Ah et ﬁh : Vh+1®Ah+1Ah — Vh
telles que B ooy, = zp, et ap 0 By = 241 @ 14, ;
— un isomorphisme topologique O(W)-linéaire ((IT*™)No)! ~ im, Vi, commutant a
Uaction de z d gauche et de (z)n>1 d droite.
On peut résumer toutes ces conditions dans le diagramme commutatif suivant

= Bh
((Han)No)/ Vh+1 Vh+1®Ah+1Ah*h>Vh*>~--
(51) zl Zh+ll Zh+1®1Ahl % iZh
~ B
((Han)No)/ . Vh+1 Vh+1®Ah+1Ah 4h> Vh _—

Démonstration. Pour % <r <1,onnote D.(H,L) et D_.(H, L) les algebres de Banach
définies dans [55, §3]. Si h > 1, posons en suivant [23, §0.3], rj, = p% et

h=1(p—1)
By =Dy (MNH,L).

On note H%”) C II le sous-espace des vecteurs rp-analytiques de I défini dans loc. cit. 1l
s’agit d’'un L-espace de Banach, isomorphe a C(h)(ﬁ , L)™ comme représentation de H ,
avec les notations de [23]. On vérifie facilement que l'action de z sur II envoie H%L) dans

H(E _,- Par ailleurs, I'action de Hecke de z préserve 1Yo on a en fait z- (H%)) C H(}g .
zHz zHz 0
En identifiant

(YN = ¢W(N N H, L)"&,c™ (M N H, L),
ceci prouve que si v = X, 500, ® b, € CMW(N N H, L)m®LC(h)(1\7 N H, L), alors on
peut éerive 2(v) = Ysod, @ b, ot b, € CM(M N H,L) et a, est la restriction &
NN H d’un élément de C™ (2(NN H)z~', L)™. D’aprés [23, Thm. 0.5.(ii)] et la condition
MNnzo 2" Noz ™" = {1}, Papplication de restriction C" (2(N N H)z"',L) - C"(NNH, L)
se factorise & travers C"~(N N H, L), ce qui prouve au final que

2((CW(H, Ly™N) c ¢V(NNH,L)"&,.C"(MnH,L).

Comme le dual de C™) (Mﬂﬁ, L) est I'algebre D, (EOM, L) et que pour tout h la fleche
d’inclusion Bj11 — By, se factorise par D, (ﬁ, L), on peut poser V,, = W,,& B}, ol
W, = (CW(N N H,L)™) de telle sorte que I'on ait un isomorphisme topologique de
Bj,-modules

s~

Vi ~ (CW(N N H,LY™&,cMD(Mn H,L)&
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Ainsi V}, est un Bj-module orthonormalisable. On définit alors «, comme la fleche o, ®1p,
ou o, est I'application duale de 'application

CHIN M H, L)"@C™ V(M N H, L) = CO(N 0 H, L) & (MO H, L)

induite par 'action de Hecke de z, et ), comme [} ® 15, ou 3} est I'application duale de
I’application

CW(NNH, L&, "N MnH,L) — C" (NN H,L)"&,c"V(Mn H, M)

induite de I'inclusion de C"" (N N H, L)™ dans C"*V(N N L)™. Cette derniére étant une
application compacte, I'application ), est Bj-compacte. On pose alors z, = ), o ay,, qui
est Bj-compacte puisque (), l'est. Il est alors facile de vérifier la formule pour a4, o 3y,.

Remarquons & présent que I’action du groupe M° par conjugaison préserve le groupe H,
ainsi que tous les espaces H%). Ainsi chaque V}, est muni d’une action Bj-linéaire de MP.
En particulier, chaque espace V}, est naturellement un L[M°]-module. Comme le groupe
M°/(M N H) est fini, chaque V}, est un L{M"] @ nm Bp-module de Banach. Comme
L{M°) ®ppnm) By est une By-algebre finie étale, le L{M°] @ jynm) Br-module de Banach
V, s’identifie donc a un facteur direct du L[M 0] ®rmnm) Br-module orthonormalisable
LIM] ®rimnm) Vi, et vérifie donc la propriété (Pr). Comme M N H est un pro-p-groupe
uniforme commutatif, il est isomorphe a une certaine puissance du groupe Z,, la transfor-

mée d’Amice (cf. [54, Thm. 2.2]) fournit alors un isomorphisme de L-algébre de Banach
B, =T (U;,Oy) ou

Y=MnH
est 'espace de caracteres continus de (M N H) x ZJ et U, est un certain ouvert affinoide
de Y, les U formant un recouvrement admissible de Y. L’algebre L{M] ®@pninm) Bh est
alors isomorphe a I'anneau structural de I'ouvert affinoide

UhCW:MTX\Z]qJ

image réciproque de Uj, ce qui acheve la preuve. U

5.3. Un lemme sur les systémes de racines de type A. Soit K une extension finie
de Q, et L et une extension finie de Q, telle qu’il existe [K : Q,] plongements de K dans
L.

Le foncteur H +— L xg, Resg/q,(H) de la catégorie des groupes algébriques sur K vers
la catégorie des groupes algébriques sur L transforme un groupe déployé sur K en un
groupe déployé sur L.

Proposition 5.4. Soit A\ un poids strictement dominant de L Xq, Resg/q,(GLyn k). On
fize Pr C GL,, k un sous-groupe parabolique standard, de sous-groupe de Levi Ly, et w un
élément du groupe de Weyl de L xg, Resg/q,(GLy k). Supposons que wX soit un poids
dominant de

I L.

T:K—L

I

L XQP RGSK/QP<L1)

Alors il existe un élément i ¢ I tel que

(WA — A, Bz) < —min(Ar; — Ariv1)

ot fB; est la composée

idxRes(8;)

Gm,L diﬁ> L XQp RGSK/Qme’K L X@p ReSK/@pGLmK.
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Démonstration. Notons I = I, U --- U I, la décomposition de I en parties orthogonales.
Fixons 7 un plongement de K dans L. Comme w, A, est un poids strictement dominant de
L., on a)\w;1(i1) > > )\w;1(is) pour 1 < j <retl; ={i; <--- <is}. Notons j, le plus
petit j tel que w?| 1; ne soit pas I'identité. On a alors nécessairement A_ will) S Ari pour
i € I;, et il existe i; € I;, tel que A 1 () < Ari;s ce qui implique alors A -1 o < A
(et donc vt < Arit1) pour i € I; et i >i;. On a alors

L |
<w‘r>\'r - )\TJ 6|I1H-"~+\Ij7|> = Z()‘w;l(i) - )‘T,i) < - mz,in<)\7—,i - >\T,i+1>~
i=1
De plus, on a
(WeAe = A, By, ) = 0

pour j' < jr. En posant j = min cuom(k,r) j-, on vérifie facilement que

<U}/\ - )‘7 BJ> - Z <w7'/\7' - /\T’6j> S - H;Iln(/\ﬂz - )\T,i+1)'

reHom(K,L)

i

5.4. Quelques résultats de géométrie rigide. Un espace analytique rigide X est dit
quasi-Stein (cf. [40, §2]) si il existe un recouvrement admissible de X par des ouverts
affines Uy c Uy C ------ U, C -+ tel que pour tout ¢, I'image de Ox(U;1) dans Ox(U;)
soit dense. On vérifie immédiatement qu’un sous-espace analytique fermé d’un espace
quasi-Stein est quasi-Stein.

Lemme 5.5. Soit M est un faisceau cohérent sur X espace quasi-Stein, muni d’un
recouvrement admissible comme ci-dessus. On note M [’espace de ses sections globales que
I’on munit de la topologie de la limite projective donnée par la formule M = @Z LU, M).
Alors pour tout ouvert admissible U de X, l'application

Ox(U)®ox)M — T'(U,M)

est un tsomorphisme topologique.

Démonstration. L’algebre Ox(X) est une algebre de Fréchet-Stein, ainsi [55, Cor. 3.1]
montre que, pour tout i, on a I'(U;, M) ~ Ox(U;) ®o(x) M. Soit V un ouvert affinoide
de X. Par admissibilité du recouvrement, il existe ¢ tel que V C U;, ainsi on en déduit
que

F(V, M) = OX(V> Qo (Uy) P(U%M) = OX<V) Qo(x) M.

En utilisant, [9, Prop. 9.1.4.2.(i)], U posseéde un recouvrement admissible par des ou-
verts affinoides. On conclut en utilisant la formule T'(U, M) =~ Jm, ['(V, M) la limite
projective étant prise sur tous les ouverts affinoides contenus dans U. U

Lemme 5.6. Soit f: X — Y un morphisme d’espaces analytiques quasi-Stein. Si V' est
un ouvert admissible de Y, alors

Ox(f7H(V)) = O(X)Boy) Oy (V).

Démonstration. On fixe (U;);>1 et (Vi);>1 des recouvrements admissibles de X et Y véri-
fiant la propriété ci-dessus. Par admissibilité du recouvrement (V;);>1, on peut, quitte
a en extraire une sous-suite, supposer que pour tout i > 1, on a f(U;) C V;. Soit

fi : U; — V; le morphisme induit. La propriété de faisceau nous donne un isomorphisme
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Ox(f~1(V)) ~ Jm, Ox(f7H(V nV;)). On peut donc supposer X et Y affinoides. On uti-
lise alors la propriété de faisceau pour écrire Ox (f~1(V)) =~ fm, Ox(f~4U)), ot la

limite projective est prise sur les ouverts affinoide contenus dans V. Lorsque X, Y et U
sont affinoides, on a alors Ox(f~*(U)) ~ O(X)@0x) Oy (U). O

Lemme 5.7. Soit X, Y et Z trois espaces rigides analytiques lisses, ainsi que f : X =Y,
g: Y = Z eth=go f des applications rigides analytiques. Si x € X, que h est lisse au
point x et g lisse au point f(x). Alors Uapplication f est lisse au point x si et seulement
si Uapplication fry de X @ k(h(x)) dans Y ® k(h(x)) est lisse au point x.

Démonstration. 11 suffit de prouver que si fj(,) est lisse en x alors il en est de méme de
x, implication inverse résultat de la préservation de la lissité par changement de base.
Supposons donc fj ) lisse. Il suffit de prouver que I'application df, sur les plans tangents
T, X — Ty)Y est surjective. Dans le diagramme commutatif ci-dessous, les lignes sont
exactes, ce qui résulte de la lissité de g et h.

0—— Tu(X ® k(h(z))) T, X —— Ty Z —=0

o e

0 ——Ts@)(Y @ k(h(z))) —=Ti@)Y — Th@)Z —=0

La lissité de dfy,(,) implique alors la surjectivité de la fleche verticale de gauche. Comme la
fleche verticale de droite est I'identité, le lemme des cing implique que la fleche verticale
du milieu est surjective. U

5.5. Descente de la lissité en géométrie rigide.

Lemme 5.8. Soit X, Y, Z trois espaces rigides analytiques sur Q,, ainsi que f : X =Y
et g: Y — Z des applications rigides analytiques. Posons h = go f. Soitx € X, y = f(x)
et z=g(y). Si f est plat et h est lisse en x, alors g est lisse en y.

Démonstration. D’apres [1, Prop. 5.10.3.(ii)], le morphisme ¢ est plat en y. D’apres [1,
Prop. 6.4.22), il suffit de prouver que Y ®z k(z) est lisse en y. On est donc ramené a
considérer la situation suivante : Z = Sp(k) pour k une extension finie de Q,, X et YV
sont deux espaces rigides sur k et f: X — Y est un morphisme plat en x € X. Il suffit
de prouver que si X est k-lisse en x, Y est k-lisse en y = f(x). Soit O 'anneau des entiers
de k. L’assertion étant locale en x, on peut supposer que X = Spf(B)" et Y = Sp(A)"®
avec A et B deux O-algebres topologiquement de type fini sur O. On note p, C A et
p. C B les idéaux premiers correspondants aux points y et x. D’apres [1, Prop. 6.4.12],
X est lisse en x si et seulement si 'anneau local B, est une k-algebre formellement lisse
([1, Prop. 1.14.5]). Comme k est de caractéristique 0, 'anneau local B, est une k-algebre
formellement lisse si et seulement si c’est un anneau régulier ([31, Prop. Thm. 19.6.4]).
Comme de plus f est plat en =, on déduit de [1, Prop. 5.5.1] que 'anneau B, est une
Ay, -algebre plate. Ainsi si X est k-lisse en z, I'anneau B, est régulier et la Proposition
[31, 17.3.3.(i)] permet alors de conclure que A, est un anneau local régulier. On déduit
alors comme précédemment que Y est lisse sur k en f(x). U

REFERENCES

[1] A. ABBES — « Eléments de géométrie rigide », Progress in Mathematics, 286. Springer Basel AG
2010, 477 p., 2010.
46



2]

P. ALLEN — « Deformations of polarized automorphic Galois representations and adjoint Selmer
groups, arXiv :1411.7661.

T. BARNET-LAMB, T. GEE, D. GERAGHTY & R. TAYLOR — « Potential automorphy and change
of weight », Annals of Math. (a paraitre).

J. BELLAICHE & G. CHENEVIER — « Families of Galois representations and Selmer groups », Asté-
risque (2009), no. 324, p. xii+314.

J. BERGDALL — « Paraboline variation over p-adic families of (¢, I')-modules, arXiv :1410.3412v1.

L. BERGER — « Représentations p-adiques et équations différentielles », Invent. Math. 148 (2002),
no. 2, p. 219-284.

L. BERGER & P. COLMEZ — « Familles de représentations de de Rham et monodromie p-adique »,
Astérisque (2008), no. , p. 303-337.

P. BERTHELOT — « Cohomologie rigide et cohomologie rigide a supports propres ».

S. BoscH, U. GUNTZER & R. REMMERT — « Non-Archimedean analysis. A systematic approach
to rigid analytic geometry. », Grundlehren der Mathematischen Wissenschaften, 261. Berlin etc. :
Springer Verlag. XII, 436 p. DM 168.00 (1984)., 1984.

C. BREUIL — « Vers le socle localement analytique pour GL,, ».

, « Vers le socle localement analytique pour GL,, II », Math. Annalen (& paraitre).

K. BuzzARrD - « Eigenvarieties. », in L-functions and Galois representations. Based on the sympo-
sium, Durham, UK, July 19-30, 2004, Cambridge : Cambridge University Press, 2007, p. 59-120
(English).

A. CARAIANI — « Local-global compatibility and the action of monodromy on nearby cycles », Duke
Math. J. 161 (2012), no. 12, p. 2311-2413.

, « Monodromy and local-global compatibility for 1 = p », Algebra Number Theory 8 (2014),
no. 7, p. 1597-1646.

A. CARAIANI, M. EMERTON, T. GEE, D. GERAGHTY, V. PASKUNAS & S. W. SHIN — « Patching
and the p-adic local langlands correspondence », arXiv :1310.0831.

G. CHENEVIER — « Familles p-adiques de formes automorphes pour GL,,. », J. Reine Angew. Math.
570 (2004), p. 143-217 (French).

, « Une correspondance de Jacquet-Langlands p-adique. », Duke Math. J. 126 (2005), no. 1,
p. 161-194 (French).

, « On the infinite fern of Galois representations of unitary type », Ann. Sci. Ec. Norm.
Supér. (4) 44 (2011), no. 6, p. 963-1019.

, « Sur la densité des représentations cristallines de Gal(Q,/Q,) », Math. Ann. 355 (2013),
no. 4, p. 1469-1525.

G. CHENEVIER & M. HARRIS — « Construction of automorphic Galois representations. II. », Camb.
J. Math. 1 (2013), no. 1, p. 53-73 (English).

L. CrLozeL, M. HARRIS, R. TAYLOR — « Automorphy for some [-adic lifts of automorphic mod [
Galois representations », Pub. Math. I.H.E.S. 108 (2008), p. 1-181.

P. COLMEZ — « Représentations triangulines de dimension 2 », Astérisque (2008), no. 319, p. 213—
258.

P. CoLMEZ & G. DOSPINESCU — « Complétés universels de représentations de GL2(Q,) », Algebra
and Number Theory, a paraitre.

B. CONRAD — « Irreducible components of rigid spaces. », Ann. Inst. Fourier 49 (1999), no. 2,
p. 473-541 (English).

M. EMERTON — « Locally analytic vectors in representations of locally p-adic analytic groups »,
(2004), A paraitre a Memoir of the AMS.

, « Jacquet modules of locally analytic representations of p-adic reductive groups. I. Construc-
tion and first properties », Ann. Sci. Ecole Norm. Sup. (4) 39 (2006), no. 5, p. 775-839.

, « On the interpolation of systems of eigenvalues attached to automorphic Hecke eigen-
forms », Invent. Math. 164 (2006), no. 1, p. 1-84.
47




[28]
[29]

[30]

[45]

, « Jacquet modules of locally analytic representations of p-adic reductive groups II. The
relation to parabolic induction », (2007), & paraitre & J. Inst. Math. de Jussieu.

M. EMERTON & T. GEE — « A geometric perspective on the Breuil-Mézard conjecture », a paraitre
a J. Inst. Math. de Jussieu.

J.-M. FONTAINE — « Représentations ¢-adiques potentiellement semi-stables », Astérisque (1994),
no. 223, p. 321-347.

A. GROTHENDIECK — « Eléments de géométrie algébrique. IV. Etude locale des schémas et des
morphismes de schémas. I », Pub. Math. I.H.E.S. (1964), no. 20, p. 259.

D. HANSEN — « Universal eigenvarieties, trianguline Galois representations, and p-adic Langlands
functoriality » J. reine angew. Math., & paraitre.

E. HELLMANN — « Families of trianguline representations and finite slope spaces », arXiv :1202.4408.

« Families of p-adic Galois representations and (p, I')-modules », arXiv :1202.3413.

E. HELLMANN & B. SCHRAEN — « Density of potentially crystalline representations of fixed weight »,
arXiv :1311.3249.

R. HUBER — « éEtale cohomology of rigid analytic varieties and adic spaces, Aspects of Math.,
Springer.

J. E. HUMPHREYS — Representations of semisimple Lie algebras in the BGG category O, Graduate
Studies in Mathematics, vol. 94, American Mathematical Society, Providence, RI, 2008.

A. J. DE JONG — « Crystalline Dieudonné module theory via formal and rigid geometry », Publ.
Math. LH.E.S. (1995), no. 82, p. 5-96 (1996).

K. KEDLAYA, J. POTTHARST & L. X1A0 — « Cohomology of arithmetic families of (¢, T')-modules »,
J. Amer. Math. Soc. 27 (2014), 1043-1115.

R. KiEHL — « Theorem A und Theorem B in der nichtarchimedischen Funktionentheorie », Invent.
Math. 2 (1967), p. 256-273.
M. KIisIN — « Overconvergent modular forms and the Fontaine-Mazur conjecture », Invent. Math.

153 (2003), no. 2, p. 373-454.

__, « Potentially semi-stable deformation rings », J. Amer. Math. Soc. 21 (2008), no. 2, p. 513—
546.

_, « Moduli of finite flat group schemes, and modularity », Ann. of Math. (2) 170 (2009),
no. 3, p. 1085-1180.

S. S. KuprA — « The local Langlands correspondence : the non-Archimedean case », in Motives
(Seattle, WA, 1991), Proc. Sympos. Pure Math., vol. 55, Amer. Math. Soc., Providence, RI, 1994,
p. 365-391.

J.-P. LABESSE — « Changement de base CM et séries discretes », in On the stabilization of the trace
formula, Stab. Trace Formula Shimura Var. Arith. Appl., vol. 1, Int. Press, Somerville, MA, 2011,
p- 429-470.

M. LAZARD — « Groupes analytiques p-adiques », Pub. Math. L. H.E.S. 26 (1965), p.5-219.

R. Liu — ¢ Cohomology and duality for (¢, I')-modules over the Robba ring » Int. Math. Res. Not.
(2008).

R. Liu — « Triangulation of refined families », arXiv :1202.2188.

S. ORLIK & M. STRAUCH — « On the irreducibility of locally analytic principal series representa-
tions. », & paraitre dans Representation Theory, arXiv :math/0612809v2, 2006.

, « On Jordan-Holder Series of some Locally Analytic Representations », J. Amer. Math.
Soc. 28 (2015), 99-157.

P. SCHNEIDER — Nonarchimedean functional analysis, Springer Monographs in Mathematics, Sprin-
ger Verlag, 2002.

P. SCHNEIDER & J. TEITELBAUM — « Banach space representations and Iwasawa theory », Israel
J. Math. 127 (2002), p. 359-380.

, « Locally analytic distributions and p-adic representation theory, with applications to GLs »,
J. Amer. Math. Soc. 15 (2001), p. 443-468.
48




, « p-adic Fourier theory », Documenta Math. 6 (2001), p. 447-481.

, « Algebras of p-adic distributions and admissible representations », Invent. Math. 153
(2003), p. 145-196.

, « Banach-Hecke algebras and p-adic Galois representations », Doc. Math. (2006), no. Extra
Vol., p. 631-684.

, « Duality for admissible locally analytic representations », Represent. Theory 9 (2005),
p- 297-326.

[58] B. SCHRAEN — « Représentations localement analytiques de GL3(Q)) », Ann. Sci. Ec. Norm. Supér.
44 (2011), p. 43-145.

[59] J.-P. SERRE — « Cohomologie galoisienne », Lecture Notes in Mathematics, 5. Springer-Verlag,
Berlin, 1994.

[60] J. THORNE — « On the automorphy of ¢-adic Galois representations with small residual image », J.
Institut Math. Jussieu 11 (2012), p. 855-920.

[61] A. V. ZELEVINSKY — « Induced representations of reductive p-adic groups. II. On irreducible repre-
sentations of GL(n) », Ann. Sci. Ecole Norm. Sup. (4) 13 (1980), no. 2, p. 165-210.

[56]

[57]

CHRISTOPHE BREUIL, C.N.R.S., UNIVERSITE PARIS-SUD, FACULTE D’ORSAY, BATIMENT 425, F-
91405 ORrsAY CEDEX, FRANCE, CHRISTOPHE. BREUIL@QMATH.U-PSUD.FR

EUGEN HELLMANN, MATHEMATISCHES INSTITUT, UNIVERSITAT BONN, ENDENICHER ALLEE 60,
D-53115 BoONN, GERMANY, HELLMANN@MATH.UNI-BONN.DE

BENJAMIN SCHRAEN, C.N.R.S., LABORATOIRE DE MATHEMATIQUE, UNIVERSITE DE VERSAILLES
ST. QUENTIN, 45 AVENUE DES ETATS-UNIS, F-78035 VERSAILLES, FRANCE, BENJAMIN.SCHRAENQUVSQ.FR

49



