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Soit F' un corps p-adique, G = GLq,(F') et §p automorphisme extérieur de
G qui préserve une paire de Borel épinglée. On considere ’ensemble G = G, sur
lequel G agit par conjugaison et I'intégrale orbitale Jz (6o, f) en . On donne
une expression spectrale type Plancherel-Harish-Chandra pour cette intégrale
orbitale, c’est-a-dire comme une intégrale sur les représentations irréductibles
tempérées auto-duales de G dites “symplectiques” (c’est-a-dire dont le parametre
de Langlands se factorise par Sps,, (C)). La méthode utilise le transfert endosco-
pique vers SOz, 41. On démontre au passage que la mesure de Plancherel est
constante sur les L-paquets.

Ce travail fait partie de ma theése de doctorat préparée sous la direction de
Volker Heiermann. Je remercie Jean-Loup Waldspurger pour les suggestions et
commentaires utiles qu’il m’a apporté.

1 Introduction

Soit F' un corps local non archimédien de caractéristique nulle, c’est-dire une
extension finie de @, pour un certain nombre premier p. On note o ’anneau des
entiers de F, p la caractéristique résiduelle de F', F, le corps résiduel de F' (ici
q est le cardinal du corps résiduel). On se donne w € o une uniformisante, on

note | - | la valeur absolue de F normalisée de telle sorte que |o| = ¢!

,et vp
la valuation normalisée par vp(w) = 1.

Par convention, si X est une variété algébrique définie sur F' (noté par une
lettre grasse), on note X = X (F) (méme lettre non grasse) 'ensemble de ses
points rationnels sur F. En particulier on se donne G un groupe algébrique
défini sur F, réductif, connexe et quasi-déployé, g son algebre de Lie, et on note
G = G(F) et g = g(F) les ensembles respectifs de leurs points sur F.

Si X est une espace topologique localement compact totalement discontinu,

on note C°(X) Pespace des fonctions & valeurs complexes sur X localement
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constantes & support compact, et D(X) = C°(X)* I'espace des distributions
sur X.

On considére G = GLy % (0) ou 6 agit sur GLy par 'automorphisme invo-
lutif g +— g~ (ot g~ désigne I'inverse de la transposéeC’est un groupe réductif
non connexe dont on note G la composante neutre, et @ I’autre composante
irréductible. On note G = G(F), G° = GO(F) et GO = G°(F).

L’ensemble des v € GO tels que v est antisymétrique forme une classe de
conjugaison stable. On considere 'intégrale orbitale stable associée, c’est-a-dire
la distribution J qui & une fonction f € C°(G) associe l'intégrale de f sur
cette classe de conjugaison. Chenevier et Clozel proposent dans [CC0O9| une
expression conjecturale de cette intégrale orbitale comme une intégrale sur le
spectre tempéré auto-dual de G° de la forme

= I' =5 7TJr ™
= [ T

ol Irrfemp(GO) désigne I’ensemble des (classes d’isomorphisme de) représentations
de G° qui sont tempérées irréductibles et f-stables (ou, ce qui revient au méme,

auto-duales), 7+ est un prolongement de 7 & G obtenu via le choix d’un en-
trelacement 7(6) entre m et m o 6 involutif, Trgs 7" désigne la restriction &

GO du caractére de 7T, et d7 serait une mesure positive & support dans les

représentations dites symplectiques, c’est-a-dire dont le parametre de Langlands

préserve une forme symplectique.

Nous établissons une telle expression dans le théoreme [T.9 Notre démarche
est la suivante. Le groupe G’ = SO(2n+ 1) est un groupe endoscopique de G et
les distributions stables sur G se transferent vers GO par transfert endoscopique.
Notamment on montre dans la proposition [Z.4] que le transfert de 'intégrale
orbitale en 1 sur G” est AJ55(n, ) avec A > 0. Ce qui permet, en appliquant la
formule de Plancherel sur G’ d’obtenir une expression du type

_ !

T .0) = 5 T () d

Irreemp (G')

Ot Irt'pemp (G”) désigne ensemble des (classes d’isomorphisme de) représentations
de G’ qui sont tempérées irréductibles, f' : G’ — C est un transfert endosco-
pique de f et d 7’ est la mesure de Plancherel sur G’. Pour terminer, on transfere

I'intégrande a GO. En effet, la mesure de Plancherel est constante sur les L-
paquets de G’ (voir corollaire [L.8), on peut donc réunir les termes d’un méme

L-paquet. Puis en utilisant des résultats de J. Arthur (conditionnels & la stabi-

lisation de la formule des traces tordue), si I est un L-paquet tempéré de G’

1. Si on réalise les représentations 7 et 7 o 6 dans le méme espace vectoriel.
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et > e Tr’ son caractere, alors c’est une distribution stable qui se transfere

a GO en la distribution Tra 7T pour une unique représentation m tempérée
symplectique de G° (voir [TH).

2 Le groupe GLy, tordu

2.1 Les automorphismes 6 et 6,

Dans ce document, on s’intéresse au “groupe GLy tordu” pour N pair.
Décrivons cela plus en détails. On fixe un entier n € N*, et on pose N = 2n et
G’ = GLy et G° = GY(F) le groupe des points sur F. On définit automor-
phisme 0 : G° — G° par 0(g) = g~t, ot g~ désigne I'inverse de la transposée de
g (ou encore la transposée de I'inverse puisque les deux opérations commutent).
Par ailleurs on définit la matrice Jy € G par

Jo

-1

La matrice Jo vérifie J3 = —Ix et 0(Jy) = Jo. On définit I'automorphisme
by : G° — G° pour tout g € G¥ par

bo(9) = Jog~"Jy ' = 0(JogJy )

C’est-a-dire que 'on a fy = §7°. Les automorphismes 6 et 6 sont d’ordre 2 (ie
ce sont des involutions). On considere G = G° x (6) le groupe G tordu par
, et on note G = G(F) le groupe de ses points sur F. C’est un groupe réductif
non connexe dont la composante neutre est G° et le groupe des composantes
G/G’ ~ (§) ~7/2L. N
__ L’autre composante irréductible est G° = G, et on note de méme GO =
G°(F). Le couple (G°,G"), c’est un espace tordu au sens de Labesse (voir
[CW13] chapitre 2, sections 1 et 2). En particulier, G° est une variété algébrique
isomorphe & G° via fy : go — gof, sur laquelle le groupe G° agit transitivement
a gauche et a droite par multiplication.

On a la décomposition G = G° LI G°. On remarque que I'on peut remplacer
# par n’importe quel conjugué (notamment 6y) dans la définition de G et G°
(puisque @ et 6y sont congrus modulo Inn(G), on a G x () = G° x (6). Au
final, le choix de 6, 6y (ou d’un autre conjugué) porte & peu de conséquences a
quelques ajustements mineurs pres qu’on précise dans la suite.
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2.2 Une représentation linéaire de G

Le groupe G est linéaire algébrique donc peut se plonger dans un groupe
linéaire GLj pour un certain k£ € N. Notamment, on dispose d’un plongement
1 : G — GLgn explicite donné par

. - go 0 . - 0 IN
z(go>—<0 9(90)> et z<9>—<IN O)

pour go € G°. Alors on a

6 = { (9(2()) goo> e GO}

Et d’apres la définition, on a par ailleurs

i(80) = (;’0 ?)

Lemme 2.1. Soit go € G, alors gof) € G est semi-simple (resp. semi-simple
fortement régulier) si et seulement si gof(go) € GO lest.

Démonstration. D’abord on remarque que go € G° est semi-simple (respecti-
vement nilpotent) si et seulement si 6(gg) Pest. En conséquence, go € G est
semi-simple si et seulement si i(gg) I'est. Comme (gof)? = go#(go), il est clair
que si gof est semi-simple, alors gof(go) V'est aussi. Réciproquement, suppo-
sons gof(go) semi-simple. On écrit la décomposition de Jordan-Chevalley de
900 = gssgu avec gss, g, € G qui commutent, i(gss) semi-simple et i(g,) uni-
potent. On a alors gof(go) = g2.92. Mais par unicité de la décomposition de
Jordan-Chevalley, g2 = 1, donc g, = 1.

Par ailleurs, les polynémes caractéristiques de gof(go) et i(god) sont reliés
par la relation x;(4,0)(X) = Xgo0(g0) (X?) (il s’agit d’'un calcul de déterminant
par blocs). En particulier, x4,0(4,) €st scindé a racines simples si et seulement
si Xi(goo) 1'est aussi (0 n’est pas racine). Ce qui conclut pour le cas fortement
régulier. O

Soit U C G° le sous-groupe de G° des matrices triangulaires supérieures
unipotentes. Soit ¢ : F' — C* un caractere de F, alors on définit un caractere
@ :U — C* de U par la formule

1 x *

¥ ooy | = 0@t ana)
1
On vérifie alors que 0o(U) = U, et que p = @ o bp.
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2.3 Représentations lisses de G° x (0) et représentations
f-stables de G°

Les groupes G et G° sont des groupes localement compacts totalement dis-
continus. On note R(G) et R(GC) les catégories des représentations complexes
lisses de G et G respectivement. De méme on note H(G) et H(GP) les algebres
de Hecke correspondantes, et H(C?J) le sous-espace des fonctions a support dans
GO. On dispose d’une injection naturelle H(G%) — H(G), qui munit H(G) d'une

structure de H(G?)-module & gauche et a droite et pour laquelle H(G?) est un
sous-module. En tant que H(G°)-bi-module, on a la décomposition

H(G) = H(G°) & H(GO)

L’application f — f * g, réalise une bijection entre ’H,(a)) et H(G®) qui rend
H(évo) est isomorphe & H(G®) en tant que module & gauche, et 'action & droite
d'une fonction f revient sur H(G°) & la multiplication par (produit de convolu-
tion avec) f o 6.

On dira qu'une représentation (7, V) € R(GY) de G est f-stable s'il existe
un G-isomorphisme entre (7, V') et (706, V). Et on note R(G°)? la sous-catégorie
pleine de R(G®) des représentations -stables.

Si (m,V) € R(G) est une représentation lisse de G, on note my = mgo et
T = Wlé‘f) alors (g, 7o) est une représentation tordue pour le couple (évo, 1)
au sens de [LW13] (chapitre 2, section 3). Une représentation lisse (7, V) de G
est entierement déterminée par la donnée du triplet (V,mgo,7(6)). On vérifie
que 7(6) est un automorphisme d’ordre 2 de V' qui entrelace 7 et 7o 6, et la
représentation mgo est donc f-stable. Réciproquement, étant donné un triplet
(V,m, A) ot (m,V) est une représentation lisse f-stable de G® et A un auto-
morphisme d’ordre 2 de V qui entrelace m et 7 o #, alors on peut construire
une représentation lisse de G en posant 7(6) = A. Une représentation lisse de
G est donc la donnée d’une représentation f-stable de GO et d’un choix d'un
isomorphisme A € Homgo (7, 7 0 §) d’ordre 2 en tant qu’automorphisme de V.
Notons qu’a G-isomorphisme pres, 'opérateur A est unique au signe pres. En
effet, si 7, 7" € R(G) sont des représentations de G, leurs restrictions & G° sont
isomorphes si et seulement si 7' ~ 7 ® x pour x un caractere de (), ce qui veut
dire que si 'on réalise 7 et ' dans le méme espace vectoriel, on a 7' (0) = £ ().
En particulier, si (7,V) € R(G®) est une représentation lisse de G® et 7 un
prolongement & G, alors la restriction Trgs(77") & GO du caractére de 7+ est
déterminée par 7 au signe pres.

Dans I'autre direction, toute représentation irréductible #-stable de G° est

2. il ne s’agit par d’une représentation puisque GO n’est pas un groupe
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prolongeable en une représentation de G. En effet, si (7, V) € Irr(G°) est une
représentation irréductible #-stable de G° et A € Homgo (7, m o §) un isomor-
phisme quelconque, alors comme A2 € Homgo (7, 7), le lemme de Schur assure
quil existe A € C non nul tel que A? = AIdy. On se donne alors y une racine
carrée de A, alors % € Homgo (7, 7w 06) est d’ordre 2 ce qui permet de prolonger
TaG.

Le méme raisonnement s’applique évidemment en remplagant 6 par 6y, et
comme les deux automorphismes sont conjugués, on vérifie qu’une représentation
est O-stable si et seulement si elle est fp-stable (en fait si 7 € R(G?), alors 7o 6
et 7o @ sont toujours isomorphes via 7w(Jy) : V' — V). Notons enfin que pour
7 € R(GP) irréductible, on a toujours 7o 6y ~ 7 (ici on note 7 la représentation
contragrédiente, cf. [BZ76] theorem 7.3), donc une représentation irréductible
est fg-stable si et seulement si elle est autoduale.

2.4 Conjugaison et conjugaison stable dans G

On note Ad : G — Aut(G) l'action de G sur lui-méme par conjugaison.
Chaque composante irréductible de G est stable par cette action.

Si go € G°, alors G est stable par Ad(go), et on note Adg(go) = fo ©
Ad(go)‘évo o f, ! 'action sur G déduite via fy, c’est-a-dire

Ady(g0)(ho) = hogo(ho) ™" = hogo "ho

On appelle cette action, la conjugaison #-tordue. On définit la conjugaison -
tordue Adg, de maniére analogue en remplagant 6 par 6y. Une classification des
classes de conjugaison semi-simples dans GO est donnée dans [Wal07] 1.3.

Deux éléments de z,y € G = G(F) semi-simples sont dits stablement
conjugués s’il existe g € G(F) tel que x = gyg~" et pour tout o € Gal(F/F),
onaglo(g) € Z(GO)9G2 (ot Gal(F/F) désigne le groupe de Galois de F/F et
Gg la composante neutre du centralisateur de y dans GO). La conjugaison dans
G(F) entraine la conjugaison stable, qui entraine la conjugaison dans G(F).

2.5 Classe de conjugaison #-tordue d’une matrice anti-symétrique

On définit Agy, (F) comme 'ensemble de matrices carrées de taille 2n & coef-
ficients dans F' inversibles antisymétriques.

AQn(F) = {’Y € GLQH(F)a t7 = _FYaVZ. € [[1,27’),]] s Vii = O}

Il est clair d’apres la définition que Ag, (F) est un fermé de G. Par ailleurs G°
agit sur As, (F) par 6-conjugaison, c’est-a-dire

Adg(g9)y =979
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pour y € Ay, (F) et g € G°. On définit J,, € Ay, (F) par

0o I,
J =
Le groupe symplectique est défini comme le stabilisateur de J,, sous cette action.

Stabad, (Jn) = Spa, (F)
Et pour tous v € Az, (F) et g € GY,

Stabad, (Adg(g).y) = g Stabad, (v) g~

Or cette action est transitive Cette propriété étant valable pour tout corps ,
alors A, (F) est méme la classe de conjugaison 6-tordue stable de n’importe
quelle matrice alternée. Par ailleurs tous les stabilisateurs sont donc conjugués
entre eux, et en particulier conjugués & Sp,, (F) (les “centralisateurs tordus”
de Chenevier et Clozel sont de tels stabilisateurs). Par surcroit, pour tout v €
Aoy, (F) on a donc une surjection

7:G0— Aoy (F)
g — Adg(g).y

ce qui induit une bijection
GO/ StabAde ("y) ijf AQn(F)
En particulier, pour v = J,, on tire une bijection

GL2n(F)/ Sp2n(F) '}; A2n(F)

On choisit sur le quotient GLg, (F')/ Stabag, () une mesure invariante par trans-
lation & gauche (existe et est unique a constante pres, voir par exemple [Ren08] 1T
3.9 dans le cas unimodulaire). On munit As,(F) de la mesure déduite de celle
sur GLg,(F)/ Stabaa, () par bijection, cette mesure est donc invariante par
l'action de G par #-conjugaison, et c’est & constante pres la seule qui possede
cette propriété.

En résumé, on a montré dans cette partie que le centralisateur 6-tordu d’une
matrice de As, (F') est conjugué au groupe symplectique, et que GLa, quotienté
par ce groupe (en particulier GLa, / Sp,,,) est en bijection avec Agy, (F).

Les orbites 6p-tordues se déduisent simplement des orbites #-tordues. En
effet, si [gOG]GO et [gOGO]GD désignent les orbites #-tordue et fp-tordue respecti-
vement d’un élément go € G, on a la relation




3 LE PROBLEME DE CHENEVIER ET CLOZEL 9

100" = [(7J0)0]C" T !

De méme, le centralisateur 8-tordu de y est le centralisateur fp-tordu de vJy. Et
les intégrales orbitales fy-tordues se déduisent des intégrales orbitales f-tordues
via

JGoo, (75 f) = Jaoe(vJo, A(Jo)-f)
Ou Jgog, (v, f) désigne l'intégrale orbitale de f sur la classe de conjugaison
fo-tordue de v (méme chose avec 6), et A(Jy).f est la fonction A(Jp).f : g —
flgdy ). Moyennant ces adaptations mineures, on peut donc passer & loisir de

0 a 0y selon ce qui nous arrange (en particulier on peut reprendre les résultat
de [Wal07], [Sha92], qui utilisent 6§, ou ceux de [CCO9], qui utilisent 6p).

3 Le probleme de Chenevier et Clozel

3.1 Le probleme

On se place toujours dans le méme cadre, on pose

1
-1
Jy = . _ 0 Ko ot o 1, 0
0= - “ -k, 0 =\o -1,
—1
On définit §p = o diag(1,—1,...,—1). On vérifie que le produit dpJy est dans
Asp (F)
-1
-1
doJo = 1
1

L’intégrale orbitale 8y-tordue considérée par Chenevier et Clozel est pour f €

Ce(GY)
TOs, (f) = Jao(dobo, f+dg,) = /GO/I f(g8000(g7")) dg = Jgo(60Job, A(Jo).f*0s,)

ou I, est le stabilisateur fp-tordu de dg, c’est-a-dire

I, = {g€G° gbobo(g™") = 6o}’
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)

on notera Irr(GO)tcmp

l’ensemble des (classes d’isomorphisme de) représentations
irréductibles tempérées et auto-duale de G°. On dit qu’une représentation irréductible
auto-duale de G est symplectique si son parametre de Langlandsest symplec-

tique (c’est-a-dire préserve une forme bilinéaire alternée dégénérée). Une représentation

irréductible tempérée symplectique s’écrit sous la forme

r=Idf(0dd®.. 000/ ... )

Ot les a; et 5 sont essentiellement de la série discrete et les représentations 3;
sont auto-duales symplectiques. Les éléments de l'orbite de m qui sont encore
symplectiques sont ceux obtenus en tordant les a; par un caractere y; non-
ramifié (et le af par Uinverse de x;) et les §; par des caractéres d’ordre 2. En
fait, les éléments de l'orbite de 7 sont symplectiques des lors qu’ils sont auto-
duaux.

Conjecture 3.1 (Chenevier, Clozel). Il existe une mesure positive dm sur le
spectre tempéré auto-dual de G°, & support dans les représentations tempérées
symplectiques telle que l’on ait pour tout f € H(GP),

Jorlooto.£)= [ slamtolg ) dg= [ Telon)w(p) dr

Irr(GO)eo

temp

ot 7(6p) € Homgo (m, 7 0 bp) est la normalisation de Whittaker (cf. [CC09] 4.1,
et page 43).

On peut reformuler en terme de 6, si on pose 6 = dJy, alors la conjecture
équivaut a supposer 'existence de d 7 telle que

[ sesghdg=[  wela@)a() dn

GO/Is5, Lrr(G){%,.,

On peut également, remplacer g par n’importe quelle matrice d telle que 6 Jy soit
antisymétrique inversible. La conjecture concernant la positivité de la mesure
vient probablement d’une analogie avec [CC09] proposition 4.15. Grossieérement,
on peut expliquer rapidement la conjecture par le calcul formel suivant : on peut
appliquer la formule de Plancherel & l'intégrande dans Jgog, (o, f), et apres in-
terversion des intégrales (la convergence n’est en fait pas garantie), on trouverait

0o

une intégrale sur IYF(GO)mmp

(on montre facilement que l'intégrande est nul si
la représentation n’est pas auto-duale) avec pour intégrande les intégrales or-
bitales de coefficients matriciels (modulo le centre) considérées dans [Sha92]
proposition 5.3. On sait d’apres [Henl0] et [Sha92] prop 5.1, 5.3 que dans le
cas ou la représentation est cuspidale, cette intégrale orbitale est non nulle si

et seulement si la représentation est symplectique. Malheureusement, pour une
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représentation tempérée plus générale, on ne sait méme pas si I’expression est
convergente a priori. En substance c’est donc 'objet de cette conjecture. Nous
donnons ce calcul en détail dans la section suivante a titre indicatif.

4 Passage a l’algebre de Lie

On reproduit ici des définitions et résultats de [HC99| et [Wal08] dont on se
sert dans la suite.

4.1 Conjugaison et orbites dans l’algebre de Lie

On suppose dans cette section G connexe (sauf mention explicite du contraire).
Soit g 'algebre de Lie de G, c’est un F-espace vectoriel de dimension finie sur
lequel G agit par conjugaison. Si z € G et X € X, on notera z.X = Ad(x)X
cette action.

Exemple 4.1. Dans le cas ou G = GL,(F), alors g = gl,(F) = My,(F)
lalgébre des matrices carrés de taille n munie du crochet de Lie [X,Y] = XY —
Y X, et laction de v € G est donnée par v.X = xXx~'. Dans d’un groupe
réductif général, il existe des morphismes injectifs G — GL,(F), g < gl,,(F)
qui préservent les structures afférentes.

Dans le cas ot G = GL,(F) x (0), alors on a aussi g = gl,,(F) puisque
Ualgébre de Lie ne dépend que de la composante neutre (alternativement, si
0 est d’ordre k, on peut plonger G dans GL,(F), et l'image du morphisme
g — gl (F) qui s’en déduit s’identifie ¢ gl,,(F)). Si 0 : GL,(F) — GL,(F) est

t

donné par g — g~ *, alors la conjugaison par 0 est donnée pour X € gl (F) par

0.X = -X"

De 'action de G sur g, on tire des actions sur 'espace C°(g) des fonctions
localement constantes & support compact sur g, et celui D(g) = C°(g)* des
distributions sur g. En effet, si f € C°(g), et € G, on définit f* € C°(g) pour
X € g par

f1(X) = fz.X)
Et si T € D(g) est une distribution sur g, on définit la distribution *7" pour
feC(g) par

T(f)=T(")

On dit qu’une distribution T' € D(g) est invariante par G-conjugaison (ou G-
invariante) si 7 = T pour tout x € G. On note D(g) l'espace vectoriel des
distributions G-invariantes.
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On appelle un G-domaine dans g un sous-ensemble de g invariant par G-
conjugaison qui est a la fois ouvert et fermé. Pour deux sous-ensembles S C G
et w C g, on pose

wd = U Ad(s)w
seS
Et on note D(g)“ (w) le sous-espace de D(g) des distributions 7' € D(g)® telles
que Supp T C w& (la barre désigne la fermeture pour la topologie p-adique). Si
X € g, on notera XS pour {X}°.

Par une orbite (ou plus précisément une G-orbite) dans g, on entend un en-
semble de la forme X pour X € g.Si X € g,onpose Cy(X) ={Y € g, [X,Y] =0} =
ker Ad(X) le centralisateur dans g du point X. C’est un sous-espace vectoriel
de g dont la dimension ne dépend que de I'orbite X¢ de X car si g € G, alors
Cy(Ad(9)X) = Ad(g7 1) C4(X). Cela autorise la définition suivante.

Définition 4.2 (Dimension et rang d’une orbite). Soit O est une G-orbite dans
g, et X € O un point quelconque de Uorbite. On définit

d(0) = dim(g/Cy(X)) et r(0) = dim Cy(X)

On dit que d(O) est la dimension de lorbite, et r(O) est le rang de l'orbite. On
note N' C g 'ensemble des éléments nilpotents de g.

4.2 Conjugaison et orbites stables

Deux éléments X,Y € g semi-simple réguliers sont dits stablement conjugués
s'il existe g € G(F) tel que Y = ¢.X. Si w C g, on note w** I'ensemble des
éléments stablement conjugués & un élément de w (de maniere générale, on
notera par un exposant ou un indice st les objets afférents & la conjugaison
stable). Si X € g, on notera XSt pour {X}*
classe d’équivalence pour cette relation, c’est a dire un ensemble de la forme
XG5t pour X € g.

Quand G = GL,(F), alors les notions de conjugaison stable et ordinaire

. Une orbite stable est une

coincident. Mais ce n’est en général pas le cas pour d’autres groupes. Comme la
conjugaison ordinaire entraine la conjugaison stable, une orbite stable est une
union d’orbites ordinaires. On peut montrer que cette union est finie.

4.3 Voisinage d’un élément semi-simple

Soit 7 € g est un élément semi-simple de g. On note M = Cg(y) =
{9 € G, gy = 7} le centralisateur de y dans G, et m = Cy(y) ={Y € g, [7,Y] =0} =
ker Ad(y) son algebre de Lie.
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Définition 4.3. On note Oy4(7y) Uensemble des G-orbites O de g telles que
v € O. Pour d € N, on note Og(7)q le sous-ensemble des orbites de degré d.

Lemme 4.4 ([HC99]). L’ensemble Og4(y) est fini et égal a l'ensemble des orbites
de la forme O = (y+ Y)Y o0 Y est un élément nilpotent de m.

Plus précisément, si on note On(0) 'ensemble des M -orbites nilpotentes de
m, alors lapplication

Ow(0) — O4(v)
& — (v+8°

est une bijection. Il existe U un M-domaine tel que si O = (v + &) est dans
O4(7), alors ONU =y +&. Ce qui fournit la réciproque. Et on a I’égalité

r(0) =r(&)

Démonstration. 1l s’agit d’'une concaténation des lemmes 4.7, 4.8, 4.9 et corol-
laires 4.10 et 4.11 de [HC99]. Dans le cas particulier ou G = GL,,(F), la preuve
est élémentaire; donnons-la en détail.

Puisque Oy(7) ne dépend que de la classe de conjugaison de 7, on peut
supposer, quitte a conjuguer, que y est diagonale de la forme

)\1—[”11

AsIn,

avec les \; deux a deux distincts. Dans ce cas, M ~ GL,,(F) x ... x GL,_(F)
(M est le sous-groupe de GL,(F) des matrices diagonales par blocs de taille
ni,...,Ns). De méme on am ~ gl,, (F) x...xgl, (F).

Soient N, N’ € m, alors on vérifie que (y+N)¥ = (y+N')¢ si et seulement si
NM = (N')M_ En effet, si NM = (N')M alors (y+ N)M = (v + N')M (puisque
M = Cg(v)), et donc (v + N)¢ = (y + N')¢. Réciproquement, on se donne
g € G tel que gy + g.N = v+ N’. Par unicité de la décomposition de Jordan-
Chevalley, on tire g.y = v et ¢.N = N'. Or g.y = « signifie précisément que
g € M, donc au final NM = (N’)M_ L’équivalence assure donc que la fonction
f:6 — (y+6)Y de On(0) vers I'ensemble des G-orbites de g est bien définie
et injective. Il reste encore a vérifier que 'on a f(Om(0)) = Og4(y).

Commencons par I'inclusion f(On(0)) C Og(7y). Soit N € m, on veut mon-
trer que O = (v + N) est dans Oy(7). Quitte & conjuguer par un élément de
M, on peut supposer que N = (m; ;) est triangulaire supérieure, c’est-a-dire
m; ;= 0sij<i. Sid=diag(z,2? ...,2"), alorsd € M, donc O = (y+d.N)%.
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Or d.N = (z*=7m; ;), donc en choisissant x suffisamment grand, on peut rendre
d.N arbitrairement proche de 0, ce qui prouve que O € Ogy(7).

Pour I'autre inclusion, soit O € Og4(). Soit X € O un point de l'orbite, on
écrit sa décomposition de Jordan-Chevalley X = D + N avec D semi-simple
et N nilpotent qui commutent. Pour tout Y € O, on a égalité des polynomes
caractéristiques Yy = xx = XD, et par continuité de la fonction Y — yy, c’est
encore vrai pour tout Y € O. En particulier, on a X~ = xp- Quitte a changer
X en un conjugué, on peut donc supposer D = =, et 'hypothese que D et N
commutent entraine alors que N € m.

Pour montrer la finitude de Og4(v), montrons celle de O, (0). Avec les nota-
tions évidentes, on vérifie que Om(0) = Ogi, (0) x ... x Oy, (0). On est donc
ramené a montrer que Og (0) est fini. Or deux matrices nilpotentes de gl (F)
sont conjuguées (dans GL,,(F) et donc dans GL,,(F)) si et seulement si elles ont
a l'ordre pres des blocs de la méme forme normale de Jordan. Les éléments de
Oqi, (0) sont donc paramétrés par les partitions de I'entier n, et en particulier
c’est un ensemble fini.

Enfin, pour la derniére partie de la preuve ('existence du M-domaine U et
légalité des dimensions qui en découle), on renvoie a [HC99] lemme 4.10. O

Si v est un élément semi-simple de G, on peut formuler un lemme analogue
décrivant I'ensemble Og(y) des classes de conjugaison O dans G tels que v €
O, ces orbites sont de la forme (yU)¢ avec U une classe de M-conjugaison
d’éléments unipotents ot M = Cg(7y) (la preuve est analogue dans le cas G =

GL,).

4.4 Intégrales orbitales

Soit O une G-orbite, et X € O un point de lorbite. Le centralisateur C(X)
de X dans G est unimodulaire, donc on peut munir C'/Cg (X ) d’une mesure posi-
tive invariante d z* unique a proportionnalité pr‘esﬁ. On définit une distribution
Jg(X,.) = J4(0O,.), appelée intégrale orbitale en O (ou en X), pour f € C°(g)
par

WON = [ fwx)

G/Ca(X)
C’est bien défini car l'intégrale ci-dessus est convergente d’apres [RR72]. 11

est clair que la distribution J4(O,.) est invariante par conjugaison, c’est-a-dire
J4(0,.) € D(9)“.

3. On va choisir une normalisation dans la suite.
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4.5 Homogénéité des intégrales orbitales nilpotentes

Pour t € F* et f € C°(g), on pose fi(X) = f(tX). Si T € D(g) est une
distribution, on définit la distribution p(¢t)T pour f € C°(g) par

[pTI(f) =T(f2)

[p(t) T4 (O, )I(f) = / f(z.(1X)) da”

G/Ca(X)
Et par unicité de la mesure invariante sur C/Cq(tX) = C/Cq(X), il existe une
constante co(t) > 0 telle que

p(t)Jg(0,.) = co(t)J(tO,.)

Lemme 4.5 ([HC99] lemme 5.2, [Wal95] 5.1). Il existe une normalisation des
mesures invariantes telle que pour tout t € F* et toute orbite nilpotente O €

0(0), on ait les relations

d(o

p(t)Jo(O,.) = [t]7 7=

LIO,) et p(t2)14(0,.) = |t~ 1) (0,

Démonstration. Voir [HC99] lemme 5.2 (noter que notre définition de p(t) differe
de [HC99] d’ou la différence de signe), [Wal95] 5.1 (dans lequel le signe est
identique au notre). O

Dans la suite on fixe une telle normalisation (le choix n’est pas unique). On
note N C g 'ensemble des matrices nilpotentes de g et D(g)“ (N) l'espaces des
distributions supportées dans A'. Comme tN = N pour tout t € F'*, I'espace
D(g)%(N) est stable par p. Pour d € N, on pose

D(g)¢ (N)a = {T € D(g)°(N), Vt € F*, p(t*)T = |t| T}

On dira qu'un élément de D(g)%(N)q est homogene de degré d. D’apres le
lemme 5] si O € O(0) est une orbite nilpotente, alors Jy(O,.) est homogene
de degré d(O). Le lemme suivant assure que le degré d’homogénéité fournit une
graduation de I’espace vectoriel D(g)%(N).

Lemme 4.6.

1. La famille des distributions (J4(O,.))oco) forme une base de l'espace
D(g)“(N).
2. On a la décomposition

D(9)° V) = P D(e)°(N)a

deN
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3. Pour d € N, la famille (J3(O,.))oeco(), forme une base de D(g)% (N )a.

Démonstration.
1. Voir [HC99] lemme 5.1.

2. D’apres le point précédent, toute distribution dans D(g)%(N)g est comi-
binaison linéaire d’intégrales orbitales nilpotentes, en particulier c’est une
combinaison linéaire de distributions homogenes. Montrons que la somme
est directe. Soit donc (T)g4en une famille a support fini de distributions
telles que Ty € D(g)“(N)q pour tout d € N et >, T = 0. Pour tout
t € F*, on a donc

0= p(t?) (Z Td> =Y 1t

deN deN

Par indépendance des caracteres (t — |t|~%)4en, on déduit que les distri-
butions T,; sont toutes nulles.

3. Ce dernier point est une conséquence des deux précédents.

O

En particulier, le lemme entraine quune distribution 7" € D(g)%(N) ho-
mogene de degré 0 est proportionnelle & U'intégrale orbitale Jg(0,-) en 0. Ter-
minons cette section par une petit lemme technique qui permet d’affaiblir la
condition d’homogénéité.

Lemme 4.7. Fizons to € F* un élément de F tel que [to| # 1. Alors une
distribution T € D(g)%(N) est homogéne de degré d si et seulement si on a

P(E)T = Jto] =T

Démonstration. Le sens direct est clair. Supposons réciproquement p(t3)T =
[to|¢T. Alors pour tout k € Z on vérifie que p(t2F)T = p(t3)KT = |to|~¥*T. On
décompose T = ). T; ot T; est homogene de degré i (on utilise le lemme E.6]),
on a alors pour tout k € Z,

T = [to| " p(t5")T =Y _ [to| " *T;

Or comme [to| # 1, les caracteres k — [to|®~?* de Z sont distincts donc
indépendants. Et donc il reste T' = Ty, ce qui conclut. O
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4.6 Distributions et exponentielle

Dans I'annexe 7?7, on rappelle la définition d’une application continue et
G-equivariante exp : v — V ou v C g et V C G sont des ouverts stablement
invariants de g et G respectivement. De maniere duale, on dispose d’applications
linéaires

exp” : C°(V) — C°(v) exp™™ : D(v) — D(V)
définies par exp*(f) = f o exp et exp** (D) = D o exp*. On peut prolonger
I'application exp* sur C°(G) tout entier (exp* f ne dépend en fait que de f}y),
et la faire arriver dans C2°(g) en prolongeant par 0 hors de v.

exp” 1 CF(G) = C*(g)

De méme, exp** se prolonge a D(g) (exp** d ne dépend en fait que de dj,) et on
peut identifier D(V') au sous-espace de D(G) des distributions & support dans
V.
exp™ : D(g) — D(G)

Comme exp est G-equivariante (i.e. vérifie la relation exp(g.X) = g.exp(X))
alors exp* et exp** le sont aussi. Donc une distribution G-invariante D € D(g)¢
a support dans v est amenée par exp*™™ sur une distribution G-invariante a
support dans V. En particulier on dispose du lemme suivant.

Lemme 4.8. Soit X € g. Si X € v, alors on a la relation
exp**(Jg(Xv ) = Ja(exp(X),.)
Sinon exp**(Jg(X,.)) = 0.

Démonstration. Soit f € C°(G). Si X € v, alors

To(X,exp® ) = /G o, T N0 da”

= / fexp(g.X)) da”
G/Ca(X)

=/ flgexp(X)g™) da*
G/Ca(X)

/ flgexp(X)g™') da*
G /Ca(exp(X))

= Ja(exp(X), f)

On a Pégalité Cu(X) = Cg(exp(X)) vient de injectivité de lexponentielle
(IPéquivariance donnant I'inclusion Cg(X) C Cg(exp(X))). Si X n’est pas dans
v, alors les support de exp* f est nulle sur toute la classe de conjugaison de X,
donc exp**(J4(X,.)) = 0. O
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Lemme 4.9. Soit X € g. Si X € v, alors on a la relation
exp**(J;t (X, )) = Jz;t(exp(X), y
Sinon exp™ (J3H(X,.)) = 0.

Démonstration. 1l suffit de remarquer que v est stable par conjugaison stable et
que X, X’ € v sont stablement conjugués si et seulement si exp(X) et exp(X’)
le sont. O

On définit de maniere analogue In* : C2°(v) — C°(V) et In™ : D(V) — D(v).
Ces applications sont inverses de exp® et exp** respectivement. On a donc pour
tout X €v

In™ Jg(exp(X),.) = J4(X,.)

4.7 Descente des intégrales orbitales aux algebres de Lie

Le lemme 9 permet de ramener les intégrales orbitales dans G au voisi-
nage de l'identité en des intégrales orbitales sur ’algebre de Lie. Si v € G est
un élément semi-simple, on note G, = C()° la composante connexe du cen-
tralisateur de v dans G et g, son algebre de Lie. On considere 'application
exp, : X + exp(X)7, elle est G,-equivariante.

On reproduit ici une lemme de [Wal08] permettant de descendre les intégrales
orbitales tordues sur le groupe G au voisinage d’un point v quelconque a celle
sur l’algebre de Lie g, via ’exponentielle.

Lemme 4.10 (cf [Wal08] 2.4). Il existe un voisinage 4 de 0 dans g tel que

1. Pour tout f € C° ((A?/O), il existe v € C° (g) tel que pour tout X € &L, on
a

Jgs(exp(X)y, ) = Jg, (X, ¢)
2. L’ouwvert 3 C g est un G-domaine qui vérifie
(a) Pour X € Y, X est semi-simple régulier dans g, si et seulement si
exp(X)y Uest dans GO.

(b) Si XY € U et x € G sont tels que z.[exp(X)y] = exp(Y)~, alors
x € Cg(v). A fortiori, pour X € U, on a Uinclusion Cg(exp(X)7)? C

Ca(v)’
Démonstration. 11 s’agit du résultat de [WalO8| 2.4. O

Notons Cy(g) le sous-espace des fonctions f € C2°(g,) telles que Jg_ (X, f) =
0 pour tout X € g, semi-simple régulier. Le choix de ¢ € C2°(g,) dans le
lemme n’est pas unique a priori, mais sa classe modulo Cy(g-) I’est. On notera
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expl o f € C°(94)/Co(gy) cette classe. Sid € D% (g,) est une distribution
invariante, elle est nulle sur Co(g,). On peut alors définir exp’s d € D(G) par
explgd(f) = d(expfy_’G f) (il n’y a pas d’ambiguité puisque d est nulle sur
Co(gy)). Par construction, on a expX’s Jy (X, ) = Ja(exp(X)y,-) pour X dans
un voisinage de 0 comme dans le lemme

5 Endoscopie pour les algebres de Lie

5.1 Intégrales orbitales

Si X € g, on définit son orbite, notée X par

C={X'€g,IreCG, Ad(z).X = X'}

On munit X d’une mesure invariante par adjonction. L’intégrale orbitale as-
sociée est la distribution Jg(X,.) définie pour f € C°(g) par

Jo(X, f) = o f(X)dX'

On vérifie que J4(X,.) € D%(g).
On note greg le sous-ensemble de g formé par les éléments semi-simples
réguliers. Pour X € g,.,, on définit son orbite stable par

X9 ={X"€eg, 3w eg(F), Ad(z).X = X'}

L’orbite stable est une union disjointe d’orbites ordinaires, fixons £(X) C g un
ensemble de représentants des orbites contenues dans X ¢, On a la décomposition
en union disjointe
XG,st _ |_| (X/)G
X'€E(X)

On sait que £(X) est un ensemble fini via la cohomologie galoisienne (voir
[Kot82] pour plus de détails). On définit I'intégrale orbitale stable Jg*(X,.) par

Jbt Z J Xl

X'€E(X)

moyennant un choix convenable de normalisation pour les mesures. On note
D(g)®* la cloture dans D(g), pour la topologie faible, du sous-espace engendré par
{J;t (X,.), X € greg}. Clest-a-dire que D(g)*" est le sous-espace des distribution
D € D(g) qui sont nulles sur toutes les fonctions f € C2°(g) telles JZ (X, f) =0
pour tout X € greg.




5 ENDOSCOPIE POUR LES ALGEBRES DE LIE 20

5.2 Facteur de transfert

On se donne H un groupe apparaissant dans une donnée endoscopique de
G ( dans la suite on sera intéressé par le cas GO — GLy, 0) et H = SOgp,41).
Un tel groupe H est algébrique, défini sur F, réductif, connexe et quasi déployé.
Sa dimension est inférieure ou égale a celle de G, mais son rang est égal a celui
de G. Langlands et Shelstad ont défini :

1. Un sous-ensemble hg_rce de hree qui est un ouvert de Zariski dense dans
b.
2. Une correspondance entre orbites stables dans hg_reg €t celles dans greg.

3. Une application (définie & un scalaire pres), appelée facteur de transfert,
Ag,h : bercg X Oreg —C

telle que pour (Y, X) € h—reg X Greg, ON ait :
(a) SiAgp(Y,X) #0, alors O%*(Y) et O%*(X) se correspondent.
(b) SiY’' € O*(Y) et X' € O%*(X), alors

Ag-,b(Ya X) = Ag,b(yla X/)

Si (Y, X) € hGg_reg X Greg sont tels que O(Y) et O%(X) se correspondent, on
pose

Jg7h(§/7 ') = Z Ag7h(§/7 'X/) JB ('X/7 ')
X'cE(X)

On remarque que comme Jg (Y, X') = 0 si O%*(Y) et O%(X) ne se corres-
pondent pas, on peut d’ailleurs réécrire si on veut

ngh(yv') = Z Ag)b(Y7X) JQ(Xv')

X €greg/conj

ou X parcourt I’ensemble des classes de conjugaison de greg.

5.3 Transfert des fonctions et distributions

Définition 5.1 (Transfert des fonctions). Soient f € C°(g), f € C°(h). On
dit que fH est un transfert de f si et seulement si pour tout Y € BG—reg, ON @
l’égalité

Jon (Y, f) = Ty (Y. 1)
On dit alors que les intégrales orbitales (semi-simples) de f et de fH7 se corres-

pondent.




5 ENDOSCOPIE POUR LES ALGEBRES DE LIE 21

On sait que le transfert des fonctions existe (il s’agit d’un résultat difficile,
voir notamment [Ng610], [Wal06] et [Wal97]). Remarquons que le transfert n’est
pas unique. En fait, si 'on note Cy(f) le sous-espace de C=°(h) des fonctions f
telles que J3*(Y, ) =0 pour tout Y € hg_reg (c'est-a-dire fH est un transfert
de la fonction nulle), alors ’ensemble des transferts d’une fonction f € C°(g)
est une classe modulo Cy(h), ce qui définit une fonction

Transfert : C3°(g) — C°(h)/Co(b)

De maniere duale au transfert sur les fonctions, on peut définir une notion

de transfert sur les distributions de § vers g.

Définition 5.2 (Transfert des distributions). soient DH € D(h)H et D €
D(g)“. On dit que D est un transfert de D¥ si et seulement si pour toutes
fecse fHec(b) telles que fH soit un transfert de f, on a l’égalité

D(f) = D™(f")

Si la distribution D € D(h) admet un transfert, alors elle est nulle sur
Co(h), donc est stablement invariante.

D’apres la définition, si Y € hg_reg, le transfert de la distribution J;t(Y, .)€
D(h)st est Jo u(Y,.) € D(g)Y. Le transfert des intégrales orbitales (stables)
nilpotentes est plus difficile & décrire a priori (cf. [Wal01]).

5.4 Endoscopie non standard

On peut définir une notion analogue de transfert sur les algebres de Lie pour
certaines paires de groupes qui ne sont pas des données endoscopiques au sens
ordinaire, on parle d’endoscopie non standard. Donnons une breve description
de ce qu’est un triplet endoscopique non standard (G1, G, j.) (on se réferera a
[Wal08] 1.7 pour une définition précise et une classification de ces triplets). Dans
un tel triplet, G1, G2 sont des groupes réductifs connexes et quasi-déployés sur
F. Pour ¢ = 1,2, fixons un tore maximal T; défini sur F' d’un sous-groupe de
Borel de G; défini sur F. Notons €2; le groupe de Weyl de G; relativement a
T;. Enfin j est la donnée d’un isomorphisme j, : X, (Th) ® Q — X.(T2) @ Q
équivariant pour I'action de Gal(F/F) (ou désigne le groupe des cocaracteres
de T;), et d’un isomorphisme jq : Q1 — Qo tel que pour tous t1 € Ty, wy € Q,
on ait

Ja(wi) 0 jx = jrowr
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Ces données vérifiant certaines conditions précisées dans [Wal08] 1.7. En pas-
sant aux algebre de Lie, I’application j, induit (en tensorisant par F') un isomor-
phisme entre les algebres de Lie t; (F) et t,(F) des tores compatibles & Iaction
des groupes de Weyl, et donc une bijection

(t1 (F)/Ql)Gal(?/F) ~ (tQ(F)/%)Gal(?/F)

donc entre les classes de conjugaison stables semi-simples dans g1 (F') et ga(F).
On peut alors définir une notion de transfert entre les fonctions de C°(g1(F))
et C°(g2(F)) (le facteur de transfert vaut 1) puis entre les distributions stables
sur gs et g1. Toutefois, a la différence de I’endoscopie standard, il n’y a pas de
transfert au niveau des groupes G; et Ga2. Un exemple important d’endoscopie
non standard est le cas dans lequel G; = Sp(2n) est le groupe symplectique et
G2 = SO(2n + 1) est le groupe spécial orthogonal.

La correspondance entre classes de conjugaisons stables semi-simples régulieres
de sp,y,, (F') et s09,41(F) se décrit explicitement de la maniére suivante. Si X €
$Pg,, (F') est semi-simple régulier, on note A(X) I’ensemble de ses valeurs propres.
De méme, si Y € s0g9,4+1(F) est semi-simple régulier, on note A(Y") I'ensemble
de ses valeurs propres. Alors les classes de conjugaisons stables de X € sp,,, (F)
et Y € 509,41 (F) se correspondent si et seulement si A(Y) = A(X) U {0}.

Définition 5.3 (Transfert des fonctions). Soient fi € C°(g1), fo € C(g2)-
On dit que fo est un transfert de fi si pour tout X1 € g1 et Xo € go dont les

classes de conjugaison stables se correspondent, on a l’égalité

Jo (X1, fr) = 5 (X2, f)
De méme que précédemment, le transfert définit une application

Transfert : C2°(g1)/Co(g1) — C°(g2)/Co(g2)

L’existence du transfert endoscopique non standard a elle aussi été établie grace
aux travaux de Ngo Bao Chau sur le lemme fondamental (cf. [Ng610]) et de
Waldspurger qui montrent que le lemme fondamental non standard implique le
transfert non standard (cf. [Wal08] ou [Wal07]).

6 Homogénéité et transfert

6.1 Homogénéité et endoscopie standard

On suppose que G est quasi-déployé sur F. On définit un caractere xg g :
F* — C* d’ordre < 2 du groupe multiplicatif F'* de la maniere suivante. Soit
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Te C G un tore de G défini sur F' contenu dans un sous-groupe de Borel de G
défini sur F et Ty C H le tore de H correspondant (G et H ont méme rang).
Désignons par o et op les actions de o € Gal(F/F) respectivement sur Tg et
Ty (que Pon identifie). Ces deux actions different d’un élément du groupe de
Weyl de G, c’est-a-dire que pour tout o € Gal(F/F), il existe un unique élément
w(o) € Q(G,Tg) tel que o = w(o)og. On définit alors Y,z : Gal(F/F) — C*
par

Xa.u(0) = €(w(0))
Ou € est 'homomorphisme de signature sur le groupe de Weyl. Enfin, par la
théorie du corps de classe local, le caractere g, g : Gal(F/F) — C* correspond
a un caractere xg, g : F'* — C*. Remarquons que comme X¢ g est une signa-
ture, alors Xg z = 1 et donc xg 5 = 1. On pose dg.g = dim(G) — dim(H)
et
da, /2

ve.n(t) = x.n(0) " 1)

On vérifie alors que g g (t?) = |t|dFG‘H. On reproduit ici un lemme de [Fer(7]

sur ’homogénéité du facteur de transfert pour les algebre de Lie (nous avons
pris des notations un peu différentes pour des raisons pratiques).

Lemme 6.1 ([Fer07] lemme 3.2.1). Soient X € grey un élément semi-simple
régulier de g, Y € hg_reqg un élément semi-simple régulier de h et t € F* un
scalaire. On a la relation d’homogénéité

Ag o (X, 1Y) = g n(t) Agp(X,Y) (2)
Démonstration. La preuve est donnée dans [Fer07] lemme 3.2.1. (]

Corollaire 6.2 ([Fer07] proposition 3.2.2). Soient f € C°(G) et fH € C(H),
ett € F*. On suppose que f est un transfert de f, alors la fonction 1/)5)1H(t)(fH)t
est un transfert de f;.

Démonstration. La preuve est donnée dans [Fer07] proposition 3.2.2. O

En particulier, dans les notations du lemme, la fonction |t|=9¢.# (fH),> est
un transfert de f;2. Signalons que Shahidi formule un résultat similaire dans
[Sha90] lemme 9.7 (le différence étant qu’il formule le résultat dans les groupes,
en définissant la dilatation f; par transport de structure avec ’exponentielle).

Corollaire 6.3. Soit Dg € C°(G)* et Dy € C°(H)* des distributions sur G
et H respectivement. On suppose que D¢ est un transfert de Dy . Alors

1. La distribution ¥a u(t) p(t)De est un transfert de p(t)Dp .
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2. Si Dy est homogéne de degré dg alors Dg est homogéne de degré dg avec
deg,g =dg —dy

Démonstration.

1. Soient f € C°(G) et fH € C(H) tels que fH est un transfert de f. On
a alors

[Ya,u(t) p(t)Dal(f) = Da(Ya,u(t) fi)
=Du((f"))
= [p(t)Du](f7)

Ce qui montre le premier point.
2. Supposons Dy est homogene de degré dy. Soit f € C°(G). On se donne
fH € Cx(H) un transfert de f. Alors on a

DG(ftQ) = DH(|t|_dG’H( " t2)

)
= [t D (/™))
= [t] 4= Dy (1)
= [t~ Do (f)

Ce qui signifie que D¢ est homogene de degré dg = dy + dg,u-

6.2 Homogénéité et endoscopie non standard

On se donne (G1,G2,j) un triplet endoscopique non standard. Comme le
facteur de transfert vaut identiquement 1 (donc est homogene de degré 0), on
déduit un résultat analogue d’homogénéité.

Corollaire 6.4. Soit D; € C°(G1)* et Dy € C°(Ga)* des distributions sur Gy
et Go respectivement. On suppose que Dy est un transfert de Dy. Alors

1. La distribution p(t)D; est un transfert de p(t)Da.

2. Si Dy est homogéne de degré d alors D1 aussi.
Démonstration. La preuve est la méme qu’en en plus simple. O

Corollaire 6.5. Il existe A € C tel que la distribution AJg, (0,.) soit le transfert
de lintégrale orbitale J5.(0,.) = J4,(0,.). En outre, sip est suffisamment grand,
la constante \ est strictement positive.
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Démonstration. La distribution J;; (0,.) est homogene de degré 0, donc d’apres
le corollaire [6.4] son transfert ’est aussi. Comme le transfert d’une distribution
a support nilpotent est & support nilpotent, d’apres le lemme [£.6] ce transfert
s’écrit donc AJg, (0,.) avec A € C.

Pour calculer la constante A, il suffit de connaitre explicitement le transfert
pour un coupe donné de fonctions. C’est en particulier 'objet du lemme fon-
damental non standard, valable pour p suffisamment grand. Pour i € {1, 2}, si
fi est la fonction caractéristique d'un “réseau hyperspécial” de g; alors celui-ci
affirme que cfs est un transfert de f; pour ¢ > 0 une constante qui dépend du
choix des mesures (voir [Wal08| pour les définitions précises). En particulier, on
tire donc A = c. o

Remarque 6.6. Waldspurger nous a suggéré une autre méthode pour le calcul

de la constante a partir des expressions des Germes de Shalika.

7 Endoscopie pour les groupes

On définit de manieére analogue une notion de transfert endoscopique pour les
groupes (en fait cette notion est antérieure historiquement). On définit notam-
ment un facteur de transfert Ag g pour les groupes G et H (voir la définition
dans [LS87]) et dans le cadre plus général de 1'endoscopie tordue (voir [KS99])
qui fait correspondre les classes de conjugaison stables d’éléments semi-simples
réguliers de G et H, et les intégrales orbitales stables et endoscopiques. Cela
permet de définir le transfert de maniere analogue f# € H(H) est un transfert
de f € H(Q) si les intégrales orbitales stables semi-simple régulieres de f# sont
égales aux intégrales “endoscopiques” correspondantes de f. C’est-a-dire que
pour h l'on pose

T = 3 Ju,)
h' €E(R)
et
Jau(h,) = Acu(h,g) Jolg,.)
g

Et que l'on dit que f est transfert de f si J5t(h, fH) = Jg u(h, f) pour tout
h € H suffisamment régulier. De maniere duale, les distributions stables sur H
se transferent & G comme sur les algebres de Lie.

7.1 Les groupes SO(2n + 1) et GL,, tordu

Dans le cas qui nous intéresse en particulier, le groupe endoscopique principal
de G° = GLg,(F)0 est G' = SOgp4+1(F) (voir [Art88] paragraphe 9). Ici le
facteur de transfert est trivial (i.e. égal & 1), le calcul est fait dans [Wall0] 1.11.
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Donc les fonctions sur GO se transferent & G/ , et de maniere duale, les distri-
butions stables sur G’ se transferent & GO.

La correspondance entre classes de conjugaisons stables semi-simples régulieres
de GO et G est décrite explicitement dans [Wal07] par Iapplication norme
@reg/ st — G/ st. Rappelons sa définition. Si gf € GO est semi-simple
régulier, on note A(gf) 'ensemble des valeurs propres de 0(g)g € GLa, (F) (qui
sont toutes distinctes). De méme, si h € SO(2n + 1) est semi-simple régulier, on
note A(h) I'ensemble des valeurs propres de h (qui sont elles aussi distinctes et
parmi lesquelles il y a 1). La norme de la classe de conjugaison stable de g6 est la
classe de conjugaison stable de h si et seulement si A(h) = {—z,z € A(g0)}U{1}.

7.2 Transfert et exponentielle

Nous allons montrer une relation de commutation du transfert a ’exponen-
0o I,

tielle. On pose v = ( 0

) et n =10 € GO dont le centralisateur est le
groupe symplectique.
Lemme 7.1. Soient X € h = so(2n+ 1) et Y € g, = sp(2n) des éléments
semi-simples réquliers. Alors les propositions suivantes sont équivalentes :

1. Les classes de conjugaison stables de X et'Y se correspondent.

2. 1l existe v > 0 tel que pour t € F* tel que |t| < r, les classes de conju-
gaison stables de exp(2tX) € SO(2n + 1) et de exp(tY)n € GL(2n)8 se
correspondent.

3. 1l existe t € F* tel que les classes de conjugaison stables de exp(2tX) €
SO(2n + 1) et de exp(tY)n € GL(2n)0 se correspondent.

Démonstration. 1l s’agit de déterminer les relations entre les spectres respectifs.
Soient X € h = so(2n+ 1) et Y € g, = sp(2n) des éléments semi-simples
réguliers. On se donne ¢ € F* suffisamment petit pour que 'exponentielle soit
définie en 2t X et tY. On a alors

A(exp(2tX)) = exp(2tA(X))

et

(

(0(7) exp(tY) exp(tY)7)
(vexp(2tY)y)
(—yexp(2tY )y ™)
(—exp(2tY))

= —exp(2tA(Y))
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Or il est clair que 'on a équivalence entre
1. A(X)=AY)uU{0}
2. 3t € F*, exp(2tA(X)) = —exp(2tA(Y)) U {1}
3. 3Ir>0,Vt e F*, |t| <r, exp(2tA(X)) = —exp(2tA(Y)) U {1}
O

En particulier si les éléments semi-simples réguliers X € §h = so(2n + 1)
et Y € g, = sp(2n) se correspondent et sont dans les ouverts respectifs de
convergence de 'exponentielle (s’ils se correspondent, ils sont simultanément
dans le domaine de convergence) alors exp(2X) et exp(Y)nse correspondent. De
maniere duale, on tire le lemme suivant.

Lemme 7.2. Soit f1 € C>°(H) est un transfert de f € C°(G). Soient p €
C®(gy) et U C gy comme dans le lemme[£.10, alors pour tout Y € U, on a

Tyt (X, exps f1) = Jgt (Y, )
ot lon a noté expy(X) = exp(2X).
Démonstration. Si'Y € U alors 'exponentielle converge en 2X et on a

JRH (X, expy f7) = J“(exp@X) i)
& (exp(Y)n, f)
—J“(Y,sﬂ)

O

En d’autres termes, le lemme signifie que exp} f est un transfert local de
exp; ¢ f au voisinage de 0. Cela permet d’obtenir le lemme suivant.

Corollaire 7.3. Si d“ € D(g,,) est un transfert de d € D(h) avec Supp(d®) C

U, alors exp)’ d® est un transfert de expy* df.

Démonstration. Remarquons que expy’c d® est bien défini car d¢ est stable.
On se donne f et fH telles que f est transfert de f. D’apres le lemme [7.2] la
fonction exp} f# coincide avec un transfert de exp;‘LG f sur le support de dgy,
donc

eXPZTG dG(f) =d° (GXP;,G f)
= d" (expj 1)
= exps* d" (f7)
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7.3 Transfert des intégrales orbitales

L’intégrale orbitale Jg/(1,-) associée & 1 € G’ (ce qui correspond au Dirac
en 1) est stable d’apres un résultat de Kottwitz donc peut se transférer. La
proposition suivante est également démontrée dans [Sha92] prop 7.3.

Proposition 7.4. Il existe A > 0 tel que \J 55 (1, -) soit le transfert de l'intégrale
orbitale Ja(1,-).

Démonstration. D’apres le corollaire [6.4] le transfert de la distribution Jg (0, -)
est homogene de degré 0 donc est de la forme AJy(0,-) avec A > 0, et donc
d’apres le corollaire [3] le transfert de Jer(1,-) est AJ (7, ). O

7.4 Transfert des caractéres

Dans [Art1d], J. Arthur définit, pour les groupes classiques, les L-paquets de
représentations tempérées et donc en particulier ceux pour les groupes SO(2n +
1,F), n € N. Plus précisément, il prouve, traduit en termes de G, le résultat
suivant (qui dépend de la stabilisation de la formules des traces tordues et
de résultats annexes qui sont en cours de rédaction par le groupe de travail
Marseille-Paris) :

Théoreme 7.5 ( [Artil] 1.5.1).

1. Lorsque P' = M'U’ est un sous-groupe parabolique standard de G' et ¥ un
L-paquet de représentations irréductibles de carré intégrables de M', alors
les composantes irréductibles des Indg: o, 0 €%, forment un L-paquet 11
et la distribution X,ex Tr(Indg: o) est stable. Chaque élément w de 11 est

composante d’une seule induite Indg: o et y apparait avec multiplicité 1.

2. Soit II un L-paquet de représentations irréductibles tempérées de G'. Il
existe un sous-groupe parabolique standard P' = M'U’ de G' et un L-
paquet ¥ de représentations irréductibles de carré intégrable de M’ tel que
les éléments de Il soient les composantes irréductibles des Indg: 0,0 € X.
Alors, il existe une unique représentation irréductible tempérée symplec-
tique i1 de G° telle que, pour tout f € C°(G'),

> Te((Ind o) (F9)) = Trga(rif ()

ocx
Ot 1ft est un prolongement & G de Try défini en [Art1d)] 2.2 (vor également
JArt] p. 11). Toute représentation irréductible tempérée symplectique de
GO est obtenue ainsi.
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Remarque 7.6. Arthur a en fait montré qu’il y a une partition de l’ensemble
des représentations irréductibles de carré intégrable de M' en sous-ensembles
finis appelés L-paquets et que, pour chaque paquet, la somme des caractéres des
éléments du paquet est une distribution stable. La propriétés d’induction en est
alors déduite a laide de la théorie des R-groupes (due & Harish-Chandra et
Silberger).

Notons D% (G”) Vespace des distributions stables sur G et DgS,,,,(G') le sous-
espace des distributions qui sont combinaisons linéaires de caracteres tempérés
stable. Le résultat suivant nous a été communiqué par J.-L. Waldspurger. (Une
preuve écrite n’est pour linstant que disponible dans le cas d’un corps ar-

chimédien [Wall.)

Théoréme 7.7 ([Wal] pour le cas archimédien). Soit f € CX(G') tel que
D(f) =0 pour tout D € Dt (G"). Alors, D(f) =0 pour tout D € D**(G’).

temp

Notons dm() la mesure de Plancherel sur I'espace T(G’) des représentations
irréductibles tempérées de G, i.e. la mesure sur T(G’) telle que l'on ait, pour

tout f' € C=(G"), f'(1) = fT(G’) Tr(n(f")) dm(m).

Corollaire 7.8 ([Sha90] 9.3). La mesure dm(w) sur T(G') est constante sur les
L-paquets.

Démonstration. On note M un ensemble de représentants des classes de conju-
gaisons sous-groupes de Levi de G’, si M € M on note F3(M) I'ensemble des
classes d’équivalences de représentations irréductibles de M de la série discrete,
Eo(M) I'ensemble des L-paquets de séries discretes, d(o) désigne le degré formel
de o et Tr & est le caractere de 6 = Ind]%/ n 0. La preuve donnée dans [Sha90] re-
pose sur la conjecture [Sha90] 9.2 qui permet d’affirmer I’existence de Ag(X) € C
tel que pour tout f € C°(G), on ait

Fm =y /ZeE . A (%) (Z m(f)) do

MeM ceEX

Le théoréme [[7] n’est pas équivalent & cette conjecture mais permet quand
méme de déduire le résultat en adaptant les arguments de [Sha90]. Expliquons
comment.

Soit M € M, et X € Eo(M) un L-paquet de série discréte de M. On note

Y= Tro
ocex

On sait d’apres que c’est une distribution stable.
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Dans le cas ou X est déja un L-paquet de G'. La mesure de Plancherel est
ici le degré formel. On note V = R* et on définit W ’orthogonal de I’espace
engendrée par le vecteur (1),ex € V.

Soit v = (vy)eex € V, Paley-Wiener pour la trace de Bernstein-Deligne-
Kazhdan [BDKS6], on peut trouver f, € Cs°(G’) telle que pour tout représentation
irréductible w ¢ ¥ on ait Trw(f,) =0 et pour o € X, on ait Tro(f,) = v,-.

Soit w € W. Si x est un caractére tempérée stable associé a un L-paquet
différent de ¥ alors x(f,) = 0. Par ailleurs, comme w € W on a alors

> Tré(fu) =0

oes
(G"), on a D(f,) = 0.
En admettant le cas non-archimédien du théoréeme [7 alors on déduit que
pour toute distribution stable D € D**(G’), alors D(f,,) = 0. En particulier, la
distribution Jg/ (0, -), est stable donc f,,(0) = 0. La formule de Plancherel (voir
[Wal03]) donne donc

0=fu0)= ¥ /UEEQ(M)IM(fw) dm(o)

MeM

Y do) Tro(fu)

ceX

= Z d(o)we

oEXD

Donc pour toute distribution tempérée stable D & ngmp

Donc le vecteur (d(o))sex € V, est orthogonal & tout w € W, il est donc
proportionel au vecteur (1),ex € V, ce qui signifie que le degré formel d(o) est
constant pour tout o € 3. Ce qui est bien le résultat voulu.

On considere V' l'espace des fonctions v : (Jyc g E2(N) — C définies sur
I’ensemble des classes d’équivalences de séries discretes de sous-groupes de Levi
de G’ telles que

1. Si 7 € E3(N), alors v(r) = 0 sauf si (N,7) est conjugué a (M,o,) avec

o€ Xetveiat.

2. v ne dépend de que la classe de conjugaison de M.

3. L’application h, : v — h(c,) est réguliere.

Pour tout élément v € V, Shahidi construit dans [Sha90] 9.3, une fonction
fo € CX(@G), telle que

Tr7(fy) = v(1)
pour toute T représentation de la série discréte d’un sous-groupe de Levi de G'.
On considere W la sous-algebre des fonctions w € V telles que

ngzo

[
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Si w € W, alors on vérifie que pour toute distribution tempérée stable D €
Ditmp(G'), on a D(f,) = 0. Toujours d’apres [L77, on déduit que pour toute
distribution stable D € D5(G’), alors D(f,,) = 0. En particulier, f,,(0) = 0. La

formule de Plancherel (voir [Wal03]) donne donc

0= ful0)= 3 AEEQ(M)T‘r&(fw) dm(o)

MeM

-y / o) (v) dy

oED

Cela étant valable pour tout w € W, on en déduit que o — m, est constante
sur ¥ (en effet si 01,02 € ¥ et b une fonction polynomiale sur ia*, on considere

Iélément w € W tel que wy, = —wy, = b et wy = 0 81 0 # 01,09. Alors
Jige 0(v).(mo, — mo,)(v) dv = 0 donc mg, — mg, = 0 puisque I'égalité est
valable pour tout b). O

Notons Irr(G)§.,,p, 'ensemble des représentations lisses irréductibles tempérées

symplectiques de G°. D’apres le théoreme[7.5]2), c’est un espace fibré sur T(G").

Les fibres sont finies, mais la projection T(G’) sur Irr(G°);,,, nest en général

pas localement triviale. A 'aide de lidentité dans 2), on définit une struc-

s
temp

posante connexe par la théorie de la formule de Plancherel de Harish-Chandra

ture topologique sur Irr(G?) déduite de la décomposition de T(G’) en com-

[Wal03]. On peut alors munir Irr(GO)fcmp de la mesure induite par la fibration

sur Irr(GY)$ i.e. dm(m) = > cqdm(m) pour II un L-paquet dans T(G').

temp?
s

temp 1€ nOMbre

On constate que la fonction qui associe & un élément 7 de Irr(G°)
d’éléments dans sa préimage dans T(G’) est presque partout égale & une fonction

localement constante.
Théoréme 7.9. Il existe A > 0 tel que pour tout f € C°(G°), on a
Tgn.p) =2 [ Te gy (7 (£)) dm(r).
Irr(GO)fcmp

Démonstration. En effet, par [[4] le coté gauche est égal & fC'(1). Le théoréme
appliqué & Dexpression pour f¢ (1) donnée par la formule de Plancherel

donne alors le coté droit de I’égalité, en utilisant le corollaire [T.8 O
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