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Un théoreme de Paley-Wiener matriciel
pour un groupe réductif p-adique non connexe

Joél Cohen *
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Soit F' un corps local non archimédien de caractéristique nulle, et G (le groupe des points sur F' d’) un
groupe réductif défini sur F non nécessairement connexe. On note G° sa composante connexe de Iidentité,
on suppose le quotient G/G® commutatif. Pour f : G — C une fonction lisse & support compact et (m, Vi) €
R(G) une représentation lisse de G, on fixe une mesure de Haar d g sur G, et on définit la transformée de
Fourier de f en 7, par

f(W)Z/GW(g)f(g) dg

C’est un endomorphisme de l'espace vectoriel V; sous-jacent & w. On fournit une description de 'image
de la transformée de Fourier, c’est-a-dire étant donné, pour toute représentation (, V) dans une certaine
famille d’induites, un endomorphisme () de 'espace vectoriel V., a quel condition nécessaire et suffisante
existe-t-il une fonction f lisse & support compact telle que () = f(w) pour tout 7 dans la famille ?

Ce travail fait partie de ma these de doctorat préparée sous la direction de Volker Heiermann. Je remercie
Jean-Loup Waldspurger pour les corrections et commentaires utiles qu’il m’a apporté.
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1 Introduction

Soit F' un corps local non archimédien localement compact (i.e. de corps résiduel fini) de caractéristique
0f]. Dans tout le document on commet 'abus de langage courant qui consiste a identifier les groupes
algébriques et les groupes de leurs points sur F. Soit G (le groupe des points sur F' d’) un groupe réductif
défini sur F. On note G sa composante connexe de ’identité, dite composante neutre. On sait que c’est un
sous-groupe distingué d’indice fini. On supposera de plus que le quotient G/G°, dit groupe des composantes,
est commutatif. On fixe S C G un systéme de représentants de G /G°.

On note R(G) la catégorie des représentations complexes lisses de G, et H(G) = C°(G) Valgebre de Hecke
des distributions complexes localement constantes a support compact munies du produit de convolution par
rapport & dg (remarquons que G est unimodulaire parce que G° l'est). On adoptera sans précision des
notations analogues pour n’'importe quel groupe localement compact totalement discontinus (en particulier
pour les sous-groupes fermés de G).

Le groupe G agit sur lui-méme par adjonction. C’est-a-dire que si g € G, on note g-z = Ad(g)(z) = gzg~
et Ad est une action continue. Il s’en déduit une action sur les parties de G, que 1’on note encore par un
point g- X = gX ¢! qui induit une action sur les sous-groupes de G. Si H C G est un sous-groupe fermé de

1

1. Cette hypothése de caractéristique nulle n’est probablement pas nécessaire, nous ’avons incluse par prudence car nous
utilisons les résultats de certains articles qui le supposent.
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G, et 0 € R(H) une représentation lisse de H, alors on définit une représentation lisse de g - H, notée g - o
par (g-o)(g-h) = o(h). En particulier, cela définit une action sur les représentations de chaque sous-groupe
distingué de G (dont G lui-méme).

Pour f € H(G), on définit la transformée de Fourier de f en (7, V;) € R(G), par

C’est un endomorphisme de ’espace vectoriel V,; sous-jacent a 7. Notre but est de caractériser I'image de
la transformée de Fourier : étant donné une sous-catégorie C pleine de R(G) (le domaine de définition)
suffisamment grande, et la donnée pour toute représentation m € C d’un endomorphisme ¢(7) € Endc(7), a
quelles conditions ¢ est-il de la forme ¢ = favec f e H(G).

Dans le cas ot G est connexe, c’est un théoréme connu (voir [3] pour le théoréme portant sur la trace
de cet opérateur dans le cas connexe, [IT] pour une version non connexe, et [8] et [5] théoréme 25 pour la
version matricielle dans le cas connexe), la transformée de Fourier vérifie 3 conditions : lissité (ou finitude),
commutation aux entrelacements, polynomialité. Dans le cas non connexe (sous 'hypothese que G/G° est
commutatif), on fournit une description analogue.

1.1 Le cas connexe

On suppose dans cette section que G est connexe. On considere la famille des endomorphismes pp, =
f(IndIGD o) ou P = MN est un sous-groupe parabolique de G de facteur de Levi M, et 0 € R(M) une (classe
d’isomorphisme de) représentation irréductible cuspidale de M. On note B(G) I'ensemble de tels couples
(P,0) et C la sous-catégorie pleine de R(G) stable par somme et sous-quotient engendrée (au sens de la
définition 23]) par les représentations Indg o. La transformée de Fourier ¢ = f vérifie trois conditions :
lissité (ou finitude), commutation aux entrelacements, polynomialité.

1.1.1 Lissité

Il existe un sous-groupe ouvert compact K C G par lequel f est bi-invariant. En prenant la transformée
de Fourier, on trouve

p=per = €K
Ou ex € H(G) désigne la mesure de Haar normalisée sur K (prolongée a G par 0). Ainsi ¢(7) est donc
entierement déterminé par 'endomorphisme sur l'espace des vecteurs K-fixes par restriction (en particulier
@ est de rang fini sur les représentations admissibles). On dira que ¢ = f est lisse.

1.1.2 Commutation aux entrelacements

Si 1, e € C sont des représentations, et o« € Homg (71, m2) un G-entrelacement entre elles, alors

aop(m) = p(m2)oa

On dira que ¢ commute aux G-entrelacements. C’est une condition qui assure que la donnée de ¢(7)
est naturelle donc ne dépend pas du choix d’une réalisation de 7 (formellement, ¢ définit un endomorphisme
du foncteur d’oubli C — C-Vect). La propriété permet d’étendre naturellement ¢ aux sous-quotients et
sommes directes (ce qui permet d’agrandir C pour la rendre stable par ces opérations) de telle sorte que le

prolongement continue a commuter aux entrelacements, et coincide avec f si ¢’était le cas pour ¢.
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1.1.3 Polynomialité

Si M est un sous-groupe de Levi de G, le groupe X (M) des caractéres non ramifiés (c’est-a-dire triviaux
sur ses sous-groupes compacts) de M est un tore complexe. On vérifie alors que la fonction x — f(Ind$ xo)
est polynomiale@?

1.1.4 Le théoréme dans le cas connexe

Réciproquement on la théoréme suivant (voir [8] théoréme 0.1 pour plus de détails).
Théoréme 1.1 (voir [§] et [5] théoreme 25). Etant donné, pour tout couple (P,o) € B(M), un endomor-
phisme pp, € EndC(IndJGD o) vérifiant les conditions suivantes :

1. Lissité (ou finitude) : Il existe un sous-groupe ouvert compact K C G tel que ¢ est bi-invariant par

K :
p=pEK =EK P
2. Polynomialité : L’application x — ¢pyo est polynomiale.
3. Commutation aux entrelacements :

(a) Translation a gauche : Pour tout g € G,

A(g) © ¥Po = @g.Pgo 0 Ag) (1)
ot MN(g) désigne la translation d gauche des fonctions.

(b) Opérateurs d’entrelacement Si P’ = M N' est un autre sous-groupe parabolique de composante
de Levi M,
Jp|(p)(0) 0 P10 = ppo o Jpip(0) (2)

Ou Uentrelacement Jp|p: (o) est défini, sous réserve de com}ergenceﬁ, par

Jpp/(U)—\[V/N N )\(TL) dn
m ’

Alors il existe une unique fonction f € H(G) telle que pour tout (P,o) € B(M), on ait
PPo = f(Indg o)

Par ailleurs, on dispose d’une formule d’inversion (voir [§] proposition 0.2).

1.2 Le cas non connexe

Expliquons désormais le theoreme de Paley-Wiener dans le cas non connexe. Remarquons d’abord que
les conditions de lissité et commutation aux entrelacements sont conservées, car valables sur tout groupe
localement profini, de méme que U'injectivité de la transformée de Fourier (c’est le lemme de séparation, voir
[1] proposition 2.12). 1l reste & trouver un domaine de définition convenable pour la transformée de Fourier,

2. Pour parler précisément de polynomialité, on réalise toutes les représentations Indg xo dans le méme espace vectoriel :
Si Ko est un bon sous-groupe compact maximal de G (c’est-a-dire tel que G = PKj), alors la restriction & Ko est un Ko-
isomorphisme entre Ind§ xo et IndggKo o (voir [§] p.1).

3. C’est-a-dire que si 'on fixe o, I'opérateur Jp‘pl(XO') est défini par I'intégrale ci-dessous pour x € X (M) dans un certain
cone de convergence.
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c’est-a-dire une bonne famille de représentations@ de G. On adopte pour cela la notion de sous-groupe
paraboliques dits cuspidaux développée dans [6], et la théorie de 'induction parabolique qui en découle.
Géométriquement, ils sont construits & partir des sous-groupes paraboliques de G° : Soit P° = M°N un sous-
groupe parabolique de G° de composante de Levi M et A le tore maximal déployé dans le centre de M°. Alors
M = Cg(A), le centralisateur de A dans G, est un sous-groupe de Levi cuspidal de G, et P = M N est un sous-
groupe parabolique cuspidal de G. Ces groupes permettent d’avoir une notion de représentations cuspidales
et de prolonger des résultats usuels sur 'induction parabolique & la catégorie R(G). On définit notamment
un groupe X°(M) de caracteres non ramifiés qui est un tore complexe (donc une notion de régularité vis-
a-vis des parametres complexes de ces caracteéres), et des opérateurs d’entrelacements J analogues & ceux
construits dans le cas connexe (voir la partie Bl pour les définitions). On note W (M) = Ng(M)/M. On
notera & nouveau B(G) 'ensemble des couples (P, o) avec P = M N un sous-groupe parabolique cuspidal de
G et 0 € R(M) une (classe d’équivalence de) représentation irréductible cuspidale de M (voir définition en
partie B, et C la sous-catégorie pleine de R(G) stable par somme et sous-quotient engendrée (au sens de la
définition 23) par les représentations m = Indg (o). On obtient alors un résultat analogue au cas connexe.

Théoréme 1.2. Etant donné, pour tout couple (P,o) € B(M), un endomorphisme pp, € Endg(Ind$ o)
vérifiant les conditions suivantes :
1. Lissité (ou finitude) : Il existe un sous-groupe ouvert compact K C G tel que ¢ est bi-invariant par
K :
$=QExk =EK
2. Polynomialité : L’application X — pp o définie sur X°(M) est polynomiale.
3. Commutation aux entrelacements :
(a) Translation & gauche : Sig € G est tel que ady envoie P, M,o sur P', M’ o', alors

Ag) o ppo = @i 0 Al9) (3)
ot A(g) désigne la translation d gauche des fonctions.

(b) Opérateurs d’entrelacement Si P’ = M N’ est un autre sous-groupe parabolique de composante
de Levi M,

Jp|pr(0) 0 P16 = 0P 0 Jp|pi(0) (4)

Ou Ventrelacement Jp|p: (o) est défini, sous réserve de convergence, par

Jpipr(0) = / A(n) dn
N/NAN'
Alors il existe une unique fonction f € H(G) telle que pour tout (P,o) € B(M), on ait

ppo = f(Indg o)
En outre on dispose d’une formule d’inversion pour f que l'on explicite en[5.4.3

Notre méthode consiste a déduire ce résultat du cas connexe. Décrivons succinctement le plan. Dans la
partie 2 on établit une méthode générique permettant de relier les propriétés de la transformée de Fourier
d’un groupe localement profini G & celles d’'un de ses sous groupes d’indice fini. Dans les parties B et [ on
revient dans le cadre d’un groupe réductif sur F', et on rappelle les définitions et les résultats principaux de
[6] concernant 'induction parabolique dans ce cadre tordu. Dans la partie Bl on assemble ces éléments pour
donner la preuve du théoreme

4. On demande notamment que les irréductibles soient des sous-représentations d’éléments de cette famille, que 1’on sache
décrire leurs entrelacements afin de formuler la condition d’entrelacement de maniere explicite, et que I’on possede une structure
de variété afin d’avoir un analogue de la condition de polynomialité.
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2 Endomorphismes du foncteur d’oubli

Pour cette partie on se place dans un cadre un peu plus général que dans le reste du document. Soit G
un groupe topologique localement profini. Soit H C G un sous-groupe distingué de G d’indice fini ouvert et
ferméfl. Les résultats de cette partie seront utilisés pour G un groupe réductif p-adique, et H sa composante
neutre.

Comme dans les autres parties, on note R(G) la catégorie des représentations complexes lisses de G.
Si 7 € R(G) on note JH(w) l'ensemble des classes d’isomorphisme de sous-quotients irréductibles de 7.
On se donne C une sous-catégorie pleine de R(G) (pour linstant arbitraire, mais 'on ajoutera vite des
conditions supplémentaires). A terme, nous aurons en téte pour C la catégorie engendrée (au sens précisé a
la définition 23] par les représentations du type Indg (o) pour P = M N parcourant I’ensemble des sous-
groupes paraboliques de G, et 0 € R(M) celui des représentations cuspidales irréductibles de M.

On dispose d’un foncteur d’oubli

rfcz ¢ — C—Vect
(m,V)—V

Et on note A(C) = End(rfc) lalgebre des endomorphismes de ce foncteur. Un endomorphisme ¢ € A(C) est
la donnée pour toute représentation (m,V) € C d’'un endomorphisme (7)) € Endc(w) de I'espace vectoriel
sous-jacent V', tel que pour tout m,ms € C et tout G-morphisme o« € Homg (71, 72), on ait « o (m) =
©(m2) o a. On appellera cette condition la commutation aux G-entrelacements.

L’ensemble A(G) forme une C-algebre unitaire, ol les opérations se font “terme & terme” (le produit
étant la composition des endomorphismes). En particulier I’élément neutre est (7, V) — Idy et pour g € G,
on pose

5;, c(m,V)elr—m(g)

Une seconde famille d’éléments de A(G) est donnée par la transformée de Fourier des fonctions lisses &
support compact, comme on ’explique dans la section suivante.

2.1 Transformée de Fourier

On choisit dans toute la suite une mesure de Haar sur G. Si F' € H(G), on définit un élément Fe e A(C),
appelée transformée de Fourier de F', pour w € C par

Fe(m) = /G w(9)F(g) dg

La transformée de Fourier F' — Fg est un morphisme d’algebres de H/(G) dans A(C). Pour alléger la nota-
tion, on fera disparaitre I'indice C, et on notera simplement Fe A(C). De maniere plus générale, on peut
donner un sens a la transformée de Fourier d’une famille plus large de distributions, quitte éventuellement a
changer la catégorie C des représentations considérées (pour pouvoir donner un sens & l'intégrale ci-dessus).
On peut notamment donner le sens que nous avons donné plus haut a la transformée de Fourier des distri-
butions de Dirac d4 en g € G. Si C est la catégorie de représentations tempérées, alors on peut donner un
sens & cette intégrale pour toute fonction F de Schwartz-Harish-Chandra : si &, 5 : g — (7(g)v,?) est un
coefficient matriciel de (w, V'), alors I'intégrale sur G de F(g)&, 5(g) converge et on définit 7(F)v € V comme
'unique vecteur qui vérifie [, F(g)€y,5(d) dg = (m(F)v,0) pour tout vecteur o € V dans la représentation

5. Ces hypotheéses sont en fait redondantes puisque le fait d’étre ouvert entraine d’étre fermé, et le fait d’étre fermé d’indice
fini entraine d’étre ouvert.
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contragrédiente de (7, V') (voir [13] II1.7). On peut de maniere générale imaginer A(C) comme une algebre
dont les éléments sont des distributions formelles (et dans certains cas, comme par exemple C = R(G), on
peut montrer que les éléments de A(C) correspondent effectivement & des vraies distributions sur G, voire
des fonctions cf [7]), plus C est petite, plus il y en a.

Lemme 2.1. On suppose que la catégorie C contient toutes les représentations irréductibles. Alors la trans-
formation de Fourier est injective.

Démonstration. C’est une conséquence du lemme de séparation (voir par exemple [I] proposition 2.12). O

La catégorie C que nous utiliserons dans les applications (engendrée par les induite paraboliques de
représentations cuspidales) vérifie cette propriété (puisque tout représentation irréductible est sous-représentation
d’une telle induite). Notre but sera de décrire 'image de H(G) dans A(C), et de donner un procédé d’inver-
sion.

2.2 Lissité

Si K C G est un sous-groupe ouvert compact, on note ex € H(G) la fonction & support dans K constante
sur K et d’intégrale 1. On dit que ¢ € A(C) est K-bi-invariant si ¢ = péx = éxe (p revient alors a la
donnée pour tout (m, V) € C d’un endomorphisme de I'espace VX des vecteurs K-fixes). On note AX(C) la
sous-algebre des éléments K-bi-invariants. On dira que ¢ € A(C) est lisse s’il est bi-invariant par un sous-
groupe ouvert compact, et on note A (C) = J AX(C) la sous-algebre des éléments lisses. La transformée
de Fourier envoie ex H(G)ex dans AX(C) et H(G) dans A>(C). Par contre, si g € G n’est pas dans le centre,
alors (g n’est pas lisse (sauf si G est discret). Signalons au passage un résultat de densité.

Lemme 2.2. On a

A(C) = lim A" (C)
K

et A®(C) est dense dans A(C) pour la topologie de la limite projective. Par ailleurs, A (R(G)) = H(G).

Démonstration. Voir [4]. O

2.3 Décomposition en classes modulo H

On se propose d’expliquer comment inverser la transformée de Fourier sur G si on sait le faire sur H (la
formule est en quelque sorte une une combinaison d’inversions de Fourier sur H et sur G/H). Fixons S C G
un systeme de représentants de G/H, alors on a la décomposition suivante (en sous-espaces vectoriels) de
I’algebre de Hecke de G

H(G) = EP s+ H(H)
seS
Ot 6 désigne la distribution de Dirac en s. Explicitement, pour F' € H(G) et s € S, posons Fy = (64-1%F). 1 g
et fo = (Fs)g (c'est-a-dire que Fi(h) = fs(h) = F(sh) pour h € H et Fy est nul hors de H), alors
I'application F'+ (fs)ses est un isomorphisme d’espaces vectoriels. De la décomposition F' = ) o d * Fy,
on tire via la transformée de Fourier R o
F =Y 4,F,

seS

ou le produit est la composition terme a terme des endomorphismes. On va montrer qu’étant donné F' la
transformée de Fourier, on peut construire Fs puis fs (sans avoir recours explicitement & la fonction F).
Ainsi, si on sait inverser la transformée de Fourier sur H, alors on peut ainsi recouvrer les f,, donc F.
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2.4 Catégorie engendrée

Dans toute la suite on suppose que C est stable par somme directe et sous-quotient.

Définition 2.3. Si D est une sous-catégorie pleine de C, on dira que D engendre C si C est la plus petite
sous-catégorie de R(G) contenant D et stable par somme directe arbitraire et sous-quotient.

Exemple 2.4. Considérons D la catégorie dont la seule représentation est (A, H(G)) ot A est la translation
gauche (dont les morphismes sont les endomorphismes de H(G)-module de H(G)). Alors D engendre R(G).
En effet, si (m,V) € R(G) est une représentation quelconque, alors

PHeG —vVv
veV

(hv)vev — Z hyv

veV
est un G-morphisme surjectif (car w est lisse).
Lemme 2.5. Si D engendre C, alors la restriction A(C) — A(D) est un morphisme injectif.

Démonstration. Soit ¢ € A(C) tel que
VreD, p(r) =0

Soit C’ la sous-catégorie pleine de C des représentations m € C telles que ¢(7) = 0. Notre but est de montrer
que C' = C. On sait déja que C’ contient D, il reste donc & montrer que C’ est stable par sous-quotient et
sommes directes.

Sii:m — o est une G-injection avec m; € C et mo € C’, la commutation aux G-entrelacements entraine
iow(m)=004=0, donc p(m) = 0 (puisque 7 est injective) et m € C.

De méme, si s : m; — T est une G-surjection avec m € C’ et mo € C, alors p(m3) 0o s = s00 = 0, donc
p(m2) = 0 (puisque s est surjective) et w3 € C’. Ce qui prouve que C’ est stable par sous-quotient.

Enfin si (7;);es est une famille de représentations de C’, la commutation aux G-entrelacements entraine

¢ <EB7T> =@Pe(m)=0

i€l i€l

ot on donne le sens évidenta la somme directe de morphismes. On a donc @), ; 7; € C'.
En conclusion la sous-catégorie C' contient D et est stable par sous-quotient et somme directe, ¢’est donc
C toute entiere. Ce qui veut dire que ¢ est nul et prouve l'injectivité.
O

Remarque 2.6. L’injectivité de A(C) — A(D) ne garantit pas que D engendre C (au sens de la définition
[233). Par exemple, si Irr(G) désigne la catégorie des représentations irréductibles de G, alors A(R(G)) —
A(Irr(G)) est injective (d’aprés le lemme de séparation et le lemme [2Z22) mais la catégorie engendrée par
Irr(G) (au sens de la définition [Z.3) est la catégorie des représentations semi-simples, qui est en général
strictement plus petite que R(G) (quand G n’est pas compact).

2.5 Support

Soit H C G un sous-groupe distingué de G d’indice fini et fermé. On suppose désormais que si 7w € C et
p € R(G) sont telles que 7z =~ p| g, alors p € C (si G/H est commutatif, cela revient & demander que C soit
stable par torsion par les caractéres de G/H).
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Définition 2.7 (Support). On dit que p € A(C) est a support dans H si o commute auz H -entrelacements,
c’est-a-dire si pour tout my,ma € C et tout @ € Hompg (71, 7m2), on a

aop(m) = p(m) oo

On note A(C)|g la sous-algebre des éléments a support dans H. De méme, si g € G, on dit que @ est @
support dans gH si 3gflg0 est a support dans H.

Donnons une caractérisation équivalente de cette condition. On suppose que notre catégorie C est telle
quesim € Cet p € R(G/H), alors p®7 € C (ici, on identifie les représentations de G/ H et les représentations
de G triviales sur H). Remarquons que puisque C est supposé stable par sommes directes arbitraires et que
R(G/H) est semi-simple, il revient au méme d’imposer cette condition uniquement pour p € Irr(G/H)

Lemme 2.8. Soit ¢ € A(C) et g € G. On a équivalence des propriétés suivantes
1. ¢ est a support dans gH
2. Pour toutes m € C et p € R(G/H), alors o(p@7) = p(g9) @ p(m)
3. Pour toutes m € C et p € Irr(G/H), alors p(p @ m) = p(g) @ ¢(m)

Démonstration. Quitte a remplacer ¢ par Zig—l , on peut supposer g = 1 dans toute la preuve. L’équivalence
de 2 et 3 est évidente (la réciproque découle de la semi-simplicité de R(G/H)). Supposons vraie la propriété
1, et montrons 2. Soit (p, W) € R(G/H), et (w,V) € C. On note (1w, W) € R(G/H) la représentation
triviale sur W. Alors Idygw est un H-isomorphisme entre p ® 7 et 1y ® 7 (cette derniére représentation
est une somme de copies de 7). Donc

op@7) = p(ly @) = Idw (1) = p(1) ® ()

Réciproquement, supposons 2 et montrons 1. Soient (1, V1), (72, Va) € C. On note p € R(G/H) la représentation
dont I'espace vectoriel est Homy (1, m2) et action est p(g).f = ma(g) o f o m1(g) ™! pour f € Hompy (1, ms)

et ¢ € G (c’est bien une représentation de G/H puisque Paction de H est triviale). Définissons un G-
entrelacement « : p ® T — o pour f € Hompg (m,m) et v; € V; par

a(f@uvr) = f(v1)

Comme ¢ € A(C), on a a0 ¢(p ®m) = p(m2) o . Or par hypothese, on a p(p ® m1) = p(1) ® (7). Donc
pour tout f € Homp(m,m2) et v1 € V1, on a

[aop(p@m)](f ®v1) = a(f ®p(m)(v)) = [f o p(m)](v1) et [p(m2) o a](f ®@v1) = [p(m2) o fl(v1)
D’ou on tire
fop(m)=p(m2)o f
O

Remarquons que si G/H est commutatif, les représentations irréductibles de G/H sont les caracteéres
et le lemme précédent prend une forme particulierement simple. On note Xy = Hom(G/H,C*) le groupe
de ses caracteres que l'on identifie & celui des caracteres de G triviaux sur H. Le lemme suivant éclaire la
définition du support que nous avons donné.

Lemme 2.9. Soit f € H(G). Alors f est a support dans H si et seulement si f: f/]il En particulier, si
C est telle que f — f est injective, alors f est a support dans H si et seulement si f est a support dans H.
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Démonstration. Supposons f: f/]I{ Sim,me € C et a« € Homp (7, m2) alors

oo f(m) =qo ﬁl}(m)

_ ao/ Fh)m(h) dh

:/f )ma(h)oa dh
= ]l (m2) o
= f(ms)ea

Réciproquement, supposons que f est & support dans H. D’apres le lemme 2.8 pour tout p € Irr(G/H) et
m€eC,ona

~

flp®m) =p1) @ f(r)

Et par ailleurs, on calcule

fpeom =Y / 9)® f(gh) dh =" p(g)® Flsm(r)

geG/H geG/H

En notant x, le caractere de la représentation p, on tire pour tout p € Irr(G/H)

> xol9) Flgn(m) = x,(1) f(r)

geG/H

Par linéarité, la relation est encore vraie pour toute combinaison linéaire des x, (c’est-a-dire pour toute
fonction sur G/H invariante par conjugaison). En particulier, pour 1y, la fonction caractéristique de H, on

tire f = flp. O

2.6 Le foncteur Ind% or%, avec G/H fini commutatif

Dans cette section, on suppose G/H commutatif (le cas qui nous intéresse réellement), et on spécialise
certains résultats & ce cas. On sait (voir par exemple [9] section 2) que si II € R(G) est irréductible, alors
II) g est semi-simple de longueur finie, et réciproquement, toute représentation irréductible de H apparait
dans la décomposition d’une telle représentation. Par réciprocité de Frobenius, si m € R(H) est irréductible,
alors Indg(ﬂ') est semi-simple de longueur finie, et toute représentation irréductible de G apparait dans la
décomposition d’une telle représentation. Le lemme suivant fournit une description des H-entrelacements
entre des représentations de G dans le cas ot G/H est commutatif

Lemme 2.10. Supposons G/H commutatif. Soient 111,y € R(G) des représentations lisses de G. Alors
on a

Homp (ITy, Ty) = @ Homg (x4, T,)
XEXH

En particulier, quand 11y et I1y sont irréductibles, on obtient [’équivalence des trois propriétés suivantes
1. (IIy)jg et (II2)|z ont une composante irréductible commune
3. il existe x € Xpg tel quel 11y ~ xII;




2 ENDOMORPHISMES DU FONCTEUR D’OUBLI 11

Démonstration. Notons V = Hompg (II;, IIz). On définit une action p linéaire de G sur V, donnée pour v € V
et g € G par
pg)-v =1lz(g) ovolli(g™")

Alors on vérifie que (p, V') est une représentation de G qui est triviale sur H, donc une représentation de
G/H. Or comme G/ H est fini commutatif, alors (p, V') est la somme directe de ses sous-espaces y-isotypiques
pour x € Xpg. Or pour x € X, le sous-espace x-isotypique est justement

Vi={veV, VgeG, plg)v=x(g)v} =Homeg(xII;,II2)

Ce qui donne finalement la décomposition

Homp (ITy, ITy) = @) Homg (x4, 1)

XEXH

Si maintenant on suppose II; et Ily irréductibles, alors (IIy);z et (Ilz);z sont semi-simples (car G/H
est fini). Si (II1); et (Ilz);z ont une composante irréductible commune, alors, par semi-simplicité, on a
Hompg (IT;,II3) # (0). D’apres la décomposition que 1'on vient de montrer, il existe un caractere y € Xg,
tel que Homg (X111, 3) # (0). On se donne un tel caractére y. Comme les représentations xII; et Iy sont
irréductibles, un élément non nul de Homg (xII;, II3) est nécessairement un isomorphisme. D’ott Ty ~ xTI;.
Réciproquement, il est immédiat que 3 entraine 2 qui entraine 1. O

Remarque 2.11. A titre indicatif, signalons que la projection sur le sous-espace x-isotypique de (V,p) est

explicitement donnée par
1

= arm

> x(9)olg)

geG/H

En conséquence du lemme 210, on peut tirer une décomposition du foncteur Indg or@.

Lemme 2.12. Supposons G/H commutatif. Soit II € R(G) une représentation lisse de G. Alors on a un
G-isomorphisme naturel en I1

Indg(H‘H)z @ pail
XEXH

Démonstration. Pour tout p € R(G), par réciprocité de Frobenius, on a un isomorphisme (d’espaces vecto-
riels) naturel en p et II,
Homg (p, Ind§ (I1; 7)) ~ Homp (p, 1)

Et par le lemme 210, on a

Hompy (p, Ijg) = @ Homg (p, XII) ~ Homg | p, @ xI1
XEXH X€XH

D’out I'isomorphisme annoncé grace au lemme de Yoneda. O

Remarque 2.13. De maniére explicite, xII s’identifie au sous-espace de Indg (I ) des fonctions w vérifiant
pour tout v € G

w(z) = x(2)(x).w(1)

Et la G-projection sur cet espace est donnée par
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Py : Ind§ (I ;) — Ind$ (1T 1)

w — x»—)ﬁ Z x(zg™H(z).w(g)
9€G/H

Lemme 2.14. Soit m € R(H) une représentation lisse irréductible de H. Alors le groupe Xp des caractéres
de G/H agit par torsion sur JH(Ind$ (n)) de maniére transitive. Si on se donne II € JH(Ind% () et que
on note X () le stabilisateur I sous cette action et m(m) = dim Home (IL, Ind$, 7), alors X () et m(w)
ne dépendent pas du choizx de Il, et on peut écrire

d% () = m(n) @ pralll
XEXH /XH (71')

Démonstration. Si x € Xpg est un caractere de G/H, la multiplication par x fournit un G-isomorphisme
[x] : xInd% (7) — Ind% () donc 'application f — f o [x] fournit un isomorphisme d’espaces vectoriels

Home (IT, Ind () ~ Homg (xIT, Ind$ (r))

En particulier, on tire que Xy agit par torsion sur JH(Ind%(w)), et que pour tout II € R(G), on a
dim Homg (1, Ind$, 7) = dim Homg (xII, Ind$ 7).

On se donne IT € JH(Ind% 7) et une G-surjection Ind$; © — II. Par réciprocité de Frobenius, on tire une
H-injection m — I}z, puis en induisant on obtient une G-injection (l'induction est exacte)

Ind$ (7) — Indg(H‘H) = @ x11
XEXH

Ce qui montre la transitivité de I'action. Comme 'action de X g est transitive, tous les stabilisateurs des
points sont conjugués, et comme le groupe est commutatif, ils sont tous égaux. En notant X g (7) cet unique
stabilisateur on peut finalement écrire

d% () = m(n) @ palll

XEXH/XH(TI')

Remarque 2.15. Dans le cas ou G/H est cyclique, alors la multiplicité m(m) vaut en fait 1.
Pour finir donnons un critéere de commutation aux H-entrelacements conséquence du lemme 2.10

Lemme 2.16. Supposons G/H commutatif. Soit p € A(C), alors ¢ € A(C)| si et seulement si pour tout
m e C et tout x € X, o(xm) = ¢(n).

Démonstration. Supposons ¢ € A(C)g. Soit m € C et x € Xy, alors I'identité réalise un H-entrelacement
entre m et xm, d'ou ¢(m) = @(xm). Réciproquement, supposons que pour tout = € C et tout x € Xpu,
p(xm) = (). Soient 71,72 € C, et a € Homp (m1, m2). D’apres le lemme 210} on peut écrire o = 37 v vy
avec o, € Homg(xm,m2). Pour x € X, on a

ay 0 (M) = ay 0 p(xm1) = @(m2) 0 ay

En sommant, on tire a o p(m1) = p(m2) o a. O
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2.7 Restriction du support

Dans cette section on décrit un procédé pour construire F;I a partir de a , et on montre que la construction
a bien les propriétés attendues. Commencons par des notations. Pour m € R(H), on pose II = Indg m, et on
définit pour g € G

egn I —> w9
w — w(g)

C’est un H-entrelacement surjectif qui admet une section

eyl — 10
—1 .
T . S H
VT (zg™")-v 1 reyg
0 Sinon
En I’absence d’ambiguité, on omettra le 7 en indice. On a ege; = Idrs et py = eje, est un projecteur, c’est la

projection sur les fonctions & support dans gH (en partlcuher pg ne dépend que de gH). On vérifie également
que

€g1g2,m = €go,m91 )‘(91_1) (5)
e;k]lgg,ﬂ' = )‘(gl) e:;g,ﬂ'gl (6)
Pgrgam = )‘(gl)pgz,wgl )‘(91_1) (7)

On a également, en termes de translation a droite,

€g192,m = €gy H(g2) (8)
Crgem = 1(g2) " H ey, (9)
Pgrga.r = 1(g2) "' pg, 1(g2) (10)

Notons que contrairement aux relations précédentes, les termes qui apparaissent ici ne sont pas des H-
entrelacements, mais simplement des applications linéaires. On vérifie aussi que

Sinon

. {w(stl) Sis=t mod H
€ =1,

Et enfin que

ps Sis=t mod H
sPt = t Idg =
bepr {O Sinon ¢ 1 Z P

On résume ces dernieres égalités sous la forme synthétique suivante (que lon peut voir comme un dual du
lemme 2.12))
G
(IndGm)r~ P = (11)

geG/H

Lemme 2.17. Soient p1,p2 € R(H) des représentations lisses de H, alors on a un isomorphisme naturel
en w1 et mo
Homg (Ind$ 7y, Ind§ o) @ Homp (7}, 72)
geG/H
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Démonstration. C’est une conséquence de I'isomorphisme (II]) plus haut et de la réciprocité de Frobenius. O

Lemme 2.18. Soit II € R(G) une représentation lisse irréductible de G. Alors G/H agit par conjugaison
sur JH(I ;) de maniere transitive. Si on fize m € JH(Ig), que l'on note G(m) son stabilisateur sous cette
action, et M(m) = dim Homg (7, 11j5) (ce qui ne dépend pas du choiz de ), alors on peut écrire

g = M(m) @ 9
9€G/G(m)

Si par surcroit on suppose G/H commutatif, alors d’aprés le lemme la représentation Indg(ﬂ') se
décompose sous la forme

Ind$ © = m(m) @ patl
XEXH /X ()

et l'on a les relations

m(m) = M(m) et m(r)*|Xu/Xn(r)| =|G(r)/H]|
Démonstration. Pour tout 7 € R(H), on a
Homp (7,11 ) = Homp (79,11} 1)

et 7" ~ 7 si h € H. Donc G/H agit sur conjugaison sur JH(II 7). Soit 7 € JH(IIjz). On se donne une H-

injection m — I}z, puis par réciprocité de Frobenius, on tire une G-surjection Indg m — II et par restriction
on trouve une G-surjection (la restriction est exacte)

(Indgw)u{ = @ 0 — Mg
geG/H
Ce qui prouve la transitivité. On peut donc écrire
g = M(7) @ 9
geG/G(m)

Puisque 7 € JH(II} ), alors II € JH(Ind$ 7) (par réciprocité de Frobenius et semi-simplicité). Si G/H est
commutatif, alors on peut appliquer le lemme [Z.14], ce qui nous donne

Ind$ 7 = m(m) @ pall
XEXH/XH(TI')

La relation m(w) = M(7) est conséquence de la réciprocité de Frobenius, pour la seconde on calcule

dim Endg (Ind$, 7) = dim Endg | m(x) @ I | = m(n)}| Xy /Xy (n)|
XEXH/XH(TF)

Mais par réciprocité de Frobenius, on peut aussi écrire
dim Endg (Ind% 7) = dim Homg (rr, (Ind$ )|0)

= Z dim Hom g (7, 79)
geG/H

|G(m)/H|
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On note Cpr la sous-catégorie pleine de R(H) engendrée par les & (m) = m g pour m € C. On remarque

que la condition imposée sur C en 25 assure que si p € Cy, alors Indg p € C et ces représentations engendrent
C (puisque Ind$ (ITjgr) contient toujours II).

Définition 2.19 (Restriction & H). Si ¢ € A(C), on définit r$(p) pour m € Cy

"5 (@) (m) = e1x p(Indfy 7) €] (12)
Pour alléger les notations, on notera souvent o\ a la place de Tg(go).
Vérifions pour commencer que cela définit un élément de A(Cy).

Lemme 2.20 (¢ commute aux entrelacements). Si ¢ € A(C), alors oz € A(Cu). Et si @ est lisse, alors
P|H Qussi.

Démonstration. Soient p1,p2 € Cy et a € Hompg(p1,p2). Montrons que aw g (m1) = ¢ (m2)a. On pose
T = Indg pP1, T2 = Indg paet A= Indg a. On vérifie que
Qe p = el,pzA et Aeipl = e?pza
Et on a
apim(p1) = aerp, p(m)er
= 617P2A<p(w1)61‘)p1
= el,pch(FQ)AeT,pl
= e1,p,p(m2)e] 5,
= pa(p2)a
Donc ¢y € A(Cg). Par ailleurs si ¢ est K-bi-invariant, alors ¢z est K N H-bi-invariant (ce qui est un
sous-groupe ouvert compact de H). En effet, si k1, ko € KNH, peCy et 7= Indg p, on a
ok ) (P)p(ka) = pln)ep(m)e plks) = en(kn)p(mm(ks)e* = ep(m)e* = i ()
O

Dans le lemme suivant, on vérifie que la construction est bien celle qu’on a annoncée et justifie donc le
nom et la notation.

Lemme 2.21 (la restriction commute au chapeau). Soit F' € H(G), alors rfl(ﬁ) = fll\f (c’est-a-dire que la

restriction commute au chapeau : 13| H= ﬁ‘; ).
Démonstration. Soit w € Cy et IT = Ind% w. On a

Fy(m) = e (e}

I I
) ¢y
= —
o =
L @
S~—
— X
m\ —
= o=
»
z 2
3 >
o) ~—
= 3
o G
NG I~
>
N———

= Fiu(n)

ou on rappelle que ’ensemble S C G est un systéme de représentants de G/ H. O
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On vérifie que la restriction satisfait une propriété de multiplicativité analogue a celle pour les distribu-
tions.

Lemme 2.22 (Multiplicativité de la restriction). Soient 1,92 € A(C). Si o1 € A(C)|g ou w2 € A(C)\n,
alors

rii(0102) = 1 (01) 75 (02)
En particulier r§ définit un morphisme d’algébres de A(C) i dans A(Cr).

Démonstration. Soit m € Cy, on note II = Indg m. On a

5 (p102) () = e1 1 (IT) oo (I0) €}

Si @1 € A(C))n, alors @1 (IT)p1 = pr1 (IT) (puisque p; : IT — IT est un H-entrelacement), et comme e; = e1py,
on a donc

Si 2 € A(C)|n, on procede de méme. O

Réciproquement, on définit un procédé d’inflation comme suit. Si ¢ € A(Cgr), on définit Inf& (¢) € A(C )IH
pour II € C par
Inff; (¢)(I1) = ¢(Mjz)

Il est immédiat de vérifier que I'on a bien Inff;(¢) € A(C)|g. Par ailleurs, si f € H(H) et F € H(G) I'unique

~

fonction & support dans H dont la restriction & H est f, alors Infg (f)=F.

Lemme 2.23. L’inflation InfS : A(Cy) — A(C) | est un isomorphisme d’algebres dont le réciproque est
rG  A(C) iy — A(Cr). On a le méme résultat sur les parties lisses.

Démonstration. Il est immédiat de vérifier que Infg est un morphisme d’algebres. Si ¢ € A(Cy) et 7 € Cp,
alors

G (f§(9)) (7) = e16(Ind m) s )ef = dlm)enes = o(x)
Si p € A(C)jy et I1 € C, on pose 7 = I1 ;. Alors comme e1, € Hompy ((Ind 7) 4, I 51) et ¢ € AC),
on a ¢(Il)e; = e;o(Ind$ 7), donc
Inff (15 () (1) = e1zp(Indfy m)ef . = p(I)ere; = (1)

Pour finir, notons que si ¢ € A(Cy) est K-bi-invariant, alors Infﬁ(d)) aussi, ce qui donne l'isomorphisme
entre les parties lisses ('autre sens ayant été traité dans le lemme [220)). O

On pose py = Inf& o r& . A(C) — A(C). Alors d’apres le lemme précédent, c’est un projecteur d’image
A(C) |- Pour g € G et ¢ € A(C), on pose

-~

g = pu (051 ¥) (13)
Par construction, ¢, € A(C)g. Pour tout h € H on a py (On) = dnpm (), donc Sgwg ne dépend que gH.
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Lemme 2.24. Si f € H(G), alors py(f) = fly

Démonstration. Comme fig = (f1u)q, alors rfl(]?) = Tg(ﬁl}) (d’apres le lemme 220). Or comme

Supp(flg) C H, alors ﬁl\H € A(C)jg (d’apres le sens direct du lemme 23), et le lemme donne
alors

~

pu(f) = G (G (flp)) = fln

Lemme 2.25. Pour ¢ € A(C), on a

Z gg‘ﬁg

geG/H

Démonstration. D’apres le lemme il suffit de vérifier I’égalité sur des générateurs de C, en particulier, on
peut le faire pour les représentations de type Indg(w) avec m € Cy. Soit m € Cy, on pose II = Indg 7. Soit

¢ € A(C), on pose ¢ = r%&(y).

pr()([M) = ¢(Mg) = > eip(r

seS

= Z e ey o(Ind$ 7°) el e,
seS

= erer AMs () A(s) €] es
seS

= psp(I)p
seS

Donc on obtient, d’apres 1’équation [I0]
5 SDS Z H Ptn )pt = Z pts*1¢(H)pt
teG/H teG/H

Et finalement, en sommant

Z (gs(ps)(n): Z Z pts*1¢(H)pt

seG/H s€eG/H teG/H
= D pupmp
=TT se@/H ueG/H
Do || > ps
ueG/H s€G/H
= (11

O

Remarque 2.26. Dans le cas ot G/H est commutatif, on peut donner une preuve alternative. En tirant
parti de la décomposition du lemme [212, on trouve que pour toute représentation II € C (pas uniquement
les induites), on a

oy (I1) = ﬁ S (D) (g~ )e(x) (14)

XEXH
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Il est clair grace au lemme[Z10 que o, € A(C)|m, et on vérifie aisément que

¥ H(g)sog(ﬂ)=ﬁ S Y g el = (1)

geG/H geG/H x€Xnu
Concluons par ce lemme qui permet de déduire une formule d’inversion sur GG de celle sur H.

Lemme 2.27. Soit ¢ € A(C). Les 3 conditions suivantes sont équivalentes.
1. Il existe F € H(G) tel que p = F
2. Pour tout s € S, il existe Fs € H(G) tel que Supp(Fs) C H et ps = T,
3. Pour tout s € S, il existe fs € H(H) tel que (357190)‘1{ =7,

Si ces conditions sont vérifiées, alors

F=Y 0+F. Fo=0-+F)ly  fo=(F)u

C’est-a-dire que fs(h) = F(sh) pour tout s € S, h € H.

Démonstration. 1l s’agit d’'une compilation des calculs effectués précédemment. Si ¢ = F , on pose Iy =
(0s-1 * F). 1y et fo = (Fs) . 1l est immédiat que

F:ZéS*FS

Et pour s € Son a

-~

05 = pr (01 @) = pu (651 % f) = Fs
Et enfin

-~

(Gs-19) it = Fay = Js

Réciproquement supposons que pour tout s € S, il existe f, € H(H) tel que (357190)‘1{ = f,. Soit F, € H(G)
la fonction a support dans H telle que (Fs)z = fs, on pose F' = Y _ods * Fy. Alors d’apres le lemme 2.23]
on a

Fy = Inf§(f,) = ¢

Enfin, d’apres le lemme 2.25] on a
p=D dsps=F

seSs

3 Induction parabolique dans un groupe réductif non connexe

Dans cette partie, G est (le groupe des points sur F' d’) un groupe réductif défini sur F'. Muni de la
topologie p-adiqueﬁ, c’est un groupe localement profini, on dispose donc déja des résultats généraux sur
leurs représentations (voir par exemple [5] chapitre I, et [I0] T & IV). D’autres propriétés sont reliées a la
géométrie des groupes réductifs et different donc du cas connexe. Dans cette partie, nous rappelons donc
succinctement les résultats de article [6] sur I'induction parabolique dans un groupe réductif non connexe.
Nous y renvoyons le lecteur pour plus de détails.

6. obtenue en choisissant un plongement quelconque de G dans GLy, (F) (sachant que la topologie est en fait indépendante
du choix de plongement)
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3.1 Levi cuspidaux
3.1.1 Propriétés de base

Pour un groupe réductif donné G, on appellera composante déployée le tore maximal déployé (sur F')
dans le centre du groupe, que l'on notera A (cela s’applique en particulier aux sous-groupes de G qui sont
réductifs).

Définition 3.1 (Tore spécial). Un tore A déployé sur F est dit spécial dans G si c’est la composante
déployée de Cg(A), son centralisateur dans G.

Les tores spéciaux dans G sont aussi spéciaux dans G ([6] lemme 2.1), mais la réciproque n’est pas vraie
en général ([6] remarque 2.2).

Définition 3.2 (Levi cuspidal). Les sous-groupes de Levi cuspidaux de G sont les centralisateurs dans G
des tores spéciauz de G°. On notera L(G) ’ensemble des sous-groupes de Levi cuspidauz de G.

Quand G est connexe, on retrouve par cette définition les sous-groupes de Levi usuels. Dans le cas non
connexe, on trouve une famille de groupes réductifs en correspondance bijective avec les sous-groupes de
Levi de G :

Proposition 3.3. L’application “composante neutre”
L(G) — L(G®)
M+— M°=MnNG°
établit une bijection entre les sous-groupes de Levi cuspidauz de G et les sous-groupes de Levi de G°, dont

la réciproque est donnée par M° — M = Cg(Appo). On dit que M est l'unique Levi cuspidal au-dessus
de M°.

Démonstration. Voir [6] proposition 2.10. O

Remarque 3.4. En particulier, remarquons que la bijection entre Levi de G° et Levi cuspidaux de G est
croissante pour l’inclusion.

Remarque 3.5. On remarque que G lui-méme peut ne pas étre cuspidal. Par exemple, si on considére
G = G% x {(€) ou G® = F* et € agit sur F* par x — x~1, alors l'unique Levi cuspidal au dessus de G° est
G°.

3.1.2 Le cas G =G x (e)

Considérons un instant le cas G = G° x (¢) avec ¢ d’ordre n. Le lemme suivant décrit les sous-groupes
de Levi cuspidaux de G.

Lemme 3.6. Soit M un sous-groupe de Levi cuspidal de G° x (€), alors il existe go € GY et un entier d
divisant n tels que
M = M° x (goe?)

Démonstration. Comme M /MY s’injecte dans G/G° = (), alors il existe d divisant n tel que M/M° est
isomorphe a <ed>. On se donne # € M un relevement d'un générateur de €?, on peut écrire § = goe? avec
go € G°. Alors on vérifie que M = M? x (6). O

Exemple 3.7. Soit G° = GL, et G =G x (€) otie: g (g1 Sing +...+ns =n est une partition de
n et MY = GL,, X ... x GL,_, alors le sous-groupe de Levi cuspidal au-dessus de M° est M°.




3 INDUCTION PARABOLIQUE DANS UN GROUPE REDUCTIF NON CONNEXE 20

3.1.3 Caractéres non ramifiés

Dans cette partie on rappelle quelques résultats sur les caractéres d’un groupe cuspidal non connexe (on
reproduit certaines preuves de [6]). Dans la suite, M € L(G) désigne un sous-groupe de Levi cuspidal de
G. On note M* le sous-groupe de M engendré par les sous-groupes compacts de M°. Pour H un groupe
algébrique, on note Rat(H) le groupe de ses caracteres algébriques définis sur F. On note a’; = Rat(Ay)QR,
ayrc = Rat(An) ® C et an, ap,c pour leurs duaux algébriques.

Un caractere complexe de M sera dit non ramifié s’il est trivial sur M', et on dira qu’il provient d’un
caracteére rationnel de M s’il est dans 'image du morphisme Rat(M) ® C — Hom (M, C*) qui & x ® s associe
le caractere m — |x(m)|5.

Dans le cas ou M est connexe, un caractere complexe est non ramifié si et seulement s’il provient d’un
caractere rationnel par le procédé précédent. Mais dans le cas non connexe, ces deux notions divergent (un
caractére non ramifié de M/M? ne provient pas d’un caractére rationnel). Dans le cas cuspidal, comme M
a la méme composante déployée que sa composante connexe M? (c’est une conséquence de [6] lemme 2.1)
un caractere non ramifié de M° se prolonge & M en un caractere provenant d’un caractere rationnel de M.
Rappelons ces résultats en détail.

Définition 3.8. On note X°(M) limage du morphisme Rat(M) @ C — Hom(M,C*) qui ¢ x ® s associe le
caractére m — |x(m)|5. On dit que les caractéres de X°(M) proviennent d’un caractére rationnel de
M.
On définit le groupe des caractéres non ramifiés de M, noté X (M) par X (M) = Hom(M/M*,C*).
On note enfin Xo(M) = Hom(M /M, C*) le groupe des caractéres du quotient M/MP.

Lemme 3.9. La restriction Rat(M) —— Rat(An) a un noyau et conoyau finis.

Démonstration. De la suite exacte courte 1 — M°? — M — M /MY — 1, on tire la suite exacte
1 — Rat(M/M°) - Rat(M) > Rat(M°)

Par ailleurs on sait que la restriction Rat(M°) —% Rat(Axs) est injective ([I2] lemme 0.4.1). En composant,
on tire 'exactitude de

1 —s Rat(M/M°) = Rat(M) -2 Rat(Ay)
En particulier, le noyau de 7 est le groupe fini Rat(M/M?). 1l reste & vérifier que coker(r) est fini. On choisit
un plongement de G dans GL,, (c’est possible puisque G est linéaire). On pose M = Cgr,, (Anr), alors M est

un sous-groupe de Levi de GL,,, notons A sa composante déployée. La restriction Rat(M ) N Rat(A) a un
conoyau fini (toujours d’aprés [12] lemme 0.4.1) et la restriction Rat(A) - Rat(Ays) est surjective (car A
et Apr sont commutatifs), donc Rat(M) — Rat(Aas) a un conoyau fini (c’est I'image par g du conoyau de

f). Or M = Cg(Anm) C M, donc r a aussi un conoyau fini. O

Lemme 3.10. Si K est un corps commutatif de caractéristique nulle, alors la restriction Rat(M) SN

Rat(Ayps) induit un isomorphisme de K -espaces vectoriels

Rat(M) ® K ~ Rat(Ay) @ K

En particulier, on a
Rat(M) ® R >~ ajo et Rat(M)® C ~ajoc
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Démonstration. D’apres le lemme [3.9] on dispose d’une suite exacte
Rat(M/M°) - Rat(M) -5 Rat(Ay) —> coker(r)

Si K est un corps commutatif de caractéristique nulle, on tire en tensorisant par K (qui est plat en tant que
Z-module)
Rat(M/M") @ K — Rat(M) ® K — Rat(Ay) ® K — coker(r) @ K

Mais comme Rat(M/M?) et coker(r) sont finis, alors les termes extrémaux sont nuls, donc r est un isomor-
phisme. O

On dispose d’'un morphisme
fu s Rat(M) ® C — Hom(M,C*)

qui & x ® s associe le caractere additif m — |x(m)|%. On définit ¢ @ ajy c — Hom(M,C*) par ¢y =
faor™ On note Hy : M — ap Papplication définie par (Hp(m),x) = vr(x(m)) pour m € M et
X € Rat(M).

Proposition 3.11 (cf. [6] lemma 5.4). Pour tout v € a}y; ¢, on a
U (V) a0 = Yo (V)
et la restriction X°(M) — X (M°) est un isomorphisme.

Démonstration. Si on examine le diagramme suivant (en reprenant les notations des lemmes précédents,
c’est-a-dire que les morphismes r sont donnés par les restrictions )

f\\

0

fm

M)® C —— Hom(M,C*)

M
res; o

Rat(M°) ® Hom(M?, C*)

f}uO

alors on voit facilement que le triangle et le carré sont commutatifs, donc le diagramme entier ’est. En
particulier, la restriction Hom(M,C*) — Hom(MY, C*) induit effectivement un morphisme X°(M) —
X (MP). La surjectivité est claire il reste & prouver linjectivité. Si x € X°(M) est trivial sur MY, alors il
définit un caractére du quotient M/MP, mais un élément de X°(M) est trivial sur les éléments d’ordre fini
(puisque les racines de 1'unité sont de norme 1) donc y = 1. O

En somme, un caractére non ramifié de M° se prolonge de maniere unique en un caractére de X°(M).
Dorénavant, on se permet donc d’identifier X (M°) et X°(M), en particulier si x € X (M) ~ Hom(M"/M*,C*),
on notera encore Yy € X°(M) le prolongement & M obtenu via la proposition BIIl Et si y € X (M) est un
caractere de M, on notera xo = X|pr0 sa restriction a MP. On termine cette section sur les caracteres de M
par le résultat suivant de décomposition.

Proposition 3.12. On a la décomposition
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Démonstration. On a une suite exacte de groupes abéliens
1 — Hom(M/M°,C*) — Hom(M/M*,C*) — Hom(M°/M*,C*) — 1
qui est scindée & droite en vertu de la proposition B.111 O

Exemple 3.13. Supposons que M = M9 x {(€) soit cuspidal avec ¢ un automorphisme extérieur de G°
d’ordre fini. Alors un caractére non ramifié de M° est invariant par € (puisque d’aprés la proposition [T11]
il est prolongeable a M ). Pour l’étendre en un caractére de M, il suffit de choisir sa valeur en € (arbitraire
parmi les racines n'®™ de ['unité), ce qui revient a choisir un caractére de M/M° = (€). Le prolongement
donné par la proposition [311] est celui qui est trivial en e.

3.2 Paraboliques cuspidaux

Définition 3.14 (parabolique cuspidal). Les sous-groupes paraboliques cuspidaux de G sont les sous-
groupes de la forme P = MN ot M est un sous-groupe de Levi cuspidal de G, et P® = MON un sous-groupe
parabolique de G°. On notera P(G) l'ensemble des sous-groupes paraboliques cuspidauz de G.

Si P = M N est un sous-groupe parabolique cuspidal de G, alors M normalise N. Comme pour les sous-
groupes de Levi, les sous-groupes paraboliques cuspidaux de G sont en bijection avec les paraboliques de G°
via la composante neutre (voir [6] proposition 2.10). Pour M un Levi cuspidal de G, on note P (M) 'ensemble
des sous-groupes paraboliques cuspidaux de G de composante de Levi M. On a donc [P(M)| = [P(MP)].
Signalons que les groupes paraboliques cuspidaux ne sont en général pas égaux a leur normalisateur dans G.

3.2.1 Parabolique opposé

Définition 3.15 (parabolique (i)posé)._Soit P = MN est un sous-groupe parabolique cuspidal, on appelle
parabolique opposé le groupe P = MN ot N est opposé a N au sens usuel.

1l est clair que P est I'unique sous-groupe parabolique cuspidal au dessus de PO et que 'on a PN P = M.

3.2.2 Décomposition d’Iwasawa

Un mot sur la décomposition d’Iwasawa. L’existence d’'un “bon” sous-groupe compact maximal dans G,
n’est pas garantie a priori. Néanmoins, si P est un sous-groupe parabolique cuspidal de G, alors le quotient
G/ P est compact car il s’injecte dans G//P°, qui est en bijection avec G/G° x G°/PY. Cela assure de bonnes
propriétés pour 'induction que ’on donne dans la section suivante. Enfin si G est le produit semi-direct de
GP par un groupe fini H, et si K est un sous-groupe compact maximal de G° stable par H-conjugaison, alors
le produit semi-direct Ko x H fournit une “décomposition d’Iwasawa”. Par exemple, si G = GL,(F) x ()
avec 0(g) = g~*, on vérifie que Ko = GL,,(OF) est stable par 6, donc on peut considérer Ky x (6).

3.3 Induction parabolique, foncteur de Jacquet

Si P = MN est un sous-groupe parabolique cuspidal de G de composante de Levi M, on définit les
foncteurs d’induction parabolique Ind% : R(M) — R(G) et de Jacquet G : R(G) — R(M) de maniére
identique au cas connexe (le facteur de normalisation ne dépend que du radical unipotent de P, qui est
contenu dans G°). L’induction est I’adjoint & droite de Tg, les foncteurs sont exacts, I'induction préserve
Padmissibilité et le foncteur de Jacquet préserve le type fini (preuves identiques au cas connexe).
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3.4 Représentations cuspidales

Définition 3.16 (représentation cuspidale). Sim € R(G) est une représentation irréductible lisse de G, on
dit que T est cuspidale si ses coefficients matriciels sont a support compacts modulo le centre.

Si M est un sous-groupe de Levi cuspidal de G, alors M admet des représentations cuspidales (c’est en
fait dans ce but que ces groupes sont construits, et de 1& que vient la terminologie) On suppose donc dans
cette partie que M est cuspidal. Une représentation irréductible de M est cuspidale si et seulement si les
composantes irréductibles (en fait, une seule suffit) de sa restriction & M° sont cuspidales au sens usuel (voir
[6] lemme 1.1). Comme dans le cas connexe, cela équivaut & annuler tous les foncteurs de Jacquet stricts ([6]
proposition 2.17). Un résultat important de [6] est le suivant (ce résultat assure U'injectivité de la transformée
de Fourier).

Théoréme 3.17. Soit m € R(G) une représentation irréductible de G. Alors il existe un sous-groupe para-
bolique cuspidal P = M N de G et une représentation o € R(M) irréductible cuspidale de M telle que 7 est
une sous-représentation de Indg(a). Le couple (P, o) est unique a conjugaison prés.

Démonstration. Voir [6] théoreme 2.18, corollaire 3.2. O

Soit o € R(M) une représentation irréductible de M, alors o est cuspidale si et seulement si |0, sa
restriction & MO, 1’est. D’apres un théoreme de Harish-Chandra, c’est encore équivalent a dire que o est
compacte. On vérifie alors aisément que le groupe X (M) = Hom(M /M, C*) des caractéres non ramifiés de
M agit par torsion sur les représentations irréductibles cuspidales de M. Si o € R(M) est une représentation
de M, on peut réaliser tous les m, = Indg (xo) dans un méme espace vectoriel par découpage en classes
modulo G, puis en restreignant & un bon sous groupe compact maximal de G° (c’est & dire qu’a f on
associe (f|sk,)ses). Cela permet de définir la notion de régularité (polynomialité, rationnalité, holomorphie,
méromorphie par rapport aux parametres complexes du caractére x) comme dans le cas connexell. Plus
précisément, si on note V, 'espace de fonctions associé a Indg(xa), et si f € V,, alors I'image du morphisme
injectif f + (fjsk,)ses est un espace vectoriel qui ne dépend pas de x. On identifie tous les Vy & cet unique
espace vectoriel pour parler de régularité.

3.5 Opérateurs d’entrelacements

Si P=MN, PP = MN' sont des groupes paraboliques cuspidaux de méme composante de Levi, o €
R(M) une représentation irréductible cuspidale de M et x € X(M) un caractére non ramifié de M, on
définit, sous réserve de convergence, un entrelacement Jp|p/(0) entre m = md%(o) et 7’ = Ind$, (o) par

ot A(n) : Vx — Vi est la translation de n & gauche.

On peut aussi construire cet entrelacement & partir de ceux définis sur G° (ce qui permet de déduire
facilement leurs propriétés). La restriction o0 est semi-simple de longueur finie (puisque M 0 est distingué
d’indice fini dans M). Soit g € R(M°) une représentation irréductible qui apparait comme facteur direct
de o|pp0. Par réciprocité de Frobeniusﬁ, o est un facteur direct de Ind%o 09. Et par induction, on en déduit

finalement que 7 = Ind% (o) est un facteur direct de 7o = Ind%o(0p). De méme, 7/ = Ind$, (o) est un facteur

7. On effectue un découpage car en général il n’existe pas de bon sous-groupe ouvert compact maximal Ko dans G (au sens
oll rien ne garantit que G = PKp). Si I'on dispose d’un tel Ko (par exemple si G est le produit semi-direct de G° par un groupe
fini), alors on peut directement adapter la méthode précédente. La notion de régularité ne dépend pas de la méthode choisie.

8. On utilise la réciprocité de Frobenius dans les deux sens ('induction et I'induction compacte de M? & M coincident).
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direct de 7}, = Indg,o (00). On a donc des G-entrelacements i : m — mg et s : mg — 7 (respectivement injectif
et surjectif) tels que s o4 = Id,, et la méme chose entre 7}y et 7’. Du G%-entrelacement

0 0
JPOIPIO (0’0) : Indgo (0'0) — Indg/o (0’0)
on tire par induction un G-entrelacement
Indgo (Jp0|p/0(0'0)) LTy — 7T6
Et on vérifie avec la formule intégrale que le diagramme suivant commute (voir [6] lemma 5.5)

Indgo (JPO\P’O (0’0))

0 o
ij Ji/
T m’
JP\P’ (o)
puis que
Indgo (JPO\P’O (U())) ,
) U
Z;J is,
T i

Jpipr(o)

On peut rétrospectivement utiliser ce dernier diagramme comme définition de Jp|p/ () des lors que Jpopro(00)
est défini ce qui prolonge sa définition hors du domaine de convergence de l'intégrale.

4 Représentations d’une groupe réductif non connexe

4.1 Le lemme géométrique

On fixe Ay un tore maximal déployé de G, et on pose My = Ci(Ag). Comme le tore Ay est maximal,
alors My est un sous-groupe de Levi cuspidal (puisque A est spécial au sens de la définition B.1]) minimal,
et sa composante neutre M) est un sous-groupe de Levi minimal de G° (d’apres la remarque B.4). On fixe
Py = MyNy un groupe parabolique cuspidal minimal de G' (qui se trouve au dessus de PY un sous-groupe
parabolique minimal de G°). On dira qu'un sous-groupe parabolique cuspidal P de G est semi-standard si
Ag C P (ce qui équivaut a dire que P° est semi-standard) et standard si en plus on a Py C P (ce qui équivaut
a dire que P est standard).

Lemme 4.1. Soient P,Q C G des sous-groupes paraboliques cuspidauz de G, Alors Q°\ G/P° et Q\ G/P
sont finis.

Démonstration. On choisit S € G un systéme de représentants de G/G°. Alors S est fini, et on peut écrire
G=|]sc"
seS

Pour s € S, les groupes s 'Q"s et PY sont des sous-groupes paraboliques de GV, il existe un ensemble fini
W, C GO tel que I'on a

G = |_| (s_lQOs)wPO

weWs
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En combinant les deux décompositions, on tire

G= |_| |_| Q° sw P°

seS weWy
Donc QY \ G/ PV est fini, et a fortiori Q \ G/P Dest aussi. O

Lemme 4.2. Soient P = MU et Q = NV des sous-groupes paraboliques cuspidaux semi-standards de G,
alors

MNQ=(MAON).MNV), UNQ=UNN.UNV), PnQ=(PNN).(PNV)
Démonstration. Voir [6] lemme 3.11. O

Soient P, @ des sous-groupes paraboliques cuspidaux. On consideére ’espace totalement discontinu X =
P\ G sur lequel Q agit par translation a droite (c’est-a-dire p(q).(Pg) = (Pgq!)). On sait d’apres le lemme
AT que @ a un nombre fini d’orbites sur X, on choisit une numérotation Z; = Pw;@Q des doubles classes
telles que les ensembles

v, =]z

1<y
soient ouverts dans X (ce qui est possible en vertu de [I] 1.5). On note
M; = M nw; Y(N), N;=w;(M;)=w;(M)NN, Vi=Mnw;*(V), U;=Nnuw(U)

Et
Py =MU;, Qi=N;V;

On définit le foncteur F' = rg 0i%. On peut appliquer le lemme géométrique [2] théoréme 5.2.

Lemme 4.3 (Lemme géométrique, [2] théoreme 5.2). Le foncteur F = 7“8 0i% admet une filtration par des
sous foncteurs 0 = Fy C Fy C ... C F, = F tels que F;/F;_1 ~ iIGDi o w; o Té\g/li.

Démonstration. La preuve de ce résultat est donnée dans [2] théoréme 5.2 (que l'on peut appliquer en
vertu des lemmes [41] et [2)). Rappelons juste comment sont définis les foncteurs F;. Soit ¢ € [1,k]. Soit
(0,V) € R(M) une représentation de M. On note 7 = i%o, W = i@V, et W; C W le sous-espace de W des
fonctions a support dans Y;. Ce sous-espace est Q-stable, soit ; la sous-représentation de g associée. On
définit alors F;(o) = jy (m;) (ot jy est le foncteur des co-invariants, c’est-a-dire que r& () = jy (mq)). Alors
les F; définissent des foncteurs et une filtration de F.

4.2 Lemme de Jacquet

Si K C G est un sous-groupe ouvert compact, et H C G un sous-groupe fermé de GG, on note Ky = KNH.
On sait d’apres le théoreme de Bruhat que G° admet des sous-groupes ouverts compacts K arbitrairement
petits admettant une décomposition d’Iwahori selon les sous-groupes paraboliques standard de G, c’est-a-
dire que pour tous sous-groupe P° = M°N parabolique standard de G°, on a K = K+ .Kppo.K . Comme
K C G° on a Ky = K. Pour tout P = M N sous-groupe parabolique cuspidal standard de G, on peut
donc écrire K = K. K. Kn. On dira qu'un tel sous-groupe est en de type Iwahori et bonne position
par rapport & (P, M).
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Lemme 4.4 (Jacquet). Soit (7,V) € R(G) une représentation lisse de G, P = MN un sous-groupe para-
bolique cuspidal de G, et K C G° un sous-groupe ouvert compact de type Iwahori et en bonne position par
rapport o (P, M). Alors Uapplication

p: VE = Iy (V)Km

Est surjective. De plus, p posséde une section naturelle, ou en d’autres termes, Jy(V)5M peut-étre réalisé
comme un facteur direct de VX d’une maniére fonctorielle en V.

Démonstration. Puisque K C G9, les K-fixes de (m,V) sont ceux de (Mo, V) et on peut directement
invoquer le lemme de Jacquet dans G° (voir [5] p.65). O

5 Le théoréeme

Passons maintenant a la démonstration du théoreme Expliquons succinctement la démarche. On
se donne ¢ vérifiant les conditions de 1’énoncé. On rappelle que 'on note C la sous-catégorie pleine de
R(G) stable par somme et sous-quotient engendrée par les représentations Indg o (ou P = MN parcourt
les sous-groupes paraboliques cuspidaux de G, et o les représentations irréductibles cuspidales de M), et
CY la catégorie correspondante pour G°. Notons A(C) I'algebre des endomorphismes du foncteur d’oubli

c:C — (C—Vectﬁ, et A®(C) la sous-algebre des éléments ¢ (dit lisses) tels qu’il existe un sous-groupe
ouvert compact K tel que éxp = péx = ¢. On adopte des notations identiques pour G°.

On cherche f € H(G) tel que ¢ = f. Notre démarche va consister & construire (sans avoir recours a
f) un élément pjgo € A(GO) tel que si ¢ = falors Ylgo = ﬁ;) Il s’agira alors montrer que 'objet ¢|go
ainsi construit est redevable des hypotheses de la version connexe du théoréme de Paley-Wiener (théoréme
[[I)). Enfin, pour terminer la démonstration, on applique cette démarche aux translatés de ¢ permettant de
recouvrer flggo pour tout g € G°.

5.1 Construction de p(Ind% (o))

On se donne P% = MYN est un sous-groupe parabolique de G°, et o9 € R(M?) une représentation
irréductible cuspidale de M, on cherche & définir ¢(Ind%o (o)) pour tout oy dans I'orbite de og. Pour cela,
on se donne une décomposition en sous-espaces irréductibles

Ind}} o(00) @ o;

Notons qu’il s’agit ici d’'un choix non canonique, et que ’on ne suppose pas que les g; sont non isomorphes
entre eux. En induisant, on a donc (en identifiant Ind%o(oq) et Ind% Ind}%o (00))

Indpo 00) @IndG 0;)

Or d’apres [6] lemme 2.15, les représentations o; € R(M) qui apparaissent sont toutes cuspidales. Ce qui
permet d’étendre ¢ par la formule[[d

©(Ind%o (00)) @ (Ind% (o))
=1

9. C’est-a-dire qu'un élément ¢ € A(C) est la donnée pour tout m € C d’un endomorphisme ¢(7) € Endc(w) tel que pour
tout 71, m2 € C et &« € Home (71, 72), on a ao p(m1) = p(m2) o
0
10. Pour étre rigoureux il faudrait prendre en compte l'identification entre Indgo (00) et Indg Ind% (00) ici aussi. Nous
I’avons omis pour alléger la formule.
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On vérifie que comme les ¢(Ind$ ¢;) commutent aux entrelacements A(g) et J p|p(03), alors les ©(Ind%o (09))
commutent aux entrelacements A(g) et Tnd%, (Jpo_po (00)) (parce qu’on a la décomposition Ind%, (Jpo_po (00))
@, Jpip(0i), et une décomposition similaire pour 'opérateur \).

Par ailleurs, si I'on tord o par un caractére non ramifié x de M°, on trouve la méme décomposition
ou les o; sont tordues par le méme caractere (prolongé & M). On prolonge donc notre définition sur toute
Porbite par

plIndfo(x  0)) = P p(ndf (¥ 2 )

Il apparait que la fonction x —s o(Ind%o(x ® 00)) est polynomiale.

5.2 Restriction a G°

On définit maintenant un objet ¢jgo sur les représentations de G° en se basant sur la définition 219

L’idée de la définition est que si ¢ = fA pour f € H(G), alors on a pjgo = ﬁ;) (cf lemme 22T)). 1 suffira
alors de montrer que ¢|go est redevable des hypotheses du théoreme [ dans le cas connexe. On se donne

0
S un systeme de représentants de G/G. La représentation Ind$o (o§) est un facteur direct de Indo (00)|Go-
Une GP-surjection est fournie par la restriction & G°, définie par

es : Ind%o(09) — (Indgg UO)S
f— (90— f(909))

tandis qu'une G%-injection est fournie par ’extension par 0, définie par

e (Ind?;ﬁ ao) — Ind%o (00)

fro <g|—> {f(gs_l) sige SGO>

0 sinon

Onaezoel = Id(IndGo o)’ et ps = e* o e, est un GP-projecteur de IndIGpo (00) (la projection sur les fonctions
PO

a support dans sG°). On définit alors P|qo par

0
ey (Indgo X0p) = €1 0 @(Indgo (xo0)) o e}
T est facile de vérifier que o satisfait les conditions de lissité et de polynomialité. Il reste a vérifier les condi-

tions de commutations aux entrelacements nécessaires a ’application de [§] théoreme 0.1. La commutation
aux translations & gauche vient du fait que si g € G° I'opérateur A(go) : Ind%o (00) — Indg po(g - 0p) induit

par restriction la translation a gauche de IndIGDS (00) vers Indg po(g - 00) et que les p(Ind%o (00)) commutent
aux translations & gauche. De méme, la vérification de la commutation aux entrelacements Jpo por (00) se
fait en utilisant une propriété similaire des opérateurs Ind&o (.J po_po' (00)). D’apres [8] théoreme 0.1, il existe
donc f1 € H(GP) telle que @jgo = fi.

L’idée pour conclure est maintenant d’appliquer ce raisonnement & (357130)565 (OilASg e A(C) dAésigne

I'élément 7 — m(g)). Pour chaque s € S on trouve une fonction f; € H(G®) telle que (d5-1¢)|go = fs. On
définit alors f € H(G) par

F=> 0sxfs

ses
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Un calcul (voir lemme [228]) montre que f et ¢ coincident sur les représentations du type Ind€ po(00), puis

par identification des termes diagonaux, f et ¢ coincident sur les représentations du type Ind P(ao) Ce qui
prouve le théoreme

5.3 Une relation polynomiale

La preuve du théoréeme 0.1 de [8] fournit en outre une formule d’inversion (en fait, la preuve du théoréeme
repose sur cette formule). Nous allons maintenant donner une formule analogue dans le cas non connexe.
Pour cela, on va démontrer un résultat analogue & la proposition 0.2 de [§]. En gardant les notations du
paragraphe précédent, on fixe s € S et on pose

ng(Indgz 00) = e1 0 Ind%o(00)(s™1) 0 p(Ind%e 00) 0 € = e,-1 0 p(IndSo(00)) © €}

Alors d’apres [8] proposition 0.2, il existe une application & (IndIGgg 00) : Ind% PD op — Ind UO, polynomiale
en oy telle que pour tout og € Oy

¢S(Ind§8 00) = Z JP()'wﬁ(Uo) o Aw) o §S(Indg8 wog) 0 A(w) " o Jyypopo(00)
wEW (MO,00)
Ot on a noté W (M?, O0) = {w e W(M°), w0, = Op}. On note ¢(Indf ) = s po (70) ™" £(IndFo 05).

La fonction o — ¢(Ind% Po 00) est rationnelle (ses poles sont les points non-inversibilité de J=5 = po(T0))-

5.3.1 Sur les représentations du type IndIGgo 00
On en déduit un résultat analogue pour les représentations du type Indgo (00).

Lemme 5.1. [l existe une application polynomiale gs(lndgo 00) : Indpo oo — Ind 5 00, polynomiale en og
telle que pour tout o9 € Oq, on ait

0s(IndGo 0p) = Z Jgo‘ 53(00) © AM(w) o £(IndGo wog) o A(w) Lo 5P0|po (00)
wEW (MP,00)

Démonstration. On a un G%-isomorphisme
(Ind%s o) o0 = @Ind "po t-0p (15)
tES
donné par

0 - nd%o Vi, —> @) dpo Vs,
tes

f'—>®ft

tes

Ot f; est définie pour go € GY par fi(go) = f(t™ go), et apo (IndtGPo tVy,) correspond au sous-espace de
Indgo V,, des fonctions supportées dans tG°. L’isomorphisme [[5 est également valable pour (Indﬁ 00)|Go

(en changeant P° en P9). On définit &,(Ind%o oo) : IndSo o — Ind 700 diagonalement vis-a-vis de la
décomposition (5] par la formule

£,(Ind$o 09) = af o <@ &s Indt po t- 00)> o apo (16)

tesS
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Il est clair par construction que oy — §S(Indgo 00) est polynomiale (puisqu’elle l'est sur chaque bloc de la
diagonale). Il reste & vérifier la relation annoncée. Comme ¢ est & support dans G, il agit diagonalement
(toujours par rapport a la décomposition [[H]), ¢’est-a-dire précisément que l'on a

Qpg © Ps (Indgo 0p) © a;[l) = @ bs (Indf;[) t- 00)
tesS

0 —_ p—
=B Y Jeropest-oo)oMw) o0& (dpew e 00) 0 Mw) o iy popepolt -
tES w, €W (+-MO,t-Oq)
Or wy € W(t- MO t-Oy) si et seulement si t 1wt € W(MY Op). Par changement de variable w = ¢~ 1w;t,

on tire donc

apro¢s(ndo oo)oaps =0 D Jypoupalt-00) o A(twt ™) o & (Indf;o tw*lo—o) o Atw ™'t 7YY o Jyypojrpo(t -
teS weW(M°,0,)

Z @ 1. pou ot - 00) o Mtwt 1) o &, (Indfjgo tw_lao) o Atw™ 't 1) o Jyypojspo(t -
weW (M°,0,,) tES

Et grace aux relations (toujours selon la décomposition [IH)
ago OJ}CD;()‘Q()(O'Q)OCY;% = @Jt_po‘th(t-oo) et aps 0 Mw) o aps —@)\ (twt™ )
tes tes
on conclut que
0s(Ind%o 09) = Z Jg°|wﬁ(ao) o Mw) o &(Ind%e w™tog) o A(w) ™t o 5P0‘P0 (00)
weEW (MO,04)
O

Etant donnée une application £ comme dans le lemme 5.1}, on posera ¢, (Ind$o o) = JSO\po( 0) "1 &(Ind%o 09).

La fonction g — ¢((Ind%o p) est rationnelle (ses poles sont les zéros de JE. 0|P0( 00)). On a alors la relation

Cs(Ind%o 0g) = @ (s (Indtc,;;go t- 0'0)

tes
En assemblant les morceaux de lemme précédent pour s € S, on déduit le lemme suivant.

Lemme 5.2. [] existe une application §(Ind}G30 0p) : Indgo oyg — Ind% 00, polynomiale en oy telle que pour
tout og € Oq, on ait

(Indo 00) = Z Jgo‘wﬁ(UO) o Mw) 0 £(Ind% w™op) o A(w) ™t o J5P0|Po (00)
weW (M9,00)
Démonstration. 1l suffit de poser
¢(IndFo o) = Y Ind%; oo(s) o &(IndFo o) (17)
ses
11 est clair que Papplication ainsi définie est polynomiale en oq. Par ailleurs, d’apres le lemme 2.25] on a

© (IndIGgo 0’0) = Z Ind%o 00(s) o ¢s(Ind%o o)
seS

= Z Z d%, oo(s) o Jgo‘wﬁ(ao) o Mw) o & (Ind% w™log) o A(w) ™t o 5}30‘130(0’0)

s€SweW (MO°,00)
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Or, comme les A(w) et JP0|Q0( 0) sont des G-entrelacements, on tire

® (Indgo 00) = Z Z ngwﬁ(ao) o Aw) o Ind% (w™o0)(s) 0 &(IndGe w™log) o A(w) ™t o Jgpo‘po (00)
seSweW (MP°,0)

= Y TG m(00) o Mw) 0 E(IndGe wan) o A(w) ! 0TS s pu(00)
weEW (MO,00)
O

Etant donnée une application £ comme dans le lemme[5.2} on posera ¢(IndGo o) = J. go o (00)~ " €(Ind%Go 09).

La fonction o — ¢(Ind$ o) est rationnelle (ses poles sont les zéros de J5p(0)). On a alors la relation

C Indpo 0'0 Zhldpo 0’0 Cs(hldgo 0'0)
ses

5.3.2 Sur les représentations du type IndIGp o

Proposition 5.3. I existe une application {(Indg o) : Indga — Ind% o, polynomiale en o telle que pour
tout o € O, on ait

©(Ind% o) = Z Ipjwp(0) 0 A(w) o £IndGw o) o AMw) ' o wp|P(0)
weW (M,0)
ou W(M,0) ={we WM, wO = 0}.

Démonstration. Pour tout o € O, on choisit og € R(M?) un facteur irréductible de o|p0 de maniere X (M)-
équivariante, c’est-a-dire tel que pour tout x € X (M) et o € O, on a (xo)o = X000 (en notant xo = x|as0) :
il suffit de choisir op pour un point fixé de o € O, et comme I'espace Hom o (X000, (X0 )|a0) ne dépend pas
de x, un choix pour tous les autres points en découle. On note Oy 'orbite formée par les oy.

Par réciprocité de Frobenius, o est un facteur direct de Ind%o 09. On se donne une M-injection i, : 0 —
Ind%o oo et MO-surjection s, : Ind%o o9 — o telles que s, 0 i, = Id,. Alors par induction (qui est exacte)
on tire une G-injection Indg o : Indg o— Indgo oo et une G-surjection Indg Sg : Indgo og — Indg o. On
pose alors

¢(Ind§ o) = Ind% s, 0 £(Ind%o 09) o Ind§ 4, (18)

Il est clair que la formule définit une application polynomiale en 0. Par commutation de ¢ aux G-entrelacements,
on a

©(Ind$ o) = nd$ s, o @(Indgg 00) 0 Ind% i,
D’apres la section 3], on a les relations
Ind§ iy 0 Jpig(0) = JFojgo(00) 0 IndF iy et Jpi(0) o Indf 55 = Ind§ s5 0 JFo|go(00)
et comme A\(w) € End(Ind$), on vérifie que
Mw) o Ind% s, = IndSp 546 0 Mw) et AMw) 0 nd$ iy = nd%p iye
En combinant, on tire la relation

ps(mdf o) = > Jpp(0) o AMw) o &(IndEw™'o) o Aw) ™" o Jypip(0)
weW (M°,00)
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Remarque 5.4. Sion a la décomposition (Indg 0’) G0 =@, i, alors les m; sont de la forme Indg[}go gioo

pour g; € G (en effet, comme Indg o= Indgo 09, ON @ (Indg O') — EBgeG/GO Indglzo goo). Et poser

|G°

((Indf o) = > IndE o(s) P & (m)

ses iel
Conviendrait.

Etant donnée une application & comme dans le lemme [5.3} on posera ¢(Ind$ o) = ngp(a)’1 ¢(Ind§ o).
On a alors la relation

¢(Ind$ 0) = Ind$ s, o ((Ind%o 0¢) 0 IndG i,

5.4 Une formule d’inversion

Dans cette partie on donne une formule d’inversion pour la transformée de Fourier sur G. On conserve
les notations du paragraphe précédent, et on suppose que l'on dispose d’objets ¢, £ et ¢ définis comme
précédemment. On sait qu'il existe f € H(G) telle que ¢ = f, nous allons donner une formule pour f.

5.4.1 Notations

On note ©g I'ensemble des couples (PY, Op) ot P = MON est un sous-groupe parabolique de G et
Op = X(M®).00 = {x00,x € X(M")} est 'orbite par torsion sous X (M°) d’une classe d’équivalence de
représentation o9 € R(M?) irréductible cuspidale de M. On note X (o) = {x € X (M), xo0 ~ o0} le
stabilisateur de (. C’est un groupe fini (voir [5] lemme 21) qui ne dépend en fait que de 'orbite Oy (puisque
X (MP) est commutatif). Le groupe G agit sur ©g par conjugaison. On note ©y/G l'ensemble des orbites.
Pour (P° Op) € O, on note [PY, O] sa classe de G-conjugaison et [Oy] la classe de G-conjugaison de Oy.

De méme, on note © I'ensemble des couples (P, O) o P = M N est un sous-groupe parabolique cuspidal
de Get O =X(M).c ={xo,x € X(M)} est l'orbite par torsion sous X (M) d’une classe d’équivalence de
représentation o € R(M) irréductible cuspidale de M. Le groupe G agit sur © par conjugaison et on note
©/G Vensemble des orbites. Pour (P,O) € O, on note [P, O] sa classe de G-conjugaison et [O] la classe de
G-conjugaison de O.

Si 09 € R(MP) est une représentation irréductible cuspidale de MY, alors il existe o € R(M) une
représentation irréductible cuspidale de M telle que o — Ind%o 0p. La représentation o est unique a Xo(M)-
torsion pres. Et on peut écrire

Ind}fo o9 ~ m(oo) @ Yo

YEXo(M)/Xo(o)

Par ailleurs, pour tout x € X (M), en notant xo = x|a0, on a

Hom s (xo, Ind%t) X000) =~ HomMU((XU)\MOuXOUO)
= Hom o (X00|a10, X000)
= Hom o (op0,00)
~ Homy (o, Ind}so op)
Donc yo < Ind}to x000. Et m(xo) = dim Homy (xo, Ind}e xo00) = dim Homy (o, Ind}se 00) = m(o),

donc m(o) ne dépend que de Porbite O de o, on notera m(O) cette quantité. De méme, on a Xo(xo) = Xo(0),
donc on note Xo(O) ce groupe. Et pour tout x € X (M)

Ind}fe x000 =~ m(O) @ Pxo
peXo(M)/Xo(0)
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On peut donc définir une application A : ©g — O telle que pour tout (P° Op) € Og, en notant (P,0) =
A((P° 0y)), alors PY C -P ('unicité de P est assurée par [6] proposition 2.10) et pour tout o9 € Oy,
JH(Ind%o o9) C -O. Par réciprocité de Frobenius, on voit que Uapplication A est surjective et d’apres le
lemme 218 on sait que 'image réciproque de (P,0) € © est une classe de M-conjugaison dans Og. Et
comme gog < (go) g0 pour tout g € G, on vérifie que A induit une bijection A : ©9/G — 6/G.

Soit (PY,0g) € Op. Si 1 : Op — C est une fonction méromorphe dont tous les poles sont contenus dans
un compact de bord orienté I', on note

OO’(ﬁ(UQ) dO’Q = /F’Q/J(O'Q) dO’Q

Le théoreme des résidus garantit que 'intégrale ne dépend pas du choix du compact contenant les poles
(ce qui justifie donc de l'omettre dans la notation). Si ¢p : O — C est une fonction méromorphe et si
(P,O) = A((P°,0y)), alors la fonction o 2 xexo () ¥(xo) ne dépend que de lorbite de o sous Xo(M).

On peut donc la voir comme une fonction sur X (M?), et noter

[ v d”_/oo ZM)w(x@ doo

X€E€Xo(

5.4.2 Une formule pour f,

Soient s € S, 09 € Op, en notant 75, = Indgg o0 et T, = Ind%o 00, la fonction o — Tr(Ily, (97" s) Cs (70, )
est rationnelle (ici on identifié (s(s,) & un élément de End¢ (I, ) via le plongement évident 7,, < Il,,), et
la fonction g + Tr(Il,, (g7 1s) (s(ms,)) est & support dans sG° (et vaut Tr(my, (g7 1s) (s(m0,)) sur sG°). On
en déduit d’apres [§] théoréme 3.2, que pour tout g € G

flsTlg) = > eO0) | Tr(lay(97"s) () dog (19)

(P°,00)€600 Oo
Ol ¢(O,,) > 0 est une constante strictement positive donnée dans [8] 3.2 par

c(Og) = [WALW (MO, Oo)[A(G|M°).d(Op)
[P(MO)[.]WE®|.[Stabx a0y (Op)|

On vérifie que pour tout g € G, ¢(g0p) = ¢(Op). On notera donc ¢([Og]) cette quantité. On réunit les termes
par G-orbites.

s = Y S (o) /t_o eI, (g715) Co (7)) d o

[P9,00]€600/G teG/G(t-Op)
Or pour t € G, on a Il,, = Indgo 0o )\%) Indfpo t- 00 = 1., donc

o Tr(noo(gils) Cs(ﬂ'oo)) dog = o Tr(Htvoo(gils) Cs(wt-ao)) dog
t-Og 0

= o T‘Y(Hao(g_ls)<s(t'7rao)) dog
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Et d’apres le lemme 5.1 on a

Z/ L5) ¢ (7o) dao_/ Tr< ro(578) @D G, ) day
tes Oo tes
= [ a1l (5715) .11 d
Oo
Et donc, en posant ¢/ ([Op]) = %, on a
fosTle) = Y 0'([(90])/ Tr(Isy (97 '5) ¢s(Isy ) oo (20)
[P9,00]€00/G Oo

5.4.3 Une formule pour f
Proposition 5.5. Il existe des constantes C([O]) > 0 pour [P,O] € ©/G telles que l'on a
flo= Y clo) [ (g )m,) do (21)
[P,0]cO/C o
Démonstration. En sommant I’équation 20)) sur s € S, on tire

= Z fS(Silg)

ses

SO o) /O Te(IL,, (g~ 5) Cu(Lpy)) do

$ES [PY,00]€60, /G

Z C/([OO])/O Tr (Hgo(gl)ZHgo(S) CS(H00)> dao

[PY,00]€O0/G sES

Et en vertu du lemme [(5.2] on tire finalement

o= Y (o) /O Tt (I, (g™ )C(Ty ) dog (22)

[PO,(/)()]E@()/G

On note [P,0] = A([P° Oy]) comme en section .41l Puisque A établit une bijection entre ©/G et ©/G,
on peut noter ¢([0]) = ¢ ([Op]) sans équivoque. En notant II, = Ind% o pour o € O, on a alors

o= Y o) /O m(0) S T (My(g () dog

[P°,00]€00/G XEXo(M)/Xo(O)
-y |X / S T (T (g )¢ (M) dorg
[P9,00]€00/G of O0 yeXo(M)

On remarque que pour t € S, on a Xo(t-O) = t- Xo(O), donc le cardinal | Xo(O)| ne dépend en fait que [O].

En notant [, do = [, Povexomy doo”, et C([0)) = = (o)) m(0)

X 0, on peut alors réécrire

o= Y C([O]) Tr (I, (97 1)¢(1,)) do

[P,0]€®/G

\
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Puis en tirant parti de la bijection A définie en [5.4.1]

floo= 3 o [ T (i) do

[P,0]€0/G
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