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LA POL EMIQUE ENTRE POINCAR E ET RUSSELL
AU SUJET DU STATUT DES AXIOMES DE LA G EOMETRIE

Philippe NABONNAND (*)

RESUME. — Avant leur célebre polémique sur la logistique, Poincaré et Russell
s’étaient déja publiquement opposés sur la question du statut des axiomes de la
géométrie. Les débats philosophiques de la fin du XIX® siecle autour de la géométrie
et de la théorie de ’espace influent de maniere significative sur la conception et le
développement de la géométrie. Le but de cet article est de montrer comment les
mathématiques sont mises au service des theses soutenues par Poincaré et Russell et
d’analyser quelle influence ces théses peuvent avoir sur leurs conceptions géométriques.

ABSTRACT. — THE POLEMIC BETWEEN POINCARE AND RUSSELL ABOUT
THE STATUS OF THE AXIOMS OF GEOMETRY. — Before their well-known dispute
over logistics, Poincaré and Russell polemized over the status of the axioms of geometry.
At the close of the 19th century, philosophical discussions about geometry and space
theory strongly influenced both the idea and the development of geometry. This paper
stresses how Poincaré and Russell used mathematics to support their philosophical
arguments, and shows, conversely, how their respective philosophical stances influenced
their thoughts about geometry.

INTRODUCTION

Durant le X1X° siecle, I’émergence des géométries non-euclidiennes et
de la physique mathématique d’une part, la prise de conscience au sein
de la communauté des mathématiciens de la nécessité d’un travail réflexif
centré sur des exigences de rigueur d’autre part, rendent particulierement
cruciales les questions de fondements de la géométrie. On ne peut pas
appréhender cette histoire sans prendre en compte 1’étroite imbrication
de ses aspects mathématiques et philosophiques : au début du XIX® siecle,
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avant I'apparition des géométries non-euclidiennes, les notions d’espace
physique, intuitif ou abstrait n’étaient pas dégagées. On pouvait donc
se contenter d’admettre comme données préalables la notion d’espace et
quelques constructions géométriques. A la fin du XIX® siecle, la reconnais-
sance des géométries non-euclidiennes « conduisit a cette idée nouvelle et
remarquable que I'espace physique pourrait étre différent de I'image que
nous en fournit notre intuition habituelle» [Enriques 1912, p. 3]; en méme
temps que leurs efforts tendaient a déterminer un systéme aussi complet
que possible d’axiomes ou encore a produire divers modeles des géométries
non-euclidiennes, les mathématiciens intervinrent aussi directement dans
le champ de la philosophie en posant les questions du statut des axiomes
de la géométrie et de 'origine de nos conceptions géométriques.

Le débat philosophique sur le statut des axiomes de la géométrie
opposait les tenants de la philosophie critique de Kant et les empiristes.
La conception kantienne de I'espace s’articule essentiellement (au moins
pour notre propos) autour de deux theses :

(T1) lespace est une intuition pure;

(T2) les axiomes de la géométrie sont des jugements synthétiques
a priori.

Pour un kantien, les conceptions spatiales sont donc des conditions
nécessaires a toute expérience. Les empiristes s’appuient quant a eux sur
I'existence des géométries non-euclidiennes pour considérer la géométrie
comme une science expérimentale. Pour un empiriste, les conceptions
spatiales proviennent de I’expérience.

Helmholtz occupe une position intermédiaire en défendant un empirisme
modéré : il considere I'existence de corps solides comme une condition
nécessaire a toute possibilité de mesure et donc a celle de la géométrie.
Par contre, I'existence de tels corps n’est jamais affirmée comme une
vérité expérimentale. Poincaré s’oppose a la fois aux theses kantiennes
et empiristes en défendant une position conventionnaliste : les axiomes
de la géométrie ne sont pas des jugements synthétiques a priori, parce
qu’alors, «il serait impossible de s’y soustraire et de rien fonder sur leur
négation» [Poincaré 1887, p. 90]; ils ne sont pas non plus des faits expé-
rimentaux car, dans ce cas, la géométrie perdrait son caractere de science
exacte. Pour Poincaré, les axiomes de la géométrie sont des conventions
et la question de leur vérité n’a donc aucun sens. Mais ‘conventionnel’ ne
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signifie pas pour autant arbitraire. En effet, ’expérience nous guide dans
le choix des conventions les plus commodes.

Ces débats ne sont pas sans conséquences sur le développement
de la géométrie. Enriques soulignait dans I’Encyclopédie des sciences
mathématiques [1912] avec justesse qu’a travers ces discussions, tant
mathématiques que philosophiques, se faisait jour une conception nou-
velle purement abstraite de la géométrie, dégagée des considérations sur
I’espace physique ou intuitif.

Le but principal de cet article est de montrer, a partir de 1’étude
de la polémique entre Poincaré et Russell sur le statut des axiomes de
la géométrie', 'importance de ces débats philosophiques sur 1’évolution
de la conception de la géométrie et méme sur son développement. En
affirmant qu’«une géométrie ne peut pas étre plus vraie qu’'une autrey
[Poincaré 1902a, p. 76], le conventionnalisme géométrique reconnaissait
a la géométrie son autonomie et y contribuait. De plus, en considérant
que Dexpérience sur les corps solides réels nous guide dans le choix
d’une convention, Poincaré est amené a privilégier la présentation de
la géométrie comme étude d’un groupe de transformations. D’un autre
cOté, les positions purement épistémologiques? de Russell et son refus
des considérations psychologiques 'amenaient a adopter au contraire
une présentation axiomatique de la géométrie. Cette controverse est car-
actéristique de la fin des débats philosophiques initiés par I’émergence des
géométries non-euclidiennes : au dela de leurs divergences philosophiques,
les deux protagonistes admettent des theses qui, directement ou indirecte-
ment, plaident pour I’émancipation de la géométrie des questions liées a
la théorie de I'espace. Dans ce qui suit, nous nous intéresserons moins a

1 Russell et Poincaré s’opposent entre 1899 et 1900 sur cette question dans trois
articles publiés dans la Revue de métaphysique et de morale : « Des fondements de
la géométrie, & propos d’un livre de M. Russell» [Poincaré 1899], « Sur les axiomes
de la géométrie) [Russell 1899a] et « Sur les principes de la géométrie, réponse a
M. Russell» [Poincaré 1900]. Une autre importante source concernant cette polémique
est la correspondance échangée par Russell et Louis Couturat. Cette correspondance est
conservée aux Archives de la bibliotheque municipale de La-Chaux-de-Fond (Suisse).
Elle sera prochainement (2001) éditée et commentée par Anne-Francoise Schmidt.
Toretti [1978] étudie les theses de Russell dans son livre Philosophy of Geometry
from Riemann to Poincaré, sans insister cependant sur la polémique entre Poincaré et
Russell.

2 Le terme « épistémologique» est utilisé tout au long de cet article au sens anglo-saxon
de «relevant de la théorie des fondements de la connaissance.
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I’exposé des theses philosophiques en présence qu’a étudier comment les
mathématiques sont mises au service de ces theses et analyser comment
celles-ci influent sur la présentation des résultats de géométrie ainsi que
sur la conception de la géométrie des protagonistes.

Dans la partie 1, la chronologie et le contexte éditorial sont présentés.
La partie2 est consacrée a un rapide rappel du conventionnalisme
géométrique de Poincaré (§§2.1 et 2.2) et a une présentation d’une
premiere polémique entre Poincaré et Couturat (§ 2.3). Les theses soutenues
par Russell dans son traité An Essay on the Foundations of Geometry
[1897] et la polémique qu’elles suscitent avec Poincaré sont exposées dans
les parties 3, 4 et 5. Les enjeux de cette polémique sont évidemment
philosophiques, mais celle-ci porte également sur des points techniques
mathématiques. Ainsi, un des points essentiels de cette controverse con-
cerne les fondements de la géométrie projective. Les critiques de Poincaré
ameneront Russell® a abandonner une premiere version trop vague et
imprécise des axiomes de la géométrie projective et a adopter une
axiomatique inspirée de celle de Pieri (§3.5). La question des condi-
tions nécessaires a la possibilité de la mesure et celle du statut de la
définition de la distance sont ’occasion pour Poincaré de nier la possi-
bilité de définir une distance indépendamment du choix d’une géométrie
et par-la de réaffirmer son conventionnalisme géométrique (§4.2). La dis-
cussion se poursuit sur la notion de définition (§ 4.3). Russell distingue la
définition mathématique qui pose simplement une relation entre différents
termes et la définition philosophique qui integre selon lui une exigence de
compréhension. Nous terminerons ’analyse de cette polémique par la dis-
cussion sur la possibilité d’expériences spatiales cruciales (partie 5).

1. PRESENTATION ET R ESUME DE LA POL EMIQUE ENTRE RUSSELL
ET POINCARE

Cette polémique ne peut étre comprise sans évoquer le contexte
d’intense activité en France autour de la question des fondements de
la géométrie, dans le cadre, en particulier, de la nouvelle Rewvue de

3 On peut penser que Poincaré n’est pas le seul responsable du changement de point
de vue de Russell. En effet, & cette époque (1899-1900), Russell commengait a lire les
travaux de 1’école italienne, entre autres ceux de Pieri et Peano, sur les questions de
logique et de fondements des mathématiques.
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métaphysique et de morale*. En effet, dés sa création autour de Xavier
Léon et Elie Halévy, la Revue s’est voulue lieu d’échanges entre philosophes
et savants. Ainsi, Poincaré publie dans ses deux premiers volumes les arti-
cles «Sur le continu mathématique» [Poincaré 1893] et «Sur la nature
du raisonnement mathématique» [Poincaré 1894]; Couturat, philosophe
ayant recu une solide formation en mathématiques, rejoint son comité de
direction et établit des contacts avec de nombreux scientifiques, logiciens
et philosophes des sciences.

La Revue de métaphysique et de morale publie avec la Revue philosophique
une grande partie des nombreux travaux philosophiques sur les fonde-
ments de la géométrie qui sont menés en France a cette époque. Outre
Poincaré et Couturat, on peut citer parmi les plus importants auteurs
le néo-kantien Charles Renouvier, Auguste Calinon et Georges Lechalas
qui défendent tous deux des conceptions intermédiaires entre rational-
isme et conventionnalisme, Jules Andrade qui prone plutot une conception
empiriste de la géométrie. Ces travaux font ’objet de nombreuses contro-
verses; ainsi, une premiere polémique au sujet de la géométrie oppose
Couturat et Poincaré dans les colonnes de la Revue ([Couturat 1896],
[Poincaré 1897]). Couturat y défend la théorie kantienne de l'espace et
attaque le conventionnalisme de Poincaré.

La controverse entre Poincaré et Russell est provoquée par un article de
Couturat [1898] publié dans la Revue rendant compte du livre de Bertrand
Russell An Essay on the Foundations of Geometry [1897]. Cet ouvrage est
la rédaction de son travail de these (Trinity College, Cambridge 1895) et
de ses lecons sur les fondements de la géométrie aux Etats-Unis (Bryn
Mawr College, 2-20 novembre 1896 et Johns Hopkins University, 2-11
décembre 1896). Il s’inscrit dans les diverses tentatives de concilier les
développements de la géométrie au cours du XIX® siecle avec la these
kantienne selon laquelle «si la géométrie a une certitude apodictique, son
objet, 'espace, est a priori; et réciproquement » [Couturat 1898, p. 355].
Ces theses sont donc fort éloignées du programme logiciste que Russell
commencera a développer en 1903 avec The Principles of Mathematics®.

4 Pour plus de précisions sur la création et les débuts de la Revue de métaphysique
et de morale, on peut consulter le mémoire de maitrise de P. Touvet, « L’histoire des
sciences et la logiquey, dans la Revue de métaphysique et de morale, Nancy 2, 1995.

5 Russell reniera son premier ouvrage de philosophie qui ne sera réédité qu’en 1956
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L’ouvrage comporte quatre chapitres. Dans l'introduction, Russell
s’attache a délimiter son entreprise et en particulier précise la notion
d’a priori. 1l se place exclusivement d’un point de vue épistémologique et
en conséquence dit qu’il ne s’intéressera pas aux causes et genese de nos
connaissances. Pour cela, il distingue le concept psychologique de subjec-
tif de celui philosophique d’a priori. Selon Russell, un axiome est a priori
si sa négation rend impossible I’expérience. Sa signification est purement
logique et sans implication psychologique. Le premier chapitre retrace de
maniere documentée (en s’inspirant fortement du cours de Klein [1890]¢)
I’histoire de la géométrie au cours du XIX° siecle. Dans le second, Rus-
sell commente et critique « quelques théories philosophiques antérieures
de la géométrie», dont celles de Kant, Riemann, Helmholtz et Erdmann.
Le troisieme chapitre est consacré a I’exposé des axiomes de la géométrie
projective et de ceux de la géométrie métrique. Russell tente de montrer
que ces axiomes sont a priori et que seuls les axiomes qui caractérisent la
géométrie euclidienne parmi les géométries métriques sont empiriques.
Dans le quatrieme chapitre, Russell examine la question classique en
philosophie des rapports entre un concept général et une instantiation
particuliere dont on a l’expérience. Par exemple, il reprend, dans cette
partie, le probleme de I’espace vide.

Dans son ouvrage, Russell tente de concilier la théorie kantienne de
I’espace et les géométries non-euclidiennes. Il n’essaie pas comme la plu-
part des autres néo-kantiens de rejeter les géométries non-euclidiennes
du c6té de la pure spéculation intellectuelle mais tente au contraire de
dégager la part commune aux géométries euclidiennes et non-euclidiennes
et ainsi de définir une géométrie qu’il qualifie d’absolue. Son objectif est
de montrer que les axiomes de la géométrie euclidienne se répartissent en

[Toretti 1978, p. 301]. Dans My Philosophical Development, un livre dans lequel il
décrit son itinéraire intellectuel, Russell critique son premier essai sur la géométrie et
n’y trouve rien de valide.

« My first philosophical book, An Essay on the Foundations of Geometry, which
was an elaboration of my Fellowship dissertation, seems to me now somewhat foolish. I
took up Kant’s question, “how is geometry possible 7?” and decided that it was possible
if, and only if, space was one of the three recognised varieties, one of them Euclidean,
the other two non-Euclidean but having the property of preserving a constant “measure
of curvature”. Einstein’s revolution swept away everything at all resembling this point
of view. [...] Apart from details, I do not think that there is anything valid in this
early book.» [Russell 1959, p. 40-41]

6 Russell reconnait sa dette dans la préface de Pouvrage [1897, p. 9].
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deux classes : ceux communs aux espaces euclidiens et non-euclidiens et
ceux qui distinguent ’espace euclidien des espaces non-euclidiens. La these
principale de Russell est que les axiomes communs aux trois géométries
hyperbolique, elliptique et euclidienne sont a priori alors que ceux qui dis-
tinguent la géométrie euclidienne des autres géométries sont empiriques.
Russell fait montre dans son ouvrage d’une réelle culture mathématique.
Son journal et ses notes de lecture montre qu’il a étudié les travaux de
Killing [1885], Klein [1890] et Riemann [1854]. Sa formation lui permet
donc de lire les travaux des mathématiciens contemporains. Cependant,
il faut noter que Russell n’est pas un mathématicien. Sa connaissance des
derniers développements de la géométrie n’est pas professionnelle : il peut
devenir rapidement peu rigoureux et sa compréhension de certains points
techniques est souvent incomplete.

La recension de Couturat [1898], dans laquelle le travail de Russell est
défini comme «1’Esthétique transcendantale de Kant, revue, corrigée et
complétée a la lumiere de la Métagéométrie» [1898, p. 355], est enthou-
siaste. Couturat a certes quelques réticences concernant ’empiricité des
axiomes spécifiques de la géométrie euclidienne mais sa conclusion est que
Russell a sauvé définitivement les theses criticistes” concernant 1’espace
et la géométrie. Dans sa réponse aux questions de Couturat publiée dans
la Revue, Russell [1898] signale en préalable de son argumentation que
pour discuter de la possibilité de vérifier ou contredire empiriquement les
axiomes proprement euclidiens, il faut «rejeter completement la théorie
de M. Poincaré, suivant laquelle ces axiomes sont de pures conventions
comme le systeme métrique, et ne sont par suite pas susceptibles d’étre
vrais ou faux, vérifiés ou contredits» [Russell 1898, p. 759-760]8.

7 Dans ce qui suit, « criticiste» désignera essentiellement la philosophie critique de
Kant et de ses disciples.

8 Dans un premier temps, cet article [Russell 1898] n’attire pas I'attention de Poincaré :

« Il [Russell] regrette seulement que vous n’ayez pas lu, & ce qu’il semble, son article
dans la Revue de métaphysique de novembre, ol répondant & mes objections, il [Russell]
indiquait une expérience (grossicre) capable de révéler le non-euclidianisme (sensible)
de I’espace) [Lettre de Couturat & Poincaré datée du 28 mai 1899].

« L’article de M. Russell, paru pendant que j’étais en Egypte, m’avait échappéy
[Lettre de Poincaré a Couturat datée du 1°" juin 1899].

Bien que Russell y exprime son opposition radicale aux theéses conventionnalistes
de Poincaré, cet article n’est pas a l'origine de la réaction de Poincaré.
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Le 20 avril 1899, Couturat annonce avec une certaine satisfaction
a Russell que Poincaré vient d’envoyer a la rédaction de la Revue de
métaphysique et de morale un article polémique critiquant ses theses. Dans
cet article [Poincaré 1899], qui est aussitot publié, Poincaré analyse les
theses de Russell et les soumet & une vive critique tant d’un point de vue
mathématique que philosophique, s’appuyant non seulement sur la lecture
de la recension de Couturat [1898] mais aussi sur une lecture serrée du
livre de Russell®. Poincaré, mathématicien universellement reconnu, ayant
publié depuis 1887 de nombreux travaux philosophiques sur la question de
I’espace et de la géométrie, n’hésite pas a débattre avec un jeune homme
de vingt-cinq ans encore inconnu. Conformément a son habitude lorsque
Poincaré polémique, son ton est vif :

«Nous avons passé en revue les axiomes que M. Russell considere
comme des conditions indispensables de l’expérience. Pour la plupart
d’entre eux, il ne I’a nullement établi; en employant dans ses énoncés
des termes vagues et mal définis, en rendant les contours aussi flous
que possible, il arrive a accumuler assez de brouillards pour empécher
de discerner tel axiome qui s’impose véritablement a nous de tel autre
axiome plus précis qu’il veut nous imposer. Mais il n’a pu faire illusion
qu’a ceux qui n’ont pas voulu prendre la peine de dissiper ce brouillard »
[Poincaré 1899, p. 264].

Poincaré commence par souligner 'insuffisance des axiomatiques pro-
posées par Russell, puis argumente contre le caractere a priori des axiomes
de la géométrie projective et la possibilité d’expérimenter de maniere cru-
ciale sur les axiomes de la géométrie. Il termine son article en rappelant
ses positions et en répondant aux critiques de Russell contre les positions
de Helmholtz. Les objections de Poincaré sont donc nombreuses et variées.
Pour recentrer le débat, Poincaré conclut son article en demandant a Rus-
sell de répondre au moins a ses critiques concernant la possibilité d’une
expérience cruciale au sujet du postulat des paralleles et a celles au sujet
de la définition des notions de distance et de ligne droite.

Russell ne s’offense pas du ton utilisé par Poincaré et admet, dans
sa lettre adressée a Couturat le 19 mai 1899, que les reproches de
Poincaré ne sont pas complétement injustifiés, tout en considérant que

9 La traduction de Cadenat du livre de Russell ne paraitra qu’en 1901. Poincaré a donc
travaillé a partir de 1’édition originale en anglais.
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I’argumentation de celui-ci est loin d’étre irréprochable. En particulier, il
maintient dans sa réponse [Russell 1899a] ses theses concernant la pos-
sibilité d’expérimenter sur la vérité ou la fausseté de la géométrie eucli-
dienne et continue a opposer aux theses conventionnalistes de Poincaré
le caractére philosophiquement indéfinissable de la distance et de la ligne
droite. Le 3 décembre 1899, Couturat se réjouit de trouver en Russell un
allié dans sa lutte contre le nominalisme!©. De plus, il lui annonce que
Poincaré va répondre a son dernier article.

« M. Poincaré m’a dit qu’il allait vous répondre; son article, qui parait
assez long est déja presque terminé. Il parait qu’il vous attaque surtout
sur les preuves empiriques des axiomes euclidiens; c’est assurément la
le point faible de votre thése, bien que je n’aie rien & vous répondre la-
dessus. Cela prouve simplement a quel point vos théories lui paraissent
fortes, pour qu’il revienne encore a la charge, ce qu’il n’a jamais fait
[correspondance de Couturat et Russell].

Dans sa réponse, Poincaré [1900] réaffirme avec force sa theése selon
laquelle aucune géométrie n’est ni vraie, ni fausse et développe de nouvelles
critiques contre les theses de Russell au sujet de la définition de la distance
et de la possibilité d’expériences concernant la géométrie de 1’espace
physique.

Dans sa lettre adressée a Russell le 13 décembre 1899, Couturat propose
alors de clore le débat ; chacun ayant puissamment posé ses arguments, les
deux protagonistes ne peuvent plus que se répéter et la polémique devenir
stérile. Russell se rend aux arguments de Couturat dans sa réponse du 18
décembre 1899.

10 11 est intéressant de noter & cet égard que Couturat considere que le nominalisme
est la philosophie partagée par la plupart des mathématiciens francais et qu’il ne fait
aucune différence entre les theses de Poincaré et Le Roy. Un peu plus tard, Poincaré
prendra soin de se démarquer des positions nominalistes radicales de Le Roy. Ainsi,
dans l'introduction de La science et I’hypothése, il refuse de considérer les conventions
comme arbitraires [1902a, p. 24-25]. Dans l'introduction de La valeur de la science,
Poincaré exprime de nouveau ses divergences avec le nominalisme de Le Roy [1905,
p. 23].
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2. LA GEOMETRIE ET LESPACE SELON POINCAR E

2.1. Le conventionnalisme&prétrique de Poincag

Poincaré a consacré entre 1887 et 1912 de nombreux articles aux ques-
tions de la géométrie et de Pespace!!. Dans les premiers [Poincaré 1887,
1891 et 1892], il aborde cette question d’un point de vue philosophique
et développe sa célebre théorie du conventionnalisme géométrique'2. Ces
conceptions sont bien connues maintenant notamment grace aux travaux
de Vuillemin [1976, 1994], Zahar [1996, 1997, 2000], Giedymin [1977,
1978, 1982, 1991, 1992] ou Griinbaum [1963, 1977, 1994]. Nous nous con-
tenterons de les résumer rapidement sans entrer dans la question d’une
reconstruction philosophique des arguments de Poincaré.

1) D’un coté, les axiomes de la géométrie ne sont pas des jugements
synthétiques a priori. Dans I'interprétation de Poincaré, de tels jugements
s'imposent a nous avec une irrésistible évidence «au point que nous ne
pourrions concevoir la proposition contraire, ni batir sur elle un édifice
théorique » [1902a, p. 74]. Poincaré utilise deux types d’argument contre
I’idée kantienne que les axiomes de la géométrie sont synthétiques a priori :

a) I a lui-méme montré que les géométries non-euclidiennes sont
interprétables en termes de géométrie euclidienne et que tout théoreme
de géométrie non-euclidienne peut étre interprété par simple traduc-
tion comme un théoréme de géométrie euclidienne. Ainsi, ces géométries
«cessent d’étre un vain exercice de logique et peuvent recevoir des
applications » [1902a, p. 69]. Si un tel argument est recevable pour prouver
la consistance logique des géométries non-euclidiennes par rapport a la

11 Les articles de Poincaré [1894, 1893, 1891, 1895] constituent respectivement
(& quelques modifications pres) les quatre premiers chapitres de La science et
U’hypothése [Poincaré 1902a]. Les références seront faites par rapport & ce dernier
ouvrage qui est beaucoup plus facilement accessible que les articles originaux.

12°S. Walter [1996, p. 165-168] montre que le conventionnalisme de Poincaré n’est guere
soutenu par ses collegues universitaires et est méme combattu par certains (Picard,
Hadamard) qui adoptaient un point de vue empiriste. Seuls quelques mathématiciens
et philosophes frangais réunis pour la plupart autour du «cercle de Boutroux) se
prononceront en faveur du conventionnalisme géométrique de Poincaré. Sur la question
de la genese de I'ocuvre philosophique de Poincaré et les influences que ce dernier a
subies, on peut consulter l'ouvrage de Laurent Rollet [2000] : Henri Poincaré, des
mathématiques a la philosophie. Etude du parcours intellectuel, social et politique d’un
mathématicien au début du siécle.
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géométrie euclidienne, il est par contre assez faible pour appuyer la these
de Poincaré!s.

b) Le second type d’argumentation reprend en partie les discussions de
Helmholtz concernant 'intuition de I’espace. Dans son article sur 'origine
et la signification des axiomes de la géométrie [1869], Helmholtz posait la
question de la nature intuitive de nos conceptions spatiales. Il envisageait
la fiction d’étres intelligents vivant sur une surface ovoide et posait la
question des conceptions géométriques de tels étres [Ibid., p. 5]. Helmholtz
concluait que ces étres fictifs adopteraient une géométrie radicalement
différente de la notre. Le role de I'expérience dans la genese de certaines
de nos conceptions spatiales était ainsi montré. Poincaré envisage de la
méme maniere la fiction d’animaux sans épaisseur vivant sur une sphere et
ayant I’esprit fait comme nous; il affirme alors que ces étres ne pourraient
pas adopter la géométrie euclidienne « qui serait contredite par toute leur
expérience » [Poincaré 1902a, p. 75].

2) D’un autre cdté, les axiomes de la géométrie ne peuvent pas étre non
plus des vérités expérimentales. En effet, comme on ne peut expérimenter
que sur des objets matériels, les expériences fondatrices de la géométrie
ne pourraient porter que sur des corps solides naturels; la géométrie ne
serait alors que 1’étude des propriétés de ces corps et ne pourrait pas avoir
la rigueur qu’on lui connait.

3) N’étant ni des jugements synthétiques apriori, ni des vérités
expérimentales, les axiomes de la géométrie sont des conventions, c’est-
a-dire des définitions déguisées. Il n’y a pas de géométries imposées par
notre esprit comme condition nécessaire de nos expériences, il n’y a pas,
non plus, de géométrie imposée par ’expérience ; par contre, parmi toutes
les conventions possibles, autrement dit toutes les géométries possibles,
I’expérience nous guide dans le choix d’un cadre adéquat pour rendre
compte de celle-ci'4. Poincaré conclut que la géométrie euclidienne «est
et restera la plus commode» [1902a, p. 76] parce que celle-ci est la plus

13 Méme en acceptant linterprétation de Poincaré de la notion de « synthétique
a prioriy, prouver que les géométries non-euclidiennes et euclidiennes ont la méme
consistance logique n’a aucune conséquence sur le caractére d’évidence des fondements
de l'une par rapport a ceux de l'autre. Si on interprete la notion de « synthétique
a prioriy comme condition nécessaire & ’expérience, ’argument est encore plus faible.
14 1] faut bien distinguer le role de expérience chez les empiristes et chez Poincaré :

pour les empiristes, toute connaissance abstraite est obtenue par abstraction a partir
d’expériences; pour Poincaré, I’expérience fait appel & une capacité de notre esprit.
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simple d’'un point de vue mathématique et « parce qu’elle s’accorde assez
bien avec les propriétés des solides naturels, ces corps dont se rapprochent
nos membres et notre ceil et avec lesquels nous faisons nos instruments de
mesure» [Poincaré 1902a, p. 76].

2.2. La gerese psycho-physiologique de |&gnétrie

Apres avoir soutenu la these selon laquelle nos conceptions spatiales
sont conventionnelles d’un point de vue philosophique, Poincaré développe
son argumentation a un niveau psycho-physiologique. Dans deux articles
consacrés a la question de lespace [Poincaré 1895 et 1898], il tente
de justifier son conventionnalisme géométrique en fondant la genese de
nos conceptions géométriques sur 'analyse de nos sensations. Poincaré
s’inscrit ainsi dans la lignée des travaux de Helmholtz [1867, 1869, 1878].

Une des theses essentielles de Poincaré est la différence qu’il fait entre
d’une part ’espace représentatif ou sensible, entendu comme le cadre de
nos représentations et de nos sensations et I’espace géométrique. Ces deux
types d’espace sont des formes de notre entendement. Si elles ne sont
pas indispensables & la formation de nos sensations, ces deux catégories
philosophiques le deviennent pour comparer ou raisonner sur celles-ci. 11
ne faut pas, cependant, confondre ces deux catégories sous prétexte que
nous raisonnons sur les corps extérieurs, « comme s’ils étaient situés dans
Pespace géométrique» [Poincaré 1902a, p. 82].

L’espace géométrique est continu, infini, homogene, isotrope et de
dimension 3. Aucun des espaces visuel, tactile ou moteur ne vérifie
I’ensemble de ces propriétés. Aucune sensation n’a par elle-méme un car-
actere spatial et n’est accompagnée d’un sentiment de direction. L’espace
représentatif est un cadre dans lequel nous rangeons et classons qual-
itativement nos sensations. Localiser un objet dans l'espace, c’est se
représenter les mouvements qu’il faut faire pour atteindre cet objet,
autrement dit, se représenter «les sensations musculaires qui les accom-
pagnent et qui n’ont aucun caractére géométrique, qui par conséquent
n’impliquent nullement la préexistence de la notion d’espace » [Ibid., p. 82].
La question reste alors entiere de I'origine de 1'idée d’espace géométrique.

Dans le cas de la géométrie, un empiriste soutient que la connaissance des transfor-
mations géométriques provient de nos expériences sur les solides par abstraction et
généralisation. Un conventionnaliste au sens de Poincaré considere que notre capacité
innée a former des groupes est suscitée par notre expérience des mouvements des solides.
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Si aucune sensation ne peut par elle-méme nous y mener, I’étude des varia-
tions des sensations et de leurs lois de succession, par contre, nous conduit
a I'idée d’espace géométrique : Poincaré distingue parmi les phénomenes
externes (c’est-a-dire non-accompagnés de sensations musculaires) ceux
qui sont susceptibles d’étre corrigés par un changement interne (c’est-
a-dire accompagnés de sensations musculaires). Nous sommes amenés &
nous intéresser a cette classe particuliere de phénomenes grace aux mou-
vements des corps solides matériels. Poincaré appelle ces phénomenes des
déplacements et considere que I’étude des lois de ces phénomenes constitue
I'objet de la géométrie.

Poincaré commence par classer les déplacements en considérant comme
identiques deux déplacements corrigés par un méme changement interne,
puis montre que «les déplacements forment un groupe ».

« Ce qui est I'objet de la géométrie, c’est I’étude d’un groupe particulier;
mais le concept général de groupe préexiste dans notre esprit au moins en
puissance. Il s’impose a nous, non comme forme de notre sensibilité, mais
comme forme de notre entendement.

Seulement, parmi tous les groupes possibles, il faut choisir celui qui
sera pour ainsi dire 1’étalon auquel nous rapporterons les phénomenes
naturels» [Ibid., p. 93-94].

Le choix du groupe est purement conventionnel et n’obéit qu’a des
criteres de simplicité ou de commodité.

En définissant I'objet de la géométrie comme 1’étude d’un groupe de
transformations et en évitant de poser I’existence d’un espace géométrique,
Poincaré propose une solution originale au débat entre rationalistes et
empiristes. Par contre, il ne répond pas encore a la question de la nature
de 'espace géométrique.

2.3. Une poémique avec Couturat

Dans son article « L’espace et la géométrie », Poincaré [1895] se contente,
dans un paragraphe intitulé « Nombre de dimensions»'®, d’exprimer ses
«difficultés a expliquer sa pensée en ce qui concerne l'origine de la notion
de point et le nombre de dimensions» [Ibid., p.640] et d’affirmer qu’elle
est tres différente des conceptions habituelles. Selon Poincaré, certains

15 Ce paragraphe, non repris dans La science et I’hypothése est situé entre les para-
graphes « Loi d’homogénéité» [1902a, p. 87] et « Le monde non-euclidieny [1902a, p. 88].
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déplacements particuliers conservent les mémes sensations. L’ensemble de
ces déplacements constitue un sous-groupe de déplacements laissant fixe
un point. Comme le groupe de tous les déplacements est d’ordre!® 6 et
que les sous-groupes laissant fixe un point sont d’ordre 3, Poincaré voit
dans la différence 'origine du nombre de dimensions de notre espace.
Poincaré n’est pas tres explicite, méme s’il revendique avec force que la
notion spatiale de base, le point, et le nombre de dimensions trouvent
leur origine dans I’étude du groupe. Une des premieres critiques de
Couturat porte sur ce point. Il pense avoir prouvé la circularité de la
construction de Poincaré. En effet, selon lui, I'affirmation que le groupe
est d’ordre 6, autrement dit que la détermination de la position d’un corps
dans 'espace dépend de six variables, est une propriété qui repose sur le
fait que l’espace est de dimension 3. La raison profonde de l'objection
de Couturat réside dans sa conception de la notion de groupe. En effet,
si celle-ci apparait comme centrale pour les géometres de la fin du XI1x°
siecle, les groupes ne sont pas étudiés en eux-mémes, mais comme des
groupes de transformations opérant sur un espace. En particulier, ici,
Couturat ne distingue pas les propriétés formelles du groupe de celles
lies & son action. Dans sa réponse, Poincaré [1897] précise son point
de vue et insiste sur le fait que, une fois obtenue la classification des
déplacements réels, I'esprit « ne sait pas encore la géométrie, ne sait pas
que l’espace a trois dimensions, ne sait pas que la position d’un corps est
déterminée par six quantités» [1897, p. 64]. L’étude du groupe se fait alors
expérimentalement et c’est ’expérience qui nous permet d’affirmer que le
groupe des déplacements est d’ordre 6. La réponse sera beaucoup plus
précise dans larticle « On the Foundations of Geometry » [Poincaré 1898].
Poincaré y décrit ’étude d’un groupe comme 1’étude de ses propriétés
formelles et expliquera que deux groupes isomorphes, c’est-a-dire ayant
mémes propriétés formelles, ont méme ordre et peuvent opérer sur des
espaces de dimensions différentes. Ainsi, le groupe des déplacements
opere sur ’espace sensible qui est de dimension tres grande et son étude
est difficile. Mais heureusement, le probleme se simplifie en remplagant
ce groupe par un autre groupe isomorphe qui opére sur un espace de

16 T’ordre d’un groupe continu de transformations est chez Poincaré le nombre de
parametres dont il dépend et le degré la dimension de ’espace sur lequel il opére.
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dimension plus petite!”. La reconnaissance d’un isomorphisme entre deux
groupes de transformation s’effectue en reconnaissant les sous-groupes qui
conservent certains éléments.

Cette définition est le second point critiqué par Couturat. Il demande
a Poincaré ce que signifie I'expression, «certains déplacements ont un
caractere commun : on dit qu’ils laissent fixe un point de 'espace» et
y voit deux interprétations possibles : « En résumé, ou bien ce caractere
commun a tous les déplacements du sous-groupe consiste a avoir un
point fixe, et alors la définition implique le défini; ou bien c’est un
caractere purement analytique, et alors c’est arbitrairement qu’on lui
attribue un sens géométrique, en postulant précisément que l’espace a
trois dimensions» [Couturat 1896, p. 660].

Dans sa réponse, Poincaré distingue deux moments qui scandent la
genese de ’espace : un premier moment psychophysiologique qui, a partir
des données brutes constituées par les sensations, nous fait reconnaitre
«que les déplacements se composent d’apres les mémes lois que les substi-
tutions d’un certain groupe G » [1897, p. 67]. L’expérience a été I'occasion
pour notre esprit de mettre en ceuvre sa capacité innée a former des
groupes. Un second moment est constitué par ’étude des propriétés du
groupe. Conceptuellement, Poincaré ne dispose que de la notion de groupe
de transformations au sens de Lie. Mais, nous avons vu que, contrairement
a Couturat, il fait explicitement la différence entre les propriétés formelles
et celles plus contingentes liées a ’ensemble sur lequel opere le groupe.
Nous connaissons un groupe G auquel nous rapportons les déplacements,
mais pour ’étudier, nous pouvons choisir un groupe isomorphe a G. Il reste
a poser la question de savoir quel groupe choisir parmi tous les groupes
isomorphes a G. La plus importante des propriétés formelles d’un groupe
est 'existence de sous-groupes. Poincaré distingue dans le groupe G trois
catégories de sous-groupes : ceux (d’ordre 3) constitués des rotations
autour d’un point, ceux (d’ordre 2) constitués de vissages autour d’un
axe et ceux (d’ordre 1) constitués par les rotations autour d’un axe's. Il

17 On voit ici que Poincaré, qui distinguait pourtant explicitement les propriétés
formelles d’un groupe de celles liées & son action, concevait, lui aussi, la notion de
groupe uniquement comme « groupe de transformationsy. En particulier, je ne peux
étre d’accord avec l'interprétation de Johnson [1981] selon laquelle Poincaré étudie les
groupes comme groupes abstraits.

18 Poincaré [1898] distingue les sous-groupes rotatifs, c’est-a-dire dans la représentation
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considere ’action des transformations qui sont dans la terminologie mod-
erne appelées « automorphismes intérieurs »'® de G sur ces trois ensembles
et conclut sans démonstration que, dans le premier cas, la dimension de
I’espace obtenu est 3, dans le second 4 et 5 dans le dernier20. Il termine en
affirmant que I'on choisit le premier cas, car c’est celui qui donne le moins
grand nombre de dimensions (critere de simplicité) et pour des raisons
d’ordre expérimental?'. L’espace géométrique est donc obtenu a partir du
groupe. Poincaré rompt ici avec toute une tradition qui pose en donnée
préalable & la possibilité d’une géométrie la notion d’espace. Au contraire,
Poincaré subordonne la notion d’espace géométrique a celle de géométrie.

La suite de la critique de Couturat concerne plus spécifiquement la
genese psycho-physiologique de 'espace, tentée par Poincaré. Dans un

standard du groupe euclidien, les sous-groupes d’isotropie d’un point, les faisceaux
rotatifs, c’est-a-dire les sous-groupes des rotations autour d’un axe fixe et les sous-
groupes hélicoidaux, autrement dit, les sous-groupes des vissages d’un axe donné. Il
considére aussi le sous-groupe des translations et signale & cette occasion que le groupe
cuclidien est le seul a posséder un tel sous-groupe commutatif et conjugué. Dans sa
réponse a Couturat, il oublie les sous-groupes de translations d’ordre 3, 2 ou 1. Le
raisonnement de Poincaré repose implicitement sur le fait que les sous-groupes qu’il
considere laissent invariant (globalement ou point par point) un unique objet affine
(point ou droite) bien déterminé. Les sous-groupes du groupe affine euclidien avaient
été classés par Jordan dans son « Mémoire sur les groupes de mouvements ) [1868-1869].

19 Poincaré ne donne pas de dénomination particuliere a ces transformations. Il
introduit cette notion pour classer les déplacements et leur sous-groupes.

20 Ce résultat est assez intuitif et peut &tre facilement démontré (voir [Johnson 1981]
ou [Nabonnand 2000]). Poincaré exprime ces résultats tres clairement :

« Supposons que nous prenions les différents transformés d’un sous-groupe rotatif.
Nous avons ici une infinité triple. La matiere de notre groupe se compose donc d’une
triple infinité d’éléments. Le degré du groupe est trois. Nous avons en ce cas choisi le
point comme élément de ’espace et donné a ’espace trois dimensions.

Supposons que nous prenions les différents transformés d’un sous-groupe hélicoidal.
Ici nous avons une infinité quadruple. La matiére de notre groupe se compose d’une
quadruple infinité d’éléments. Son degré est quatre. Nous avons en ce cas choisi la ligne
droite comme élément de ’espace —, ce qui donnerait a ’espace quatre dimensions.

Supposons enfin que nous choisissions les différents transformés d’un faisceau rotatif.
Le degré serait alors cing. Nous avons choisi comme élément de ’espace la figure formée
par une ligne droite et un point sur cette ligne droite. L’espace aurait cinq dimensions »
[Poincaré 1898, p. 38].

21 Ces raisons sont explicitées dans I’article « On the Foundations of Geometry » [1898].
«Mais il y a une autre raison qui recommande ce choix. Le sous-groupe rotatif
attire d’abord notre attention parce qu’il conserve certaines sensations. Le sous-groupe
hélicoidal ne nous est connu que plus tard et plus indirectement. Le faisceau rotatif
d’autre part n’est lui-méme qu’un sous-groupe du sous-groupe rotatif) [Poincaré 1898,
p. 38 de la traduction francaise].
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premier temps, il interprete de fagon grossiere et erronée les theses de
Poincaré en ne comprenant pas la différence entre espace sensible et
espace géométrique. Le fond de la critique de Couturat est beaucoup plus
intéressant car elle s’appuie sur la these du caractere d’intuition pure de
lespace (T1) :

« En général, on essaie d’engendrer I'espace avec des données qui n’ont
aucun sens géométrique ni méme aucune valeur mathématique; et c’est
de ces sensations si confuses et si obscures, dénuées de toute extension et
n’ayant qu'une vague intensité, qu’on espere tirer 'espace avec sa clarté,
sa netteté et sa précision! Au fond, si 'on croit expliquer l’espace par
les mouvements de 1'eeil, c’est qu’on imagine d’avance I’ceil dans 1'espace;
et si 'on trouve que ’espace visuel a trois dimensions, c’est qu’'on les a
d’abord attribuées & ’organe méme de la vision. Ainsi, M. Poincaré’avoue
de bonne foi, on raisonne comme si ’on savait déja la géométrie; et c’est
la le vice irrémédiable de toute théorie psychologique de 'espace. [...]
Ce qui montre bien que la psychologie ne réussit pas a expliquer I’espace,
c’est qu’elle est forcément amenée a distinguer I'espace géométrique de
I’espace sensible, et a ne rendre compte que de celui-ci. C’est déja pour
elle un échec et un signe d’impuissance, car ’espace géométrique est le
seul qui ait une valeur objective, a la fois scientifique et pratique : c’est
celui ou nous localisons nos perceptions, ot nous projetons nos figures et
ol nous construisons le monde physique» [Couturat 1896, p. 662].

Dans sa réponse, Poincaré [1897] montre rapidement que Couturat n’a
pas compris ses arguments. Il avoue qu’il n’espere pas convaincre Coutu-
rat. En effet, il se rend compte que leur différend ne réside pas en une sim-
ple incompréhension, mais qu’au contraire, leurs theses sont radicalement
opposées. Il reproche a son contradicteur de présupposer une intuition
directe du point géométrique et des notions géométriques fondamentales.
La conclusion de Poincaré est le constat de l'irréductibilité des diver-
gences entre les points de vue criticistes et conventionnalistes. L’approche
de Couturat consiste a reconstruire logiquement la géométrie afin d’en
caractériser les éléments a priori; Poincaré tente une reconstruction psy-
chologique des notions géométriques : il admet une capacité de notre
esprit a former des groupes et montre comment, a chaque étape de cette
genese, l'expérience guide les choix lorsqu’une décision conventionnelle est
nécessaire. Cette différence d’approche du probleme de I'espace rendra de
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la méme maniere la discussion entre Poincaré et Russell tres difficile.

3. LA GEOMETRIE PROJECTIVE EST-ELLE LAG EOMETRIE
QUALITATIVE?

Selon Russell, pour traiter de la géométrie métrique, donc quantitative,
il faut d’abord définir la géométrie qualitative. Apres les travaux de Cayley
et Klein sur les modeles projectifs des géométries euclidienne et non-
euclidiennes, la géométrie projective lui semble pouvoir étre, si elle est
fondée purement projectivement, une géométrie sans considérations ni
présupposés quantitatifs, et donc a méme de jouer le role de la géométrie
qualitative.

3.1. La présentation de I'histoire des &pnétries non-euclidiennes par
Russell

Russell distingue dans son livre, & la suite de Klein [1890a, p. 161-353],
trois périodes dans I’histoire de la géométrie : une période d’émergence
des géométries non-euclidiennes avec les travaux de Gauss, Bolyai et
Lobatchevski, une seconde essentiellement centrée autour de la notion
de métrique, marquée par les travaux de Riemann et Helmholtz, et une
troisieme période caractérisée par les modeles projectifs des géométries
non-euclidiennes de Cayley et Klein. Une introduction historique peut
paraitre contradictoire avec le projet épistémologique de fondation logique
de la géométrie. En fait, Russell s’appuie sur cette présentation afin de
montrer I'insuffisance et I'inutilité des traitements mathématiques pour la
résolution de la question philosophique de ’espace, et donc prouver ainsi
la pertinence de I’approche philosophique.

Selon Russell, 'objectif de Riemann [1854] et de Helmholtz [1868a,
1868b, 1869] était « de montrer, par Pexposition d’alternatives logiquement
possibles, la nature empirique des axiomes admis» [Russell 1897, p. 23]. 11
insiste, cependant, sur I'importance de distinguer ’exposé mathématique
de leurs travaux et les considérations philosophiques contenues dans ceux-
ci et considere que contrairement a leurs intentions philosophiques, leurs
travaux mathématiques plaident plus pour une conception a priori que
pour un fondement empirique de certains axiomes. En effet, selon Russell,
Riemann et Helmholtz introduisent implicitement certains axiomes dans
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I’exposition de leurs travaux géométriques, 1'utilisation de ces axiomes
étant logiquement inévitable.

3.2. La critigue de Riemann et de Helmholtz

Les deux concepts fondamentaux de I’exposé de Riemann sont ceux de
multiplicité?? et de courbure. Riemann considérait en effet que ’espace
était un cas particulier de multiplicité numérique. Dans une telle multi-
plicité de dimension n, la détermination des positions s’effectue par celle
de n grandeurs numériques qui n’ont pas de signification géométrique
intrinseque. Les considérations géométriques ne peuvent donc intervenir
qu’une fois donnée la possibilité de mesurer les longueurs. Riemann mon-
tre alors qu’il est possible de construire plusieurs métriques sur une méme
multiplicité. La description des diverses géométries qui en découlent peut
s’effectuer a I'aide d’un nouveau concept géométrique, la courbure. Rie-
mann distingue trois systemes d’hypotheses qui conduisent & envisager
trois types de géométries : selon que la courbure est nulle, constante ou
variable.

Russell déplore que Riemann pose, en préalable a toute construc-
tion de la géométrie, I’espace comme une grandeur. Autrement dit, Rie-
mann répond avec succes a la question : « Quelle espéce de grandeur
est 'espace?)» mais ne pose pas la question «Que doit étre ’espace
pour qu’on puisse le regarder comme une grandeur quelconque?», la
seule philosophiquement fondamentale aux yeux de Russell. Russell refuse
I’hypothese de Riemann selon laquelle I'espace est un cas particulier de
multiplicité numérique. Cette hypothese parfaitement acceptable du point
de vue mathématique ne peut satisfaire le philosophe et doit étre con-
sidérée comme une pétition de principe. Sa critique est fondée sur une
analyse logique de la notion de grandeur : un jugement de grandeur est
nécessairement le résultat de la comparaison de deux objets qualitative-
ment semblables et néglige donc la forme qualitative des objets comparés.
Par conséquent, il est logiquement impossible d’obtenir une quelconque
connaissance qualitative des propriétés de I'espace a partir de jugements
de grandeur. De plus, la possibilité méme de la comparaison nécessite une

22 La traduction en francais habituelle & I’époque du terme manifold ou Mannig-
faltigkeit est multiplicité. Nous reprenons ce terme, car le terme plus moderne de
‘variété’ introduit, outre un anachronisme, des considérations globales, étrangeres aux
travaux de Riemann, Helmholtz, Beltrami et Klein.



238 P. NABONNAND

connaissance qualitative des objets et du milieu. En conséquence, Russell
rejette la distinction effectuée par Riemann entre une géométrie purement
qualitative fondée sur le seul concept de grandeur et, par la, commune
a toutes les géométries, ’analysis situs, et celle quantitative fondée sur
la notion de métrique dont ’applicabilité a I’espace physique releve de
I’expérience.

Apres les travaux de Riemann, Russell discute ceux de Helmholtz
[1868a, 1868b, 1869]. Il commence par signaler que Helmholtz est « guidé
par une philosophie empiriste semblabley [Russell 1897, p.32] a celle
de Riemann. Il présente la démarche de Helmholtz comme fondée sur
la notion de congruence des corps solides, celle-ci étant prouvée par
I’expérience??. Puis, il cite de maniere incomplete les axiomes posés par
Helmholtz, qui, selon ce dernier, caractérisent les géométries euclidiennes
et non-euclidiennes?*. Les critiques de ’argumentation de Helmholtz sont
multiples et sont essentiellement relatives a I’existence des corps rigides et
a I’axiome de libre mobilité. Russell distingue les propriétés de congruence
des solides et de libre mobilité des points. La premiere requiert selon lui
que, si deux solides sont congruents en une position, ils le sont en toute
autre position. La seconde propriété affirme pour tout point la possibilité
de «passer librement et d’'une maniere continue d’une position a une
autrey [1897, p. 33]. Russell souligne le cercle vicieux qu’il y a & faire,
comme Helmholtz, reposer la possibilité de la mesure sur I'existence des
solides et la constatation de leur congruence : comment sans possibilité de
mesure constater I’existence et la congruence des solides? De plus, selon
Russell, affirmation de 'existence de solides et de la libre mobilité des
points suffit a entrainer la propriété de congruence telle qu’il la définit.
Enfin, il n’est pas besoin de formuler I'axiome de libre mobilité des points

23 Apres les commentaires de Schlick sur les travaux de Helmholtz [Hertz-Schlick],
présenter ainsi Helmholtz comme un empiriste naif n’est plus possible. Par contre, a
la fin du XIX® siecle, la philosophie de Helmholtz était souvent interprétée comme un
empirisme radical.

24 Caractériser les géométries euclidienne et non-euclidiennes sera appelé par Lie le
probléme de Riemann-Helmholtz [Lie-Engel 1893, p. 397]. Dans la terminologie mod-
erne, il s’agit de caractériser les variétés completes simplement connexes a courbure
constante. Il faut bien le distinguer du probleme de Clifford-Klein (Space form prob-
lem) qui consiste & caractériser les variétés (riemanniennes ou pseudo-riemanniennes)
complétes connexes a courbure constante.
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car il est contenu dans l'affirmation de I’homogénéité de ’espace, elle-
meéme équivalente a la propriété de congruence et conséquence du principe
de relativité de ’espace.

Que penser de ces critiques? On peut premiérement remarquer que
I’axiome de Helmholtz concerne la libre mobilité des solides et est donc
une exigence plus forte que la propriété de congruence de Russell. Comme
le montre ’exemple de ’action des translations sur les solides euclidiens,
laxiome de libre mobilité des solides (au sens de Helmholtz) n’est pas une
conséquence de 'existence des solides et de ’axiome de libre mobilité des
points.

Deuxiemement, dans le dispositif argumentatif de Russell, 'homogénéité
de l'espace et la relativité de la position sont des hypotheses nécessaires
a la géométrie qualitative, c’est-a-dire, pour lui, la géométrie projective;
I’équivalent métrique de ces propriétés est I’axiome de libre mobilité des
figures défini comme la possibilité pour les grandeurs spatiales de se
déplacer sans déformation. Russell ne précise pas dans cet axiome que
le déplacement doit étre libre. Pourtant, dans la suite, Russell admet
implicitement que les déplacements des figures sont libres.

Troisiemement, selon Helmholtz, les axiomes de ’existence des corps
rigides et de la libre mobilité des solides étaient des conditions nécessaires
pour définir la congruence et donc la mesure; en montrant que l’on
peut déduire a partir de ces axiomes que la courbure est nécessairement
constante, Helmholtz prouvait que la constatation empirique de I’existence
de solides naturels entrainait la constance de la courbure de l’espace
physique. Correctement interprétés dans le cadre de la théorie des groupes
de transformations, ces axiomes caractérisent en dimension 3 les trois
géométries a courbure constante?®. Russell se contente de mettre en
doute le développement mathématique de Helmholtz et n’aborde pas la
question pourtant épistémologiquement intéressante de la signification
philosophique de cette inférence pourtant rigoureusement prouvée par Lie.
La question est d’autant plus pertinente que, comme on le verra, Russell

25 Les développements mathématiques de Helmholtz sont erronés. Cette erreur,
découverte par Lie [1890a, 1890b], est assez subtile et consiste & transférer de maniere
non justifiée a ’ensemble des transformations infinitésimales des propriétés vérifiées
par les seules transformations finies (sur cette question, on peut consulter I’article de
Freudenthal, « Lie Groups in the Foundations of Geometryy [1964]). Russell [1897,
p. 33] signale la critique de Lie du traitement mathématique de Helmholtz.
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reprendra a quelques nuances pres, les mémes axiomes en argumentant
sur leur caractere a priori.

3.3. Les moéles projectifs de Cayley et Klein

La troisieme période de la métagéométrie correspond, pour Russell,
aux modeles projectifs de Cayley et de Klein. Selon Russell, le principal
avantage de ce point de vue est : «tant que les propositions sont vraiment
projectives, les grandeurs qui y figurent sont de simples noms attribués
aux points, et non, comme en géométrie métrique, des quantités spatiales
réelles» [1897, p. 37].

Dans un premier temps, il résume rapidement les travaux de Cayley
et Klein sur cette question et en signale une premiere difficulté tech-
nique. Si 'on définit les coordonnées projectives et le birapport a partir
d’un systeme de coordonnées métriques?6, alors définir la distance & par-
tir des coordonnées projectives constitue évidemment un cercle vicieux
ou au mieux privilégie la distance originale. Cette objection n’est plus
pertinente si les coordonnées projectives sont définies par des propriétés
purement projectives. Russell fait explicitement référence a la définition
purement projective du birapport que donne Klein dans son cours?” [Klein
1890a, p. 338-344]. Cependant, si la réduction du point de vue métrique
au projectif lui donne certains éléments pour justifier ses conceptions
philosophiques, il considere que celle-ci n’a néanmoins qu’'une valeur tech-
nique et non philosophique.

En particulier, dans le reste de la discussion, il s’efforce de montrer
que les conclusions philosophiques de Cayley, Klein et Poincaré sont
erronées mais qu’une interprétation correcte des propositions de la théorie
de Cayley et Klein peut étre d’«une grande portée philosophique». Le
reproche principal de Russell concernant les conceptions de Cayley et

26 Un des premiers & avoir posé la question d’une présentation purement projective
(exempte d’apport de la géométrie métrique) de la géométrie projective est Von Staudt
(1847, 1856]. Klein réalisera rigoureusement ce programme dans ces travaux sur les
géométries non-euclidiennes. Il pose explicitement la question de «'indépendance de
la géométrie projective de la théorie des paralleéles) et conclut « que la géométrie
projective peut étre développée compléetement avant de poser la question de la mesurey
(1871, 303].

27 La méthode est classique et se trouve dans tous les cours de géométrie projective
(par exemple [Coxeter 1942, p. 71-76], [Efimov 1981, p.277-289]). Elle repose sur le
théoreme de la division harmonique.
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Klein est de ramener la question de la géométrie métrique au choix d’une
métrique dans un espace euclidien.

« Puisque ces systemes proviennent tous du plan euclidien par un sim-
ple changement dans la définition de la distance, Cayley et Klein ten-
dent a considérer la question tout entiere comme portant, non sur la
nature de ’espace, mais sur la définition de la distance. Du moment
que cette définition est, & leur avis, parfaitement arbitraire, le probléeme
philosophique s’évanouit; ’espace euclidien reste en possession indis-
cutée (undisputed possession), et le seul probléme qui subsiste est une
affaire de convention et de commodité mathématique. Cette opinion a été
énergiquement exprimée par M. Poincaré : “Que doit on penser de cette
question : La géométrie euclidienne est-elle vraie? elle n’a aucun sens”.
D’apres lui, les axiomes géométriques sont de pures conventions : ce sont
“des définitions déguisées”» [Russell 1897, p. 38-39].

Selon Russell, les mathématiciens ne se sont pas rendu compte que, au
contraire de celles qui apparaissent en géométrie métrique, les coordonnées
en géométrie projective ne sont pas des grandeurs spatiales mais «des
signes purement conventionnels, qui servent a désigner distinctement
les différents points» [1897, p. 44]?8. Indépendantes de toute notion de
grandeur et de tout présupposé métrique, les coordonnées projectives ne
peuvent servir a exprimer les propriétés métriques et encore moins a définir
philosophiquement la notion de distance.

On peut certes définir mathématiquement la distance comme une
fonction de ces coordonnées. Pour autant, la notion de distance peut-
elle étre définie arbitrairement ? Russell reconnait que ’on peut attribuer
le nom de distance & toute fonction convenable des coordonnées. Mais, en
introduisant cette notion, on fait réapparaitre inévitablement des notions
métriques et on risque donc de confondre cette nouvelle définition et la
notion ordinaire de distance. L’argument de Russell revient a expliquer
que pour définir de maniere projective la distance, il faut déja savoir ce
qu’est une distance. Il poursuit son raisonnement en utilisant dans un

28 Concernant les travaux de Klein, ce reproche peut paraitre étrange. En effet, ce
dernier précise a plusieurs reprises que ’on peut définir le birapport et par conséquent
les coordonnées projectives comme un nombre pur (reine Zahl) [Klein 1871, p. 304].
Comme Russell connait bien les travaux de Klein, on peut penser qu’en fait Russell veut
dire que Klein ne tire pas les conséquences philosophiques de la présentation purement
projective de la géométrie projective.
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premier temps un argument purement philosophique : la distance est une
relation quantitative; or, il est classique en philosophie d’affirmer que
I’étude d’une relation quantitative présuppose une identité qualitative.
La géométrie projective ne traite que de la qualité et donc ne saurait
étre suffisante pour définir la distance. C’est en ce sens que la réduction
des propriétés métriques aux propriétés projectives n’est qu’apparente et
purement technique, et n’a donc aucune valeur philosophique?®.

Nous allons suivre pas a pas le raisonnement de Russell; il est, en effet,
particulierement intéressant de comprendre sa démarche : utiliser une con-
naissance mathématique fine pour prouver I'incapacité des mathématiques
a résoudre les questions philosophiques de l’espace et par la affirmer
la nécessité de la démarche philosophique. Dans ce qui suit, Russell va
implicitement restreindre son propos au cas particulier de la droite.

1) Le premier point du raisonnement de Russell est qu’il n’existe
pas d’invariant projectif pour deux ou trois points; on ne peut donc
pas distinguer projectivement les couples et les triplets de points. Par
contre, comme il existe un invariant projectif pour quatre points, a savoir
le birapport, on sait distinguer les quadruplets de points. Comme une
distance doit permettre de distinguer des couples de points, il est donc
nécessaire de fixer deux points.

2) De la, résulterait la «nature arbitraire et conventionnelle de la
distance, telle que la congoivent MM. Poincaré3® et Klein3! » [Russell 1897,
p. 43]; la distance ordinaire n’étant qu’'un cas particulier d’une distance
définie projectivement et dépendant du choix arbitraire d’un couple de
points.

3) Russell pose alors la question de savoir si néanmoins cette ambiguité
ne peut étre réellement levée et si la géométrie projective ne peut définir
adéquatement la distance. Il soutient alors que le choix des deux points

29 Poincaré arrive pour d’autres raisons liées & son point de vue psychogénétique aux
mémes conclusions que Russell. Dans son article « On the Foundations of Geometry»,
il souligne concernant la Géométrie de Staudt que la déduction de la distance a partir
du birapport n’est pas satisfaisante [Poincaré 1898, p. 52-53].

30 Comme on I’a vu plus haut, le point de vue conventionnaliste de Poincaré ne se
fonde pas a partir de considérations sur la distance. D’autre part, Poincaré accordait
une grande importance & I’expérience dans le choix des conventions et n’associait pas
la notion de convention a celle d’arbitraire.

31 Par exemple, Klein exprime des positions assez proches de celles de Poincaré dans
une note sur les géométries non-euclidiennes [Klein 1890c¢, p. 381-382].
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nécessite de pouvoir les distinguer a l’aide d’une relation indépendante
des autres points et que cette relation ne peut qu’étre la distance au sens
ordinaire. La définition projective de la distance présuppose logiquement
la donnée d’une distance. Russell précise alors dans une note que, comme il
I’avait annoncé, «il s’ensuit que la réduction des propriétés métriques aux
propriétés projectives (méme lorsque 1’absolu est réel, comme dans le cas
la géométrie hyperbolique) n’est qu’apparente et a une valeur purement
technique» [Ibid., p. 43]32.

La conclusion de Russell est donc que la géométrie métrique reste un
domaine autonome des mathématiques, en particulier de la géométrie
projective, méme si elle lui est logiquement postérieure.

3.4. La geonétrie projective

Le projet de Russell va étre de proposer une axiomatique de la
géométrie projective, puis de montrer que ces axiomes sont a priori, c’est-
a~dire, dans sa terminologie, des conditions nécessaires de ’expérience.
Dans son exposé des fondements de la géométrie projective, Russell fait
référence aux traités de Cremona [1873], Klein [1890a], von Staudt [1847]
et Veronese [1891]. Fidele & son principe épistémologique de reconstruction
logique, il adopte spontanément un point de vue axiomatique. Il signale
a cet égard qu’exprimer un systeme d’axiomes de la géométrie projective
est loin d’étre évident car les points de vue métriques et projectifs n’ont
jamais été historiquement réellement distingués?33.

Le premier probleme selon Russell concerne la possibilité de distinguer
les points les uns des autres et de les lier. Une telle relation doit étre
purement qualitative et ne pas faire appel & une quelconque idée de
grandeurs. La notion naturelle de relation entre deux points est la droite.

32 L’argument de Russell n’a pas grand sens. En effet, les deux points fixes sont définis
comme l’intersection de la droite définie par les deux points dont on veut évaluer la
distance et ’absolu, qui est défini comme une hypersurface projective (en dimension 1,
le couple de points est une hypersurface de dimension 0). La définition de la distance est
donc purement projective et ne suppose pas une quelconque distance initiale. En fait,
Russell semble confondre deux choses : il est vrai que le groupe projectif de la droite
opere transitivement sur les couples et les triplets de points et ne distingue donc pas de
classes de tels couples ou de triplets. Suivant le programme d’Erlangen, les notions de
couples de points ou de triplets de points n’ont pas de propriétés projectives. Une autre
chose est de choisir 2 ou 3 points de la droite projective ce qui est toujours possible
sans pour autant faire référence & une quelconque métrique originelle.

33 A I’époque ou écrit Russell, ce n’est plus vrai.



244 P. NABONNAND

Russell insiste sur le cercle vicieux inhérent a toute tentative de définir
les notions de base de la géométrie : un point sera défini comme point
d’intersection de deux droites et une droite ne peut étre définie que par
les points par ou elle passe. Il est donc indifférent de commencer par
la notion de point ou par celle de droite. Russell choisit la premiere
solution. Il s’ensuit que deux points sont indiscernables de tout autre
couple de points de la droite qu’ils engendrent puisque la seule relation
dont nous disposions pour les distinguer est la droite qu’ils engendrent;
de méme, deux couples de droites ayant méme point d’intersection ne
sont pas discernables. Russell précise philosophiquement cette question :
I’espace est un ensemble de relations; pour définir ces relations, il est
nécessaire d’avoir précisé quels étaient les termes de ces relations. Il choisit
les « points comme les termes des relations spatiales, en regardant tout ce
qui n’est pas un point comme une relation entre des points» [Russell 1897,
p. 165] et définit la notion de point comme étant «la plus petite chose
spatiale que la Géomeétrie puisse considérer, c’est-a-dire la chose qui, tout
en étant dans Pespace, ne contient aucun espace» [Ibid., p. 165]. La ligne
droite sera définie alors comme la relation entre deux points et le plan
comme celle entre trois points.

Russell définit comme projective une propriété qui reste invariante par
I’action des sections et projections, ces deux opérations étant définies au
sens de Cremona34. Les figures dérivables les unes des autres par des trans-
formations projectives sont qualitativement semblables, ce qui se traduit
a partir de la conservation du birapport. Pour cela, il est nécessaire de
définir le birapport indépendamment de toutes considérations métriques.
Russell définit cette notion de maniere purement projective en posant que
deux séries de quatre points alignés ont meéme birapport si «les points
correspondants des deux séries se trouvent deux a deux sur quatre droites
qui passent par un meéme point, ou lorsque les deux séries sont dans
cette relation avec une troisieme» [Ibid., p. 124]. La définition du birap-
port de quatre droites est obtenue de maniere analogue. Russell utilise
alors la construction du quadrilatére harmonique de Staudt pour définir
I’« important cas particulier connu sous le nom de proportion harmonique »
[Ibid., p. 125] et, par 14, définir de maniere purement projective la notion de

34 Russell cite un long passage du traité de Cremona dans lequel sont définies les
projections et les sections.
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coordonnées. Il insiste sur le fait qu’affecter la valeur —1 au birapport d’un
quadruplet harmonique est arbitraire, cette valeur n’étant justifiée que par
des raisons de commodité lorsque 1’on veut interpréter métriquement cer-
tains résultats de géométrie projective. Russell énonce alors trois axiomes
qui lui paraissent suffisants pour fonder la géométrie projective. Il intro-
duit la nécessité pour 'espace d’étre de dimension finie mais reporte la
démonstration de cette proposition a ’exposé de la géométrie métrique.

«I. On peut distinguer différentes parties de ’espace, mais toutes ces
parties sont qualitativement semblables, et ne se distinguent que par le
fait immédiat qu’elles sont situées les unes en dehors des autres.

I1. L’espace est continu et divisible a I'infini; le résultat de cette division
infinie, le zéro d’étendue, s’appelle point.

ITI. Deux points quelconques déterminent une figure unique, appelée
ligne droite; trois points quelconques, en général, déterminent une figure
unique, le plan. Quatre points quelconques déterminent une figure cor-
respondante de trois dimensions, et il n’y a aucune raison pour que la
meéme chose ne soit pas vraie d’'un nombre quelconque de points. Mais ce
processus prend fin, tot ou tard, avec un certain nombre de points qui
déterminent la totalité de l’espace. Car, s’il n’en était pas ainsi, aucun
nombre de relations d’un point a une collection de points donnés ne pour-
rait jamais déterminer sa relation a des nouveaux points, et la Géométrie
deviendrait impossible» [Ibid., p. 133].

La géométrie projective étant mathématiquement fondée a ses yeux35,
Russell tire les conséquences philosophiques de ce travail mathématique
et se propose de montrer le caractere a priori de ses axiomes. Pour
Russell, 'importance philosophique de la géométrie projective dépasse de
beaucoup son importance mathématique. En effet, il lui assigne le role de
caractériser «toutes les figures qui, étant donnée une figure quelconque,
ne peuvent se distinguer de cette figure que par le seul fait qu’elles lui sont
extérieures, aussi longtemps qu’on en exclut la quantité» [Ibid., p. 134],
c’est-a-dire de définir une notion de comparaison spatiale qualitative.
Selon Russell, 'homogénéité de ’espace, la relativité de la position et
un nombre fini de dimensions sont les propriétés que doit nécessairement

35 1] est clair que ces axiomes sont insuffisants. Par exemple : avec ce systeme d’axiomes,
deux droites coplanaires ne sont pas nécessairement sécantes! Comme nous le verrons,
Poincaré pointera un certain nombre d’insuffisances de ce systeme d’axiomes.
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vérifier 'espace pour qu’'une géométrie purement qualitative soit possible.
Il désignera sous le terme de « forme d’extériorité » tout espace vérifiant ces
propriétés. Russell se propose alors de déduire les axiomes de la géométrie
projective des propriétés d’'une forme d’extériorité3s.

Cette partie du raisonnement de Russell est particulierement obscure et
méme assez incompréhensible. Nous ne le suivrons pas dans les méandres
de sa pensée car le seul commentaire de Poincaré sera ’expression de sa
totale incompréhension??.

La conclusion de cette section est que la géométrie projective est a pri-
ori puisque déduite des caractéristiques a priori d’'une forme d’extériorité.

3.5. Les critiques de Poincér

Apres avoir rappelé les axiomes de la géométrie projective énoncés
par Russell®®, Poincaré [1899] pose deux questions. La premiere est
mathématique et interroge la suffisance de ces axiomes, la seconde
philosophique concerne leur statut a priori. Il n’insiste pas sur les deux
premiers axiomes et souligne simplement que la similitude qualitative
entre les différentes parties de 1'espace exigée par le premier axiome con-
cerne aussi les éléments (points, droites, plan) & l'infini.

«Il faut encore qu’“un point a l'infini” (pour parler le langage des
géometres projectifs) soit qualitativement équivalent & un point ordi-
naire; I’ensemble des points a l'infini forme un “plan a 'infini” qui doit
étre regardé comme indiscernable d’un plan ordinaire, au point de vue
qualitatif» [Poincaré 1899, p.252].

Poincaré insiste donc sur la différence entre ’espace de la géométrie
projective et celui de la géométrie « ordinaire ». Il va de la méme maniere
critiquer la formulation du troisieme axiome. Il considere que I’énoncé

36 Avec ce projet de déduction transcendantale des axiomes de la géométrie, Russell
est cohérent avec son intention de sauver le projet kantien.

37 Le commentaire de Poincaré sur cette déduction de Russell est qu’il accepte la
conclusion sans chercher & comprendre le raisonnement.

« Ensuite M. Russell cherche a démontrer que cette forme ne saurait étre homogene
sans étre continue et divisible & l'infini. Ici je ne comprends pas le premier mot de
son raisonnement, mais je puis néanmoins lui accorder, non certes que toute forme
homogene doit étre continue, mais que ’existence d’une forme d’extériorité constitue
peut-étre la condition indispensable de certains genres d’expérience) [1899, p. 254].

38 La traduction des citations du livre de Russell sont dues & Couturat. Elles sont tres
légerement différentes de celles de ’édition francaise.
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«deux points déterminent une droite» est trop vague car ’appartenance
des deux points a la droite et 'unicité de celle-ci ne sont pas stipulées; il
cite 'exemple de lellipse déterminée par la connaissance de son grand axe
et de ses foyers et qui ne passe pas par ceux-ci ou celui de l'infinité des
circonférences passant par deux points. Il propose de remplacer cet axiome
par : «par deux points passe une droite, et une seule» [Ibid., p. 253]39.

Le troisieme axiome de Russell péche non seulement par le manque de
précision de sa formulation mais aussi par ses oublis. En effet, il n’est pas
demandé qu’un plan contienne les droites qui joignent les trois points le
déterminant ; on ne peut donc déduire la proposition fondamentale selon
laquelle toute droite qui a deux points dans un plan y est contenue tout
entiere. Enfin, avec les axiomes de Russell, on ne peut pas prouver qu'une
droite et un plan possedent nécessairement une intersection non vide.
Poincaré propose une nouvelle liste d’axiomes susceptibles de fonder la
géométrie projective.

«En résumé, il est nécessaire de compléter la liste des axiomes, et
de modifier les énoncés en remplagant les expressions un peu vagues et
ambigués de M. Russell par d’autres plus précises. On arrive ainsi a la
liste suivante :

1) L’espace est une multiplicité (variété, Mannigfaltigkeit, manifold)
continue a trois dimensions.

2) Les points de cette multiplicité, tant a distance finie qu’a distance
infinie, sont qualitativement indiscernables les uns des autres.

3) Par deux points passe une droite et une seule.

4) Par trois points, non en ligne droite, passe un plan, et un seul, qui
contient les droites qui joignent ces trois points deux a deux.

5) Un plan et une droite se rencontrent toujours.

De cette liste on ne peut rien retrancher» [Ibid., p. 254].

Dans sa réponse, Russell [1899a] reconnait la pertinence de la plupart
de ces critiques et formule une nouvelle liste d’axiomes de la géométrie
projective en insistant sur son souci de les exprimer sous forme sym-
bolique. De fait, il propose une véritable axiomatique abstraite dont la

39 La formulation de Hilbert des axiomes de la géométrie évite cette ambiguité. Les trois
premiers axiomes d’appartenance précisent que les axiomes d’appartenance « expriment
un lien entre les notions de point, de droite et de plany, qu’« il existe une droite liée a
deux points donnés A et B a laquelle appartiennent ces deux pointsy et qu’« il n’existe
pas plus d’une droite & laquelle appartiennent deux points A et B) [Hilbert 1899, p. 12].
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géométrie projective en dimension 3 est un modele*’. En adoptant un
point de vue abstrait pour la géométrie projective, Russell est conséquent
avec son projet épistémologique : les fondements de la géométrie quali-
tative, ainsi exprimés abstraitement, sont présentés indépendamment de
toute référence ou intuition métrique.

Russell poursuit en expliquant que la géométrie projective se déduit
de ces axiomes puisque l'on peut prouver l'unicité de la construction
du quadrilatere de Staudt. La démonstration n’est pas reproduite dans
I’article publié par la Revue de métaphysique et de morale. Par contre, dans
Poriginal anglais [Russell 1899b], Russell traduit en forme algorithmique
ses axiomes et obtient une démonstration purement formelle du théoreme
de la division harmonique. Il précise que la notion de birapport découle
de ce théoreme et que 'on peut ainsi définir les coordonnées projectives
d’un nombre infini de points. Mais cette méthode ne permet d’atteindre
qu’une quantité dénombrable de points de la ligne.

« On peut méme démontrer que la construction de Staudt ne donne pas
tous les points de la ligne. En effet, elle ne donne qu’une suite dénombrable
de points, tandis que 1’ensemble de tous les points de la ligne (continue)
est de la seconde puissance (dans le langage de M. Cantor) » [Ibid., p. 699].
Il est nécessaire pour “obtenir” tous les points a partir de la construction
de Staudt d’ajouter un axiome de continuité, ce que refuse Russell, car,
selon lui, la continuité de ’espace n’est pas une notion projective mais au
contraire est purement métrique [Ibid., p. 697].

En conclusion, Russell revient sur son affirmation de l'impossibilité
d’une géométrie projective a moins de trois dimensions. Techniquement,
le théoreme de la division harmonique proposé par Russell [1899b,c] est
un corollaire immédiat des théoremes de Desargues. Or, il est bien connu
qu’'une démonstration de ces théoremes n’utilisant que des propriétés
d’incidence ne peut se faire qu’en dimension supérieure ou égale & trois.
Russell est bien entendu conscient de cette contrainte technique mais,
selon lui, la raison profonde de la nécessité de travailler en dimension

40 Pieri [1898 et 1899] propose aussi, & la méme époque un systéme purement
hypothético-déductif de la géométrie projective en dimension 3. Apres avoir dénigré
avec Couturat les travaux de Peano (lettre de Russell & Couturat datée du 9 octobre
1899), Russell exprimera son admiration pour les travaux italiens récents et en
particulier pour ceux de Peano en arithmétique et de Pieri pour la géométrie projective
[Russell 1901 et lettre de Russell & Couturat datée du 18 septembre 1900].
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supérieure ou égale & trois est liée & celle de pouvoir définir (au sens
mathématique) un objet. Ainsi, en dimension trois, une droite peut étre
déterminée par deux points mais aussi par deux plans et « ¢’est 1a la source
de toutes les propositions purement projectives*y [Ibid., p. 697].

Poincaré ne se contente pas de critiquer les aspects mathématiques
du travail de Russell. Il en discute certains aspects philosophiques. S’il
admet avec Russell la nécessité d’une forme d’extériorité pour qu’'une
expérience soit possible et que cette forme puisse se réduire a un ensemble
de relations, Poincaré n’admet pas que la relation entre deux points soit
nécessairement la ligne droite.

«Mais pourquoi cette relation [entre deux points] est-elle une ligne,
c’est-a-dire un ensemble d’autres points? Cela parait d’abord dénué de
sens; mais en y réfléchissant on peut arriver a comprendre : M. Russell
a probablement voulu dire que le lieu des points qui ont avec le point A
la méme relation qu’un autre point B est une ligne qu’il appelle ligne
droite. [...] Pourquoi est-il nécessaire que cette ligne passe par le point A ?
Pourquoi le lieu des points qui ont méme relation avec A que B avec A,
est-il le méme que le lieu des points qui ont méme relation avec B que A
avec B? Pourquoi C ne pourrait-il avoir méme relation avec A que B
avec A sans avoir en méme temps méme relation avec B que A avec B,
sans que A ait méme relation avec C' que B avec C'?7» [Poincaré 1899,
p. 254-255]

Dans sa réponse [1899a], Russell souligne son accord avec I'interprétation
de Poincaré et qu’il considere la ligne droite comme « essentiellement une
entité simpley [Ibid., p.697] et non pas comme un ensemble de points.
Russell raisonne en fait dans un systéme formel alors que Poincaré con-
tinue de penser dans le modele classique de la géométrie projective. Sur la
question philosophique proprement dite de la nécessité des axiomes de la

41 La, question de la démonstration du théoréme de Desargues dans le plan était objet
de nombreuses réflexions de la part des participants au débat sur la métagéométrie et le
probléme de ’espace. Ainsi, elle fut abordée par Lechalas lors du Congres international
de philosophie (Paris 1900) & I’occasion d’une discussion avec Russell [Actes du congreés
international de philosophie (Paris 1900), Revue de métaphysique et de morale, 8
(1900), p.644-646]. Lechalas trouvait paradoxal que le théoréme de Desargues qui
exprime une propriété projective du plan ne puisse étre démontré dans le cadre de la
géométrie projective du plan. Il ignorait que son paradoxe avait déja regu une solution
puisque Hilbert avait proposé dans les Grundlagen der Geometrie [1899] une géométrie
plane non arguésienne.
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géométrie projective, Russell admet ne pas avoir réellement prouvé leur
nécessité et considere que c’est assez difficile.

4. QUELS SONT LES AXIOMES DE LA G EOMETRIE M ETRIQUE
ET QUEL EST LEUR STATUT?

4.1. La geonetrie métrique

Pour la géométrie métrique, Russell va distinguer d’une part les con-
ditions géométriques qui rendent possible la mesure et qui doivent a peu
de choses pres étre analogues aux axiomes a priori de la géométrie pro-
jective, et d’autre part les axiomes propres a la géométrie euclidienne qui
sont des résultats empiriques de la mesure. Il va donc tenter de déterminer
les conditions présupposées par la possibilité de la mesure, autrement dit,
distinguer les éléments a priori des éléments empiriques et les définir. La
géométrie projective ne peut étre «toute la science de 'espace» [Rus-
sell 1897, p. 147]. En effet, pour distinguer les espaces euclidien et non-
euclidiens ou pour appliquer la géométrie a la physique, la mesure est
nécessaire. Mais, selon Russell, I’élément a prior: des deux géométries doit
étre le méme. En effet, I’a priori en géométrie métrique est constitué des
présuppositions qui rendent possible «la mesure spatiale, c’est-a-dire une
comparaison spatiale quantitative» [Ibid., p. 147]. Or, une telle compara-
ison quantitative présuppose une notion d’identité qualitative que ’on
déduit de la géométrie projective. Les axiomes a priori prennent cepen-
dant une forme mathématique différente. Ainsi, ’axiome de ’homogénéité
de I'espace sera remplacé par celui de libre mobilité et ’axiome de la ligne
droite par celui de la distance. La part a prior: de la géométrie métrique
est constituée de ces deux axiomes et de celui des dimensions.

4.2. l'axiome de libre mobilié

Comme la géométrie métrique est la science qui traite des relations
spatiales quantitatives, Russell en déduit qu’il est nécessaire d’introduire
des le début le concept de grandeur. Les axiomes d’Euclide qualifiés
habituellement d’arithmétiques ont donc, pour pouvoir s’appliquer aux
grandeurs spatiales, une signification spatiale*?. Ces axiomes expriment

42 Dans son commentaire de ’'ouvrage de Russell, Poincaré exprime son accord complet
sur ce point.
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des propriétés de la comparaison des grandeurs spatiales et donc «on
postule, dés le début méme, un critérium de ’égalité spatiale» [Russell
1897, p.149]. Deux figures seront égales si elles sont congruentes, la
coincidence de deux figures ne dépendant pas du «chemin suivi pour les
y amener» [Ibid., p. 150]. Russell exprime cette exigence sous la forme de
I’axiome de libre mobilité :

« Les grandeurs spatiales peuvent étre déplacées de place en place sans
déformation, ou, comme on peut encore l’énoncer : Les formes ne
dépendent en aucune maniere de la position absolue dans l’espace»
[Ibid., p. 150].

Russell se propose de montrer le caractere apriori de cet axiome
en montrant que sa négation conduit a des absurdités logiques et
philosophiques. Il propose deux types d’argumentation, une philosophique
et une seconde qu’il qualifie de géométrique. ’argumentation philosophique
revient & montrer que la négation de cet axiome conduit a admettre la
non-homogénéité de I’espace et donc a une contradiction avec une des pro-
priétés a priori des formes d’extériorité. La seconde argumentation peut se
résumer ainsi : on ne peut vérifier expérimentalement si la métrique varie
avec la position. En effet, dans ce cas, la graduation d’une regle variera en
méme temps que la position et on ne peut donc «ni prouver, ni infirmer
la constance des formes lors d’un déplacement» [Ibid., p. 152]*3. Russell
affirme alors qu’il n’y a aucun sens a supposer que les grandeurs puissent

« M. Russell remarque ensuite fort judicieusement que les axiomes d’Euclide dits
arithmétiques ne doivent pas pourtant, au point de vue de leur usage en géométrie,
étre considérés comme purement arithmétiques. Qu’on me permette d’insister sur ce
point plus qu’il ne 'a fait lui- méme) [Poincaré 1899, p. 257].

Poincaré explique alors que 'axiome « deux quantités égales a une méme troisieme
sont égales entre elles) signifie que la composition des transformations est une opération
interne.

« Donc la catégorie de transformations qui sert & définir ’égalité des figures doit
étre telle que si deux transformations a et 3 en font partie, il en sera de méme de
leur combinaison o+ 3. C’est ce que les mathématiciens expriment en disant que cette
catégorie est «un groupey. Ainsi le sens de notre axiome en géométrie, c’est que les
transformations qui servent a définir 1’égalité des figures doivent former un groupe»
[Ibid., p. 257].

43 Cet argument est classique et n’a pas grand sens si I’on admet la possibilité
d’expériences purement spatiales. En effet, une des définitions de la courbure rieman-
nienne est

d(zo + h,zo+ k)% = — %RIO (h, k, h, k) + o(ordre 4)
Le résultat de la mesure peut donc faire apparaitre les variations de la métrique. De
plus, une part de la géodésie consiste & mesurer les variations de la métrique sur la
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varier lors d’un mouvement. Selon Russell, cet axiome est par conséquent
a Priori.

4.3. L'axiome des distances

En géométrie projective, deux points déterminent une ligne droite;
autrement dit la relation projective entre deux points est la ligne droite.
En géométrie métrique, «deux points doivent déterminer une grandeur
spatiale unique, la distance» [Ibid., p.162]. Russell se propose alors de
montrer que 'axiome de la distance est a priori.

Comme deux points constituent une figure, I’axiome de libre mobilité
implique qu’il existe entre eux une relation intrinseque qui reste invariante
par congruence. L’existence d’une telle relation déterminée par deux
points étant assurée, il reste a déterminer les conditions nécessaires de la
mesure de cette distance. Russell affirme que la possibilité de la congruence
entraine l'existence d’une courbe entre deux points. Mais, il refuse de
définir la droite comme la plus courte distance entre deux points car,
selon lui, la distance ne peut étre mesurée par des lignes courbes. En
effet, calculer la longueur d’une courbe suppose que celle-ci est divisée
en arcs rectilignes infiniment petits et donc la comparaison des longueurs
des différentes courbes présuppose la ligne droite. « Ainsi la ligne droite
n’est pas la plus courte distance, mais simplement la distance entre deux
points» [Ibid., p. 166].

Le dernier point du raisonnement de Russell est de montrer que la
notion de coordonnées métriques implique celle de ligne droite. Son
raisonnement est en fait circulaire puisqu’il n’envisage dans le cadre de
la géométrie métrique que des coordonnées ayant intrinsequement une
signification géométrique et ne pouvant étre obtenues qu’a partir de la
notion de distance ou en supposant implicitement la ligne droite.

4.4, L'axiome des dimensions

Toute position étant relative, celle-ci ne peut étre déterminée que par

terre.

On peut voir ici que Russell n’a pas lu ou compris Riemann. En effet, ce dernier
montre ’existence en tout point de coordonnées normales. Dans de telles coordonnées,
la métrique s’exprime sous la forme

ds? = Y da? + Y2,
ot les ;; sont des éléments de courbure. Donc, si I’on admet la possibilité d’expériences
dans 'ordre du spatial, les résultats de la mesure peuvent faire apparaitre les variations
de la métrique.
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un nombre fini de relations.

«Pour que la Géométrie soit possible, il faut que, une fois donné
un nombre de relations suffisant pour déterminer un point de maniére
unique, ses relations a tout autre point puissent se déduire des relations
déja données. On obtient ainsi comme condition a priori de la Géométrie,
logiquement indispensable a son existence, cet axiome que I’Espace doit
avoir un nombre entier fini de dimensions» [Ibid., p. 160].

Par contre, le fait que le nombre de dimensions soit exactement 3 est
empirique. Poincaré choisira de ne pas polémiquer avec Russell sur ce
point44.

Dans sa conclusion, Russell affirme avoir cerné avec ses trois axiomes
le noyau a priori de toute géométrie métrique. Les autres axiomes qui
caractérisent une géométrie particuliere ne peuvent qu’étre empiriques.

« Les trois axiomes précédents [axiomes de la libre mobilité, des dimen-
sions et de la distance], nous I’avons vu, sont nécessaires a priori & la
Géométrie métrique. Aucun autre ne peut étre nécessaire, puisque des
systemes métriques, logiquement aussi inattaquables que celui d’Euclide,
et portant sur des espaces également homogenes et également relatifs, ont
été construits par les Métagéometres sans ’aide d’aucun autre axiome.
Les autres axiomes de la Géométrie euclidienne (I’axiome des paralleles,
I’axiome qui fixe & trois le nombre de dimensions, et ’axiome de la ligne
droite sous la forme d’Euclide : deux lignes droites ne peuvent pas enfer-
mer un espace) ne sont pas essentiels a la possibilité de la Géométrie
métrique, c’est-a-dire ne peuvent pas se déduire du fait qu'une science des
grandeurs spatiales est possible. On doit plutot y voir des lois empiriques
obtenues, comme les lois empiriques des autres sciences, par 1’étude pos-
itive de 'objet donné, qui est, dans ce cas, ’espace de notre expérience »
[Russell 1897, p. 173].

4.5, La distance et la mesure

Poincaré admet sans restriction qu’un axiome de libre mobilité est
nécessaire a la notion de mesure quantitative. Par contre, il exprime

44 Je ne chicanerai pas non plus sur le nombre de dimensions» [Poincaré 1899, p. 254].
Dans sa réponse a Russell, Poincaré réaffirme nettement son opinion sur cette
question.
« Je considere ’axiome des trois dimensions comme conventionnel au méme titre que
ceux d’Euclide; mais j’ai laissé cette question de coté provisoirement afin de circonscrire
le terrain de la discussiony [Poincaré 1900, p. 73].
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quelques réserves sur la forme de I’énoncé de Russell.

«Que signifient les mots sans distorsion?®? La forme (shape) est-elle
quelque chose que nous connaissons d’avance, ou est-ce, par définition, ce
qui n’est pas altéré par les mouvements envisagés ?

Votre axiome signifie-t-il :

Pour que la mesure soit possible, il faut que les figures soient suscepti-
bles de certains mouvements, et qu’il y ait une certaine chose qui ne sera
pas altérée par ces mouvements et que nous appellerons la forme (shape) ?

Ou bien veut-il dire :

Vous savez bien ce que c¢’est que la forme; eh bien! pour que la mesure
soit possible, il faut que les figures puissent subir certains mouvements
qui n’altéreront pas cette forme?» [Poincaré 1899, p. 259].

Poincaré considere que seule la premiere version, que I’on pourrait qual-
ifier avec Martin Carrier [1994] de métrogénétique, est correcte et a priori.
Il précise que cet axiome ne donne en revanche aucune indication sur
I'ordre du groupe des transformations et que la condition de transitivité
n’est pas nécessairement impliquée.

L’expression mathématique correcte du principe de libre mobilité selon
Poincaré est 'affirmation de l'existence d’un groupe de transformations
qui conserve certaines propriétés des figures, I’ensemble de ces propriétés
constituant ce qui est appelé la forme. Par contre, ce principe ne nous
apprend rien sur les propriétés du groupe. Il donne ’exemple du groupe a
trois parametres des translations avec lequel la comparaison des longueurs,
des surfaces ou des angles n’est plus possible en général mais avec lequel
«la mesure des volumes reste encore possible» [1899, p. 260]46. Ce groupe
d’ordre 3 (alors que les groupes de transformations associés aux géométries
euclidienne et non-euclidiennes de I’espace sont d’ordre 6) permet donc,
en un certain sens, une mesure spatiale. L’ordre du groupe n’est donc pas
une condition a priori. Le choix du groupe ne pourra se faire que guidé
par 'expérience et aucune des propriétés spécifiques du groupe choisi n’est

45 Poincaré traduit le mot anglais “distortion” utilisé par Russell dans 1’énoncé de son
axiome de libre mobilité par “distorsion”’. Cadenat préférera employer a juste raison
“déformation”.

46 La propriété invoquée par Poincaré est mathématiquement exacte. On ne peut pas
associer canoniquement de métrique au groupe des translations de R3; par contre,
on peut canoniquement construire une mesure (la mesure de Haar du groupe des
translations est la mesure de Lebesgue).
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a priori.

L’affirmation de Russell selon laquelle deux figures ne peuvent étre
égales, au sens de la géométrie métrique, sans étre qualitativement
équivalentes au sens de la géométrie projective ne satisfait pas non plus
Poincaré; il considere 'hypothese selon laquelle le groupe métrique est
contenu dans le groupe projectif comme la plus commode mais n’en admet
pas la nécessité.

Poincaré n’est pas non plus convaincu par I’axiome de la distance de
Russell. En premier lieu, il refuse de lier la propriété projective de la
ligne droite et celle métrique de la distance. Il fonde sa critique sur la
distinction entre les notions de grandeur non mesurable (quantity) et
de grandeur mesurable (magnitude). Comparer des distances considérées
comme grandeurs non mesurables consiste a déterminer laquelle est la
plus grande ce qui ne nécessite pas de faire intervenir la notion de ligne.
Poincaré cite 'exemple de la “géométrie du compas” «ou ’on ne se sert
pas de la regle, o 'on parle de cercles et jamais de droites» [Poincaré
1899, p. 264]. Par contre, comparer des distances considérées comme des
grandeurs mesurables consiste a évaluer dans quel rapport numérique 'une
est plus grande que ’autre, auquel cas la considération des droites devient,
aux yeux de Poincaré, nécessaire.

Avec les arguments précédents, Poincaré conteste la these de Russell
selon laquelle la part a priori de la géométrie métrique réside dans les liens
qu’elle entretient avec la géométrie projective. Cependant, ses principales
objections vont concerner la définition de la distance. Il définit la notion de
distance comme une relation entre couples de points et pose la question du
caractere a priori de la notion de distance et celle de son unicité. Le point
essentiel de son raisonnement concerne la possibilité de définir la distance
dans le cadre de la géométrie absolue. Pour pouvoir parler de I’axiome de
la distance, il faut avoir défini cette notion. Autrement, I’axiome n’est,
comme Poincaré I'affirme, qu’une définition déguisée.

« En un mot, pour qu'une propriété soit un axiome ou un théoreme, il
faut que 'objet qui possede cette propriété ait été completement défini
indépendamment de cette propriété. Ainsi, pour avoir le droit de dire
que les soi-disant axiomes relatifs a la distance ne sont pas une définition
déguisée de cette distance, il faudrait définir la distance autrement que par
ces axiomes. Mais cette définition, o1 est-elle? » [Poincaré 1899, p. 274].
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Dans la conclusion de son article, Poincaré considérera que la question
de la «définition de la distance et de la ligne droite, indépendante du
postulat [d’Euclide], et exempte [...] de cercle vicieux» [Ibid., p. 279] est
une des plus importantes puisque c’est une de celles auxquelles il demande
a Russell de répondre en priorité.

4.6. La notion de é@finition

La réponse de Russell a la question de Poincaré sur la définition
de la distance est qu’il est impossible de définir une notion fondamen-
tale; il souligne a ce sujet une erreur fréquemment commise par les
mathématiciens concernant la question des définitions. Dans sa lettre
adressée a Couturat le 22 juin 1899, il exprime déja son opinion sur la
demande de Poincaré.

«Mais ce qui est plus difficile, c’est de donner une bonne théorie
de la distance. Il est absurde d’en demander une définition : c’est
comme si on voulait demander comment appeler les lettres de ’alphabet.
Mais je voudrais cependant montrer sa place dans le systeme des idées
géométriques, et c’est ceci qui me donne & penser» [correspondance de
Couturat et Russell].

Le 19 mai, dans une lettre adressée au méme Couturat, Russell évoque
les cercles vicieux commis par Poincaré quand il définit la distance en
affirmant que c’est une relation entre couples de points. Il reproche a
Poincaré de confondre systématiquement les notions de distance et de
mesure de celle-ci*”. En effet, concevoir la distance comme une relation
entre deux couples de points nécessite de définir la relation AB = CD;
Russell considere alors que Poincaré se propose de définir la distance
comme une relation entre distances, ce qui est évidemment circulaire.
Russell affirme que la distance existe avant la mesure et ne dépend pas de
celle-ci.

« On semble croire que, puisque la mesure est nécessaire pour découvrir
I’égalité et I'inégalité, il ne peut pas exister d’égalité ou d’inégalité sans
la mesure. Or la vraie conséquence est exactement contraire. Ce qu’on
peut découvrir au moyen d’une opération doit exister indépendamment
de cette opération : I’Amérique existait avant Christophe Colomb, et

47 Russell reconnait que son exposé de la congruence n’est pas exempt du méme
reproche.
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deux quantités de méme espece doivent étre égales ou inégales avant
d’étre mesurées. Une méthode quelconque de mensuration est bonne ou
mauvaise, suivant qu’elle fournit un résultat vrai ou faux. M. Poincaré,
au contraire, estime que la mensuration crée 1'égalité et 'inégalité. Il
s’ensuit, comme il le soutient que toutes les méthodes de mensuration
sont également bonnes» [Russell 1899a, p. 687-688].

Le principal point de 'argumentation de Russell est la différence
entre une définition mathématique qui consiste & exhiber une rela-
tion quelconque n’appartenant qu’a 'objet & définir et une définition
philosophique. La philosophie est plus exigeante mais il lui est impossible
de définir les termes simples ou fondamentaux.

«Mais ces sortes de définitions [les définitions des mathématiciens]
ne sont pas des définitions au sens propre et philosophique du mot.
Philosophiquement, un terme est défini quand on en connait le sens, et
son sens ne peut consister en relations avec d’autres termes. On admettra
bien qu’'un terme ne peut étre utilement employé que s’il signifie quelque
chose. Sa signification peut étre complexe ou simple. Autrement dit, ou
bien elle est composée d’autres significations, ou bien elle est elle-méme
un de ces éléments ultimes qui constituent les autres significations. Dans
le premier cas, on définit philosophiquement le terme en énumérant ses
éléments simples. Mais lorsqu’il est lui-méme simple, aucune définition
philosophique n’est possible. Le terme peut encore avoir une relation
particuliere avec quelque autre terme, et peut encore avoir une définition
mathématique. Mais il ne peut pas signifier cette relation, et par suite la
définition mathématique devient un théoréme qui est vrai ou faux, et qui
n’est pas le moins du monde arbitraire » [Ibid., p. 700].

Russell pose une différence tres intéressante entre comprendre un terme
et le définir. Il montre que si I'on n’adopte pas son point de vue et que
I’on refuse d’admettre I'existence de termes simples indéfinissables, on est
conduit & une régression infinie qui interdit de connaitre le sens de quoi
que ce soit.

«Donc, si 'on ne peut comprendre quelques termes sans définition, on
ne pourra jamais comprendre aucun terme au moyen d’une définition.
Toutes ces vérités sont si évidentes que je rougirais de les rappeler, si les
mathématiciens ne persistaient a les méconnaitre» [Ibid., p. 701].

Il considere que la distance et la ligne droite sont des termes dont
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la signification est simple et donc indéfinissable. Nous avons vu qu’il
fondait sur l'irréductibilité de la notion de distance sa critique du point
de vue de Cayley et Klein. Pour pouvoir définir projectivement la notion
de distance, il est nécessaire selon Russell de distinguer un couple de
points particulier et donc supposer la distance au sens ordinaire puisque
la géométrie projective ne peut le faire. Il s’ensuit que toute proposition
ol interviennent les notions de ligne droite ou de distance est un axiome
ou un théoreme mais non une pure définition du concept de distance. En
affirmant que la distance est une notion primitive, Russell répond a la
question que posait Poincaré concernant la forme (§4.5) en choisissant la
deuxieme interprétation.

Russell poursuit son raisonnement en insistant sur la différence entre
précisions philosophique et mathématique.

«Ce qui importe en Mathématiques, ce sont les relations entre les
termes; lorsque deux séries de termes ont les mémes relations mutuelles,
elles sont équivalentes aux yeux du mathématicien. Il ne s’inquiete pas
de savoir ce que les termes sont en eux-meémes; seules leurs relations
Iintéressent. En philosophie, au contraire, c’est essentiellement les termes
qui importent. Il faut se demander : Quel est le sens de chacun de
ces termes? et non plus : Quelles sont ses relations avec les autres
termes ? Toutes les fois qu’un terme est analysable, la philosophie doit
en entreprendre I'analyse. Or c’est la une tache a laquelle le langage
mathématique est en général tres mal approprié, et ol I'on ne peut
atteindre la précision qu’avec grande difficulté. Et méme lorsque 1'on a
atteint la précision, le sens des termes fondamentaux ne peut pas étre
défini, mais seulement suggéré. Si la suggestion n’évoque pas chez le
lecteur I'idée juste, il n’y a rien de fait. Aussi la précision philosophique est-
elle tout autre chose que la précision mathématique. Elle est plus difficile &
atteindre, et bien plus difficile & transmettre » [Russell 1899a, p. 702-703].

Poincaré répond qu’il est évident que ’on ne peut pas tout définir mais
que la distance fait partie des notions que l’on peut définir. Par exemple,
la définition de la distance euclidienne est le postulat d’Euclide. Il précise
son point de vue en répondant a l'objection supposée de Russell selon
laquelle un tel énoncé ne peut qu’étre un axiome déguisé.

«On a souvent remarqué que toute définition implique ’existence de
I’objet défini. Si donc je définis la distance par le postulatum d’Euclide,
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la proposition que j’énonce peut se décomposer en deux parties : il y a
quelque chose qui satisfait au postulatum d’Euclide, et ce quelque chose
je lappelle distance.

La premiere partie est un théoreme ou un axiome; la seconde n’est
qu’'une définition de mots. Cela, je le reconnais.

Vous triomphez et pensez que je suis ramené par un détour a admet-
tre que le postulatum d’Euclide est vrai. Mais prenez garde, il y a
aussi quelque chose qui satisfait au postulatum de Lobatcheffski, et c’est
ce quelque chose que les géometres non-euclidiens appelleraient distance.
A ce compte le postulatum de Lobatcheffski, que vous jugez faux, serait
vrai au méme titre que le postulatum d’Euclide» [Poincaré 1900, p. 74].

Le désaccord philosophique est a ce stade total. Pour Russell, la
distance, vue comme une relation entre deux points, est une donnée
premiere donc indéfinissable de la géométrie. Il est amené a cette position
par son objectif philosophique qui est de prouver le caractere a priori
de certains axiomes et le caractere empirique des autres. L’existence de
la distance est une condition apriori de toute géométrie, c’est-a-dire,
pour Russell, une condition nécessaire a la possibilité de la mesure. La
distance euclidienne s’impose a nous empiriquement. Mais, les theses de
Russell sont directement influencées par ses conceptions mathématiques.
En privilégiant la présentation par les modeles projectifs des géométries
euclidienne et non-euclidiennes*®, il est amené a considérer exclusivement
des conceptions métriques.

Poincaré, qui privilégie le point de vue des groupes de transformations,
dans lequel Russell ne voit qu’un simple changement de formulation dont
on n’a rien a espérer philosophiquement, considere la distance comme
essentiellement un invariant de ce groupe dont la donnée est équivalente
a celle du groupe. Le choix de la distance résulte donc d’une convention

48 Les travaux de Cayley et Klein sur cette question sont fondés sur une expression
de la distance a partir du birapport et sont donc associés au point de vue métrique
sur la question de la géométrie. Ainsi, dans le programme d’Erlangen, Klein n’aborde
pas la question des géométries non-euclidiennes (sauf dans la note 5). Par contre, & la
suite des travaux de Lie, Poincaré résume a plusieurs reprises les résultats concernant
les modeles projectifs comme résultant de ’inclusion des groupes euclidien ou non-
euclidiens dans le groupe projectif. Il est clair que ce point de vue est bien connu
parmi les géometres; néanmoins, la présentation des modeles projectifs généralement
adoptée par ceux-ci est le point de vue métrique (par exemple, on peut citer le manuel
de Darboux, Principes de géométrie analytique [1917]).
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au meéme titre que celui du groupe.

Poincaré nie que la notion de distance soit immédiate ou primitive. Il ne
se satisfait pas de 'argumentation de Russell et des kantiens selon laquelle
nous avons une intuition directe de la distance, « c’est-a-dire de je ne sais
quoi qui leur apparait comme éclairé d’une vive lumieére » [Poincaré 1900,
p. 75]. Poincaré n’adopte pas le systeme kantien mais le considere comme
cohérent ; par contre, il pense déceler une certaine incohérence dans le
point de vue de Russell puisque I'intuition chez Russell est insuffisante et
nécessite un recours a ’expérience.

5. UNE EXPERIENCE CRUCIALE SUR ‘LAV ERITE OU LA FAUSSETE
DE LA G EOMETRIE EUCLIDIENNE’ EST-ELLE POSSIBLE?

Russell [1898] avait déja répondu & cette question dans un article
intitulé « Les axiomes propres a FEuclide sont-ils empiriques 7». Cet arti-
cle avait été rédigé en réponse a certaines interrogations de Couturat
[1898]. Russell considére que pour discuter de la question de savoir si
les axiomes proprement euclidiens sont susceptibles d’étre vérifiés ou con-
tredits empiriquement, il faut rejeter le conventionnalisme géométrique
de Poincaré. Il suppose donc que ces axiomes sont vrais ou faux et la
véritable question est «de connaitre la nature des raisons qu’on a de
les accepter» [Russell 1898, p. 760]. Cette question revét selon lui deux
aspects : le probleme de la possibilité d’une expérience cruciale sur la
nature de la géométrie de 1'espace est purement philosophique, celui de
la précision d’une telle expérience est subordonné a une réponse positive
a la premiere question et est purement scientifique. On ne peut donc,
selon Russell, argumenter contre la possibilité d’expérimenter de maniere
cruciale sur la nature de l’espace en invoquant le manque de précision
des expériences proposées. Méme si elles ne fournissent que des résultats
grossiers, elles sont suffisantes pour répondre positivement a la question
d’une telle possibilité.

Russell répond affirmativement a la premiere question. Il propose
de prendre un disque de taille ordinaire, de lui faire accomplir le long
d’une ligne droite une révolution compléte et de mesurer ainsi (méme
grossierement) la longueur de la circonférence. Avec cette expérience qui
ne suppose rien d’autre que la possibilité de la mesure et qui n’utilise donc
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que les seuls axiomes a priori, Russell prétend pouvoir obtenir un résultat
empirique relatif a la nature de notre espace.

Les critiques de Poincaré reposent sur ses theses concernant le statut
de lexpérience géométrique. On peut distinguer deux moments dans
son argumentation; dans un premier temps, il affirme l'impossibilité
d’expérimenter sur les objets géométriques. Il dénie donc tout caractere
crucial pour la géométrie a toutes les expériences concernant les rayons
optiques ou les solides réels. Ce sont a la fois des expériences d’optique
ou de mécanique et des expériences de géométrie. Le second moment
de Pargumentation de Poincaré concerne 'impossibilité de trouver une
propriété « qui puisse étre un critere absolu permettant de reconnaitre
la ligne droite et de la distinguer de toute autre ligne» [Poincaré 1899,
p. 266]. Le point est que l'on ne peut tester directement une propriété
isolée. Toute propriété et toute expérience sont congues et interprétées
dans un contexte théorique, toute expérience porte donc autant sur la
propriété qu’elle est censée tester que sur le contexte théorique.

«[...] qu’on me cite une expérience concrete qui puisse étre interprétée
dans le systeme euclidien et qui ne puisse pas l’étre dans le systeme
lobatcheffskien. Comme je sais bien que ce défi ne sera jamais relevé,
je puis conclure : Aucune expérience ne sera jamais en contradiction avec
le postulatum d’Euclide; en revanche aucune expérience ne sera jamais en
contradiction avec le postulatum de Lobatcheffsky » [Ibid., p. 267].

Dans la discussion, Russell concede a Poincaré qu'une seule expérience
ne peut étre cruciale. Mais, au moyen de plusieurs expériences, on peut
réussir a obtenir des conclusions qui, si elles n’ont pas une certitude
absolue, ont « un trés haut degré de probabilité » [Russell 1899a, p. 692]. En
effet, il reconnait qu'une expérience isolée concerne a la fois une hypothese
géométrique et d’autres hypotheses concernant la nature des corps. Mais
en effectuant un grand nombre d’expériences analogues, on peut selon
Russell arriver a une quasi certitude concernant autant les hypotheses de
nature géométrique que celles de nature physique.

Poincaré ne se génera pas pour stigmatiser la faiblesse de ce dernier
argument. 11 le fait avec verve.

« Connaitre la hauteur du grand mat, cela ne suffit pas pour calculer
I’age du capitaine. Quand vous aurez mesuré tous les morceaux de bois
du navire, vous aurez beaucoup d’équations, mais vous ne connaitrez pas
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mieux cet age. Toutes vos mesures ayant porté sur vos morceaux de bois
ne peuvent rien vous révéler que ce qui concerne ces morceaux de bois. De
meéme vos expériences, quelques nombreuses qu’elles soient, n’ayant porté
que sur les rapports des corps entre eux, ne vous révéleront rien sur les
rapports mutuels des diverses parties de 'espace » [Poincaré 1900, p. 79]49.

Enfin, Poincaré n’accorde pas a Russell la moindre concession sur la
notion de distance absolue. Pour ce dernier, certains jugements d’existence
concernant l'espace seraient vrais de maniere évidente et absolue : on ne
peut nier que des jugements comme la distance de Londres a Paris est plus
grande qu'un metre, le triangle dont les sommets sont Paris, Greenwich et
New York a une aire supérieure a un millimetre carré ou il existe des corps
dont le volume dépasse un millimetre cube sont des jugements d’existence
vrai ou faux. Une fois admise I'existence de tels jugements, concevoir des
expériences cruciales sur la vérité ou la fausseté de la géométrie euclidienne
n’est plus qu’une question de précision. Dans sa réponse, Poincaré refusera
d’accorder a Russell que la distance de Paris a Londres est plus grande
qu'un metre. Il ne peut le faire car, comme il le dit, accorder cela c’est
tout accorder.

« Tout ce qu’on peut dire c’est ceci : prétendre que cette distance est
égale & un metre, cela n’a pas le sens commun. C’est-a-dire que, dans
toutes les circonstances de la vie, on devra se rappeler qu’il est beaucoup
plus difficile d’aller de Paris a Londres que de parcourir un metre, et se
comporter en conséquence. [...] Mais que la distance de Paris & Londres
soit plus grande qu’un metre d’une fagon absolue et indépendamment
de toute méthode de mensuration, cela n’est ni vrai, ni faux; je trouve
que cela ne veut rien dire» [Ibid., p. 80-81]. S’il n’accorde aucun réle a
I’expérience du point de vue épistémologique, Poincaré insiste sur son
importance psychologique dans la genese de la géométrie. « La géométrie
n’est pas un ensemble de lois expérimentales tirées de 1’observation des
corps solides; mais cette observation a été pour nous ’occasion de créer
la géométrie. Seulement cette occasion était nécessaire» [Poincaré 1899,
p. 276].

49 Poincaré reprendra ce passage dans le chapitre 5 de La science et I’hypothése [1902a,
p. 101].
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CONCLUSION

La polémique cesse donc avec le deuxieme article de Poincaré [1900).
Elle a un dernier soubresaut avec le compte rendu que fait Russell [1905]
de La science et l’hypothese dans lequel il critique assez vivement tous les
chapitres du livre de Poincaré. Concernant la seconde partie qui traite
de la géométrie et de l'espace, Russell rappelle les theses essentielles
du conventionnalisme géométrique et se contente d’indiquer que puisque
«nous percevons les corps comme constitués de parties plus ou moins
contigués [...], la matiére est organisée, par la perception, en un ordre
spatial qui differe a coup str de certains ordres possiblesy. Ces choix
nous sont imposés par l’expérience et ne peuvent selon Russell étre
conventionnels. Dans sa réponse [1906a], Poincaré voit dans l'utilisation
par Russell du mot «perception» l'origine de leur désaccord. Il rappelle
leur discussion sur la géométrie et constate que Russell « persiste dans
son opinion» comme il persiste dans la sienne. Poincaré et Russell sont
bien d’avis qu’ils ont épuisé le theme de la géométrie et de ’espace et que
polémiquer a ce sujet ne peut étre d’un quelconque intérét. Ils viennent de
découvrir que leurs opinions divergent au moins aussi radicalement sur la
question de I'induction mathématique et la question des fondements des
mathématiques. Poincaré [1906b] annonce dans sa réponse un article sur
ce sujet a paraitre dans la Revue de métaphysique et de morale®©.

Du point de vue de I’histoire des mathématiques, cette polémique sur
la géométrie est importante car les positions philosophiques défendues par
les deux protagonistes traduisent des évolutions importantes d’un point
de vue interne aux mathématiques. Le conventionnalisme géométrique
de Poincaré traduit philosophiquement le complet dégagement de la
géométrie des questions de I’espace. Le long processus initié par I’émergence
des géométries non euclidiennes débouchent sur 1’éviction du champ disci-
plinaire des mathématiques des questions relatives a ’espace perceptible
ou physique. La géométrie ne peut plus étre considérée comme une sci-
ence expérimentale, ainsi que Gauss I’envisageait, ni étre soumise au point
de vue euclidien comme le soutenaient les kantiens. Ce mouvement devait
se traduire philosophiquement ; le conventionnalisme géométrique défendu

50 Pour plus de précisions sur la deuxieme polémique entre Poincaré et Russell, on peut
consulter les ouvrages de G. Heinzmann sur la question [Heinzmann 1985 et 1986].
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permet de lever la derniere objection : celle de I’évidence de la géométrie
euclidienne. En renvoyant cette question a la notion de commodité,
Poincaré I’évacue du champ des mathématiques et des préoccupations des
mathématiciens. Ainsi, E. Borel [1922], dans L’espace et le temps attribue
a Poincaré le mérite d’avoir définitivement fondé la part abstraite de la
géométrie :

« La géométrie est, en effet, a la fois une science expérimentale et une
science abstraite; [...] la portée et les limites de la science abstraite ont
été définitivement fixées par la critique de Poincaré» [Borel 1922, p. 5].

La notion d’expérience est dans le méme temps renvoyée dans le champ
de la physique :

«Mais y a-t-il une géométrie expérimentale ? En fait, tout le monde est
d’accord pour penser que ce serait perdre son temps que de chercher a
vérifier par I'expérience I'exactitude des relations géométriques, a moins
que I’on ne considere cette vérification comme une expérience de physique »
[Ibid., p. 11].

Peu de mathématiciens traiteront de ces questions apres 1910. Par con-
tre, nombreux seront ceux qui aborderont d’un point de vue philosophique
les probléemes de fondements. La question de ’espace se déplacera et sera
abordée par les théoriciens (mathématiciens, physiciens et philosophes) a
I’occasion de ’apparition des théories de la relativité.
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