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Bases réduites certifiées pour des problèmes multi-physiques
non-linéaires de grande taille. Application au design d’aimants à haut champ.

C. Daversin, C. Prud’homme, C. Trophime

LNCMI : Laboratoire Magnétique des Champs Magnétiques Intenses

Grand instrument du CNRS :

Champ magnétique intense : > supraconducteur (24 T)

Grenoble : champs continus (−→ 36 T)

Toulouse : champs pulsés (−→ 90 T)

Domaines d’application :

Chimie, Biochimie

Magnétoscience

Supraconductivité appliquée

Cerveau humain : 10−12T , Terre : 5.10−5T , Pace-maker : 10−3T , IRM : 1T , Supraconducteur : 24T

Modèle multi-physique pour les aimants à haut champs

Electro-thermique

V : Potentiel électrique [V ] T : Température [K ]
{
−∇ · (σ(❚ )∇❱ ) = 0 dans Ω
−∇ · (❦(❚ )∇❚ ) = σ(❚ )∇❱ · ∇❱ dans Ω

k(T ) = LTσ(T )σ(T ) =
σ0

1 + α(T − T0)

Propriétés des matériaux

Non linéarité

V = 0 (bas)
V = VD (haut)

−σ(T )∇V · n = 0 (isolation elec.)
−k(T )∇T · n = h(T − Tw) (refroidissement)

Hélice longitudinale Secteur d’hélice Hélice radiale - 1024 coeurs

Vérification et validation : 2D axi, 3D ✧

Calcul Haute
Performance :
de qqs coeurs
à des milliers
de coeurs

Elasticité linéaire

¯̄σ : Tenseur des
contraintes

f̄ : Forces
volumiques

ū : Déplacement

∇ · ¯̄σ(¯̄ε) + ❢̄ = 0 ¯̄ε =
1

2
(∇✉̄ + ∇✉̄❚)

¯̄σ =
E

1 + ν

(

¯̄ε +
ν

1− 2ν
Tr(¯̄ε)I

)

−
E

1− 2ν
α(T − T0)I f̄ = j̄ × B̄

Déplacement Contraintes

Vérification et validation : 3D ✧

Magnetostatique

j̄ : Densité de
courant [A.m−2]

H̄ : Intensité
magnétique [A.m−1]

B̄ : Flux magnétique
[V .s.m−2]

Faraday :

∫

δΩ

B̄ · n = 0 Ampère :

∫

δΩ

H̄ · t =

∫

Ω

j̄ · n

{
div(B̄) = 0
curl(H̄) = j̄ = −σ∇V

⇒ ∃Ā | B̄ = curl(Ā)
B̄ = µH̄

❝✉r❧( µ−1 ❝✉r❧(❆̄) ) = ❥̄

[
H̄ × n

]

Γ
= 0

[
H̄ · n

]

Γ
6= 0

Conditions aux interfaces

De-Rham :
R

id
−→ H1(Ω)

∇
−→ Hcurl(Ω)

curl
−→ Hdiv(Ω)

div
−→ L2(Ω)

0
−→ {0}

↓ πh · ↓ πh ↓ πh ↓ πh

R
id

−→ Uh
∇

−→ Vh
curl
−→ Wh

div
−→ Zh

0
−→ {0}

Hcurl : Element de Nédélec

→Continuité composante tangentielle

2D Axi 3D

Vérification et validation : 2D axi, 3D ✧

PotentielElectrique

Tem
péra

ture

Cha
mp

mag
néti

que

Réduction de modèle

Problème : a(u(µ), v ;µ) = f (v ;µ) −→ Quantité d’interêt : s(µ) = ℓ(u(µ))

Approximation Elements Finis :

XN = span{φ1, . . . , φN}︸ ︷︷ ︸
Espace d’approx. elements finis

−→ uN (µ) =

N∑

i=1

uNi φi

︸ ︷︷ ︸
N ≈ 106

−→ AN (µ)uN (µ) = FN (µ)
︸ ︷︷ ︸

système N ×N coûteux à résoudre

Approximation Bases réduites :

uN (µ1) uN (µ3)

uN (µ4)

uN (µ5)

uN (µ2)

uN (µ)
uN(µ) ≈ uN (µ) : Combinaison linéaire de solutions

W N = span{uN (µ1), . . . , u
N (µN)}︸ ︷︷ ︸

Espace d’approx. réduit

→ uN(µ) =

N∑

i=1

uNi (µ)u
N (µi)

︸ ︷︷ ︸
10 6 N 6 100

AN(µ)uN(µ) = FN(µ) −→ système N × N moins cher à résoudre

Analyse de sensibilité

σ0 ∈ [50.106; 50, 2.106](S .m−1)

α ∈ [3, 3.10−3; 3, 5.10−3](K−1)

L ∈ [2, 5.10−8; 2, 9.10−8]

U ∈ [0.14; 0.15](V ) Intensité ≈ 25 kA

h ∈ [70000; 90000](W .m−2.K−1)

Tw ∈ [293, 313](K )

Indices de sensibilité (Sobol) :
— σ0 : 6.85e-05
— α : 4.54e-04
— L : 9.21e-03
— U : 1.28e-01
— h : 2.40e-01
— Tw : 6.21e-01

Quantiles :
q(γ) tel que P(Y < q(γ)) > γ

99.0 quantile = 380 K = 107 C
80.0 quantile = 377.5 K = 104.5 C


