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VALEURS FRIABLES D’'UNE FORME QUADRATIQUE ET D’UNE
FORME LINEAIRE

ARMAND LACHAND

RESUME. Given R a set of integers, Fi(Xi,X2) a linear form and F>(X1, X2) an
irreducible quadratic form, we study in this work the cardinality

# {1 <niyne < Fi(ni,ng) € R and P (Fa(ni,ne)) < y}

where P*(n) denotes the greatest prime factor of an integer n. In particular, we give
an asymptotic formula for the number of pairs of integers (n1,n2) in the square [1, ]2
such that Fi(ni,n2) and F»(n1,n2) are both y-friable in the range

1+e
exp (logaz (loglog log x) ) <y <t

loglogx
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1. INTRODUCTION

En publiant les Disquisitiones Arithmeticae en 1801, Gauss ouvre la voie & un vaste
champ d’étude, a savoir la persistance d’'un phénomeéne arithmétique une fois le champ
d’observation restreint aux valeurs d’une forme quadratique. Dans cette direction, Diri-
chlet établit une formule asymptotique pour le nombre de premiers représentés par une
forme quadratique, en lien avec ses travaux sur les corps de nombres quadratiques.

Le probléme acquiert une autre dimension si I’on impose une condition supplémentaire
a l'une des variables. C’est ainsi que Fouvry et Iwaniec montrent dans [FI97] que, pour
tout A >0, on a

> Af +n5)A(n) = 21;[ (1 = 1X(p) ) z+ 0 (m(log:z:)_A)

w2 it )(p = x(p))

ou x désigne la caractere non trivial modulo 4.

Date: 17 décembre 2014.



2 ARMAND LACHAND

Peu de temps apres, Friedlander et Iwaniec [FI98D] effectuent le tour de force de
restreindre la variable n; dans un ensemble tres lacunaire. En particulier, ils démontrent
la formule asymptotique

4 1 log log =
4, 2y _ % _ AN1/2 3, 3/4
E A(n] + n3) 7r/0 (1—¢t*)"/°dtx <1+O( log = )>

44,2
ni+ns<e

Dans ses travaux sur le probleme de parité et la conjecture de Chowla, Helfgott étudie
un probléme analogue en remplacant la fonction de von Mangoldt A par la fonction de
Liouville A. Dans [Hel06], il obtient en particulier que, pour tout convexe K C [—1,1],
toute forme linéaire F;(X7, X3) et toute forme quadratique primitive et irréductible
F5(X1, X3), on a uniformément en = > 3,

2
(1.1) Z )\(Fl(nl, ng)FQ(nl, TLQ)) < M
(n1,n2)EK.2NZ? IOg z
ou K.z := {(a1z,a272) : (a1,a2) € K}.

Un prolongement logique de ’étude consiste & imposer une condition sur chacune des
deux variables. Un prototype de cette situation est considéré par La Breteche et Brow-
ning [dIBB10] qui résolvent le probleme des diviseurs pour certaines formes quartiques.
En particulier, le théoréeme 2 de [dIBB10] stipule que, si F} et Fy sont deux formes li-
néaires non proportionnelles sur Q, F3 est une forme quadratique irréductible et £ C R?
est un compact suffisamment régulier tel que F;(KC) C [0, 1] pour ¢ € {1,2,3}, alors il
existe une constante C'(Fy, Fy, F3) > 0 telle que, pour tout € > 0, on ait, uniformément
enx > 2,

(1.2)
3
> I 7(Fini,n2)) = C(Fy, Fy, F)Vol(K)a*(log z)* + O («? (log ) )

(n1,n2)eK.anNZ2i=1

Dans cet article, on étudie le probléme dual de celui considéré dans [FI97], a savoir
la représentation des entiers friables par le produit d’une forme linéaire F; (X1, X2) et
d’une forme quadratique F5(X7, X2). On rappelle qu’un entier n est dit y-friable si son
plus grand facteur premier, noté P*(n), satisfait P*(n) < y.

La répartition des entiers friables a fait I’objet de nombreux travaux : le lecteur in-
teressé pourra consulter les survols de Hildebrand et Tenenbaum [HT93] ou de Gran-
ville [Gra08§]. Par exemple, Hildebrand [Hil86] montre que, uniformément dans le domaine

(H.) v>3,  exp((logloge)”**) <y <,

on a la formule asymptotique

(1.3) U(z,y) == # {1 <n<x:PT(n)< y} = zp(u) (1 +0 (W})
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otl, dans cette formule et dans la suite, u := {gg‘r et p désigne la fonction de Dickman, &

savoir I'unique solution de I’équation différentielle aux différences
p(u) =1 si0<u<l,
up'(u) +plu—1)=0 siu>1.

Un raisonnement heuristique consiste & supposer que la friabilité des valeurs des formes
Fi et F5 sont deux événements indépendants, décrits individuellement par le modeéle
probabiliste suggéré par . Pour y suffisamment grand, ceci nous ameéne a conjecturer
la formule asymptotique
(1.4)

#{(n1,m0) € KN 22 PT(|Fi(n1,n2) Fa(ni,mo))) Sy}~ Vol(K)a?p(u)p(2u),

r—r—+00

sous des hypothéses sur K et dans un domaine en (z,y) a péciser.

Dans [BBDT12], Balog, Blomer, Dartyge et Tenenbaum s’intéressent a I’étude des
valeurs friables des formes binaires de degré quelconque. Leur résultat principal est le
théoreme suivant.

Théoréme 1.1 ([BBDT12], Théoreme 1). Soient k > 1 et F1(X1, X2),..., Fr(X1, X2)
des formes binaires irréductibles dans Z[X1, Xs] de degrés respectifs di < --- < dy. I
existe une constante u(dy,...,dy) > 1/dy satisfaisant la propriété suivante. Pour tout
e > 0 et uniformément en y > at/uldidi)te op g

(1.5) # {1 <np,ng <z PT(|Fi(ng,ng) -+ Fr(ng,no)|) < y} > 2.

En particulier, si k = 2, I est linéaire et Fs est quadratique, la formule est valable
pour tout € > 0 et uniformément en y > x°.

La généralité de ce résultat permet de couvrir le spectre de ’ensemble des formes
binaires. En contrepartie et en raison des arguments utilisés, I'information qu’il apporte
ne concerne que des domaines bornés en u et ne laisse pas augurer de ’existence d’un
équivalent asymptotique. Le théoreme suivant — résultat principal de cet article — permet
de combler cela : on montre en particulier que la formule est valide dans un domaine
non borné en u.

Théoréme 1.2. Soient Fy € Z[X1, Xo| une forme linéaire primitive, Fy € Z[X;, X2]
une forme binaire quadratique et irréductible dans Z[X1, Xs], K C [0,1]2 un compact
dont le bord est paramétré par un lacet de classe C' par morceauz. Pour tout € > 0 et
dans le domaine

(1.6) exp (10%3«" (l?fgl?ogglzg :c)m) <y<a
on a uniformément
(1.7)
#{(n1,n2) € Kew V22 : PH(Fi(n1,mo) Fa(nn,mo)|) <y o~ Vol(K)a?p(u)p(2u)
et

F1(n1,n9) premier } z?
~ 1 2u).
et PH(Fy(ni,n2)) <y | eteo’ M) 1057720

(1.8) # {(nl,ng) cKaxnZ?:
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Ce résultat constitue un pas supplémentaire vers la preuve de l'algorithme de facto-
risation du crible quadratique (voir [Pom08]). Une hypothése importante dans celui-ci
consiste en effet & supposer que la formule (1.4) est valide pour

(1.9) Yy = exp (2_1/2+0(1)\/10gx10g log x) .

En raison des méthodes employées dans cet article, notre résultat ne permet pas de
couvrir un tel domaine en (z,y), mais constitue un argument de plus en faveur de la
pertinence d’une telle heuristique.

L’objet d’étude principal de notre travail concerne plus généralement 'existence de
formules asymptotiques pour le cardinal

U(K.z;G,y; R) = # {(nl,ng) eKaxNZ?:n €Ret PT(|G(n1,n2)]) < y}

ot R désigne un ensemble d’entiers et G(X1, X2) une forme quadratique irréductible dans
Z[ X1, X5]. Le résultat suivant, a partir duquel on déduira le théoreme au paragraphe
montre que la y-friabilité de G(n1,n2) et Pappartenance de n; a R sont essentiellement
indépendants.

Théoréme 1.3. Soient G € Z[X1, Xs| une forme binaire quadratique et irréductible,
K C [0,1]? un compact dont le bord est paramétré par un lacet de classe C* par morceauz
et R un ensemble d’entiers. Pour tout € > 0 et dans le domaine

(Ge) x =3, exp ((log 33)2/5‘*‘5) <y<au,
on a uniformément
log 1
(1L10)  ¥(K.a;G,y; R) =# {(nl,m) eKanZ?:n e R} p(2u) + O <x2()lgog°§””) ,

Si, de plus, il existe e > 0 tel que R C {P~(n1) > z} avec z > exp ((loglog z)'*¢), alors
on a
(1.11)

2 logl
U(K.z;G,y; R) =# {(nl,ng) eKaxnZ?®:n e R} p(2u) + O ( < W) .

logz logy
Etant donné un ensemble de nombres premiers P et un ensemble d’entiers R de nature

arithmétique, un probleme naturel en théorie des nombres réside dans 1’estimation du
cardinal

S(K.z;G,P;R) = # {(nl,ng) €eKxnNZ?:n €Ret (p|G(ni,n2) =p¢ 77)}

Le principe d’inclusion-exclusion, a l’origine du développement des méthodes de crible,
permet d’obtenir la formule combinatoire

(1.12) SK.a;G,PiR)= Y p(d)Ay(K.z,R)
pld=peP

Ad(lC.x,R) = # {(nl,ng) eKaxnZ?: n1 € R, d\G(nl,ng)} .

Au vu d’une telle identité, I’étude asymptotique de S(K.z;G,P;R) se réduit donc a
priori & une estimation suffisamment précise de A4(K.z, R).
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Lorsque P C {p < 2%} avec a > 1, on ne peut pas en général déduire des informations
non triviales sur le cardinal S(K.z; G, P;Z) & partir de la seule connaissance d’estima-
tions de Type I. Ceci est dii au phénomeéne de parité, étudié en détail par Selberg et
Bombieri (voir [Sel52] et [Bom76]). Une maniére de surmonter cette difficulté consiste a
utiliser I'identité de Vaughan (voir le paragraphe 7 de [F197] et [FI98al) pour faire appa-
raitre des sommes bilinéaires, dites de Type II par analogie aux sommes de Type I. Une
estimation suffisamment précise de telles sommes constitue le point clé des arguments
conduisant aux preuves des résultats précédemment énoncés. A titre d’exemple, Fouvry
et Iwaniec montrent que, pour tout A > 0, on a

My M,
(1.13) Z Z pu(ma)d(my, ma)| €
My <m1<2M1 |Ma<ma<2M> (log M1 Ms)

1 simimg = n% + n% avec n premier,
0 sinon,

d(mi,m2) ::{

et My et M5 sont des parametres réels.
Notre travail portant sur les entiers friables, on s’intéresse au cas inverse, a savoir
P :={p > y}. On retrouve d’une part l'objet d’étude du théoréme puisque l’on a

U(K.x;G,y; R) = S(K.x; G, {p > y}; R).

D’autre part, sous des hypotheses convenables concernant la croissance de u = %ggz ,
I’ensemble des entiers y-friables est plus dense que celui des entiers criblés et ’on peut
donc s’attendre a ce que le phénomene de parité mentionné ci-dessus s’amenuise. Ceci se
produit effectivement dans la mesure ou y est assez grand ce qui ne nous permet d’obtenir
un équivalent asymptotique que dans le domaine . En vue d’étendre le domaine de
validité de la formule, une alternative consisterait a recourir & des estimations similaires
a . Compte tenu de la complexité technique qui en résulterait, nous avons préféré
limiter le rang d’application de nos résultats en nous gardant d’introduire les sommes
de Type IIL.

Notre méthode repose essentiellement sur deux étapes distinctes :

— en s’inspirant des estimations de sommes de Type I de [FI97] et [BBDT12], on

approche A4(K.xz, R) par % fr(x) ou fr est une fonction continue et v une fonction
multiplicative ;
— on estime l'ordre moyen sur les entiers y-criblés

(1.14) Ty)= Y )
P—d(fl;)gy

ou P~ (d) désigne le plus petit facteur premier de d avec la convention P~ (1) = +oc.
L’estimation d’une telle somme présente un intérét intrinseéque et s’inscrit dans une série
de travaux comme [All82a], [AlI82D], [Hil84] et [Ten90]. C’est l'objet de la note [LT] qui
accompagne le présent article, réalisée avec Gérald Tenenbaum.
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2. LECAS R=17Z

En guise d’introduction de la méthode, on présente dans ce paragraphe le cas ou
I’ensemble d’entiers R est I’ensemble des entiers relatifs Z. La distribution multiplicative
des valeurs d’une forme binaire, a travers ’étude de A4(K.x,Z), a fait 'objet de divers
travaux (voir par exemple |Gre70], [Gre71], [Dan99] et [Mar06]). En vue d’utilisations
ultérieures, on rappelle ici le lemme 3.3 de [Dan99].

Lemme 2.1 (|[Dan99], Lemme 3.3). Soient G € Z[X1, X2] une forme binaire quadratique
et irréductible et K C [0,1] un compact dont le bord est paramétré par un lacet de classe
C! par morceaux. On a, uniformément en x > 1 et D > 1, estimation

> ’Ad(IC.m, Z)— vol(IC)ﬁ@ < v D(log 2D)*° 4+ D(log 2D)?
d<D d

v(d) = #{1 < ny,ne < d:dG(ni,n)}.

La fonction arithmétique v introduite dans ce lemme apparait de maniére récurrente
dans de nombreux problémes d’arithmétique liés aux formes binaires. En désignant par
v(d) le nombre de racines de la congruence

G(1,X)=0 (mod d),
on peut remarquer que, si p est un premier qui ne divise pas G(0, 1), alors on a

(2.1) v(p) = (- 1v(p) + 1.

11 s’ensuit que le comportement de 7 est directement 1ié au corps de nombres Q(w) ol w
désigne une racine du polynéme G(1, X). En effet, un théoréme di & Dedekind [Ded78]
assure que, si p ne divise pas l'indice [O,, Z[w]] ou O, désigne 'anneau des entiers de
Q(w), alors v(p) est égal au nombre d’idéaux premiers p de O,, dont la norme vaut p.
De maniere générale, le lemme 2.2 de [Mar06] fournit la majoration suivante, uniforme
en p premier et k > 1,

(2.2) v(p") < kp".
log x>

I'identité (|1.12) I’estimation de la somme de Type I contenue dans le lemme avec le
niveau de distribution D = 2277, il vient

(2.3)

Soit 7 € |- 2} un parametre que l'on précisera en fin d’argument. En utilisant dans
L

U(K.xz; G, y; Z) = Vol (K)x*T, (:CQ_T,y> +0| 2772 (log 22) 0+ Z Ag(K.z,Z)

d>x2"7
P=(d)>y

ou

Lty= Y wd)

d<t
P~ (d)>y
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Ecrivons les termes de la sommation du terme d’erreur sous la forme F(ny,ny) = md
avec 277 < d < 2%, P~(d) > y et m < 7. On observe ainsi que 1’on a

(2.4) Z Ag(K.z,Z) < ZSICa:mY)
d>z2-7 m<x”
P=(d)>y

ou

S(K.x;myy) == # {(nl,ng) € K.xNZ?:m|G(ny,ng) et (pm|G(ny,ng) = p > y)} .

On utilise un lemme de crible pour majorer cette derniere quantité. En effet, au vu de
et compte tenu de la régularité de +, les hypotheses (1) et (2(1)) de [HR74] sont
vérifiées et on peut appliquer le théoréme 4.1 de [HR74] basé sur le crible de Selberg,
pour en déduire 'estimation

ZSImey ZSImemm(y, z'/%))

m<Lx” mx”
2 v(m 7(p)
H (1 T2 )
m<z” p<min(y,zl/2) p
ptm
(2.5) + 3 7 w(K.2,Z) — vm(chﬂw .

m<<m1+'r

En utilisant (2.1)), (2.2)) et le théoréme des idéaux premiers, on peut observer la validité
des bornes supérieures suivantes, uniformes en t > 2,

(2.6) H{m H <1—7]§f)>_ <<H< )<<10gt

v(p)#p?
et
(2.7) H < - ’Y]()p)> < (logt)™?
p<t
v(p)#p?

Il suit alors de ces estimations que

L

m<Lz” p<min(y,x1/2) P

pfm
y(m) v\~ logx
< I > 2 gy (1207 e
P p? logy
p<min(y,z'/?) m<a’ plm
v(p)#p? v(p)#p?

Pour traiter la seconde somme de , on observe tout d’abord que, pour tout A > 0
les estimations et (2.2) entralnent la majoration

Z T(m)A’YT(:;) < (log :z:)ZA*l

m<<x1+'r
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tandis que le théoréeme 1 de [dIBB06] permet de montrer que
Z T(m)A A (K., Z) < Z 7(G(n1,n2)) ! <« w2(loga¢)2A+171.
mLeltT Inil,|ne|<z

En utilisant l'inégalité de Cauchy-Schwarz, on déduit du lemme et de ces deux
estimations ’existence d’une constante ¢ > 0 telle que

>, T(m)’

m<<zl+7'

1/2
< ( Z 7(m)° (Am(/C.x, Z) + VOI(IC)Q;2775:;))>
m<Lel+T

A (K2, Z) — Vol(K)z? 7751”;)

A (K., Z) — Vol ()22 L)

) 1/2

X(z

M+ m?
(2.8)
<z * 7 log z)°.
Il s’ensuit finalement que
(2.9) Z S(K.z;m;y) < TiZizﬁ + 271+ log z)°.
m<a”

Il reste a étudier la quantité 7’ (¢, y). On remarque tout d’abord que 'estimation ([2.1})
entraine que, pour 0 < o < 1 et uniformément en p premier, on a

S (o N0y =) (N ) = o 1

k>1
1 #{J: NI =P} 1
<<pa+1 +l§2 pka < pU+1 + ]%'

Il en résulte que la série de Dirichlet (Z wu(n )
en produit eulérien

H(l—i—Zp S( {J:N(J):pk}_#{J:N(J):pk—l}”Y(p))>

) (Q(w)(8) possede le développement

k=1 p

absolument convergent pour R(s) > % et qu’'un résultat similaire est valable pour la
convolution (Zn %) CQ(w)(s)_l.
Compte tenu de ce qui précede, nous pouvons utiliser le théoréme principal de [LT],

rappelé ci-dessous, pour évaluer la moyenne de la fonction n — u(n ) ) qur les entiers
criblés.

Théoréme ([LT], Théoréme 1.1). Soient cg > 0, € > 0 et K un corps de nombres.
Soient h et h des fonctions arithmétiques telles que |h n)| < h ) pour tout entier n et

les séries de Dirichlet (3, h(n)/n®) (k(s) et (Z h(n ) (k(s)™! soient développables
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en produits eulériens absolument convergents pour R(s) > 1 —co. Uniformément dans le
domaine

(G%) x> 2, exp {(logz)?57¢} <y < x/2,
nous avons
(2.10) Sp(r,y) = 3 h(n)—{1+0< = )}x/u_lp’(“—wdv
. R, Y) - P Le(y) 0 y?
P~ (n)>y

N 3/5—¢ . . . , .
ot L:(y) := ellogy) . En particulier, nous avons, uniformément dans le domaine ,

3w {iso( ) e

n<e
P=(n)>y

A partir de ce théoréme, une sommation d’Abel permet d’obtenir un équivalent pour
T’Y ([L‘, y) .
Proposition 2.2. Soit € > 0. Dans le domaine , on a uniformément

log(u + 1) 1 )
log y Le(y) /)

(2.12) ,(,9) = p(w) + O ()

Démonstration. On remarque dans un premier temps que, pour ¢ € [1,y], on a trivia-
lement @nHu(n)m(t,y) = 1. Dans le domaine y < t < 2y, on observe a 'aide d’un

changement de variables que le théoréeme des idéaux premiers implique
o (t,y) /t1 d+0( ¢ >
) (6, Y) = r
nspu(n) Ll Y y logr L.(y)

logt
- t/
0

gy L logt dv t
logy / og
—v)]—4+0 )
P <logy U) yv * <Le(y))

A Paide de ce qui précede, de la formule |i et d'une sommation d’Abel, on peut donc
écrire

o 2 (T,9) oy g z ® 20 (t,9)
T (z, y) =t +/1 t—zdt+/ o) dt.
)

T 12
u—1 ./ _ T lggt—l ,0/ lggt —v 1
:/ ’Mdv+1+/ /1“ (lgy)dvdt+0< )

0 yv y JO ty La(y)
u—1 (0, u—1 pu / _ 1
:/ p(uv)dv+l+logy/ dedv—l—O( )
0 yY 0 il Y Lc(y)

On peut majorer la premiére intégrale en utilisant ’estimation (voir la formule (II1.5.82)
de [Ten08])

u o (4 — 1 1
/ p(uv v) dv < p(u) og(u + )_
0 y logy
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Pour la seconde intégrale, on observe a I'aide d’une intégration par parties que l'on a

u—1 u—1 _ -1
logy/ / dwdv—logy/ %dv

y'U
= pla) — 1+ 0 (p(w) L),

ce qui implique le résultat. O

Remarque. Compte tenu de la présence de I ( ) dans le terme d’erreur de , on
observe que ’équivalent

Ty(z,y) = p(u) (1 +0 (1@3;(u+1)>)

logy

est valide uniformément dans le domaine
exp ((log x)5/8+5) <y< .

Dans la mesure ou la formule (IT11.5.114) de [Ten08] assure que, uniformément pour

1
>0et 0< mm(,w),ona

(2.13) ol —v) = p(u) (1 + O (vlog(u+ 1))

il vient, sous le choix 7 := cllolgol% avec c¢; > 0 assez grand et dans le domaine , la

formule

(2.14) T (xQ_T y) =p(2u) + O (p(2u) log(u+1) (log log @ + ! ) + : )

' 7 ’ log y logy L(y))

On déduit alors de (2.3)), (2.4), (2-9) et (2.14) que l'on a, dans le domaine (GJ)), la formule
log 1

(2.15) U(K.x; G, y; Z) = Vol (K)z?p(2u) + O (m2();gc)g()§$) :

Remarque. Dans le cas ou G est une forme quadratique irréductible dans Z[X;, Xo|, de
discriminant négatif et fondamental, et IC := {(z1, z2) : |G(z1, z2| < 1}, un développe-
ment asymptotique du cardinal V(K.z; G,y;Z) dans le domaine peut étre obtenu
en utilisant les résultats de [HTWOS].

3. LE CAS CQENERAL

On étend a présent 'argument du paragraphe précédent pour des ensembles d’entiers

R quelconques, en conservant le choix 7 = ¢; blg g)gx Sans perte de généralité, on suppose

que K est un compact de [0,1]% qui vérifie G(K) C [0, 1].
Une estimation de sommes de Type I analogue a celle du lemme est donnée par
le lemme suivant, dont la démonstration fera 'objet du paragraphe [}

Lemme 3.1. Soient G € Z[ X1, X2] une forme binaire primitive, quadratique et irréduc-
tible et K C [0,1]? un compact dont le bord est paramétré par un lacet de classe C* par
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morceauz et satisfaisant G(K) C [0,1]. Il existe ¢ > 0 tel que, uniformément en x,y > 1
et 1 < D <22, on ait

Z ‘Ad(IC.x,R) - ’Yég)# {(nl,ng) eKxznZ?n e R}‘ < 2?3 D0 1og(22)°
d<D
P~ (d)>y
z? < log(2z)\°
+ — | log(2x +< ) )
y \los) log(2y)

En utilisant ce lemme dans la formule ((1.12f), on obtient I'analogue de (2.3|) suivant

V(K.x;G,y; R) =T (932_7, y) # {(nl,ng) eKxnZ?n € R}

+0 <x2_7/6(10g 2x)° + Z S(K.x;m; y,R))

mLx”

des que y = 27, ou

S(C.asm; y; R) =t { (n1,m2) K2 NZ2 2 my €R, m| G(n1, ma), (pm|Gn1,ma) = p>y) }
(3.1) <S(K.zym;y).
En utilisant les estimations (12.9)) et (2.14]), on en déduit la formule asymptotique (|1.10)).

Supposons & présent que R C {P~(n1) > 2} olt 2 > exp ((loglog x)1*¢). On peut alors
remplacer (3.1) par I'inégalité

S(K.z;m;y; R) < S(K.xymsy; { P~ (n1) > 2}).

Nous démontrerons au paragraphe [] le lemme suivant, qui peut étre vu comme un
analogue du lemme au cas ot R C {P~(n1) > z}.

Lemme 3.2. Soient B > 0, G € Z[X1, X3]| une forme binaire primitive, quadratique et
irréductible et K C [0,1]? un compact dont le bord est paramétré par un lacet de classe
C! par morceauz et satisfaisant G(K) C [0,1]. Il existe c(B) > 0 tel que, uniformément
enw,z>1,1<D<a? et RC{ny: P (n1) >z}, on ait

> 7(d)”

2
d<D d z

Ag(K.z,R)— M#{ (n1,n2) EK.2NZ2 ny € R}‘ < <:U5/3D1/6+w> log(2:1:)c(B).

On peut alors reproduire 'argument de crible détaillé dans le paragraphe précédent
qui a conduit a lestimation (2.9)) en remplagant 'utilisation du lemme par le lemme
Compte tenu des hypotheses sur z, il s’ensuit que

logz 2?2

Z S (Ka;myy; {P~(n1) > 2}) < 7
mlxT

ce qui permet d’obtenir (1.11)).

logy log 2’

On conclut ce paragraphe en montrant comment déduire le théoréme [I.2] & partir du
théoréme
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Preuve que le théoréme [1.9 implique le théoréme[1.3 Puisque la forme linéaire Fy est
primitive, écrivons-la sous la forme F; (X1, X3) = a11 X1 + a12X2 avec (ai1,a12) = 1. Le
théoreme de Bachet-Bézout assure alors ’existence de deux entiers ao; et ass tels que

/
@1 M2 Gous leffet du changement de variables (n/1> =A <n1> ou l'on a posé
az1 a2 g ng
A= (au a12) € SLy(Z), on remarque que 'on a I'identité
az1 a2
(3.2)

# {(nl,ng) € KxNZ%: Fi(ni,n2) € R et PT(|Fy(ny,n2)|) < y} = U(AK).X;G,y;R)

ot G(X1,X2) := Fp(A~1(X1, X3)) est quadratique, primitive et irréductible.

En prenant R ’ensemble des entiers y-friables dans , on peut utiliser ’estima-
tion de Hildebrand pour évaluer # {(n1,n2) € A(K).x NZ?: P*(ny) < y}. Pour
ce faire, on introduit la fonction ¢ qui a tout réel x; associe la mesure de I’ensemble
{ze € R: (1,22) € A(K).z}. Compte tenu des hypothéses sur le bord de K, on peut
écrire g comme la somme de Oy (1) fonctions continues, de classe C! par morceaux. Par
suite, quitte a effectuer une homothétie, on peut supposer sans perte de généralité que g a
pour support [0, z], intervalle sur lequel elle est de classe C!. En utilisant une sommation
d’Abel, on obtient ainsi

# {(nl,ng) € AK).xzNZ*: P*(n) < y}

22
= > (g(m) +0(1))+ O ((log:r)2>

z/(logx)?<ni<z
Pt (n1)<y

:g(il}_)\I/(H?,y) - / @(t,y)g/(t) dt+0 (i)Q)

z/(log )2 (log

oo [ (D)0 () o o25).

La formule (2.13]) assure que, dans le domaine ({1.6)), on a

) (u— 10g(2logaz)> — o(u) (1 L0 <log(u+ 1)loglogx>) .
logy logy

xT

Puisque p est décroissante, il suit finalement que
#{(n1,m2) € A(K).2 N 2% P*(m) <y}

oo (e [, etow) (10 (PR ) o ()

log(u + 1) log log n 2
logy (logz)? )

=p(u)Vol(A(K))z* + O <x2p(u)
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Dans la mesure ot Vol(A(K)) = Vol(K), on déduit de la formule (3.2) et du théoréme
[1.3] que 'on a

#{(n1,m5) € KN 22 PT(|Pi(n1,n2) Fy(n1,ms)]) <y} = Vol (K)a?p(2u)

log1
L0 (x2 Ogogx) _
logy
Le terme d’erreur reste finalement négligeable tant que (x,y) parcourt le domaine (|1.6]),
au vu de lestimation p(u)~! = exp (O (ulog(u + 1))).
Un raisonnement analogue, basé sur 1'utilisation du théoreme des nombres premiers et

de (1.11)) permet de déduire la formule (1.8 portant sur les valeurs de Fj premieéres. [

4. PREUVE DES LEMMES B.1] ET B.2]

Dans cette partie, on étudie le cardinal Ayz(K.x, R), en vue d’établir les lemmes et
Pour des raisons techniques qui apparaitront au cours de I’argument, on s’intéresse
dans un premier temps aux cardinaux

A((il)(/C.x,R) =# {(nl,ng) cKxnNZ?:n; €R,(ny,d) =1et d|G(n1,n2)} .

Lemme 4.1. Soient B > 0, G € Z[X1, X3] une forme binaire primitive, quadratique et
irréductible, I C [0,1]? un compact dont le bord est paramétré par un lacet de classe C*
par morceauz et satisfaisant G(KC) C [0, 1] et R un ensemble d’entiers. Il existe ¢(B) > 0
tel que, uniformément en 1 < D < 22, on ait
d
3 7 (d)P ‘Ay)ac.m,n) - ”Ei)# {(n1,m2) € Kz N2 m1 € R, (n1,d) = 1}’
d<D

<z®3 D0 log(22)P).

La preuve de ce lemme consiste essentiellement & adapter les parties 2 et 3 de [FI197] et
le chapitre 20.3 de [FI10] ou un analogue de ce résultat est établi pour la forme quadra-
tique F(X1, Xs) = X? 4+ X2. Une généralisation a des formes quadratiques quelconques
s’appuie en particulier sur les parties 5.2 et 5.3 de [BBDT12| dans lesquelles Balog et al.
obtiennent essentiellement le lemme avec z¢ au lieu de log(2x).

Démonstration. Soit A € [1,x] un parametre dont le choix sera rendu explicite au cours
de la preuve. En effectuant la convolution de 'indicatrice de K.x et d’une suite régula-
risante, on montre ’existence d’une fonction lisse xx , a valeurs dans [0, 1] telle que

supp xx.z C K.x,
Xic.z(ni,ng) =1 si d((nl,ng),R2 \ K.z) > A,

XK - ‘
5;];" (n1,m2) < A7 pour j € {0,1,2}.
On approche Agll)(lC.x, R) par la quantité
AV R) = S xca(ni,na),
(n1,m2)ERXZ
(n1,d)=1

d|G(n1,n2)
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I’apparition de i, en lieu et place de I'indicatrice de K.z fournissant un cadre propice
a 'utilisation de I’analyse de Fourier.

Le terme d’erreur qui apparait sous l'effet d’une telle démarche est négligeable. En
effet, d’apres I'inégalité de Cauchy-Schwarz et les hypotheses de régularité faites sur le
bord de K, on a

2

(4.1) Z\Ag”(/c.:c,n)—Ag”(x,c,x,?z)(<<( 3 T(G(m,ng))?)

d<D [n1l,|n2|<z
1
x #{(n1,n2) € K.x N VAR Xk.z(ni,ng) # 1}2.

Dans la mesure ou la fonction 72 satisfait les hypotheses du théoréme 1 de [dIBB06], on
peut estimer la somme du membre de droite. Compte tenu de la régularité du bord de
K, on en déduit ainsi que

1
* 2
(4.2) > AP (e R) - AP (xka, R)| < 23 AR ] (1 + 37].@)

d<D p<x
ol
1
7 (p) = E#{O <ni,ng <p:(ni,ng,p) =1et G(ni,nz) = p}.
Puisque v*(p) = v(p) + O(1/p) (formule (1.6) de [dIBB06]), il suit finalement que

(4.3) > AP K R) = AP (xan R)| < 23 A% (log 2)*/2,
d<D

3
2

On étudie a présent les quantités A&l)(x;c_x,R). En utilisant la formule sommatoire

de Poisson, on obtient I'identité

an AR =t S @ [ e (<5

n1€ER keZ
(n1,d)=1

ou e(t) := exp(2int) et
ngk'
'Vk:,m(d) = Z e (d) .
no mod d
d|G(n1,n2)
Au vu de la condition (nj,d) = 1, on remarque que 'on a notamment

e (d) = Z . <ykdn1>

v mod d
dlG(1,v)

ce qui entraine 'identité o, (d) = v(d).
Le terme principal, provenant de la fréquence k = 0, est donné par la quantité

V(dd) Z /;OO Xk.z(ni,t) dt.

n1€ER -
(n1,d)=1
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Par suite, on retrouve le terme principal attendu dans I’énoncé du lemme en remarquant
que

+oo
Z @ Z ‘/ XlC.x(nlvt)dt_#{'nQ : (n17n2) EIC..Z'QZ2}
d<D nerR T
(n1,d)=1
v(d) 2
<3 DS (#ma (mma) € K212 xicalm,ma) £ 1)+ 0(1)
d<D n1ER

(4.5) <Axlog(2D).

Le cas des fréquences non nulles fait appel a une inégalité de grand crible, essen-
tiellement énoncée dans la proposition 3 de [BBDT12]. On précise dans le lemme qui
suit ce résultat en remplacant le terme (DK R)? obtenu dans [BBDT12] par log(2D),
modification qui permet de choisir un niveau de distribution D = X277,

Lemme 4.2. On a, uniformément pour tous entiers D, K,x > 1 et toute suite de com-
plexzes (§k.p), Uinégalité de grand crible

1/2
46) SIS Gunknl(d)| < DYA(D + K2)'? (Z Ifk,n|27(lm)> log(2D).

d<D |k<K n<z k,n
(n,d)=1

Démonstration. D’apres la preuve de la proposition 3 de [BBDT12], on a, pour toute
suite de complexes (&), 'estimation

2

< (D+2)> |6,

n<x

2 2.

D<d<2D G(1,v)=0 (mod d)

e ()

n<x

ce qui constitue une généralisation du lemme 2 de [FI97] & des polynémes quadratiques
irréductibles quelconques. En reproduisant le raisonnement développé a la page 253 de
[ET97], il s’ensuit alors que

> > e ()

d<D G(1,v)=0 (mod d) |k<Kn<zx
(n,d)=1

Z kb€ <V§n)

E<Kn<z/b

<Y v(b) >

b<D d<D/bG(1,v)=0 (mod d)

1/2
<D'Y?(D + Kx)'/? (Z |€kn|? T(kn)) log(2D)
k.n

ce qui implique le résultat attendu. O
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Reprenons la preuve du lemme En effectuant le changement de variable w = %

afin de séparer les variables k et d dans 'intégrale, on obtient

oo tk z K wr wx
/ X’C-w(nlvt)e (_d> dt = E /7K XK.z <n1, k’) e (_d> dw.

—00

On déduit alors du lemme que

> >, > %’Yk,m(d) /_I; XK. <n1, Qf:) e (—?) dw

D<d<2D | n1eR K<k<2K

(n1,d)=1
K z wx
S Z / Z Z %fyk,nl(d>XIC.:c nl,? dw
D<d<2D’ K (me)R K<k<2K
ny,d)=1

1/2
<zD"2 (D+Kax)2log2D) [ 3" r(kn)
k2K ,n1 <z

(47)  <a3D 3K (D + Kz)? log(2DKx)"/>.

Pour les fréquences k grandes, une telle estimation n’est pas convenable. En intégrant
deux fois par parties, on obtient la formule

/K ( W) (_W)d _1d2/K ‘92X'<-x( W) <_W>d
e\ ) T T )Y T e e a2 "R )T g )

En utilisant 1a encore 'inégalité du grand crible du lemme [4.2] on en déduit

x K wT wx
Z Z Z @'Yk,m (d)/ XK.z <n1, k:) € <_d> dw
D<d<2D (nle)R K<k<2K —-K
ni,d)=1

x K d aZXIC.x
o X [T T G @T (n )|

D<d<2D "~ n1€R K<k<2K
(n1,d)=1

1/2
<zD3K2(D+Kz)? A2log2D) [ S0 r(kn)
k2K n1<x

(4.8)  <23D3K~3(D+ Kz)2 A2log(2DKz)"2.
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En utilisant (4.7) si K < DA™! et (4.8) sinon et en sommant sur les puissances de 2
issues des découpages dyadiques en d et k, on en déduit

x K wx wx
S| Y @ [ s (m 5 ) e (<55 ) |du
d<D| m€eR k#£0 —K
(n1,d)=1

(4.9) < <x3/2D1/2A71/2 + x2D1/2A71> log(22)%/2.

En choisissant A = 25 D3 et en collectant les termes d’erreur , 1) et 1 , on

en déduit que
Z ‘Agll)(lC.:U, R)— V(dd)#{(nl, ny)€K.xzNZ® n €R,(ny,d)= 1} ‘ < z3 DY og(22)%/
d<D

On peut alors utiliser 'inégalité de Cauchy-Schwarz et reproduire 'argument qui avait
conduit & (2.8)) pour en déduire le lemme.
O

Prewve des lemmes[31] et[3.2. A partir de (2.1), on observe que
v 1
)0 (L),
p p p
d’ou I'on peut déduire que

k
d d)| 1 A 1«1 2¢ 1 /log(2z)\?*
Z Y( _7(2) <> Z MQ(d)T( ) <<727‘ Z < <<(og( $)>
d<az? Yy d<az? d Yy k>0 k! y<p<z? p Yy 10g(2y)
P=(d)>y P~ (d)>y

pour une constante ¢ > 0. Au vu du lemme [£.7] il suffit donc de montrer que, pour tout
B>0,0na

(4.10) > r(d)”
d<z?
v(d)

- =) € KanZ? s (n1,d) £ 1, P ((m1,d)) >y}

# {(nl,ng) €eK.xnZ?: (ni,d) #1, P ((n1,d) >y et d|G(n1,n2)}

72
< m log(2:)°P)

pour une certaine constante ¢(B). On remarque d’une part que 'on a

3 T(d)B@# {(nl,ng) eKaxnZ?: (n,d) #1,P ((n1,d)) > y}

d<a? d
. . pr(d)
<<Z #{(m,ng) ekaxnZ .p[nl} Z 7(d) -
Y d<z?

22
<= log(2x)°B).
Y
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D’autre part, si y est plus grand que les coefficients de GG, on peut observer que les
hypotheses p|(n1, G(n1,n2)) et p > y impliquent p|ny et donc

> r(@P#{(n1,n2) € KaNZ2: (n1,d) # 1, P~ ((n,d)) > y et d|G(n1,no) |
d<az?

<Y Y 7(Gn,ne))PH

P>Y ni,na<x
pl(n1,m2)

22
<= log(2z)°P).
)

En observant que cette derniére estimation est aussi valable trivialement pour y borné
d’apres le théoreme 1 de [dIBB06], on en déduit que (4.10)) est vrai pour tout y > 1 ce
qui acheve la preuve. O
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